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2 Τίτλος Ενότητας 

Σκοποί  ενότητας 

• Σκοπός της ενότητας είναι να παρουσιάσει 
κάποιες εφαρμογές που αφορούν το άτομο του 
υδρογόνου και ν’ αναφέρει τις έννοιες του 
μοναδιαίου τελεστή και του τελεστή χρονικής 
εξέλιξης. 
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Περιεχόμενα ενότητας 

• Εφαρμογές στο άτομο του υδρογόνου 

• Ο μοναδιαίος τελεστής 

• Ο τελεστής χρονικής εξέλιξης 
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Εφαρμογή 1 

• Ένα άτομο υδρογόνου βρίσκεται στην θεμελιώδη του κατάσταση, 
όπου η κυματοσυνάρτηση έχει την μορφή 𝜓 = Ν𝑒−𝑟 . Να 
προσδιορίσετε την μέση θέση, 𝑟 , την μέση τιμή δυναμικής 
ενέργειας, 𝑉  και την μέση κινητική ενέργεια Τ . 

• Κανονικοποιούμε αρχικά την κυματοσυνάρτηση προκειμένου να 
προσδιορίσουμε τον συντελεστή Ν. Έχουμε λοιπόν 
 𝜓100

∗𝜓100𝑑𝑉 = 1 ⇒ 

 𝑁2𝑒−2𝑟𝑟2𝑑𝑟𝑑Ω = 4𝜋Ν2 𝑒−2𝑟𝑟2
∞

0

𝑑𝑟 = 1 ⇒ 𝑁 =
1

𝜋
. 

• Έχουμε χρησιμοποιήσει το ολοκλήρωμα  

 𝑟𝑛
∞

0

𝑒−𝜆𝑟𝑑𝑟 =
𝑛!

𝜆𝑛+1
. 
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Μέσες τιμές 

• Για την μέση θέση θα έχουμε  

𝑟 =  𝜓100
∗

∞

0

𝑟𝜓100𝑑𝑉 = 4𝜋
1

𝜋
 𝑒−2𝑟𝑟2𝑑𝑟
∞

0

=
3

2
. 

• Στο ατομικό σύστημα μονάδων η δυναμική ενέργεια είναι 𝑉 = −
1

𝑟
. 

• Άρα 𝑉 =  𝜓100
∗ 𝑉𝜓100𝑑𝑉 = − 

1

𝜋

∞

0
𝑒−2𝑟

1

𝑟
4𝜋𝑟2𝑑𝑟 = 

−4 𝑟𝑒−2𝑟
∞

0

𝑑𝑟 = −1. 

Η ατομική μονάδα ενέργειας λέγεται “Hartree” και είναι 27.2eV. Έτσι 
το αποτέλεσμα γίνεται 𝑉 = −27.2𝑒𝑉. 

• Για την κινητική ενέργεια ισχύει ότι 𝐸 = 𝑇 + V ⇒ 
𝑇 = −13.6 − −27.2 = 13.6𝑒𝑉. 



6 Τίτλος Ενότητας 

Εφαρμογή 2 

• Η κατάσταση του ηλεκτρονίου σε ένα άτομο του 
υδρογόνου περιγράφεται σε μια ορισμένη στιγμή, από 
την κυματοσυνάρτηση  

𝜓 = 𝑁 𝜓100 + 2𝜓211 +𝜓32−1 , 

όπου 𝜓100,𝜓211, 𝜓32−1 κανονικοποιημένες 
ιδιοκαταστάσεις. 

1. Υπολογίστε τον συντελεστή κανονικοποίησης Ν, έτσι 
ώστε η 𝜓 να είναι επίσης μια κανονικοποιημένη 
κατάσταση. 

2. Υπολογίστε τις μέσες τιμές 𝑙2 , 𝑙𝑧 , 𝐸  και την 
αβεβαιότητα Δ𝑙𝑧. 
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Συντελεστής κανονικοποίησης και 𝑙2  

• Για να είναι η 𝜓 κανονικοποιημένη, θα πρέπει το άθροισμα των 
τετραγώνων των συντελεστών να είναι ίσο με την μονάδα. Δηλαδή, 

Ν2 + (2Ν)2+Ν2 = 1 ⇒ Ν =
1

6
. Η κατάσταση υπέρθεσης θα γράφεται 

επομένως ως  

𝜓 =
1

6
𝜓100 +

2

6
𝜓211 +

1

6
𝜓32−1. 

• Βλέπουμε ότι οι καταστάσεις έχουν διαδοχικά 𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 𝑙 = 2. (Διότι 
ακολουθούμε τον συμβολισμό 𝜓𝑛𝑙𝑚). Άρα οι δυνατές τιμές του  

𝑙2 = ℏ2𝑙(𝑙 + 1) θα είναι οι 𝑙2 = 0, 𝑙2 = 2ℏ2, 𝑙2 = 6ℏ2 με αντίστοιχες 
πιθανότητες  

𝑃 =
1

6

2

=
1

6
, 𝑃 =

2

6

2

, 𝑃 =
1

6

2

=
1

6
. 

• Οπότε 𝑙2 = 0 ∙
1

6
+ 2ℏ2 ∙

2

3
+ 6ℏ2 ∙

1

6
=

7

3
ℏ2. 
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Υπολογισμός 𝑙2 , 𝑙𝑧 , 𝐸 , Δ𝑙𝑧 

• Για την προβολή 𝑙𝑧, οι δυνατές τιμές που μπορούν να προκύψουν από τις 
μετρήσεις είναι οι  

𝑙𝑧 = 𝑚ℏ, 𝜇𝜀 𝑚 = 0,1, −1. 

• Επομένως 𝑙𝑧 = 0 ∙
1

6
+ ℏ ∙

2

3
+ −ℏ

1

6
=

ℏ

2
. 

• Για την ενέργεια όπου οι δυνατές τιμές είναι Ε𝑛 = −
𝜀

𝑛2
, 𝑛 = 1,2,3 𝜅𝛼𝜄 𝜀 =

13.6𝑒𝑉, θα έχουμε  

Ε = −𝜀
1

6
+ −

𝜀

4

2

3
+ −

𝜀

9

1

6
= −

19𝜀

54
 

• Για την αβεβαιότητα Δ𝑙𝑧 θα έχουμε  

𝑙𝑧
2 = 0

1

6
+ ℏ2

2

3
+ −ℏ 2

1

6
=
5

6
ℏ2, 

Δ𝑙𝑧
2 = 𝑙𝑧

2 − 𝑙𝑧
2 =

7

12
ℏ2 ⇒ Δ𝑙𝑧 = ℏ

7

12
. 
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Μοναδιαίος τελεστής 

• Στην κβαντομηχανική, αυτό που έχει άμεση φυσική δεν είναι 
τα καταστασιακά διανύσματα και οι τελεστές, αλλά οι μέσες 
τιμές που προκύπτουν από αυτά. 

• Μπορούμε λοιπόν, να αλλάξουμε τον τρόπο περιγραφής και 
στην θέση των καταστάσεων |𝜓  να χρησιμοποιήσουμε τις 
|𝜓′ = U|𝜓  και στην θέση των τελεστών Α τους Α′ = UA𝑈†, 
όπου 𝑈 ένας μοναδιαίος τελεστής, δηλ. ένας τελεστής για τον 
οποίο ισχύει U†𝑈 = 1.  

• Οι σχέσεις |𝜓′ = U|𝜓  και U†𝑈 = 1 εξασφαλίζουν ότι οι 
μέσες τιμές στην παλιά και νέα περιγραφή θα είναι οι ίδιες. 
Πράγματι,  

Α′ = 𝜓′ Α′ 𝜓′ = 𝜓 U†𝐴′𝑈 𝜓 = 𝜓 U† UA𝑈† 𝑈 𝜓 = 

𝜓 U†UAU†𝑈 𝜓 = 𝜓 Α ψ = Α . 
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Ο τελεστής της χρονικής εξέλιξης 

• Στην κβαντομηχανική η εξέλιξη μιας κατάστασης μπορεί να 
εκφραστεί ως  

𝜓 𝑥, 𝑡 = 𝑈 𝑡 𝜓 𝑥, 0 , όπου 𝑈 𝑡  μοναδιαίος τελεστής. 

• Η κατάσταση 𝜓 𝑥, 𝑡  (εκφρασμένη με την παραπάνω μορφή) θα 
πρέπει να επαληθεύει την εξίσωση Schro dinger, δηλαδή θα ισχύει 

𝑖ℏ
𝜕𝑈𝜓 𝑥,0

𝜕𝑡
= 𝐻𝑈𝜓 𝑥, 0 → 𝑖ℏ

𝜕𝑈

𝜕𝑡
= 𝐻𝑈, διότι αφού η εξίσωση ισχύει 

για κάθε κατάσταση 𝜓 θα πρέπει να ισχύει και για τους ίδιους τους 
τελεστές.  

• Η εξίσωση 𝑖ℏ
𝜕𝑈

𝜕𝑡
= 𝐻𝑈 δίνει λύση την 𝑈 𝑡 = 𝑒−𝑖𝐻𝑡/ℏ. 

• O 𝑈 𝑡  είναι μοναδιαίος, όπως επιθυμούμε, δηλ. 
𝑈†𝑈 = 𝑒𝑖𝐻𝑡/ℏ𝑒−𝑖𝐻𝑡/ℏ = 1. 



Τέλος Ενότητας 
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Χρηματοδότηση 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Αθηνών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους. 
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Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Πανεπιστήμιο Πατρών, Ανδρέας Τερζής. Ανδρέας Τερζής 
«Κβαντική Φυσική Ι. Εφαρμογές στο άτομο του υδρογόνου». Έκδοση: 1.0. 
Πάτρα 2015. Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 
https://eclass.upatras.gr/courses/PHY1957/ 

 

https://eclass.upatras.gr/courses/PHY1957/
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Σημείωμα Αδειοδότησης 
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής 
Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους 
όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».                      

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  
 
Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο 
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

