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Περιεχόμενα ενότητας  
• Ιδανικό ρευστό - εξίσωση 

Laplace 

• Στοιχειώδεις λύσεις της 
εξίσωσης Laplace (2-D) 

• 2D Κύλινδρος  

• Περιστρεφόμενος κύλινδρος 

• Μετασχηματισμοί: 
Περιστροφή 

• Μετασχηματισμός αεροτομής 
σε κύλινδρο  

• Κυκλοφορία Γ 

• Συντελεστής άντωσης 

• Συμμετρικές αεροτομές 
Joukovski  

• Μη συμμετρικές αεροτομές 
Joukovski 

• Αεροτομές  Joukovski 
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Ιδανικό ρευστό - εξίσωση Laplace 

Ιδανικό ρευστό είναι εκείνο που έχει σταθερή 
πυκνότητα (άρα είναι ασυμπίεστο και 
σωληνοειδές) και έχει μηδενικό ιξώδες, 
επομένως είναι αστρόβιλο. Για ένα τέτοιο 
ρευστό ισχύει:  
 

( ) 2
0 , 0 0x q q q∇ = ⇒ = ∇Φ ∇ = ⇒∇ ∇Φ = ⇒∇ Φ

        



ΕΞΙΣΩΣΗ LAPLACE 



Στοιχειώδεις λύσεις της εξίσωσης 
Laplace (2-D) 

Δυναμικό Φ, ρευματική συνάρτηση Ψ, ταχύτητες σε κυλινδρικές συντεταγμένες 

• Πηγή – Καταβόθρα 

, , 0
2 2 2rnr C C q q

r θ
σ σ σθ
π π π

Φ = + Ψ = + = =

• Στρόβιλος 

, 0,
2 2 2rC nr C q q

rθθ
π π π
Γ Γ Γ

Φ = − + Ψ = + = = −

• Διπολική Ροπή 

2 2

cos sin cos sin, ,
2 2 2 2rq q

r r r rθ
µ θ µ θ µ θ µ θ
π π π π

Φ = ± Ψ = = =  

Αρχή της υπέρθεσης 



2D Κύλινδρος (1) 
Διπολική πηγή στη θέση (0,0) και ομογενές πεδίο με ταχύτητα με ταχύτητα V∞  
Στη x κατεύθυνση: 

2 2

cos 1cos , cos , sin
2 2 2rV r q V q V

r r r r rθ
µ θ µ µθ θ θ
π π θ π∞ ∞ ∞

∂Φ ∂Φ  Φ = + = = − = = − +   ∂ ∂  

Θέτουμε  22 R Vµ π ∞= και παίρνουμε: 

2 2

2 2cos 1 , sin 1r
R Rq V q V
r rθθ θ∞ ∞

  
= − = − +  

  

Υπολογισμός δυνάμεων L,D 

Κατανομή ταχυτήτων για r=R: 

0, 2 sinrq q Vθ θ∞= = −



2D Κύλινδρος (2) 
Απο νόμο Bernoulli: 

( )2 2 2 2 2 2

2

2

1 1 1 1( ) 1 4sin
2 2 2 2

1 4sin1
2

p

P V P q P P P V q V

P PC
V

θ θρ ρ ρ ρ θ

θ
ρ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞

∞

+ = + ⇒∆ = − = − = −

−
= = −

( )

( )

2 2
2 2

0 0
2 2

2

0 0

1sin 1 4sin sin 0
2

1cos 1 4sin cos 0
2

L PRd V R d

D PRd V R d

π π

π π

θ θ ρ θ θ θ

θ θ ρ θ θ θ

∞

∞

= −∆ = − − =

= −∆ = − − =

∫ ∫

∫ ∫

Παράδοξο του Allembert: Oι δυνάμεις είναι μηδενικές !!! 



Περιστρεφόμενος κύλινδρος 
Προστίθεται κυκλοφορία Γ 

2

2 2

2 2

cos
2

cos 1 , sin 1
2r

RV r
r

R Rq V q V
r rθ

θ θ
π

θ θ θ
π

∞

∞ ∞

 Γ
Φ = + −

 
   Γ

= − = − + −  
  

Σημείο τερματισμού: 

( )0 sin 4 sin 1
4s sq RV

RVθ θ π θ
π ∞

∞

Γ
= ⇒ = − ⇒Γ ≤ ≤

Έτσι προκύπτει μη μηδενική Άντωση: 

( )

2 2
2

0 0

sin .... sin

:

VL PRd d L V

ή ά L Vx

π πρθ θ θ θ ρ
π

διανυσµατικ ρ

∞
∞

Γ
= −∆ = = ⇒ = Γ

= Γ

∫ ∫
  



Περιστρεφόμενος κύλινδρος 
Από θεώρημα kutta-Joukovski. Απόδειξη: 

( )
2

2

2 2
2 2 2

2 2( )

1 sin 2 sin
2 2

2 sin2 sin 4 sin
2 4

R

Rq V q R V
r r R

Vq V V
R R R

θ θ

θ

θ θ
π π

θθ θ
π π π

∞ ∞

∞
∞ ∞

 Γ Γ
= − + − ⇒ = − −

 

 ΓΓ Γ= + = + +  
   

Από νόμο Bernoulli: 
2

2 2 2 2
2 2 2

1 1 2 sin( ) 1 4sin
2 2 4

P P P V q V
R V RVθ

θρ ρ θ
π π∞ ∞ ∞

∞ ∞

 Γ Γ
∆ = − = − = − − − 

 
Έτσι: 

( )2 21 1 4sin
2

L V Rρ θ∞= − −
20

2 2 2sin sin
4

d
R V

θ θ θ
π ∞

Γ
−

2 2 2
0 2

0 0 0

22
2 2

0 0

2 sin

1 2 2 sin 2sin
2 2 2 4

d d
RV

L V R L V d
RV

π π π

ππ

θ θ θ
π

π θ θρ ρ θ θ
π

∞

∞ ∞
∞

 Γ
− 

 
  Γ    ⇒ = − − ⇒ = Γ = −    

      

∫ ∫ ∫

∫



Ιδιότητες μιγαδικών αριθμών 

( )
2 2 , cos sin

i i

i

Z x iy re Z x iy re

r x y e i

θ θ

θ θ θ

+ −= + = = − =

= + = +

Συνθήκη Cauchy – Riemann 

Z a iβ= +

1

Z a i
x x x
Z a ai
iy i y y y y

β

β β

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Για να είναι συνεχώς διαφορίσιμη μια μιγαδική συνάρτηση Ζ(x,y) πρέπει η παραγωγός 
της να είναι ίδια τόσο στον πραγματικό όσο και στο μιγαδικό άξονα δηλαδή: 

,a a
x y y x

β β∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
Αυτή η συνθήκη ικανοποιείται από το δυναμικό Φ και την ρευματική συνάρτηση Ψ: 

,u v
x y y x

∂Φ ∂Ψ ∂Φ ∂Ψ
= = = = −
∂ ∂ ∂ ∂



Μιγαδικό δυναμικό 
F i= Φ+ Ψ

Α) Ομογενές πεδίο:  

( )

V x
V y

F i V x iV y V x iy V Z

∞

∞

∞ ∞ ∞ ∞

Φ =
Ψ =

= Φ+ Ψ = + = + =

B) Πηγή - Καταβόθρα 

( ) ( )
2 2 2 2

F i nr i nr i nσ σ σ σθ θ
π π π π

= Φ+ Ψ = + = + = Ζ  

Γ) Στρόβιλος 

( ) ( )
2 2 2 2 2 2

F i i nr ii i nr i i nr i nθ θ θ
π π π π π π
Γ Γ Γ Γ Γ Γ

= Φ+ Ψ = − + = + = + = Ζ   

Δ) Διπολική ροπή 

( )cos sin cos sin
2 2 2

2 2i

F i i i
r r r

F
re Zθ

µ θ µ θ µ θ θ
π π π

µ µ
π π−

= Φ + Ψ = ± = ± −

= ± = ±





Ταχύτητες 

Α) Ομογενές πεδίο:  

B) Πηγή - Καταβόθρα 

Γ) Στρόβιλος 

Δ) Διπολική ροπή 

dFQ
dZ

=

Q V∞=

2
Q σ

π
=

Ζ

2
iQ
π
Γ

=
Ζ

22
Q

Z
µ
π

=



Μετασχηματισμοί: Περιστροφή 
( ) cos sin cos sini i if Z Ze xe iye x ix iy yα α α α α α α− − −= = + = − + +

Επομένως: 

( ) cos sin cos sini i if Z Ze xe iye x ix iy yα α α α α α α− − −= = + = − + +

( ) e if Z Z α−=

Γεωμετρική ερμηνεία: Ο μετασχηματισμός είναι η περιστροφή των αξόνων 
ή του πεδίου: Η e-iα προκαλεί δεξιόστροφη περιστροφή ενώ η e+iα προκαλεί 
αριστερόστροφη περιστροφή. 

( )0 0 0( )f Z Z Z x x i y y= − = − + −Ο μετασχηματισμός 
αντιπροσωπεύει παράλληλη μετατόπιση των αξόνων ή του πεδίου. 

π.χ. για διπολική πηγή στη θέση Ζ0 που έχει περιστραφεί κατά γωνία +α: 

02 ( )

ieF
Z Z

αµ
π

−

=
− 2

02 ( )

idF eQ
dZ Z

αµ
π

−

= =
− Ζ



Μετασχηματισμός αεροτομής σε 
κύλινδρο με σύμμορφη απεικόνιση (1) 

Μετασχηματισμός Joukovski: 
2Rz

z
ξ = + Για τον κύλινδρο ισχύει : 1 2 3F F F F= + +

F1 : Ομογενές πεδίο στο εξωτερικό του κυλίνδρου με περιστροφή κατά μια γωνία 
α (γωνία προσβολής)  

F2 : Στρόβιλος με αρχή στο zo 

F3 : Διπολική πηγή με περιστροφή και μετατοπιση 

→ iaV ze−
∞

( )0ln
2
i z z
π
Γ

→ −

( )02

iae
z z
µ

π
→

−

ΕΠΙΠΕΔΟ  ξ ΕΠΙΠΕΔΟ  z

R



Μετασχηματισμός αεροτομής σε 
κύλινδρο με σύμμορφη απεικόνιση (2) 
Τελικά  

3

1

22

i
i

F F

dFQ
dz

R Vµ π

=

∞

=

=

=

∑

( ) ( )
( )

2

2
0 0

1
2

ia
ia V R eiQ V e

z z z zπ
− ∞

∞

Γ
= + −

− −

R
z0 θ

Σημείο 
τερματισμού

Ρευματική 
γραμμή

Η ταχύτητα στο επίπεδο ξ 
δηλαδή της αεροτομής: 

1dF dF dzQ Q Q dd dz d
dz
ξξ ξ

= = • ⇒ =



Κυκλοφορία Γ 

( ) ( )

2

2
0 0

2

ia
ia V R eiQ V e

z z z zπ
− ∞

∞

Γ
= + −

− −
Kutta 

Jukovski ( ) ( )

2

. . 2
0 0

0 0
2

ia
ia V R eiQ V e

z z z zπ
− ∞

Σ Τ ∞

Γ
= ⇒ + − =

− −

Όμως: . . 0 . . 0Re Rei iz z z zβ β− −
Σ Τ Σ Τ= + ⇒ − =

2

2
ia

i

V RiV e
Re βπ

− ∞
∞ −

Γ
+ −

2

iae
R

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

0

2 2 0

2 2 0

2 2

2 4
2

i

i ia i ia i

i i

i i

i i i i

e
Re V e i RV e e e

RV e i RV e

i RV e RV e

e e e e
RV RV

i i

β

β β β

α β α β

α β α β

α β α β α β α β

π π

π π

π π

π π

−

− − −
∞ ∞

− + +
∞ ∞

+ − +
∞ ∞

+ − + + − +

∞ ∞

= ⇒

+ Γ − • • = ⇒

+ Γ − = ⇒

Γ = − ⇒

   − −   Γ = ⇒ Γ = ⇒

( )4 sinRV aπ β∞Γ = +
κυκλοφορία ώστε να ικανοποιείται η 
συνθήκη Kutta 



Συντελεστής άντωσης 

( ) ( )24 sin 4 sinL V V RV a L V R aρ ρ π β πρ β∞ ∞ ∞ ∞= Γ = + ⇒ = +Άντωση: 

Συντελεστής άντωσης: 
2

2

4
1
2

L

VLC
V c

π ρ

ρ

∞

∞

= =
( )

2

sin
1
2

R a

V

β

ρ ∞

+

c
=

( )8 sin
L

R a
C

c
π β+

=
Σχετίζεται με 
γεωμετρικά 
χαρακτηριστικά 



Εφαρμογή 
Θεωρήστε μοναδιαίο κύκλο που βρίσκεται στην αρχή των αξόνων. Προκύπτει 
επίπεδη πλάκα. 

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

-2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5

Στην περίπτωση αυτή ισχύουν :  

0 0, 0, 1z Rβ= = =

Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του κύκλου :  

Re 1i iz eθ θ= =

2cosξ θ= → Πραγματικός αριθμός που σημαίνει ότι η αεροτομή θα συμπιεστεί σε ένα 
ευθύγραμμο τμήμα. 

cos 1: 2
2cos 4

cos 1: 2
Eέ c

για θ ξ
ξ θ ποµ νως

για θ ξ
= = 

= → ⇒ = = − = − 

8 sinL
RC a

c
π β= +( ) 2 sinLC aπ⇒ =



Συμμετρικές αεροτομές Joukovski (1) 

μ

Θεωρώ μετατόπιση του 
κύκλου κατά μ στον 
πραγματικό άξονα. 

Δεν έχουμε μοναδιαία 
ακτίνα (αφού το 
σημείο αναφοράς 
είναι το 0) 

1z
z

ξ = +

( ) ( )

( ) ( )

1cos sin ...
cos sin

1 1cos 1 sin 1 1

r ir
r ir

r ir

ξ θ µ θ
θ µ θ

ξ θ µ θ

= − + + ⇒
− +

   ⇒ = − + + −   Α Α   



Συμμετρικές αεροτομές Joukovski (2) 

μ

Υπολογισμός της χορδής c: 

 Για cosθ=1 και sinθ=0: 

( ) ( )

( )
( )

( )

2 2

1
2

11 1
2

11 1 1 1 2r

r
r r

r
r

µ

ξ µ
µ µ

ξ µ ξ ξ
µ

− =

 
⇒ = − + ⇒ + − 

 
= − + → = + ⇒ = 

 − 

Για cosθ=-1 και sinθ=0: 

( ) ( )
( )

( )2

2

1 2 111 1
1 2

r
r

µ
ξ µ ξ

µµ

   + +
⇒ = − + + ⇒ = −     ++     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1
1

1 2 1 1 1 1
2 4 1 4 1 1 4

1 2 1 2 1 2 1 2
r

r

cc c c r
r

µ
µ

µ µ µ µ
µ

µ µ µ µ
= +
= −

+ + + + +
= + ⇒ = + → = + − ⇒ =

+ + + +
Συντελεστής άντωσης: 

( ) ( ) ( )0
2

8 sin 2 1 sin 5 2 1o
L L LC r a C a a C a

c r r
βπ µ µβ π π=    = + → = + < ≈ = +   

   



Μη συμμετρικές αεροτομές 
Joukovski (1) 

Μετατόπιση κύκλου κατά μx 
από τον άξονα x και κατά μy 

από τον άξονα y 

μxμy

( )2 21 ,

arcsin

x y

y

r

r

µ µ

µ
β

= + +

 
=  

 



Μη συμμετρικές αεροτομές 
Joukovski (2) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

2 2 2 2 sin cos

2 2 2

cos sin

1 1cos sin
cos sin

cos sin
cos sin

2 sin cos

1cos 1 sin

x y y x

x y

x y
x y

x y r r
x y

x y y x

x

z r i r

z r i r
z r i r

r i r
r i r

r r

r i r

µ µ µ θ µ θ

θ µ θ µ

ξ ξ θ µ θ µ
θ µ θ µ

θ µ θ µ
ξ θ µ θ µ

µ µ µ θ µ θ

ξ θ µ θ

Α= + + + −

= − + +

= + ⇒ = − + + + ⇒
− + +

− − +
= − + + + →

+ + + −

= − + + + Α 
( ) 1 1yµ

 − Α 

Για λεπτές αεροτομές : ( ) ( )5 2o
LC a π α β< ≈ + Γραμμική μεταβολή της CL(α). 

Όσο μεγαλύτερη είναι η γωνία β (δηλαδή η κυρτότητα της αεροτομής) τόσο 
μεγαλύτερη είναι και η άντωση. 



Αεροτομές  Joukovski 

CL

α

Συμμετρική αεροτομή
Κλίση ~ 2πα

Μη συμμετρική 
αεροτομή

Ίδια κλίση 2πα
Μεγαλύτερη CL  

κατά 2πβ

 

2πβ



Τέλος Ενότητας 



Χρηματοδότηση 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 
• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Πατρών» 

έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους. 



Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου 

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.0.   



Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Πανεπιστήμιο Πατρών, Λευθεριώτης Γεώργιος, 2015. «Αιολική 
Ενέργεια & Ενέργεια του Νερού, Ενότητα: Σχεδίαση Πτερυγίων 2» Έκδοση: 
1.0. Πάτρα 2015. Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 
https://eclass.upatras.gr/modules/units/?course=PHY1954&id=4293 



Σημείωμα Αδειοδότησης 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.  
• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας 

χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς.  
 



Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 
 το Σημείωμα Αδειοδότησης 
 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 
 το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
 



Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων 
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