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1 O deÔteroc jermodunamikìc nìmoc

1.1 To prìblhma tou orismoÔ thc entropÐac

H ènnoia thc entropÐac eis qjh apì ton Clausius, o opoÐoc parat rhse ìti gia
idanikì aèrio h posìthta

∑
i

∆Qi

Ti
se ènan kÔklo metabol¸n p�nta eÐnai megalÔterh

  Ðsh tou mhdenìc. AÔtìn ton ¸jhse na orÐsei thn entropÐa wc mÐa katastatik 
sun�rthsh S, h opoÐa se hmi-statikèc metabolèc 1 ikanopoieÐ th sqèsh dQ = TdS.
Me thn eisagwg  autoÔ tou megèjouc o Clausius èdwse mÐa polÔ pio komy  èkfrash
sto deÔtero jermodunamikì nìmo.

H arqik  èkfrash tou deÔterou jermodunamikoÔ nìmou apì ton Kelvin  tan h
ex c:

Se mÐa jermik  mhqan  den mporeÐ kaneÐc na metatrèyei ìlh thn prosferìmenh
jermìthta se qr simo èrgo.

Autìc o orismìc faÐnetai na anafèretai se mÐa arket� periorismènh kathgorÐa fu-
sik¸n susthm�twn. AntÐjeta, h diatÔpwsh tou Clausius

Se opoiad pote diadikasÐa pou lamb�nei q¸ra se èna kleistì sÔsthma h entropÐa
sthn telik  kat�stash isorropÐac eÐnai eÐte megalÔterh eÐte Ðsh me thn entropÐa
thc arqik c kat�stashc isorropÐac.

faÐnetai na èqei megalÔterh kajolikìthta efarmog¸n, kajìti mporeÐ na efarmosteÐ
gia opoiod pote fusikì sÔsthma arkeÐ na orÐzetai se autì h ènnoia thc entropÐac.

1
Ορίζουμε σαν ημιστατική μεταβολή, μία μεταβολή που γίνεται πολύ αργά έτσι ώστε σε κάθε

ενδιάμεσο βήμα το σύστημα να βρίσκεται πάντα σε κατάσταση ισορροπίας
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Se autì to shmeÐo ìmwc k�nei thn emf�nis  tou èna shmantikì prìblhma. O
Clausius ìrise thn entropÐa tou arqik� gia idanik� aèria kai mìno. P¸c mporeÐ na
k�nei kaneÐc to nohtikì �lma kai na pei ìti h fusik  posìthta �entropÐa� mporeÐ
na oristeÐ gia k�je jermodunamikì sÔsthma se isorropÐa? Kai ti mac eggu�tai ìti
oi orismoÐ thc entropÐac gia diaforetik� sust mata (p.q. gia èna aèrio kai gia
èna magnhtikì stereì) eÐnai sumbatoÐ metaxÔ touc , ètsi ¸ste ìtan aut� èrjoun se
allhlepÐdrash, h entropÐa na aux�nei? EpÐshc, ti mac eggu�tai ìti o orismìc thc
entropÐac isqÔei gia bÐaiec metabolèc (ìpou h arqik  kai h telik  kat�stash eÐnai
katast�seic jermodunamik c isorropÐac, all� oi endi�mesec ìqi), gia tic opoÐec den
isqÔei h sqèsh dQ = TdS? Den eÐnai uperbolikì na jewr sei kaneÐc ìti ènac
nìmoc pou isqÔei gia mia exidanikeumènh perÐptwsh fusik¸n susthm�twn, mporeÐ na
genikeuteÐ ètsi ¸ste na isqÔei gia opoiod pote sÔsthma empÐptei sta plaÐsia thc
jermodunamik c katast�sewn isorropÐac?

Ta parap�nw erwt mata tèjhkan  dh to 19o ai¸na. O 2oc jermodunamikìc
nìmoc èdine apì thn pr¸th stigm  thc diatÔpws c tou thn aÐsjhsh enìc nìmou
meg�lhc kajolikìthtac, gia polloÔc Ðswc kai to shmantikìtero nìmo thc fÔshc.
KÔrio prìblhma  tan h ermhneÐa thc entropÐac kai to p¸c (kai an) orÐzetai se genik�
fusik� sust mata. 'Htan aparaÐthth mia pio leptomer c melèth twn jemelÐwn thc
jermodunamik c kai h an�ptux  thc me èna logik� sunep  trìpo. Oi shmantikìterec
suneisforèc s' aut n thn kateÔjunsh èginan apì ton Planck kai ton Karajeodwr ,
oi opoÐoi anèptuxan dÔo xeqwristèc jewr seic gia th jemelÐwsh thc jermoduna-
mik c. Ed¸ ja perigr�youme sunoptik� thn (pio afhrhmènh majhmatik�) je¸rhsh
pou anèptuxe o Karajeodwr c.

1.2 O deÔteroc jermodunamikìc nìmoc kat� ton Ka-

rajeodwr 

O Karajeodwr c prosèfere mÐa genik  gewmetrik  diatÔpwsh tou deÔterou jer-
modunamikoÔ nìmou, h opoÐa isqÔei gia opoiod pote jermodunamikì sÔsthma. Wc
sunèpeia aut c thc diatÔpwshc mporeÐ kaneÐc na apodeÐxei ìti h entropÐa orÐzetai
se opoiod pote jermodunamikì sÔsthma, wc mÐa sun�rthsh pou aux�nei austhr� se
opoiesd pote epitrepìmenec metab�seic apì mÐa kat�stash isorropÐac se mia �llh.

'Estw èna jermodunamikì sÔsthma pou qarakthrÐzetai apì tic anex�rthtec po-
sìthtec Xi = (X1, X2, . . . , Xn), oi timèc twn opoÐwn prosdiorÐzoun th jermoduna-
mik  tou kat�stash. Sto ex c, ja anaferìmaste se diaforetikèc katast�seic enìc
sust matoc eÐte wc Xi, eÐte sunoptik� wc X.

Basik  posìthta thc jermodunamik c perigraf c eÐnai h eswterik  enèrgeia
U enìc sust matoc, h opoÐa eÐnai mÐa katastatik  sun�rthsh, dhlad  h tim  thc
exart�tai apì tic posìthtec Xi pou orÐzoun thn kat�stash kai mìno. H eswterik 
enèrgeia mporeÐ na grafeÐ loipìn sa mÐa sun�rthsh U(X). Autì shmaÐnei ìti an
to jermodunamikì sÔsthma uposteÐ mÐa metabol  X → X ′, tìte h metabol  thc
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eswterik c enèrgeiac eÐnai δU = U(X ′)− U(X).
SÔmfwna me ton pr¸to nìmo thc jermodunamik c, gia mÐa metabol  se èna jer-

modunamikì sÔsthma isqÔei h sqèsh δU = δQ + δW , ìpou δQ h jermìthta pou
eisèrqetai sto sÔsthma kai δW to èrgo pou askeÐtai s' autì. Se antÐjesh me th
metabol  thc eswterik c enèrgeiac δU oÔte h jermìthta δQ oÔte to èrgo δW pro-
èrqontai apì katastatikèc sunart seic. Dhlad , den up�rqei sun�rthsh Q(X),
ètsi ¸ste δQ = Q(X ′)−Q(X).

Gia stoiqei¸deic metabolèc Xi → Xi + dXi, ja èqoume kai stoiqei¸deic meta-
bolèc dQ kai dW , oi opoÐec, den apoteloÔn akrib  diaforik�, afoÔ den up�rqoun
oi antÐstoiqec katastatikèc sunart seic. 2

Apì ta majhmatik� gnwrÐzoume ìti èna mh-akribèc diaforikì dQ gr�fetai su-
qn� wc ginìmeno F dG, ìpou dG akribèc diaforikì (dhlad  eÐnai diaforikì mÐac
sun�rthshc G(X)) kai F (X) bajmwt  sun�rthsh pou apokaleÐtai oloklhrwtikìc
par�gontac thc dQ. Sta plaÐsia thc jermodunamik c jèloume na tautÐsoume to G
me thn entropÐa S kai to F me th jermokrasÐa T , ètsi ¸ste na isqÔei dQ = TdS.
TÐjetai to er¸thma, pìte mporeÐ kaneÐc na brei kaneÐc oloklhrwtikì par�gonta
gia to dQ. 'Ena genikì je¸rhma thc dianusmatik c an�lushc mac exasfalÐzei ì-
ti sthn eidik  perÐptwsh pou o q¸roc twn paramètrwn eÐnai disdi�statoc, up�rqei
p�nta oloklhrwtikìc par�gontac. Wstìso gia q¸rouc paramètrwn megalÔterhc
di�stashc autì den isqÔei aparaÐthta. 'O Karajeodwr c ousiastik� èdeixe ìti o-
loklhrwtikìc par�gontac orÐzetai ìtan to sÔsthma ikanopoieÐ to deÔtero nìmo thc
jermodunamik c.

'Estw ìti mporoÔme ìntwc na gr�youme dQ = TdS. JewroÔme mÐa mikr  hmi-
statik  metabol  Xi → Xi + δXi. Gia aut  th metabol  isqÔei δQ = T∇iSδX i.
An h metabol  eÐnai adiabatik  ja isqÔei ∇iSδX i = 0. Kaj¸c to ∇S eÐnai k�jeto
stic isentropikèc epif�neiec S =stajerì, to di�nusma δX ja eÐnai efaptìmeno p�-
nw stic isentropikèc epif�neiec, opìte to sÔsthma anagkastik� ja paramènei p�nw
sthn Ðdia isoentropik  epif�neia me aut  pou xekÐnhse. Up�rqei loipìn periorismìc
ìson afor� tic metabolèc pou mporoÔn na sumboÔn sto sÔsthma.

Ac upojèsoume t¸ra ìti h metabol  mac eÐnai men adiabatik , all� ìqi hmi-
statik . De ja isqÔei plèon h sqèsh dQ = TdS. Ja up�rqei en gènei metabol 
entropÐac kai to di�nusma δX i ja èqei kai mÐa mh-mhdenik  sunist¸sa par�llhlh
me to ∇iS. Ac upojèsoume ìti isqÔei o nìmoc tou Clausius kai h metabol  thc
entropÐac ikanopoieÐ δS > 0. Autì shmaÐnei ìti up�rqei periorismìc sth dieÔjunsh
tou dianÔsmatoc δX i: h probol  tou sthn kateÔjunsh pou orÐzetai apì to k�-
jeto di�nusma ∇S den mporeÐ na deÐqnei proc isentropikèc epif�neiec mikrìterhc
entropÐac akìma ki an autèc brÐskontai polÔ kont� sto arqikì shmeÐo.

Katal goume sto sumpèrasma ìti up�rqoun shmeÐa tou q¸rou twn katast�sewn
ta opoÐa den eÐnai prosb�sima apì èna shmeÐo X akìma ki an brÐskontai exairetik�

2
Στα μαθηματικά, ποσότητες όπως η dQ και dW καλούνται διαφορικές μορφές.
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kont� tou.

Sq ma 1: Epitreptèc kai apagoreumènec metab�seic apì tic isentropikèc epif�neiec.

O Karajeodwr c p re thn parap�nw idiìthta wc jemeliak  gia thn perigraf 
tou deÔterou jermodunamikoÔ nìmou. Apèdeixe m�lista to ex c: to dQ epidèqetai
oloklhrwtikì par�gonta (�ra orÐzetai h entropÐa wc katastatik  sun�rthsh) mìno
an sth geitoni� k�je shmeÐou tou q¸rou twn katast�sewn up�rqoun shmeÐa pou
eÐnai aprìsita mèsw adiabatik¸n metabol¸n. (H apìdeixh den eÐnai polÔplokh kai
o endiaferìmenoc mporeÐ na anatrèxei sth sqetik  bibliografÐa). Autì to je¸rhma
ton od ghse se mÐa diatÔpwsh tou deÔterou nìmou thc jermodunamik c, meg�lhc
majhmatik c aplìthtac kai kajolikìthtac qwrÐc na qrei�zetai na orÐsei thn ènnoia
thc entropÐac ek twn protèrwn.

DeÔteroc jermodunamikìc nìmoc kat� Karajeodwr : Sth geitoni�
k�je jermodunamik c kat�stashc up�rqoun katast�seic stic opoÐec to sÔsthma den
mporeÐ na brejeÐ mèsw mÐac adiabatik c metabol c.

Sth sunèqeia ja perigr�youme p¸c aut  h diatÔpwsh tou nìmou thc jermoduna-
mik c, odhgeÐ stìn orismì thc jermodunamik c entropÐac me monadikì kai sumbatì
trìpo gia ìla ta jermodunamik� sust mata.

1.3 Idiìthtec twn mh-antistrept¸n metabol¸n kai en-

tropÐa

1.3.1 Adiabatikèc metabolèc

Prin proqwr soume ja exhg soume ti ennooÔme wc adiabatikèc metabolèc. Up�rqei
mÐa sÔgqush sth bibliografÐa: h lèxh �adiabatikìc � qrhsimopoieÐtai me diaforetikèc
shmasÐec. Ed¸ ja th qrhsimopoi soume me thn istorik� prwtarqik  thc shmasÐa.
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MÐa metabol  se èna jermodunamikì sÔsthma kaleÐtai adiabatik  an kat� th
di�rkeia thc, to sÔsthma den antal�ssei jermìthta me to perib�llon tou. Dh-
lad  oi adiabatikèc diadikasÐec anafèrontai se jermik� apomonwmèna sust mata.
Adiabatikèc diadikasÐec eÐnai:

• ekton¸seic kai sumpièseic enìc aerÐou pou brÐsketai se jermik� monwmèno
doqeÐo,

• h trib  stereoÔ   h an�deush reustoÔ,

• fusikèc diadikasÐec pou gÐnontai ìtan fèrnoume se epaf  ousÐec se èna jer-
mik� monwmèno doqeÐo, p.q. di�qush, qhmikèc   kai purhnikèc antidr�seic,

• h jèrmansh enìc jermik� monwmènou s¸matoc mèsw hlektrikoÔ reÔmatoc.

TonÐzoume ìti mÐa adiabatik  diadikasÐa den eÐnai kat' an�gkh hmi-statik : a-
kìma kai h èkrhxh mÐac bìmbac se èna jermik� monwmèno doqeÐo eÐnai, b�sei tou
orismoÔ pou qrhsimopoioÔme, mÐa adiabatik  diadikasÐa. H jermodunamik  katast�-
sewn isorropÐac anafèretai se metab�seic apì mÐa kat�stash isorropÐac se mÐa
�llh, qwrÐc na mac endiafèrei an ta endi�mesa st�dia antistoiqoÔn se kat�stash
isorropÐac.

1.3.2 O jemeli¸dhc jermodunamikìc q¸roc

'Ena jermodunamikì sÔsthma qarakthrÐzetai apì k�poiec basikèc fusikèc posìth-
tec, pou anafèrontai tìso sthn eswterik  tou dom  (p.q. eswterik  enèrgeia),
ìso kai stouc exwterikoÔc periorismoÔc tou (o ìgkoc tou doqeÐou pou perièqei to
aèrio, èna exwterikì magnhtiko pedÐo klp). Oi posìthtec autèc eÐnai en gènei exar-
thmènec metaxÔ touc, opìte mporeÐ kaneÐc na orÐsei diaforetikoÔc jermodunamikoÔc
q¸rouc an�loga me poiec ja jewr sei wc anex�rthtec. H jermodunamik  perigraf 
upojètei thn Ôparxh katast�sewn isorropÐac, dhlad  katast�sewn kat� tic opoÐec
èna sÔsthma qarakthrÐzetai apì timèc twn basik¸n tou paramètrwn, oi opoÐec de
metab�llontai sto qrìno. K�je diaforetik  tim  twn anexart twn jermodunamik¸n
metablht¸n prosdiorÐzei mÐa xeqwrist  kat�stash isorropÐac.

OrÐzoume wc jemeli¸dh jermodunamikì q¸ro Γ gia èna sÔsthma, to q¸ro jermo-
dunamikì q¸ro pou orÐzetai apì tic timèc ektatik¸n posot twn. Ja sumbolÐzoume
ta shmeÐa autoÔ tou qwrou me gr�mmata X, Y, Z, . . .. Gia par�deigma,

• H kat�stash enìc aerÐou   ugroÔ (pou apoteleÐtai apì èna eÐdoc morÐwn)
prosdiorÐzetai pl rwc apì th m�za tou m, thn eswterik  tou enèrgeia U kai
ton ìgko V pou katalamb�nei, opìte X = (m, U, V ).3

3
Μπορούμε να περιγράψουμε ένα αέριο παίρνοντας ως ανεξάρτητες μεταβλητές τον όγκο V και

τη θερμοκρασία T , αλλά αυτός ο χώρος δεν είναι ο θεμελιώδης, γιατί η θερμοκρασία δεν είναι
εκτατική ποσότητα.
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• An èqoume èna aèrio apì n diaforetikèc ousÐec, oi opoÐec pijanìn antidroÔn
qhmik� metaxÔ touc, prèpei na prosdiorÐsoume thn posìthta thc m�zac mi

pou antistoiqeÐ se k�je ousÐa i, opìte X = (m1, m2, . . . ,mn, U, V ).

• 'Ena magnhtikì stereì prosdiorÐzetai apì th m�za tou m, thn eswterik  tou
enèrgeia U , ton ìgko tou V kai th magn tis  touM, opìte X = (m, U, V,M).

O lìgoc pou epilègoume wc jemeli¸dh thn perigraf  b�sei twn ektatik¸n po-
sot twn, eÐnai giatÐ ètsi mporeÐ na diatupwjeÐ �mesa mÐa basik  upìjesh thc jer-
modunamik c katast�sewn isorropÐac, pou kaleÐtai arq  thc ektatikìthtac.

H arq  thc ektatikìthtac anafèretai sto ex c. 'Estw ìti èqoume dÔo entel¸c
panomoiìtupa sust mata, p.q. dÔo aèria mazac m, ìgkou V kai eswterik c enèr-
geiac U , tìte an ta en¸soume ja p�roume èna aèrio m�zac 2m, ìgkou 2V kai eswte-
rik c enèrgeiac 2U . Me �lla lìgia an pollaplasi�soume thn posìthta Ôlhc enìc
jermodunamikoÔ sut matoc kat� λ tìte ja pollaplasiastoÔn me ton Ðdio ìro ìlec
oi ektatikèc posìthtec4. H arq  thc ektatikìthtac mac epitrèpei jewr soume ìti o
bajmwtìc pollaplasiasmìc sto q¸ro Γ: X = (m, U, V ) → λX := (λm, λU, λV ),
ìpou λ jetikìc arijmìc èqei �mesh fusik  ermhneÐa.

H prìsjesh dianusm�twn èqei epÐshc fusikì nìhma. 'Estw ìti se èna doqeÐo
up�rqei mÐa aèria ousÐa se kat�stash X = (m, U, V ) kai s' èna �llo doqeÐo h
Ðdia ousÐa se kat�stash X ′ = (m′, U ′, V ′). An fèroume ta doqeÐa se epaf  kai
afairèsoume ta metaxÔ touc toiq¸mata, qwrÐc na dr�soume me opoiond pote �llo
trìpo sta dÔo sust mata, tìte h arqèc diat rhshc enèrgeiac kai m�zac, mac lène
ìti to aèrio ja brejeÐ se kat�stash (m + m′, U + U ′, V + V ′) = X + X ′.5

MÐa �llh majhmatik  pr�xh pou èqei fusikì nìhma sta plaÐsia thc perigraf c
mac eÐnai h dhmiourgÐa Kartesian¸n ginomènwn: an X,Y eÐnai katast�seic dÔo dia-
foretik¸n susthm�twn, tìte to zeÔgoc (X, Y ) perigr�fei to olikì sÔsthma twn
X kai Y jewroÔmeno wc èna.6

4
Η συνθήκη της εκτατικότητας προσδιορίζει τα όρια της θερμοδυναμικής καταστάσεων ισορ-

ροπίας. Δεν μπορούμε να κάνουμε θερμοδυναμική μελέτη σε ένα άτομο: αν φέρουμε δύο άτομα

ίδια κατάσταση σε επαφή η ολική τους ενέργεια δε διπλασιάζεται, γιατί υπάρχει και η ενέργεια

αλληλεπίδρασής τους. Μόνο σε πολύ μεγάλο αριθμό ατόμων μπορεί να ικανοποιηθεί η αρχή της

εκτατικότητας. Για τον ίδιο λόγο η θερμοδυναμική καταστάσεων ισορροπίας δεν μπορεί να ε-

φαρμοστεί σε συστήματα εξαιρετικά μεγάλης μάζας, όπου οι βαρυτικές αλληλεπιδράσεις δεν είναι

αμελητέες (π.χ. αστέρες). Αν διπλασιάσουμε τη μάζα ενός συστήματος, δε διπλασιάζεται η εσωτε-

ρική ενέργεια, δεδομένου ότι η εσωτερική ενέργεια λόγω βαρυτικής αλληλεπίδρασης είναι ανάλογη

του τετραγώνου της μάζας.
5
Προσοχή, τα διανύσματα X, Y, . . . δεν ορίζονται ορίζονται για όλες τις τιμές των συνετεταγ-

μένων τους. Για παράδειγμα, δεν υπάρχουν στο θεμελιώδη θερμοδυναμικό χώρο καταστάσεις με

αρνητική μάζα ή όγκο. Αυτό σημαίνει ότι ορίζεται μόνο πρόσθεση διανυσμάτων και όχι αφαίρεση.

Στα μαθηματικά αυτού του είδους οι χώροι λέγονται κυρτοί χώροι.
6
Αν έχουμε το θερμοδυναμικό σύστημα X = ’ένα φλυτζάνι καφέσ’ και το θερμοδυναμικό σύ-

στημα Y = ‘ένα ποτήρι νερό’, το (X, Y ) είναι το θερμοδυναμικό σύστημα ‘ένα φλυτζάνι καφές και
ένα ποτήρι νερό’.
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Sq ma 2: Sqhmatik  perigraf  twn majhmatik¸n pr�xewn sto jemeli¸dh jermodunamikì
q¸ro.

1.3.3 Epitrepìmenec metab�seic kai entropÐa

O deÔteroc nìmoc kat� Karajeodwr  mac plhroforeÐ ìti den eÐnai epitreptèc ì-
lec oi dunatèc adiabatikèc metab�seic metaxÔ jermodunamik¸n katast�sewn. Ja
gr�foume X → Y an eÐnai efikt  h adiabatik  met�bash apì to Q sto U. Ja u-
p�rqoun profan¸c kat�st�seic gia tic opoÐec isqÔei tìso X → Y ìso kai Y → X
(antistrèyimec metabolèc). Se aut n thn perÐptwsh ja gr�foume X ∼ Y .

Up�rqoun k�poiec fusik� profaneÐc proôpojèseic pou prèpei na ikanopoioÔn-
tai gia na èqei fusik  shmasÐa h sqèsh X → Y kai kat� sunèpeia o deÔteroc
jermodunamikìc nìmoc. EÐnai oi akìloujec

• Metabatikìthta: An X → Y kai Y → Z, tìte X → Z.

• Sumbatìthta: An X → Y kai X ′ → Y ′ tìte (X,X ′) → (Y, Y ′).

• Ektatikìthta: An X → Y tìte λX → λY , gia k�je λ > 0.7

• Diaqwrismìc: IsqÔei p�nta ìti X ∼ (1
2
X, 1

2
X). (H diadikasÐa epimerismoÔ

enìc jermodunamikoÔ sust matoc se dÔo sust mata eÐnai p�nta epitrepìmenh
kai antistrept ).

7
Αυτή η ιδιότητα θα μπορούσε να ειπωθεί και αρχή του Lavoisier, καθώς ο Lavoisier είναι ο

πρώτος που διατύπωσε τη βάση της στη σύγχρονη εποχή: αν 1g H2 και 8g O2 μας δίνουν 9g H2O,
τότε 2g H2 και 16g O2 μας δίνουν 18g H2O.
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• Nìmoc akÔrwshc: An (X, Z) → (Y, Z) tìte X → Y .

Oi parap�nw proôpojèseic eÐnai fusik� diaisjhtikèc apì th stigm  pou apodèqe-
tai kaneÐc th diatÔpwsh tou deÔterou nìmou kat� Karajeodwr . Den anafèrontai
se mÐa sugkekrimènh kathgorÐa jermodunamik¸n susthm�twn, all� se opoiod pote
jermodunamikì sÔsthma endiafèretai kaneÐc na melet sei. Dedomènhc aut c thc
aplìthtac eÐnai idiaÐtera entupwsiakì, ìti oi parap�nw idiìthtec mac epitrèpoun na
prosdiorÐzoume sqedìn monos manta thn Ôparxh mÐac sun�rthshc entropÐac orizì-
menhc me sumbatì trìpo se ìla ta jermodunamik� sust mata ètsi ¸ste o deÔteroc
nìmoc na diatup¸netai wc arq  aÔxhshc thc entropÐac.

Autì eÐnai sunèpeia tou parak�tw jewr matoc.

Je¸rhma (Lieb kai Yvgasson): 'Estw ìti se mÐa oikogèneia apì jermodu-
namik� sust mata up�rqei h sqèsh → pou prosdiorÐzei tic adiabatik� epitrepì-
menec metab�seic. An isqÔoun oi idiìthtec (1-5), tìte mporeÐ kaneÐc na orÐsei mÐa
sun�rthsh S(X) (entropÐa) sto q¸ro twn katast�sewn ètsi ¸ste na isqÔoun ta
akìlouja

• 2oc nìmoc kat� Clausius: An X → Y tìte S(X) ≤ S(Y ).

• Prosjetikìthta: S[(X, Y )] = S(X) + S(Y ).

• Ektatikìthta: S(λX) = λS(X).

EpÐshc, h S(X) eÐnai h monadik  sun�rthsh pou ikanopoieÐ tic parap�nw idiìthtec,
ektìc apì sunart seic thc morf c aS(X) + b, a, b > 0.

'Ena shmantikì qarakthristikì tou parap�nw jewr matoc eÐnai h genikìtht� tou:
dedomènou ìti h entropÐa den orÐzetai monos manta ja mporoÔse kaneÐc na fanta-
steÐ ìti se diaforetik� sust mata ja mporeÐ na epilègei kaneÐc tic paramètrouc
a, b me diaforetikì trìpo, ètsi ¸ste na mhn up�rqei sumbatìthta metaxÔ twn antÐ-
stoiqwn entropi¸n. To parap�nw je¸rhma eggu�tai ìti eÐnai efikt  h apì koinoÔ
rÔjmish thc klÐmakac thc entropÐac se ìla ta sust mata.

H gn¸sh thc sun�rthshc thc entropÐac mac epitrèpei na ekfr�soume tic u-
pìloipec (entatikèc posìthtec) me th qr sh merik¸n parag¸gwn. Gia par�deig-

ma, se èna aèrio, h apìluth jermokrasÐa T orÐzetai wc T−1 =
(

∂S
∂U

)
N,V

, h pÐesh

P = T
(

∂S
∂V

)
U,N

kai to qhmikì dunamikì µ = T
(

∂S
∂N

)
U,V

.

To parap�nw je¸rhma mac exasfalÐzei ìti h entropÐa eÐnai mÐa kajolik  su-
n�rthsh, dhlad  mporeÐ na oristeÐ me amoibaÐa sumbatì trìpo se ìla ta jermodu-
namik  sust mata. EpÐshc gnwrÐzoume ìti h eswterik  enèrgeia apoteleÐ ki aut 
mÐa kajolik  sun�rthsh. Autì shmaÐnei ìti kai h jermokrasÐa T pou orÐzetai wc

T =
(

∂S
∂U

)−1
eÐnai mÐa kajolik  sun�rthsh, ìti mporeÐ na oristeÐ me sumbatì trì-

po se ìla ta sust mata. Aut  h prìtash eÐnai gnwst  wc mhdenikìc nìmoc thc
jermodunamik c.
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1.3.4 Kurtìthta

Up�rqoun periorismoÐ sth sunarthsiak  morf  thc entropÐac: gia na up�rxei eu-
staj c kat�stash isorropÐac, h entropÐa prèpei na eÐnai koÐlh sun�rthsh. Autì
apoteleÐ mÐa epiplèon apaÐthsh, h opoÐa diatup¸netai wc ex c

• Upìjesh kurtìthtac: An X, Y katast�seic isorropÐac tou Ðdiou fu-
sikoÔ sust matoc tìte gia k�je λ ∈ [0, 1] isqÔei ìti (λX, (1 − λ)Y ) →
λX + (1− λ)Y , ìpou h pr�xh + eÐnai h sÔnhjhc prìsjesh dianusm�twn.

Apì aut n thn upìjesh prokÔptei tetrimmèna ìti

λS(X) + (1− λ)S(Y ) ≤ S[λX + (1− λ)Y ], (1)

pou shmaÐnei ìti h entropÐa eÐnai koÐlh sun�rthsh.

Sthn perÐptwsh tou aerÐou pou anafèrame nwrÐtera, h upìjesh kurtìthtac eÐnai
diaisjhtik� profan c, efìson èqoume  dh perigr�yei th mhqanik  diadikasÐa pou
mac epitrèpei na kataskeu�soume thn kat�stash X + Y apì tic X kai Y . Parì-
moiec perigrafèc mporoÔn na dojoÔn kai gia �lla jermodunamik� sust mata, ¸ste
na peÐsoun ìti h idiìthta thc kurtìthtac eÐnai fusik� anamenìmenh.

Genik�, h upìjesh kurtìthtac antistoiqeÐ se fusikoÔc periorismoÔc jermodu-
namik¸n megej¸n. Gia par�deigma, se èna aèrio h eidik  jermìthta upì stajerì

ìgko CV :=
(

∂U
∂T

)
V

= −T 2
(

∂2S
∂U2

)
V
kai h sumpiestìthta se stajer  jermokrasÐa

κT := − 1
V

(
∂V
∂P

)
T

= 1
TV

(
∂2S
∂V 2

)−1

U
eÐnai an�logec twn deutèrwn parag¸gwn thc en-

tropÐac. H sunj kh kurtìthtac efarmosmènh se diaforÐsimec sunart seic S(X)
sunep�getai ìti oi deÔteroi par�gwgoi thc entropÐac den prèpei na paÐrnoun ar-
nhtikèc timec (�skhsh 1.2), opìte paÐrnoume tic sunj kec CV ≥ 0 kai κT ≥ 0, oi
opoÐec eÐnai fusik� profaneÐc: ìtan dÐnoume enèrgeia s' èna aèrio h jermokrasÐa
tou den elatt¸netai kai ìtan aux�noume thn pÐesh o ìgkoc mei¸netai.8

H upìjesh kurtìthtac eÐnai aparaÐthth gia thn pl rh diatÔpwsh tou 2ou nìmou
kat� Karajeodwr , o opoÐoc den anafèretai mìno sto ìti up�rqoun adiabatik�
apagoreumènec metab�seic (dhl. mh-antistreptèc diadikasÐec), all� ìti up�rqoun
adiabatik� apagoreumènec metab�seic sth geitoni� k�je shmeÐou. Apì to 2o nìmo
kat� Karajeodwr , prokÔptei sa sunèpeia h upìjesh thc kurtìthtac (Bl. �skhsh
1.1).

1.3.5 SÔnoyh

H diatÔpwsh tou 2ou nìmou apì ton Karajeodwr  dieukrinÐzei th basik  fu-
sik  arq  pou dièpei th jermodunamik  katast�sewn isorropÐac: h Ôparxh mh-

8
Ο λόγος που δίνεται η πιο γενική μορφή της εξίσωσης της κυρτότητας και όχι η διαφορική

της μορφή, είναι γιατί η εντροπία μπορεί να μην είναι συνεχής συνάρτηση σε κάποια σημεία, όπως

συμβαίνει στις μεταβάσεις φάσεις πρώτης τάξης.
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Sq ma 3: Grafik  apìdeixh ìti gia mia koÐlh sun�rthsh, isqÔei p�nta 1
2 [S(X1)+S(X2)] ≤

S[12(X1 + X2)].

antistrèyimwn adiabatik¸n diadikasi¸n (pou ikanopoioÔn merikèc fusik� eÔlogec
idiìthtec) mporeÐ na ekfrasteÐ majhmatik� mèsw tou orismoÔ mÐac sun�rthshc pou
qarakthrÐzei ìlec tic dunatèc fusikèc katast�seic jermodunamik¸n susthm�twn.
Upì aut n thn ènnoia, h Ôparxh thc entropÐac eÐnai mÐa �mesh majhmatik  sunèpeia
tri¸n basik¸n empeirik¸n dedomènwn:

• Up�rqoun katast�seic isorropÐac pou qarakthrÐzontai apì thn arq  thc e-
ktatikìthtac.

• Up�rqoun mh-antistreptèc metabolèc se jermik� apomonwmèna sust mata.

• O prosdiorismìc twn mh-antistrept¸n metabol¸n eÐnai sunep c me thn arq 
thc ektatikìthtac.

1.4 H entropÐa sth Jermodunamik  katast�sewn e-

ktìc isorropÐac

O deÔteroc nìmoc thc Jermodunamik c anafèretai se metab�seic metaxÔ katast�se-
wn isorropÐac, akìma kai an sto endiamèso to sÔsthma brÐsketai ektìc isorropÐac.
Autìc o periorismìc eÐnai anagkaÐoc dedomènou ìti ta empeirik� dedomèna, sta o-
poÐa basÐzoume, thn isqÔ autoÔ tou nìmou anafèrontai kurÐwc se metab�seic tou
parap�nw tÔpou.

EÐnai bèbaia logikì na upojèsei kaneÐc ìti ènac tìso shmantikìc nìmoc èqei
megalÔterh kajolikìthta kai ìti ja mporoÔse na genikeuteÐ ¸ste na anafèretai
ìlec tic dunatèc metab�seic pou aforoÔn jermik� kleist� sust mata. MporeÐ na
upojèsei loipìn th akìloujh genÐkeush
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Genikeumènoc 2oc jermodunamikìc nìmoc: H stigmiaÐa kat�stash enìc
jermodunamikoÔ sust matoc qarakthrÐzetai apì èna fusikì mègejoc S (entropÐa),
to opoÐo metab�lletai qronik� kat� tètoio trìpo ¸ste se jermik� apomonwmèna su-
st mata na isqÔei dS

dt
≥ 0.

H parap�nw èkfrash tou 2ou nìmou eÐnai aparaÐthth gia thn kataskeu  mÐac jer-
modunamik c perigraf c twn diadikasi¸n ektìc isorropÐac. Parìti eÐnai eurèwc
apodekt  kai, se pollèc peript¸seic, h efarmog  thc epitrèpei problèyeic pou brÐ-
skontai se kal  sumfwnÐa me ta peiramatik� dedomèna, h kajolikìtht� thc mporeÐ
na amfisbhthjeÐ.9 Oi lìgoi eÐnai oi akìloujoi.

• Apì th diatÔpwsh tou 2ou nìmou kat� Karajeodwr , blèpoume ìti o orismìc
thc entropÐac exart�tai �mesa apì thn upìjesh thc ektatikìthtac. 'Ena jer-
modunamikì sÔsthma ektìc isorropÐac ìmwc de qarakthrÐzetai apì omoiogè-
neia (p.q. sthn katanom  thc m�zac tou), opìte h ènnoia thc ektatikìthtac
den èqei nìhma sth genik  perÐptwsh. Den eÐnai ek twn protèrwn profanèc ìti
h entropÐa mporeÐ na oristeÐ gia opoiad pote kat�stash enìc jermodunami-
koÔ sust matoc, idiaÐtera ìtan autì brÐsketai tìso makri� apì thn isorropÐa
¸ste na prèpei na perigrafeÐ me posìthtec pou den èqoun fusikì an�logo
sth jermodunamik  katast�sewn isorropÐac. 'Ena polu shmantikì par�deigma
tètoiwn susthm�twn eÐnai oi zwntanoÐ organismoÐ.

• AntÐjeta apì thn entropÐa gia katast�seic isorropÐac, h opoÐa mporeÐ na
prosdioristeÐ apì th statistik  mhqanik  wc antÐstoiqh me thn entropÐa
Gibbs gia th mikrokanonik  katanom  (bl. kef�laio 2)   apì thn èkfrash
tou Boltzmann arai� aèria (bl. kef�laio 3), den up�rqei k�poioc ekpefra-
smènoc kai genikìc kanìnac gia ton orismì thc entropÐac ektìc katast�sewn
isorropÐac.

• Akìma ki an mporeÐ na up�rxei ènac kajolikìc orismìc thc entropÐac, den
eÐnai profanèc ìti se diadikasÐec polÔ makri� apì thn isorropÐa ja isqÔei
dS
dt
≥ 0 se k�je qronik  stigm . H stigmiaÐa tim  thc entropÐac ja mporoÔse

na elatt¸netai gia mikr� qronik� diat mata. Ja doÔme sto kef�laio 3, ìti h
ermhneÐa thc entropÐac kat� Boltzmann odhgeÐ sto sumpèrasma ìti h entropÐa
ìntwc mporeÐ na elatt¸netai sto qrìno kai ìti h aÔxhs  thc isqÔei pijanotik�
(dhlad  kat� mèso ìro) kai ìqi apìluta.

9
Σε παράρτημα στο τέλος αυτών των σημειώσεων περιέχεται μία σύνοψη μίας θερμοδυναμικής

περιγραφής καταστάσεων εκτός ισορροπίας, η οποία βασίζεται στην υπόθεση της τοπικής ισορροπί-

ας. Αυτή η θεωρία είναι εξαιρετικά επιτυχημένη, ιδιαίτερα για την περιγραφή φαινομένων μεταφοράς

(διάχυση, διάδοση θερμότητας κ.ο.κ.), αλλά δεν μπορεί να εφαρμοστεί σε συστήματα που βρίσκονται

πολύ μακριά από τη θερμοδυναμική ισορροπία.
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1.5 Ask seic

'Askhsh 1.1* ApodeÐxte an up�rqei èstw kai mÐa mh-anastrèyimh adiabatik  dia-
dikasÐa pou xekin� apì to shmeÐo X, tìte h upìjesh kurtìthtac sunep�getai thn
arq  tou Karajeodwr , dhlad  sth geitoni� tou X up�rqei toul�qiston èna shmeÐo
Z, gia to opoÐo den isqÔei ìti X ∼ Z. Autì shmaÐnei ìti o 2oc nìmoc tou Kara-
jeodwr  emperièqei kai thn upìjesh kurtìthtac. Wstìso h ènnoia thc entropÐac
mporeÐ na oristeÐ kai apousÐa aut c thc upìjeshc.

'Askhsh 1.2 DeÐxte ìti h exÐswsh (1) sunep�getai to gnwstì orismì koÐlhc
sun�rthshc pou diatup¸netai me th qr sh parag¸gwn.

'Askhsh 1.3 H entropÐa se ugr� kai aèria eÐnai thc morf c S = mf(U/m, V/m),
gia k�poia sun�rthsh f . 'Estw ìti h sun�rthsh f eÐnai thc morf c f(x, y) =
xau(y). Poièc timèc tou a eÐnai sumbatèc me thn upìjesh kurtìthtac?

'Askhsh 1.4 Oi parak�tw ekfr�seic gia thn entropÐa enìc aerÐou eÐnai fusi-
k� apodektèc   ìqi kai giatÐ?

S(N, V, U) = α NU3/4V 3/4,

S(N, V, U) = βNU5/4V −1/4,

S(N, V, U) = γN ln(1 + εU/V ),

ìpou α, β, γ, ε stajerèc.

'Askhsh 1.5 H entropÐa enìc idanikoÔ aerÐou dÐnetai apì th sqèsh

S(N, U, V ) = N ln

(
c
U3/2V

N5/2

)
,

ìpou h stajer� c = e5/2
(

4πm
3h2

)3/2
kai m h m�za twn morÐwn tou aerÐou. Epibebai¸-

ste tic sqèseic U = 3
2
NT kai PV = NT gia to idanikì aèrio kai upologÐste to

qhmikì dunamikì. ProsdiorÐste tic sunj kec gia tic opoÐec h parap�nw èkfrash
gia thn entropÐa den eÐnai fusik� apodekt .

'Askhsh 1.6 Se èna aèrio fwtonÐwn, o arijmìc N twn fwtonÐwn den eÐnai sta-
jerìc (  eisro  jermìthtac antistoiqeÐ se dhmiourgÐa fwtonÐwn), opìte h entropÐa
exart�tai mìno apì thn eswterik  enèrgeia U kai ton ìgko V , kai dÐnetai apì th
sqèsh

S(U, V ) = αU3/4V 1/4, (2)

ìpou α stajer�.
a) ApodeÐxte thn katastatik  exÐswsh gia to aèrio fwtonÐwn P = 1

3
U
V

kai thn
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exÐswsh Stefan-Boltzmann U = σV T 4, ìpou σ h stajer� Stefan-Boltzmann. Ek-
fr�ste th stajer� α wc sun�rthsh tou σ.
b) BreÐte thn exÐswsh pou sundèei thn pÐesh me ton ìgko gia adiabatikèc metabolèc
enìc aerÐou fwtonÐwn.
g) UpologÐste thn eidik  jermìthta CV gia stajerì ìgko kai thn eidik  jermìthta
gia stajer  pÐesh CP gia to aèrio fwtonÐwn. Ja deÐte ìti h deÔterh den orÐzetai.
GiatÐ?

'Askhsh 1.7 H Gh lamb�nei apì ton 'Hlio enèrgeia me isqÔ P upì morf  fwto-
nÐwn sto oratì f�sma, thn opoÐa epanekpèmpei sto di�sthma upì morf  fwtonÐwn
sto upèrujro. Jewr¸ntac ìti ekpomp  fwtonÐwn tìso apì ton 'Hlio ìso kai apì
th Gh, antistoiqeÐ sto f�sma mèlanoc s¸matoc pou antistoiqeÐ stic jermokrasÐec
tou 'Hliou TH kai thc Ghc TΓ, gr�yte thn èkfrash gia to rujmì metabol c thc
entropÐac thc Ghc. EÐnai jetikìc   arnhtikìc?

'Askhsh 1.8 Jewr ste èna aèrio pou (ìpwc to aèrio fwtonÐwn) de qarakth-
rÐzetai apì stajerì sustatik¸n swmatidÐwn, ètsi ¸ste h entropÐa tou na eÐnai
sun�rthsh mìno thc eswterik c enèrgeiac U kai tou ìgkou V . 'Estw ìti h kata-
statik  exÐswsh tou aerÐou eÐnai P = wU

V
, ìpou w stajer�. BreÐte thn èkfrash

thc entropÐac S(U, V ). Poiec eÐnai oi epitreptèc timèc tou w?10

'Askhsh 1.9 SkefteÐte thn ènnoia thc prìsjesh katast�sewn gia diaforeti-
k� jermodunamik� sust mata (èna aèrio mÐgma, èna magnhtikì stereì k.o.k.) kai
epiqeirhmatolog ste se k�je perÐptwsh giatÐ eÐnai anamenìmeno na isqÔei h arq 
thc kurtìthtac.

2 Statistik  mhqanik  kat� Gibbs

Sto prohgoÔmeno kef�laio perigr�yame tic basikèc arqèc thc jermodunamik c kata-
st�sewn isorropÐac kai exhg same th shmasÐa tou deÔterou jermodunamikoÔ nìmou.
H jermodunamik  eÐnai mia fainomenologik  jewrÐa pou perigr�fei makroskopik�
sust mata. Apì thn pr¸th stigm  thc kataskeu c thc, tèjhke to er¸thma tou
p¸c exhgeÐtai h jermodunamik  apì th mikroskopik  dom  thc Ôlhc.

Eidikìtera, tèjhkan ta ex c erwt mata:

1. P¸c prokÔptoun oi jermodunamikèc idiìthtec makroskopik¸n swm�twn apì
ta qarakthristik� twn mikroskopik¸n touc sustatik¸n?

10
Ειδικότερα, στα πλαίσια της κοσμολογίας έχει προταθεί η ύπαρξη ουσιών που χαρακτηρίζονται

από −1 < w < 0 (σκοτεινή ενέργεια) και από w < −1 [το λεγόμενο ‘φάντασμα’ (phantom)]. Από
θερμοδυναμική άποψη, πώς θα τις χαρακτηρίζατε;
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2. P¸c orÐzetai h prwtarqik  ènnoia thc jermodunamik c, aut  thc kat�stashc
isorropÐac, gia thn opoÐa isqÔei h arq  thc ektatikìthtac?

3. P¸c prokÔptei h ènnoia thc entropÐac apì th mikroskopik  dom  thc Ôlhc?
EÐnai h entropÐa kajolik  ènnoia, pou orÐzetai kai gia katast�seic ektìc
isorropÐac? En nai, èqei o deÔteroc jermodunamikìc nìmoc kajolik  isqÔ?

Ta parap�nw eÐnai ta erwt mata pou prèpei na antimetwpÐsei k�je apìpeira ex gh-
shc thc jermodunamik c sth b�sh twn mikroskopik¸n idiot twn thc Ôlhc.

2.1 H je¸rhsh tou Gibbs

H pio epituqhmènh mèjodoc gia thn anagwg  thc jermodunamik c katast�sewn isor-
ropÐac stic idiìthtec twn mikroskopik¸n sustatik¸n touc eÐnai aut  pou eis gage
o Gibbs. H mèjodoc tou Gibbs apoteleÐ th b�sh thc sÔgqronhc statistik c mh-
qanik c, kaj¸c prosfèrei mÐa diadikasÐa upologismoÔ jermodunamik¸n posot twn
se katast�seic isorropÐac apì th gn¸sh twn mikroskopik¸n sustatik¸n enìc su-
st matoc. Ja perigr�youme sth sunèqeia to basikì skeptikì, dÐnontac idiaÐterh
èmfash stic basikèc thc upojèseic kai sto rìlo thc entropÐac.

1. Genik�, den mporoÔme na anapar�goume sto ergast rio thn akrib  kat�sta-
sh enìc jermodunamikoÔ sust matoc se ìla ta peir�mata. Gi' autì to lìgo
eÐnai anagkaÐo (  apl� qr simo) na katafÔgoume se mia statistik  perigra-
f . JewroÔme loipìn mÐa (ideat ) sullog  susthm�twn, ta opoÐa ìla èqoun
proetoimasteÐ me makroskopik� panomoiìtupo trìpo, all� diafèroun wc proc
th mikroskopik  touc kat�stash. Aut  h sullog  apoteleÐ èna statistikì
sÔnolo pou perigr�fetai apì jewrÐa pijanot twn.

2. 'Ola ta makroskopik� sust mata apoteloÔntai apì mikroskopik� swm�tia.
Sthn klasik  mhqanik  oi katast�seic enìc sust matoc swmatidÐwn antistoi-
qoÔn se shmeÐa tou q¸rou twn f�sewn Γ. O q¸roc twn f�sewn orÐzetai apì
touc bajmoÔc eleujerÐac jèshc kai orm c k�je swmatidÐou. Gia èna sÔsthma
N swmatidÐwn, apaitoÔntai 3N suntetagmènec jèshc kai 3N suntetagmènec
orm c, dhlad  Γ = R6N . Ja sumbolÐzoume ta shmeÐa tou Γ me to gr�mma
ξ = (q1, q2, . . . , q3N , p1, p2, . . . , p3N).

3. Kaj¸c melet�me statistik� sÔnola kai ìqi memonwmèna sust mata, prèpei
na anaferjoÔme ekpefrasmèna se pijanìthtec. Eis�goume loipìn mÐa mÐa
puknìthta pijanìthtac ρ(ξ) sto q¸ro twn f�sewn Γ.

4. Se èna kleistì sÔsthma, h qronik  exèlixh dÐnetai apì tic exis¸seic Q�mil-
ton gia k�poia Qamiltonian  sun�rthsh H(ξ) sto Γ. Oi exis¸seic Q�milton

15



ep�goun thn exÐswsh Liouville gia thn exèlixh mÐac puknìthtac pijanìthtac
ρ sto q¸ro twn f�sewn

∂ρ

∂t
= {H, ρ} :=

3N∑
i=1

(
∂H

∂qi

∂ρ

∂pi

− ∂H

∂pi

∂ρ

∂qi

)
. (3)

Gia na perigr�fei h puknìthta pijanìthtac ρ kat�stash isorropÐac prèpei
na eÐnai stajer� sto qrìno. Autì shmaÐnei ìti prèpei na metatÐjetai me th
Qamiltonian : {H, ρ} = 0. SÔmfwna me èna basikì je¸rhma thc klasik c
mhqanik c, h zhtoÔmenh puknìthta pijanìthtac ρ eÐnai mÐa sun�rthsh ìlwn
twn oloklhrwm�twn kÐnhshc gia to sÔsthma. 11

5. En gènei èna Qamiltìnio sÔsthma mporeÐ na èqei pollèc stajerèc thc kÐnh-
shc. H basik  upìjesh tou Gibbs eÐnai ìti h puknìthta pijanìthtac ρ pou
antistoiqeÐ sthn kat�stash jermodunamik c isorropÐac, exart�tai mìno apì
th Qamiltìnia H.

6. H Qamiltìnia exart�tai apì exwterikèc makroskopikèc paramètrouc pou an-
tistoiqoÔn se makroskopikoÔc desmoÔc tou sust matoc, ìpwc gia par�deigma
o ìgkoc V enìc doqeÐou pou perièqei èna aèrio, h tim  tou magnhtikoÔ pedÐou
B mèsa sto opoÐo brÐsketai èna magnhtikì ulikì, o arijmìc swmatidÐwn pou
perièqontai sto doqeÐo k.o.k. An sumbolÐsoume autèc tic paramètrouc wc ri,
ja gr�foume th Qamiltìnia wc sun�rthsh tìso twn shmeÐwn ξ tou Γ ìso kai
twn exwterik¸n paramètrwn: H = H(ξ, ri).

7. JewroÔme ìti ìla ta sust mata tou statistikoÔ sunìlou proetoim�zontai
me tic Ðdiec timèc twn paramètrwn ri. 'Opwc eÐpame, oi par�metroi ri eÐnai
makroskopikèc kai �ra o peiramatikìc mporeÐ na tic kajorÐsei me akrÐbeia, se
antÐjesh me tic posìthtec ξ pou antistoiqoÔn stouc mikroskopikoÔc bajmoÔc
eleujerÐac twn morÐwn.

Kaj¸c h puknìthta pijanìthtac ρ sthn isorropÐa, exart�tai mìno apì th
Qamiltìnia (dhlad  thn olik  ènèrgeia), kai h enèrgeia diathreÐtai, mporoÔ-
me na jewr soume èna sÔnolo tou opoÐou ìla ta mèlh qarakthrÐzontai apì
(sqedìn) thn Ðdia tim c thc enèrgeiac Ē.

H puknìthta pijanìthtac ρ(ξ) exart�tai apì to ξ mìno mèsw thc QamiltonÐou,
�ra ja eÐnai thc morf c w[H(ξ)], ìpou w(E) prosdiorÐzei thn katanom  thc
enèrgeiac. H pijanìthta na èqei to sÔsthma enèrgeia metaxÔ E kai E + dE
eÐnai w(E)g(E)dE, ìpou g(E) =

∫
dξδ(E − H(ξ)) o ìgkoc thc epif�neiac

stajer c enèrgeiac H(ξ) = E sto Γ, kai δ eÐnai h sun�rthsh Dirac.

11
΄Ενα ολοκλήρωμα κίνησης είναι μία συνάρτηση F στο Γ, η οποία μετατίθεται με τη Χαμιλτόνια:

{F,H} = 0.
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OrÐzoume th mikrokanonik  katanom  orÐzetai apì thn èkfrash

w(E) =

{
w̄, E ∈ [Ē − 1

2
δE, Ē + 1

2
δE]

0, E /∈ [Ē − 1
2
δE, Ē + 1

2
δE]

(4)

Sthn parap�nw èkfrash, h posìthta δE eÐnai h diaspor� thc enèrgeiac. H
tim  w̄ prokÔptei apì thn sunj kh kanonikopoÐhshc

∫
dξρ(ξ) = 1 kai isoÔtai

me w̄ = 1/δΩ, ìpou δΩ = g(Ē)δE.

Sto ìrio δE → 0, h mikrokanonik  katanom  dÐnetai apì mÐa sun�rthsh δ

ρ(ξ) =
1

g(E)
δ(E −H(ξ)). (5)

8. Sth sunèqeia o Gibbs upojètei ìti h posìthta

SG(Ē, ri) = −
∫

dξ ρ(ξ; Ē, ri) ln ρ(ξ; Ē, ri) (6)

tautÐzetai me th jermodunamik  entropÐa tou sut matoc.12 Aut  h posìthta
kaleÐtai entropÐa Gibbs. Antikajist¸ntac thn exÐswsh (4) sthn (6) paÐrnoume

SG(Ē, ri) = log[δΩ(Ē, ri)]. (7)

Dhlad  h entropÐa Gibbs isoÔtai me to log�rijmo tou ìgkou thc perioq c
tou q¸rou twn f�sewn pou antistoiqeÐ se timèc enèrgeiac metaxÔ Ē − 1

2
δE

kai Ē + 1
2
δE.

9. O Gibbs sth sunèqeia tautÐzei th mèsh enèrgeia Ē gia to statistikì sÔnolo
me thn eswterik  enèrgeia U thc jermodunamik c perigraf c. Opìte h entro-
pÐa Gibbs SG(Ē, ri) → SG(U, ri) eÐnai sun�rthsh thc eswterik c enèrgeiac
kai twn exwterik¸n paramètrwn ri, ìpwc apaiteÐtai apì mÐa jermodunamik�
apodekt  sun�rthsh entropÐac.

2.2 Parathr seic

2.2.1 H sqèsh tou statistikoÔ sunìlou me ta memonwmèna su-
st mata

En¸ h jermodunamik  entropÐa anafèretai se memonwmèna makroskopik� sust -
mata, h entropÐa tou Gibbs orÐzetai anaferìmenh se èna statistikì sÔnolo apì

12
Για να είναι το όρισμα του λογάριθμου αδιάστατο είναι απαραίτητο να χρησιμοποιήσουμε μονάδες

για τις οποίες ο όγκος του χώρου των φάσεων είναι αδιάστατος. Η αντιστοιχία με την κβαντική

θεωρία έδειξε ότι σε αυτές οι μονάδες θα πρέπει να ισχύει h = 1.
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Sq ma 4: Sqhmatik  anapar�stash thc perioq c sto q¸ro twn f�sewn Γ ìpou orÐzetai h
mikrokanonik  katanom . SumbolÐzetai wc ΓE h epif�neia stajer c enèrgeiac pou orÐzetai
apì thn exÐswsh H(ξ) = E.

makroskopik� sust mata. Dhlad  den tautÐzontai wc ènnoiec. KaneÐc apofeÔgei
autì to ennoiologikì prìblhma upojètontac ìti h puknìthta pijanìthtac sto q¸ro
twn f�sewn èqei polÔ mikr  diaspor� sthn enèrgeia, ètsi ¸ste na mporeÐ kaneÐc
na jewr sei ìti ìla ta ta mèlh tou statistikoÔ sunìlou èqoun perÐpou thn Ðdia
sumperifor�. Ja mporoÔse ètsi kaneÐc na jewr sei ìti h tim  thc entropÐac pou
orÐzetai gia to statistikì sÔnolo tautÐzetai me thn tim  thc gia k�je memonwmèno
sÔsthma.

Sto epìmeno kef�laio, ja doÔme èna diaforetikì mikroskopikì orismì thc en-
tropÐac, apì ton Boltzmann, pou upertereÐ tou Gibbs wc proc autì to shmeÐo,
giatÐ orÐzei thn entropÐa se memonwmèno sust ma kai ìqi se statistikì sÔnolo.

2.2.2 EntropÐa kai plhroforÐa

Mia profan c er¸thsh se sqèsh me th je¸rhsh tou Gibbs eÐnai apì pou proèr-
qetai h èkfrash (6) gia thn entropÐa. H ap�nthsh eÐnai ìti apoteleÐ eidik  perÐ-
ptwsh enìc genikìterou orismoÔ mÐac posìthtac pou kaleÐtai plhroforÐa Shannon
  plhroforiak  entropÐa kai h opoÐa mporeÐ na oristeÐ gia opoiad pote katanom 
pijanot twn. Aut  h posìthta qarakthrÐzetai apì k�poiec majhmatikèc idiìthtec
pou eÐnai antÐstoiqec aut c thc jermodunamik c entropÐac, tic opoÐec ja exet�soume
sth sunèqeia.

'Estw mÐa puknìthta pijanìthtac p(x) se èna q¸ro endeqomènwn X. H plhro-
forÐa Shannon I[p] pou antistoiqeÐ sthn p(x), orÐzetai apì th sqèsh.

I[p] = −
∫

dx p(x) ln p(x). (8)

H plhroforÐa Shannon I[p] eÐnai deÐkthc thc diaspor�c thc katanom c p(x).
'Oso mikrìterh eÐnai h tim  thc, tìso mikrìterh eÐnai h diaspor� thc katanom c kai
tìso akribèsterh h plhroforÐa pou èqoume gia to sÔsthma.
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'Oson afor� th sqèsh thc me th jermodunamik , h plhroforÐa Shannon ikano-
poieÐ dÔo basikèc idiìthtec thc jermodunamik c entropÐac: thn idiìthta thc pro-
sjetikìthtac kai thn idiìthta thc kurtìthtac.

Prosjetikìthta. 'Estw ìti èqoume dÔo mh allhlepidr¸nta statistik� su-
st mata me antÐstoiqouc q¸rouc endeqomènwn X kai Y antÐstoiqa, ta opoÐa pe-
rigr�fontai apì puknìthtec pijanìthtac p1(x) kai p2(y) antÐstoiqa, ìpou x ∈ X
kai y ∈ Y . Tìte to olikì sÔsthma èqei q¸ro endeqomènwn X × Y kai perigr�-
fetai apì thn puknìthta pijanìthtac (p1 ⊗ p2)(x, y) := p1(x)p2(y). H antÐstoiqh
plhroforiak  entropÐa eÐnai

I[p1 ⊗ p2] = −
∫

dx
∫

dy p1(x)p2(y) ln[p1(x)p2(y)] =

−
∫

dx p1(x) ln p1(x)
[∫

dy p2(y)
]
−
∫

dy p2(y) ln p2(y)
[∫

dxp1(x)
]

= I[p1] + I[p2], (9)

dhlad  ikanopoieÐ thn idiìthta thc prosjetikìthtac.

Kurtìthta. 'Estw p1(x) kai p2(x) dÔo puknìthtec pijanìthtac sto q¸ro X.
OrÐzoume ton kurtì sunduasmì touc λp1(x) + (1 − λ)p2(x) pou apoteleÐ epÐshc
puknìthta pijanìthtac sto X. ApodeiknÔetai ìti

I[λρ1 + (1− λ)ρ2] ≥ λI(ρ1) + (1− λ)I(ρ2). (10)

H plhroforiak  entropÐa eÐnai loipìn koÐlh sun�rthsh.H apìdeixh thc Ex. (10)
basÐzetai sthn tautìthta (x + y) log(x + y) ≤ x ln x + y ln y, x, y ≥ 0, h opoÐa
af netai wc �skhsh.

TonÐzetai ìti h taÔtish thc entropÐac me thn plhroforÐa den isqÔei gia genik 
puknìthta pijanìthtac sto q¸ro twn f�sewn, all� mìno gia th mikrokanonik 
katanom . H plhroforÐa Shannon ikanopoieÐ p�nta tic idiìthtec thc prosjetikìth-
tac kai thc kurtìthtac pou qarakthrÐzoun mÐa fusik� logik  sun�rthsh entropÐac,
all� apaiteÐtai sugkekrimènh katanom  sto q¸ro twn f�sewn, ètsi ¸ste na ikano-
poieÐtai kai h arq  thc ektatikìthtac.

2.2.3 H kanonik  katanom 

O Gibbs eis gage epÐshc kai thn kanonik  katanom , h opoÐa anafèretai se èna
statistikì sÔnolo susthm�twn se epaf  me mia dexamen  jermìthtac se stajer 
jermokrasÐa T . H kanonik  katanom  gr�fetai wc

ρc(ξ, ri, T ) =
1

Z[T, ri]
e−H(ξ,ri)/T , (11)
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ìpou Z[T, ri] =
∫

dξe−H(ξ;ri)/T eÐnai h sun�rthsh epimerismoÔ. H entropÐa pou
sqetÐzetai me thn kanonik  katanom  dÐnetai apì th sqèsh (6) me to ρc sth jèsh
thc mikrokanonik c katanom c, en¸ h eswterik  enèrgeia U antistoiqeÐ sth mèsh
tim  thc QamiltonÐou

Ē =
∫

dξ H(ξ, ri)ρc(ξ, ri, T ). (12)

ApodeiknÔetai ìti h mikrokanonik  katanom  kai h kanonik  katanom  dÐnoun tic
Ðdiec anamenìmenec timèc gia ìlec tic fusikèc posìthtec
i.) an oi mikroskopikèc dun�meic eÐnai mikr c embèleiac (bl. 2.2.3), kai
ii.) sto legìmeno jermodunamikì ìrio, ìpou o arijmìc twn swmatidÐwn N teÐnei sto
�peiro, o ìgkoc pou katalamb�nei to sÔsthma V teÐnei sto �peiro, me to lìgo N/V
na paramènei stajerìc.

H diaspor� thc enèrgeiac δE gia thn kanonik  katanom  dÐnetai apì th sqèsh,

(δE)2 =
∫

dξ ρc(ξ, ri, T )H(ξ; ri)
2 − Ē2. (13)

ApodeiknÔetai ìti sto jermodunamikì ìrio, o lìgoc δE/Ē teÐnei sto mhdèn. Autì
shmaÐnei ìti sto jemrodunamikì ìrio, h diaspor� thc enèrgeiac mhdenÐzetai. MporeÐ
kaneÐc na pei kaneÐc loipìn ìti ìla ta mèlh tou statistikoÔ sunìlou gia ta opoÐa
orÐzetai h kanonik  katanom  qarakthrÐzontai apì thn Ðdia tim  enèrgeiac. 'Ara sto
jermodunamikì ìrio, oi mèsec timec twn posot twn wc proc to statistikì sÔnolo
tautÐzontai me tic timèc touc se k�je xeqwristì mèloc tou statistikoÔ sunìlou.

2.2.4 H arq  thc ektatikìthtac

H entropÐa Gibbs gia th mikrokanonik  katanom  ikanopoieÐ ex orismoÔ tic sqèseic
prosjetikìthtac kai kurtìthtac pou prèpei na ikanopoieÐ mÐa sun�rthsh jermoduna-
mik c entropÐac. Gia na thn tautÐsoume ìmwc thn entropÐa Gibbs me th jermoduna-
mik  entropÐa prèpei na deÐxoume epÐshc ìti ikanopoieÐ thn arq  thc ektatikìthtac.
ApodeiknÔetai ìti autì sumbaÐnei sto jermodunamikì ìrio, ìtan oi dun�meic metaxÔ
twn morÐwn eÐnai mikr c embèleiac. Ed¸ ja skiagraf soume thn apìdeixh gia thn
eidik  perÐptwsh enìc aerÐou.

'Estw ìti èqoume èna doqeÐo me aèrio se jermodunamik  isorropÐa. JewroÔme
èna ideatì pètasma pou to qwrÐzei se dÔo mèrh A kai B, k�je èna apì ta opoÐa
apoteleÐ xeqwristì jermodunamikì sÔsthma, pou antistoiqeÐ sthn Ðdia kat�stash
me to arqikì, perièqontac diaforetik  posìthta aerÐou.

Antistoiq soume se k�je mìrio tou aerÐou to deÐkth i, opìte gr�foume th
Qamiltìnia HA pou antistoiqeÐ sto aèrio thc perioq c A, kai thn antÐstoiqh HB

gia pou antistoiqeÐ sto aèrio thc perioq c B.

HA =
∑
i∈A

p2
i

2m
+
∑

i,j∈A

V (|ri − rj|), (14)
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HB =
∑
i∈B

p2
i

2m
+
∑

i,j∈B

V (|ri − rj|) (15)

ìpou m h m�za twn morÐwn kai upojètoume ìti oi dun�meic allhlepÐdrashc dÐnon-
tai apì èna kentrikì dunamikì V (r). H Qamiltìnia gia to ìlo doqeÐo (apousÐa
pet�smatoc) eÐnai

HA∪B =
∑

i∈A∪B

p2
i

2m
+

∑
i,j∈A∪B

V (|ri − rj|). (16)

Autì shmaÐnei ìti

HA∪B −HA −HB =
∑

i∈A,j∈B

V (|ri − rj|). (17)

Sq ma 5: Gia thn apìdeixh thc arq c thc ektatikìthtac se èna aèrio, arkeÐ na parath-
r soume ìti oi ìroi pou thn parabi�zoun antistoiqoÔn stic allhlepidr�seic twn morÐwn
se perioq  eÔrouc a gÔrw �pì to sÔnoro twn dÔo perioq¸n A kai B, h opoÐa eÐnai polÔ
mikrìterh apì to qarakthristikì mègejoc L tou doqeÐou.

Upojètoume ìti oi dun�meic eÐnai mikr c embèleiac, dhlad  ìti up�rqei k�poia
(mikroskopik ) klÐmaka a, ètsi ¸ste V (r) = 0 gia r > a. Tìte, sto �jroisma thc
(17) suneisfèroun mìno mìria pou brÐskontai se apìstash mikrìterh apì a/2 apì
thn epif�neia epaf c twn perioq¸n A kai B. 'Estw L to qarakthristikì m koc
twn perioq¸n A kai B. Dedomènou ìti to L eÐnai makroskopikì mègejoc en¸ to a
mikroskopikì, ja isqÔei a/L << 1.

Kaj¸c to aèrio brÐsketai se kat�stash isorropÐac, ta mìria kai h enèrgeia
eÐnai omoigen¸c katanemhmèna se ìlon ton ìgko, opìte to posostì thc enèrgeiac
pou brÐsketai sthn perioq  me eÔroc a gÔrw apì thn epif�neia epaf c eÐnai Ðso me
(aL2)/(L3) = a/L. Autì shmaÐnei ìti

|HA∪B −HA −HB|
|HA∪B|

∼ a

L
<< 1. (18)
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Epomènwc, gia epark¸c meg�lec timèc tou L, me polÔ kal  prosèggish

HA∪B = HA + HB, (19)

dhlad  h Qamiltìnia sumperifèretai ektatik�. Dedomènou ìti h mikrokanonik  ka-
tanom  kai h entropÐa exart¸ntai apì th Qamiltìnia kai mìno, sumperaÐnoume ìti
kai h entropÐa ja ikanopoieÐ thn arq  thc ektatikìthtac me exairetik� kal  prosèg-
gish kai ìti sto jermodunamikì ìrio L → ∞ h arq  thc ektatikìthtac ja isqÔei
akrib¸c.

H arq  thc ektatikìthtac apodeiknÔetai mìno ìtan oi endomoriakèc dun�mec eÐ-
nai mikr c embèleiac. Den perimènoume na isqÔei ìtan eÐnai meg�lhc embèleiac. Gia
par�deigma, oi barutikèc dun�meic eÐnai meg�lhc embèleiac, gi' autì kai se sust -
mata pou den mporeÐ na agnohjeÐ h suneisfor� touc, h arq  thc ektatikìthtac den
isqÔei, den up�rqei jermodunamikì ìrio kai h mikrokanonik  katanom  dÐnei �lla
apotelèsmata apì thn kanonik .

Oi dun�meic Coulomb eÐnai epÐshc meg�lhc embèleiac, all� se sut mata for-
tismènwn swmatidÐwn up�rqei to jermodunamikì ìrio an to sunolikì fortÐo tou
sust matoc mhdenÐzetai. Autì sumbaÐnei ofeÐletai to gegonìc ìti sthn kat�stash
isorropÐac, ta jetik� kai ta arnhtik� fortismèna swm�tia diat�ssontai me tètoiìn
trìpo, ¸ste h sunistamènh twn hlektrostatik¸n dun�mewn na sumperifèretai sa
dÔnamh mikr c embèleiac. Autì eÐnai to legìmeno fainìmeno jwr�kishc (screening
effect).

2.2.5 O algìrijmoc tou Gibbs

H prosèggish tou Gibbs eÐnai exairetik� epituqhmènh sthn prìbleyh twn jermodu-
namik¸n idiot twn fusik¸n susthm�twn se kat�stash isorropÐac. Prosfèrei èna
genikì algìrijmo kataskeu c twn jermodunamik¸n posot twn apì th gn¸sh twn
mikroskopik¸n sustatik¸n kai twn metaxÔ touc allhlepidr�sewn.13

Sun jwc h mèjodo tou Gibbs efarmìzetai mèsw thc kanonik c katanom c, lìgw
thc upologistik c eukolÐac pou prosfèrei: h gn¸sh thc sun�rthshc epimerismoÔ
Z[T, ri] epitrèpei thn kataskeu  opoioud pote jermodunamikoÔ megèjouc. Sugke-
krimèna,

1. H eswterik  enèrgeia U , tautÐzetai me th mèsh tim c thc enèrgeiac sthn
kanonik  katanom  kai dÐnetai apì th sqèsh

U [T, ri] = T 2∂ ln Z[T, ri]

∂T
. (20)

13
Η εισαγωγή της κβαντικής θεωρίας δεν άλλαξε τον αλγόριθμο του Gibbs στην ουσία του: στην

κβαντική μικροκανονική κατανομή αναφερόμαστε σε υπόχωρο του χώρου Hilbert με καθορισμένη
ενέργεια αντί για επιφάνεια σταθερής ενέργειας στο χώρο των φάσεων.
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2. H entropÐa Gibbs orÐzetai apì th sqèsh SG = −
∫

dξρc(ξ, ri, T ) ln ρc(ξ, ri, T )
kai isoÔtai me

SG = ln Z[T, ri] + T
∂ ln Z[T, ri]

∂T
. (21)

3. Apì tic dÔo parap�nw sqèseic prokÔptei ìti

ln Z = −U − TS

T
= −F

T
, (22)

ìpou F [T, ri] eÐnai h eleÔjerh enèrgeia Helmholz.

4. Oi jermodunamik� suzugeÐc posìthtec Ri twn paramètrwn ri pou orÐzontai
wc Ri = −∂S/∂ri dÐnontai apì th sqèsh

Ri = −T
∂

∂T

(
T

∂ ln Z[T, ri]

∂ri

)
. (23)

H parap�nw diadikasÐa metajètei ìlo to prìblhma ston upologismì thc sun�r-
thshc epimerismoÔ gia èna fusikì sÔsthma. O upologismìc autìc eÐnai en gènei
dÔskoloc (el�qista endiafèrontai probl mata èqoun akrib  lÔsh), all� h diadika-
sÐa eÐnai algorijmik .

2.2.6 Anoiqt� erwt mata

H mèjodoc tou Gibbs prosfèrei mÐa ikanopoihtik  ap�nthsh sto er¸thma 1 thc
arq c tou kefalaÐou. Wstìso, h ap�nthsh pou prosfèrei sto er¸thma 2 eÐnai
elleip c, giatÐ h je¸rhsh tou Gibbs paÐrnei wc dedomènh kai den exhgeÐ thn Ô-
parxh katast�sewn isorropÐac pou perigr�fontai apì th mikrokanonik  katanom .
EpÐshc den apant� sto er¸thma 3, dedomènou ìti ta sumper�smat� tou aforoÔn
apokleistik� katast�seic isorropÐac.

Me b�sh thn katanìhsh pou mac prosèfere h je¸rhsh tou Gibbs, mporoÔme na
epanadiatupwsoume ta erwt mata 2 kai 3 wc ex c.

1. P¸c dikaiologeÐtai h qr sh thc mikrokanonik c katanom c gia thn perigraf 
thc kat�stashc isorropÐac?
2. MporeÐ na qrhsimopoihjeÐ h je¸rhsh tou Gibbs kai gia jermodunamik� sust -
mata ektìc isorropÐac, na oristeÐ antÐstoiqa entropÐa kai na melethjeÐ o deÔteroc
jermodunamikìc nìmoc?
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2.3 O orismìc thc kat�stashc isorropÐac

2.3.1 OrismoÐ kai sumb�seic

H je¸rhsh tou Gibbs basÐzetai sthn upìjesh ìti h kat�stash jermodunamik c
isorropÐac gia èna statistikì sÔnolo apomonwmènwn susthm�twn perigr�fetai apì
th mikrokanonik  katanom . To er¸thma tÐjetai p¸c dikaiologeÐtai aut  h upìjesh
apì pr¸tec arqèc, dhlad  sth b�sh thc dunamik c twn mikroskopik¸n sustatik¸n
tou jermodunamikoÔ sust matoc.

H prosp�jeia gia thn aitiolìghsh thc mikrokanonik c katanom c èqei epiken-
trwjeÐ kurÐwc sthn upìjesh ìti h dunamik  tou sust matoc qarakthrÐzetai apì
k�poiec idiìthtec, oi opoÐec èqoun san apotèlesma oi troqièc tou sust matoc sto
q¸ro twn f�sewn na �sar¸noun� me omoiogen  trìpo thn epif�neia stajer c enèr-
geiac. Sth sunèqeia ja exet�soume pio leptomer¸c dÔo apì autèc tic idiìthtec,
thn ergodikìthta kai th mÐxh.

Pr¸ta ìmwc ja d¸soume k�poiouc basikoÔc orismoÔc kai sumbolismoÔc gia thn
perigraf  thc klasik c mhqanik c sto q¸ro twn f�sewn.

• Ja sumbolÐzoume to q¸ro twn f�sewn enìc Qamiltìniou sust matoc wc Γ kai
ta shmeÐa tou wc ξ. Gia èna sÔsthma N swmatidÐwn Γ = R6N (3N suntetagmè-
nec jèseic kai 3N suntetagmènec orm c: ξ = (q1, q2, . . . , q3N , p1, p2, . . . , p3N).
Ja gr�foume epÐshc dξ = d3Nqd3Np.

• Ta parathr sima megèjh antistoiqoÔn se sunart seic F : Γ → R. (Dhlad 
an to sÔsthma brÐsketai sthn kat�stash pou antistoiqeÐ sto shmeÐo ξ kai
metr soume mÐa posìthta pou antistoiqeÐ sth sun�rthsh F ja p�roume wc
apotèlesma thc mètrhshc thn tim  F (ξ).)

• H qronik  exèlixh dÐnetai apì tic exis¸seic Q�milton. Oi exis¸seic X�milton
orÐzoun ènan kanonikì metasqhmatismì, pou gia k�je qronik  stigm  t paÐrnei
èna arqikì shmeÐo ξ ∈ Γ kai to antistoiqeÐ sè èna �llo shmeÐo ξ(t). (An
th qronik  stigm  t = 0 to sÔsthma brÐsketai sto ξ, th qronik  stigm  t
ja brÐsketai sto ξ(t).) To sÔnolo twn shmeÐwn ξ(t) gia ìla ta t apoteleÐ
mia troqi� sto q¸ro twn f�sewn. Ja sumbolÐzoume mia troqi� wc ξ(t)  
sunoptik� wc γ.

• OrÐzoume ton telest  qronik c exèlixhc Lt, apì th sqèsh Ltξ = ξ(t).

• An F mÐa sun�rthsh sto Γ, h qronik  thc exèlixh Ft dÐnetai apì th sqèsh
Ft(ξ) = F (L−tξ).

• H mèsh tim  〈F 〉 mÐac posìthtac F wc proc mÐa katanom  ρ dÐnetai apì th
sqèsh 〈F 〉 =

∫
dξF (ξ)ρ(ξ).
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• Ja sumbolÐzoume perioqèc sto q¸ro twn f�sewn me kefalaÐa latinik� gr�m-
mata, gia par�deigma C. O ìgkoc mÐac perioq c C ja sumbolÐzetai wc [C],
dhlad  [C] =

∫
C dξ.

• Ja gr�foume wc Ct   wc LtC, th qronik  exèlixh thc perioq c C, dhlad 
thn perioq  pou sqhmatÐzetai an k�je shmeÐo thc C exeliqjeÐ kat� qrìno t
sÔmfwna me tic exis¸seic Q�milton.

• To je¸rhma tou Liouville mac lèei ìti oi exis¸seic Q�milton diathroÔn ton
ìgko sto q¸ro twn f�sewn, dhlad  ìti [LtC] = [C] gia k�je perioq  C kai
gia k�je qronik  stigm  t. Eidikìtera, autì shmaÐnei ìti to mètro olokl rw-
shc dξ mènei analloÐwto apì th dr�sh tou Lt: d(Ltξ) = dξ.

• An h sun�rthsh eÐnai mÐa puknìthta pijanìthtac ρ, h qronik  thc exèlixh
dÐnetai apì th sqèsh ρt = ρ(Ltξ), ètsi ¸ste na isqÔei h sqèsh∫

dξ Ft(ξ)ρ(ξ) =
∫

dξ F (ξ)ρt(ξ) = 〈Ft〉. (24)

H ρt ikanopoieÐ thn exÐswsh tou Liouville (3).

2.3.2 Ergodik  upìjesh

H ergodik  upìjesh basÐzetai sto akìloujo skeptikì. Oi qronikèc klÐmakec twn
mikroskopik¸n kin sewn eÐnai polÔ mikrìterec apì tic antÐstoiqec klÐmakec twn
makroskopik¸n parathr sewn. Ja mporoÔse loipìn k�poioc na pei ìti oi makro-
skopikèc posìthtec pou metr�me eÐnai sthn pragmatikìthta mèsec timèc twn mikro-
skopik¸n posot twn wc proc to qrìno.

Apì thn �llh, sÔmfwna sth je¸rhsh tou Gibbs, perigr�foume èna statistikì
sÔnolo apì jermodunamik� sust mata. Se èna statistikì sÔnolo k�je xeqwri-
stì sÔsthma ja brÐsketai en gènei se diaforetik  kat�stash th qronik  stigm 
t = 0. An ìmwc metr�me mìno qronikèc mèsec timèc posot twn, oi leptomèreiec pou
aforoÔn thn arqik  puknìthta pijanot twn de ja paÐzoun rìlo kai to statisti-
kì sÔnolo ja perigr�fetai apì th mikrokanonik  katanom  (Ðswc) anex�rthta thc
arqik c tou kat�stashc.

H basik  idèa thc ergodik c upìjeshc eÐnai ìti oi tim  Feq pou paÐrnei mÐa
parathr simh posìthta F sthn isorropÐa tautÐzetai me th qronik  mèsh tim  F̄
thc posìthtac.

OrÐzoume thn posìthta

Feq = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
dt
∫
Γ
dξ F (ξ)ρ0(Ltξ), (25)
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ìpou ρ0 h puknìthta pijanìthtac th stigm  t = 0. MporoÔme na gr�youme

Feq =
∫
Γ
dξ F (ξ)ρ̄(ξ), (26)

ìpou ρ̄ eÐnai h qronik  mèsh tim  thc puknìthtac pijanìthtac tou sut matoc

ρ̄(ξ) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
dt ρ0(Ltξ) = lim

T→∞

∫ T

0
dt ρt(ξ). (27)

Ac jewr soume thn idanik  perÐptwsh pou ìla ta mèlh tou statistikoÔ sunìlou
èqoun proetoimasteÐ sthn kat�stash ξ0. Tìte èqoume ρ0(ξ) = δ(ξ − ξ0), ìpou δ
eÐnai h sun�rthsh Dirac. S' aut n thn perÐptwsh, h sqèsh (25) gr�fetai

Feq = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
dt Ft(ξ0). (28)

Orismìc ergodikìthtac. Jèloume na tautÐsoume thn posìthta Feq me thn
tim  thc posìthtac F sthn kat�stash jermodunamik c isorropÐac, ètsi ¸ste h
qronik  mèsh tim  thc F na tautÐzetai me th mèsh tim c thc F wc proc th mi-
krokanonik  katanom . Gia na eÐnai h kat�stash thc isorropÐac monadik , eÐnai
aparaÐthto h tim  Feq na eÐnai Ðdia gia ìlec tic arqikèc timèc ξ0 kai gia k�je po-
sìthta F . Autì shmaÐnei ìti oi timèc Feq prèpei na eÐnai h Ðdia se ìlec tic dunatèc
troqièc tou sust matoc. H monadik  perÐptwsh na sumbaÐnei autì eÐnai an ìlec
oi troqièc pou antistoiqoÔn se Ðdia tim  enèrgeiac eÐnai �polÔ kont�� metaxÔ touc.
Sugkekrimèna, autì pou apaiteÐtai eÐnai ex c sunj kh: 'Estw dÔo ìpoiesd pote
troqièc γ1 kai γ2 pou antistoiqoÔn sthn Ðdia tim  enèrgeiac. Tìte gia k�je shmeÐo
ξ thc troqi�c γ1 kai gia k�je ε > 0, up�rqoun shmeÐa thc troqi�c γ2 pou apè-
qoun apì to ξ apìstash mikrìterh apì to ε. Aut  h sunj kh mporeÐ na ekfrasteÐ
isodÔname wc ex c

1. Gia k�je shmeÐo ξ0 pou antistoiqeÐ se enèrgeia E, gia k�je troqi� γ pou
antistoiqeÐ se enèrgeia E kai gia k�je ε > 0, up�rqei shmeÐo ξ ∈ γ, ètsi ¸ste
||ξ− ξ0|| < ε. Dhlad  ìlec oi troqièc enèrgeiac E plhsi�zoun k�poia stigm 
osod pote kont� se opoiod pote shmeÐo thc epif�neiac stajer c enèrgeiac
H(ξ) = E.14

2. Den up�rqei kamÐa upoperioq  thc epif�neiac stajer c enèrgeiac H(ξ) = E,
sthn opoÐa den mporeÐ na eisèljei mÐa opoiad pote troqi� γ pou qarakthrÐze-
tai apì enèrgeia Ðsh me E. AntÐstrofa, an up�rqei toul�qiston mÐa perioq 
A ⊂ ΓE, ètsi ¸ste At = A, to sÔsthma den eÐnai ergodikì. (Troqièc pou
xekinoÔn èxw apì thn A den mporoÔn na eisjèljoun sthn A kai antÐstrofa,
troqièc pou xekinoÔn mèsa sthn A den mporoÔn na exèljoun apì aut .)

14
΄Ενας απλός τρόπος να καταλάβει κανείς το περιεχόμενο αυτού του ορισμού είναι να φανταστεί

ότι οι τροχιές στο χώρο των φάσεων δεν είναι μαθηματικές καμπύλες, αλλά έχουν πεπερασμένο

πάχος. Τότε, η παραπάνω συνθήκη λέει, ότι οσοδήποτε μικρό κι αν διαλέξουμε το πάχος, κάποια

στιγμή η τροχιά θα καλύψει όλην την επιφάνεια σταθερής ενέργειας.
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Oi parap�nw dÔo majhmatikèc sunj kec eÐnai dÔo isodÔnamec ekfr�seic tou
sÔgqronou orismoÔ thc ergodik c sumperifor�c.15 H sunj kh 2 èqei wc sunèpeia
ìti se èna ergodikì sÔsthma, den up�rqei �llh diathr simh posìthta ektìc apì
thn enèrgeia. An up rqe mÐa �llh diathr simh posìthta, èstw φ(ξ), tìte sthn
upoperioq  φ(ξ) = φ1 thc epif�neiac stajer c enèrgeiac de ja mporoÔse potè na
eisèljei troqi� pou qarakthrÐzetai apì tim  φ2 6= φ1, afoÔ se mÐa troqi� h tim 
tou φ prèpei na paramènei stajer .

Sq ma 6: 'Ena endeiktikì sq ma gia na exhg sei thn ènnoia thc ergodikìthtac. An
qwrÐsoume thn epif�neia stajer c enèrgeiac se kuyelÐdec pou antistoiqoÔn se k�poio ìrio
diakrisimìthtac, mÐa ergodik  troqi� (ìpwc sto aristerì sq ma) ja per�sei toul�qiston
mÐa for� ap' ìlec tic kuyelÐdec, ìso mikrèc ki an tic èqoume epilèxei. AntÐjeta, to dexÐ
sq ma anaparist� èna mh-ergodikì sÔsthma, giatÐ h mple troqi� kai h kìkkinh troqi�
diasqÐzoun diaforetikèc perioqèc thc epif�neiac stajer c enèrgeiac.

P¸c prokÔptei h mikrokanonik  katanom . H parap�nw parat rhsh
èqei thn ex c sunèpeia, pou eÐnai �mesa efarmìsimh sta plaÐsia thc je¸rhshc tou
Gibbs.

Apì kataskeu , h mèsh puknìthta pijanìthtac ρ̄ thc exÐswshc (27) metatÐjetai
me th Qamiltìnia: {ρ̄, H} = 0. De metab�lletai dhlad  me to qrìno. Autì shmaÐnei
ìti eÐnai sun�rthsh mìno twn stajer¸n thc kÐnhshc. Wstìso se èna ergodikì sÔ-
sthma h mình stajer� thc kÐnhshc einai h Qamiltìnia H(ξ). SumperaÐnoume loipìn
ìti se èna ergodikì sÔsthma h mèsh puknìthta pijanìthtac ρ̄ eÐnai sun�rthsh tou
H kai mìno.

Ja deÐxoume ìti autì shmaÐnei pwc h ρ̄ antistoiqeÐ sth mikrokanonik  katanom .
'Estw ìti th qronik  stigm  t = 0 èqoume proetoim�sei to statistikì sÔnolo ¸ste
na perigr�fetai apì mÐa tuqaÐa katanom  ρ0(ξ). S' aut n thn kat�stash, orÐzetai
mÐa katanom c enèrgeiac p(E)

15
Η συνθήκη 1 συχνά αποκαλείται συνθήκη ημιεργοδικότητας (quasi-ergodicity), ενώ η ισοδυνα-

μία της 2 με την 1, καθώς και η απόδειξη ότι το όριο T →∞ γενικά ορίζεται, είναι το αποτέλεσμα
ενός διάσημου θεωρήματος του Birkhoff.
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Sq ma 7: S' èna ergodikì sÔsthma (arister�) oi troqièc sar¸noun ìlhn thn epif�neia
stajer c enèrgeiac ΓE , S' èna mh-ergodikì sÔsthma up�rqoun xeqwristèc upoperioqèc
thc ΓE (me diaforeitkì qr¸ma sto sq ma) apì tic opoÐec den mporeÐ na bgei (oÔte kai na
eisèljei) kamÐa troqi�.

p(E) =
∫

dξ ρ0(ξ) δ(E −H(ξ)). (29)

Kaj¸c h enèrgeia diathreÐtai, h katanom  thc den all�zei sto qrìno, �ra k�je
qronik  stigm  t, h puknìthta pijanìthtac ρt qarakthrÐzetai apì thn Ðdia kata-
nom  enèrgeiac p(E). Autì shmaÐnei ìti kai h mèsh wc proc to qrìno puknìthta
pijanìthtac ρ̄ qarakthrÐzetai apì thn Ðdia katanom  enèrgeiac. 'Ara mporoÔme na
gr�youme

p(E) =
∫

dξ ρ̄(ξ) δ(E −H(ξ)). (30)

Se èna ergodikì sÔsthma ìmwc h puknìthta pijanìthtac eÐnai sun�rthsh mìno thc
QamiltonÐou, dhlad  ρ̄(ξ) = w[H(ξ)] gia k�poia sun�rthsh w. Antikajist¸ntac
sth sqèsh (30) paÐrnoume

p(E) =
∫

dξ w[H(ξ)] δ(E −H(ξ)) = w(E)
∫

dξ δ(E −H(ξ)), (31)

�ra

w(E) =
p(E)∫

dξ δ(E −H(ξ))
. (32)

An upojèsoume ìti to arqikì sÔsthma èqei proetoimasteÐ me sqedìn akrib  prosdio-
rismì thc enèrgeiac, dhlad  ètsi ìti èqei mèsh tim  enèrgeiac Ē kai eÔroc δE << Ē,
mporoÔme na gr�youme

p(E) =

{
1

δE
, E ∈ [Ē + 1

2
δE, Ē − 1

2
δE]

0, E /∈ [Ē + 1
2
δE, Ē − 1

2
δE]

(33)

H sqèsh (32) mac lèei ìti h ρ̄ eÐnai h mikrokanonik  katanom  (4) me δΩ =
δE

∫
dξδ(E−H(ξ)). H sqèsh (26) shmaÐnei ìti oi timèc isorropÐac Feq k�je posì-

thtac F , isoÔntai me th mèsh tim  thc F k�tw apì th mikrokanonik  katanom .
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'Isoi ìgkoi se Ðsouc qrìnouc. Ja doÔme t¸ra mÐa qarakthristik  idiì-
thta twn ergodik¸n susthm�twn, h opoÐa jewreÐtai tìso shmantik  pou suqn�
dÐnetai wc orismìc thc ergodikìthtac. Ac sumbolÐsoume wc ΓE thn epif�neia sta-
jer c enèrgeiac H(ξ) = E. SumbolÐzoume ton ìgko thc wc [ΓE]: dhlad  [ΓE] :=∫

dξδ(E−H(ξ)).16 'Estw CE mÐa perioq  thc ΓE me ìgko [C]E =
∫
C dξ δ(E−H(ξ)).

OrÐzoume th qarakthristik  sun�rthsh χC(ξ) thc C wc

χC(ξ) =

{
1, ξ ∈ C
0, ξ /∈ C

(34)

Estw ìti h katanom  brÐsketai arqik� sugkentrwmènh se èna shmeÐo ξ ∈ ΓE. H
qrìnik  mèsh tim  thc χC eÐnai

χ̄C(ξ) = lim
T→∞

∫ T

0
dt χC [L−tξ] = lim

T→∞

τC

T
, (35)

ìpou τC eÐnai o qrìnoc pou pern� h troqi� tou ξ k�tw apì tic exis¸seic Q�milton
mèsa sthn perioq  C.

Se èna ergodikì sÔsthma ìmwc isqÔei χ̄C = (χC)eq, ìpou to (χC)eq eÐnai h
mèsh tim  wc proc th mikrokanonik  katanom . Dedomènou ìti h arqik  kat�stash
entopÐzetai se èna shmeÐo, ja èqoume δE → 0, opìte qrhsimopoioÔme thn exÐswsh
(5).

χ̄C =
1

[ΓE]

∫
dξχC(ξ)δ(E −H(ξ)) =

[C]E
[ΓE]

. (36)

H sÔgkrish twn exis¸sewn (35) kai (36) mac dÐnei

limT→∞
τC

T
=

[C]E
[ΓE]

, (37)

dhlad  asumptwtik� o qrìnoc pou pern� mÐa troqi� mèsa se mÐa perioq  C eÐnai
anìlogoc tou ìgkou thc perioq c. MporoÔme loipìn na poÔme, ìti oi troqièc enìc
ergodikoÔ sust matoc diasqÐzoun Ðsouc ìgkouc se Ðsa qronik� diast mata.

Probl mata. SÔmfwna me thn parap�nw an�lush, h basik  upìjesh tou Gibbs
faÐnetai na exhgeÐtai apì thn upìjesh ìti èna fusikì sÔsthma eÐnai ergodikì. Autì
ìmwc den isqÔei: up�rqoun merik� basik� probl mata sto ìlo skeptikì.

• En¸ stic arqèc tou 20ou ai¸na up rqe h ektÐmhsh ìti sust mata me polloÔc
bajmoÔc eleujerÐac, ìpwc aut� pou emfanÐzontai sth statistik  mhqanik 

16
Στην ενότητα 2.1. είχαμε χρησιμοποιήσει την έκφραση g(E) στη θέση του [ΓE ], σε συμφωνία

με τις συνήθεις συμβάσεις στη στατιστική μηχανική.
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ja prèpei na eÐnai ergodik�, epeid  h poluplokìthta twn allhlepidr�sewn
ja katèstrefe th dunatìthta Ôparxhc k�je stajer�c thc kÐnhshc plhn thc
enèrgeiac.17 Wstìso, plèon gnwrÐzoume ìti akìma kai èxairetik� polÔploka
sust mata me polloÔc bajmoÔc eleujerÐac mporoÔn na èqoun diathr simec
posìthtec, opìte eÐnai mh ergodik�. Mèqri stigm c, h ergodikìthta èqei
apodeiqjeÐ mìno gia polÔ mikrì arijmì fusik� endiafèrontwn susthm�twn.

• Apì thn �llh, ergodikìthta emfanÐzoun sust mata, ta opoÐa ep' oudenÐ den
mporeÐ kaneÐc na jewr sei ìti èqoun jermodunamik  sumperifor�, ìpwc gia
par�deigma ènac armonikìc talantwt c se mÐa di�stash. Autì shmaÐnei ìti
akìma ki an h ergodikìthta eÐnai anagkaÐa sunj kh, sÐgoura den eÐnai ikan 
gia thn emf�nish thc jermodunamik c sumperifor�c.

• H sqèsh thc ergodik c sumperifor�c me th jermodunamik  basÐzetai sto ge-
gonìc ìti oi makroskopikoÐ qrìnoi parat rhshc eÐnai polÔ megalÔteroi apì
touc qarakthristikikoÔc mikroskopikoÔc qrìnouc exèlixhc enìc sust matoc.
Oi pr¸toi eÐnai ìntwc polÔ megalÔteroi apì touc deÔterouc, all� den eÐnai
�peiroi ìpwc ennoeÐtai apì to ìrio T → ∞ ston orismì thc mèshc tim c
wc proc to qrìno. 'Ena fusikì sÔsthma ft�nei se isorropÐa mèsa se pepe-
rasmèno qrìno, o opoÐoc eÐnai peiramatik� metr simoc kai wc proc aut  th
diadikasÐa h ergodik  upìjesh den mporeÐ na mac prosfèrei kamÐa plhroforÐa.

2.3.3 Sunj kh mÐxhc

H ergodik  sunj kh basÐzetai sthn taÔtish thc qronik c mèshc tim c mÐac posìth-
tac F sto ìrio �peirou qrìnou me thn tim  thc Feq sthn isorropÐa. Pio fusikì ja
 tan na jewr soume ìti h tim  isorropÐac Feq prokÔptei sto ìrio meg�lou qrìnou
gia to sÔsthma kai ìqi wc qronik  mèsh tim . Aut  h je¸rhsh odhgeÐ sthn eisa-
g¸g  mÐa sunj khc isqurìterhc apì thn ergodikìthta, h opoÐa kaleÐtai sunj kh
mÐxhc.

'Estw ìti th qronik  stigm  t = 0 èqoume mÐa katanom  ρ h opoÐa eÐnai sug-
kentrwmènh omoiogen¸c se mÐa perioq  C thc epif�neiac stajer c enèrgeiac ΓE,
dhlad 

ρ(ξ) =
χC(ξ)

[C]
δ(E −H(ξ)). (38)

H sunj kh mÐxhc mac lèei ìti sto ìrio t →∞ h katanom  èqei diaqujeÐ omoiogen¸c
se ìlh thn epif�neia ΓE.

17
Μερικές τετριμένες περιπτώσεις όπως συστήματα από οσοδήποτε πολλούς αρμονικούς ταλαν-

τώτές δεν είναι εργοδικά, αφού για N μονοδιάστατους ταλαντωτές έχουμε και N σταθερές της

κίνησης.
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Sugkekrimèna, sÔmfwna me to je¸rhma tou Liouville, o ìgkoc thc perioq c C
mènei stajerìc sto qrìno. Den up�rqei ìmwc periorismìc wc proc to sq ma thc
to opoÐo mporeÐ na paramorfwjeÐ èntona kat� th di�rkeia thc qronik c exèlixhc.
Se poll� sust mata, oi perioqèc autèc paramorf¸nontai kai to sÔnorì touc a-
pokt� upèrlepth akanìnisth dom , h opoÐa me to pèrasma tou qrìnou epekteÐnetai
se oloèna kai mikrìterec klÐmakec (bl. sq ma 4). O ìgkoc thc perioq c ìmwc
paramènei stajerìc, k�ti pou shmaÐnei ìti h perioq  teÐnei na epektajeÐ se oloèna
kai megalÔtero mèroc thc epif�neiac ΓE, ètsi ¸ste asumptwtik� na thn kalÔyei
ìlh. An h k�luyh thc ΓE apì th C gÐnetai omoiogèn c sto ìrio t → ∞, tìte to
sÔsthma èqei thn idiìthta mÐxhc.

Sq ma 8: MÐa perioq  tou q¸rou twn f�sewn se èna sÔsthma mÐxhc paÐrnei k�tw apì th
qronik  exèlixh akanìnisth dom , en¸ diathreÐ to embadìn thc. Me to qrìno anaptÔsei
lept  dom  se oloèna kai mikrìterh klÐmaka.

To ìnoma �mÐxh � ofeÐletai se mÐa klasik  paromoÐwsh tou Gibbs, sÔmfwna me
thn opoÐa, h qronik  exèlixh mÐac perioq c se èna sÔsthma me thn idiìthta mÐxhc
eÐnai an�logh me thn exèlixh mÐac stagìnac melanioÔ pou af netai se èna doqeÐo
me k�poio ugrì, ìpou sig� sig� diaqèetai. H stagìna de dialÔetai, paramènei
sunektik , o ìgkoc thc diathreÐtai, all� anaptÔssetai se inÐdia exairetik� lept�
pou diaqèontai se ìlo to ugrì. 'Ustera apì arketì qrìno, to ugrì faÐnetai wc
omoiogen¸c melanì. All� an koit�xei kaneÐc me mikroskìpio ja diapist¸sei thn
Ôparxh inidÐwn mel�nhc se polÔ mikr  klÐmaka.

Majhmatik , h idiìthta mÐxhc orÐzetai wc ex c. Gia dÔo opoiesd pote perioqèc
B kai C thc epif�neiac stajer c enèrgeiac ΓE

lim
t→∞

[Ct ∩B]E
[B]E

=
[C]E
[ΓE]

, (39)
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Sq ma 9: MÐa stagìna mel�nhc mèsa se èna ugrì diaqèetai sig� sig� mèqri pou to ugrì
na faÐnetai omoiogen¸c melanì. Wstìso, an koit�xei kaneÐc me mikroskìpio ja dei ìti h
mel�nh èqei diathr sei ton arqikì thc ìgko, all� èqei anaptuqjeÐ se exairetik� lept� inÐdia
pou katanèmontai omoiogen¸c mèsa sto ugrì. Autì apoteleÐ mÐa exairetik  paromoÐwsh
gia thn exèlixh perioq¸n thc epif�neiac stajer c enèrgeiac se sut mata me thn idiìthta
mÐxhc.

dhlad  h puknìthta twn �inidÐwn� pou anaptÔssei h Ct teÐnei na gÐnei o Ðdioc se ìlec
tic perioqèc thc epif�neiac ΓE.

Apì ton parap�nw orismì, prokÔptoun dÔo shmantikèc idiìthtec.

1. 'Ena sÔsthma pou ikanopoieÐ th sunj kh mÐxhc eÐnai ergodikì (to antÐstro-
fo den isqÔei aparaÐthta).
Apìdeixh: 'Estw ìti èna sÔsthma èqei thn idiìthta mÐxhc, all� den eÐnai ergodikì.
Tìte up�rqei mÐa perioq  A ⊂ ΓE sthn epif�neia ΓE, h opoÐa ikanopoieÐ At = A,
�ra [At ∩B]E = [A ∩B]E. Tìte gia k�je perioq  B ⊂ ΓE, ja isqÔei

[A ∩B]E =
[A]E[B]E

[ΓE]
. (40)

An epilèxoume B = A, tìte paÐrnoume [A]E[ΓE] = ([A]E)2, opìte, an [A]E 6= 0, ja
èqoume [A]E = [ΓE], dhlad  A = ΓE, k�ti pou eÐnai antÐjeto sthn arqik  upìjesh
A ⊂ ΓE. 'Ara to sÔsthma eÐnai ergodikì.

2. An èna sÔsthma èqei thn idiìthta mÐxhc, tìte gia k�je sun�rthsh F kai gia
opoiad pote arqik  katanom  ρ0, limt→∞〈Ft〉 = Feq.
Apìdeixh: Gia eukolÐa ja upojèsoume ìti h arqik  katanom  ρ0 antistoiqeÐ se
stajer  tim  enèrgeiac E, opìte apì th sun�rthsh F mac endiafèrei mìno o perio-
rismìc thc sthn epif�neia stajer c enèrgeiac ΓE.

MporoÔme na proseggÐsoume opoiad pote sun�rthsh F me mÐa diakritopoihmènh
èkfrash, dhlad  na gr�youme F (ξ) =

∑
i fi χCi

(ξ)/[Ci]E, ìpou Ci perioqèc sto ΓE
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ìpou h F paÐrnei sqedìn stajer  tim . To Ðdio k�noume gia thn arqik  katanom 
ρ0, upojètontac gia eukolÐa ìti antistoiqeÐ se stajer  tim  enèrgeiac E. Dhlad 
gr�foume ρ0(ξ) =

∑
j pj χDj

(ξ)/[Dj]E, ìpou Dj perioqèc thc epif�neiac ΓE sta
opoÐa h ρ0 èqei stajer  tim . (H kanonikopoÐhsh shmaÐnei ìti

∑
j pj = 1.) Me aut 

th diakritopoÐhsh gr�foume

〈Ft〉 =
∫

dξ ρ0(ξ)F (L−t(ξ)) =
∑
i,j

fipj

[Ci]E[Dj]E

∫
ΓE

dξ χCi
(L−tξ)χDj

(ξ)

=
∑
i,j

fipj

[Ci]E[Dj]E

∫
ΓE

dξ χ(Ci)t∩Dj
(ξ) =

∑
i,j

fipj

[Ci]E[Dj]E
[(Ci)t ∩Dj]E. (41)

An ikanopoieÐtai h sunj kh mÐxhc tìte limt→∞[(Ci)t ∩ Dj]E = [Ci]E[Dj]E/[ΓE],
opìte

lim
t→∞

〈Ft〉 =
1

ΓE

∑
i

fi

∑
j

pj =
1

ΓE

∫
Γ
dξ δ(E −H(ξ))

∑
i

fi χCi
(ξ)/[Ci]E

=
1

ΓE

∫
Γ
dξ δ(E −H(ξ)) F (ξ) = Feq. (42)

Dhlad  sto ìrio t → ∞, opoiad pote posìthta teÐnei sthn tim  isorropÐac
pou antistoiqeÐ sto mèso wc proc th mikrokanonik  katanom . 'Ara, èna sÔsthma
pou ikanopoieÐ th sunj kh mÐxhc perigr�fetai asumptwtik� apì thn mikrokanonik 
katanom .18

To er¸thma eÐnai bèbaia kat� pìso ta endiafèronta fusik� sust mata ìntwc
ikanopoioÔn th sunj kh mÐxhc. Dedomènou ìti h sunj kh mÐxhc eÐnai isqurìterh
apì thn ergodikìthta, ligìtera sust mata ja thn ikanopoioÔn, opìte to antÐstoiqo
prìblhma tou an ìntwc qarakthrÐzei realistik� fusik� sust mata paramènei. 'Eqei
apodeiqjeÐ ìti aèria sklhr¸n sfair¸n (pou ta mìria jewroÔntai san mp�lec tou
mpili�rdou, pou allhlepidroÔn metaxÔ touc mìno th stigm  thc kroÔshc touc kai
anakl¸ntai elastik� apì ta toiq¸mata tou doqeÐou) ikanopoioÔn th sunj kh mÐxhc.

Genik�, gia na ikanopoihjeÐ h sunj kh mÐxhc eÐnai aparaÐthth h Ôparxh mÐac
dunamik c �ast�jeiac � stic troqièc parìmoia m' autèc pou emfanÐzetai sta qaotik�
sust mata: kaj¸c k�je perioq  thc epif�neiac stajer c enèrgeiac epimerÐzetai se
inÐdia pou diaqèontai pantoÔ, dÔo shmeÐa pou brÐskontai arqik� polÔ kont� mporeÐ
na brejoÔn Ôstera apì k�poio qrìno t se apomakrusmènec perioqèc thc epif�neiac
ΓE.

2.3.4 An�getai h jermodunamik  sumperifor� sth statistik  pe-
rigraf ?

H sunj kh mÐxhc mac epitrèpei na p�roume sto ìrio t → ∞ th mikrokanonik 
katanom . MporoÔme na poÔme ìti an ikanopoieÐtai se fusik� sust mata, èqei epi-

18
Στα μαθηματικά λέγεται ότι οποιαδήποτε αρχική κατανομή συγκλίνει ασθενώς στη μικροκανο-

νικής κατανομή.
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teuqjeÐ h pl rhc anagwg  thc jermodunamik c katast�sewn isorropÐac sth sta-
tistik  mhqanik  twn sustatik¸n touc morÐwn? Parìti suqn� jewreÐtai dedomèno
ìti h ap�nthsh eÐnai katafatik , up�rqoun k�poiec shmantikèc epiful�xeic.

Kat' arq�c eÐnai to gegonìc ìti h sunj kh mÐxhc isqÔei kai se sust mata mè
mikrì arijmì swmatidÐwn, gia ta opoÐa den èqei nìhma na mil�me gia jemrodunamik 
sumperifor�. Gia par�deigma, ènac armonikìc talantwt c se mÐa di�stash ikano-
poieÐ tetrimèna th sunj kh mÐxhc. 'Opwc kai sthn perÐptwsh thc ergodikìthtac,
autì shmaÐnei ìti h sunj kh mÐxhc Ðswc eÐnai anagkaÐa gia thn emf�nish jermodu-
namik c sumperifor�c all� den eÐnai ikan .

All� oÔte kai o meg�loc arijmìc swmatidÐwn se èna mhqanikì sÔsthma exasfa-
lÐzei jermodunamik  sumperifor�. Autì mporeÐ kaneÐc na to dei me to akìloujo
peÐrama skèyhc, pou afor� èna aèrio apoteloÔmeno apì makroskopik� mìria.

'Estw N metallikèc sklhrèc sfaÐrec, diamètrou 0, 1mm kai m�zac 10−5g h
kajemÐa. An p�roume N ∼ 1012, mporoÔme na qrhsimopoioÔme touc nìmouc gia
meg�lwn arijm¸n, en¸ par�llhla h olik  m�za tou sust matoc eÐnai mìlic thc t�xhc
twn 100kg, opìte h enèrgeia lìgw amoibaÐac barutik c allhlepÐdrashc na eÐnai
amelhtèa. TopojetoÔme tic sfaÐrec se èna sfairikì doqeÐo, èxw apì to barutikì
pedÐo thc ghc kai touc dÐnoume arqikèc taqÔthtec pou proseggÐzoun thn katanom 

Maxwell me mèsec taqÔthtec
√

v2 ' 10m/s, ¸ste na eÐnai apì thn arq  kont� se
kat�stash isorropÐac kai na mh qreiasteÐ na perimènoume polÔ mèqri na epèljei
isorropÐa. To doqeÐo, ìntac sfairikì, den askeÐ barutikèc dun�meic sta swm�tia
sto eswterikì tou, apl� anakl� tèleia k�je swm�tio pou pèftei p�nw tou.

Ousiastik� èqoume kataskeu�sei èna meg�lo sfairikì mpili�rdo. ApodeiknÔetai
ìti sust mata tètoiou eÐdouc eÐnai ergodik� kai ikanopoioÔm th sunj kh mÐxhc. Kat�
sunèpeia mporoÔme sto ìrio meg�lou qrìnou perimènoume ìti ja perigr�fetai apì th
mikrokanonik  katanom . (Gia thn akrÐbeia, h mikrokanonik  katanom  anafèretai
se èna statistikì sÔnolo apì tètoia sust mata.)

To er¸thma pou tÐjetai: autì to sÔsthma èqei jermodunamik  sumperifor�?
Apì tic exis¸seic thc kinhtik c jewrÐac gia idanikì aèrio, prokÔptei ìti h jer-

mokrasÐa tou ja eÐnai thc t�xhc tou T ∼ m

√
v2

kB
∼ 1017 oK. SÔmfwna, me to

mhdenikì jermodunamikì nìmo, h jermokrasÐa eÐnai kajolikì qarakthristikì ìlwn
twn jermodunamik¸n susthm�twn, �ra opoiod pote jermodunamikì sÔsthma èrjei
se epaf  me to �aèrio� ja prèpei na exomoi¸sei an�loga th jermokrasÐa tou. Au-
tì shmaÐnei ìti an topojet soume èna abgì sto eswterikì tou doqeÐou ja èprepe
ìqi apl� na exaerwjeÐ, all� na diaspastoÔn pl rwc ta �tom� kai oi pur nec tou.
Bèbaia sta plaÐsia thc mhqanik c perigraf c, de sumbaÐnei k�ti tètoio sto abgì:
apl� k�poia stigm  ja sp�sei kaj¸c ja sugkroÔontai ta sfairÐdia p�nw tou.

SumperaÐnoume loipìn ìti èna sÔsthma pou apoteleÐtai apì meg�lo arijmì sw-
matidÐwn den eÐnai anagkaÐa jermodunamikì. H klÐmaka twn swmatidÐwn pou to
apoteloÔn paÐzei rìlo gia th jermodunamik  sumperifor� enìc sust matoc, kai ìqi
mìno   sumperifor� twn troqi¸n tou sust matoc sto q¸ro twn f�sewn.
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O Ðdioc o Gibbs eÐqe tonÐsei ìti h mèjodoc pou anèptuxe  tan majhmatik� afai-
retik :

�...gia na apofÔgw genikèc upojèseic gia th fÔsh twn swmatidÐwn èprepe na ka-
jorÐsw mÐa statistik  b�sh gia thn an�ptuxh nìmwn pou ja prèpei na isqÔoun
anex�rthta apì th fÔsh twn swmatidÐwn.�

To parap�nw par�deigma upodeiknÔei ìti aut  afaÐresh twn fusik¸n qarakth-
ristik¸n twn swmatÐdÐwn pou apartÐzoun èna jermodunamikì sÔsthma den mporeÐ
na jewrhjeÐ apìluth kai ìti oi basikèc upojèseic thc jewrÐac tou Gibbs mporeÐ na
ikanopoioÔntai kai apì sust mata pou den èqoun jermodunamik  sumperifor�.

2.4 Katast�seic ektìc isorropÐac

To epìmeno er¸thma eÐnai kat� pìso h prosèggish tou Gibbs mporeÐ na genikeuteÐ
gia na perigr�yei jermodunamik  sust mata ektìc isorropÐac kai na odhg sei sthn
apìdeixh tou genikeumènou jermodunamikoÔ nìmou gia katast�seic ektìc isorropÐ-
ac. H aploÔsterh idèa eÐnai na genikeÔsei kaneÐc thn perigraf  me ta statistik�
sÔnola gia thn perÐptwsh pou h puknìthta pijanìthtac exart�tai apì to qrìno ρt

kai na parakolouj sei thn exèlix  thc. Ja mporoÔse kaneÐc na orÐsei thn entropÐa
Gibbs gia thn puknìthta pijanìthtac ρt

SG(t) = −
∫

dξ ρt ln ρt. (43)

kai na diereun sei kat� pìso ikanopoieÐ tic idiìthtec pou prèpei na èqei mÐa
jermodunamik  sun�rthsh entropÐac.

Qrhsimopoi¸ntac thn exÐswsh Liouville blèpoume ìti

ṠGibbs = −
∫

d3Nq d3Np (1 + log ρ)ρ̇ =

−
∫

d3Nq d3Np
3N∑
i=1

(
∂H

∂qi

∂(ρ log ρ)

∂pi

− ∂H

∂pi

∂(ρ log ρ)

∂qi

)
= 0. (44)

Dhlad  h tim  thc entropÐac Gibbs de metab�lletai sto qrìno. Autì shmaÐnei
ìti h entropÐa Gibbs den antiproswpeÔei kal� th jermodunamik  entropÐa, giatÐ
den epitrèpei th diatÔpwsh tou 2ou jermodunamikoÔ nìmou gia katast�seic ektìc
isorropÐac.

O Gibbs prìteine mÐa endiafèrousa lÔsh, basizìmenoc sth sumperifor� twn
susthm�twn me thn idiìthta mÐxhc. Prìteine ìti h statistik  perigraf  prèpei na
gÐnei mèsw mÐac adropoihmènhc (coarse grained) katanom c pijanìthtac. H idèa
tou eÐnai ìti se èna sÔsthma pou ikanopoieÐ thn idiìthta mÐxhc den mporeÐ kaneÐc
na parakolouj sei me pl rh akrÐbeia thn exèlixh thc arqik c kat�stashc, lìgw
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akrib¸c thc lept c uf c pou apokt� h katanom  kat� th qronik  exèlixh (jumhjeÐte
thn analogÐa me th stagìna melanioÔ). Opìte kaneÐc qwrÐzei to q¸ro twn f�sewn
Γ se isomegèjeic kuyelÐdec Ci kai orÐzei thn adropoihmènh puknìthta pijanìthtac
ρc.g. wc

ρc.g.(ξ) =

∫
Ci(ξ)

dξ ρξ∫
Ci(ξ)

dξ
, (45)

ìpou Ci(ξ) eÐnai h kuyelÐda sthn opoÐa emperièqetai to shmeÐo ξ. Dhlad  jewroÔme
ìti èqoume mia mègisth diakritik  ikanìthta gia thn parakoloÔjhsh tou sust matoc
sto mikroskopikì epÐpedo, exaitÐac thc opoÐac h lept  dom  pou prokaleÐtai lìgw
thc mÐxhc den mporeÐ na parakoloujhjeÐ. H epilog  thc klÐmakac adropoÐhshc eÐnai
m�llon aujaÐreth. Den up�rqei k�poia fusik  par�metroc pou na thn epilègei me
monadikì trìpo gia ìla ta fusik� sust mata,19 all� k�je perÐptwsh prèpei na
melethjeÐ xeqwrist�.

Sq ma 10: MÐa arqik  katanom  sto q¸ro twn f�sewn, pou antistoiqeÐ se mÐa perioq 
exelÐssetai se mÐa akanìnisth. H adropoÐhsh thc arqik c kai thc telik c katanom c èqei
wc apotèlesma h deÔterh na ekteÐnetai se perissìterec kuyelÐdec kai na èqei megalÔterh
entropÐa. H diaforetikèc skièc tou gkrÐzou antistoiqoÔn se diaforetikèc mèsec timèc thc
puknìthtac se k�je kuyelÐda.

H idèa tou Gibbs de douleÔei ikanopoihtik�. H antÐstoiqh entropÐa (gnwst  wc
adropoihmènh entropÐa Gibbs) men orÐzetai:

Sc.g.
G (t) = −

∫
dξρc.g.

t (ξ) ln ρc.g.
t (ξ), (46)

19
Η κβαντική κλίμακα h̄ είναι πολύ μικρή για αδροποίηση, καθώς οι περιοχές Ci πρέπει να είναι

αρκετά μεγάλες, ώστε να έχει νόημα η κλασική περιγραφή της μίξης.
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all� den odhgeÐ se genikeumèno deÔtero jermodunamikì nìmo. ApodeiknÔetai ìti h
parap�nw posìthta ikanopoieÐ th sqèsh Sc.g.

G (t) ≥ Sc.g.(0), all� aut  den eparkeÐ
gia thn apìdeixh touc deÔterou jermodunamikoÔ nìmou, giatÐ autìc ja isodunamoÔse
me th sunj kh Sc.g.(t) ≥ Sc.g.(t′).

Wstìso h idèa tou Gibbs  tan polÔ endiafèrousa. Melet jhke leptomer¸c sth
sunèqeia kai apoteleÐ mÐa apì tic shmantikìterec sqolèc ìson afor� thn katanìhsh
thc statistik c mhqanik c ektìc isorropÐac. Sugkekrimèna, h melèth susthm�twn
ektìc isorropÐac, jewr¸ntac thn exèlixh mÐa puknìthtac pijanìthtac ρ sto q¸ro
twn f�sewn, pou perigr�fei èna statistikì sÔnolo èqei ta akìlouja dÔo qarakth-
ristik�.

1. ApaiteÐtai k�poioc bajmìc adropoÐhshc thc perigraf c. H pl rhc perigraf 
me tic exis¸seic Q�milton dÐnei p�nta stajer  entropÐa. Up�rqoun diaforetikèc
suntagèc gia to p¸c gÐnetai h adropoÐhsh, all� wc t¸ra kami� jemeli¸dhc dikaio-
lìghsh pou na isqÔei kajolik�.
2. EÐnai aparaÐthto na periorÐsei kaneÐc tic dunatèc arqikèc sunj kec tou sust -
matoc (dhlad  thn arqik  puknìthta pijanìthtac), alli¸c den prokÔptei jermodu-
namik  sumperifor�. Wstìso autoÐ oi periorismoÐ apoteloÔn epiplèon upojèseic
qwrÐc k�poia jemeli¸dh dikaiolìghsh apì th mikroskopik  jewrÐa.

All� akìma ki autèc oi upojèseic den arkoÔn gia na odhg soun shn apìdeixh
tou deÔtero nìmou thc jermodunamik c gia katast�seic ektìc isorropÐac. Epiplè-
on upojèseic eÐnai aparaÐthtec. Sun jwc autèc paÐrnoun th morf  miac upìjeshc
epanatuqaiopoÐhshc (rerandomization), dhlad  ìti se k�je qronik  stigm  to sÔ-
sthma xeqn� to pareljìn tou kai exelÐssetai mìno sth b�sh thc plhroforÐac pou
perièqetai thn paroÔsa stigm . Aut  h diatÔpwsh faÐnetai dusnìhth kai eÐnai an
den th dei kaneÐc se sugkekrimèna fusik� paradeÐgmata. 'Ena tètoio mac prosfè-
retai apì thn exÐswsh tou Boltzmann kef�laio 3 kai h aploÔsterh perÐptwsh apì
to montèlo tou Kac sto kef�laio 4.

Autì pou prokÔptei apì thn wc t¸ra suz thsh, eÐnai ìti opoiad pote perigra-
f  jermodunamik c ektìc isorropÐac prèpei na eisag�gei pollèc kai mh-tetrimmènec
upojèseic, epiplèon aut¸n pou aforoÔn th mikroskopik  dunamik  twn fusik¸n su-
sthm�twn. H katanìhsh aut¸n twn upojèsewn kai h anaz thsh enìc enopoihtikoÔ
plaisÐou eÐnai to basikì prìblhma thc jemelÐwshc thc statistik c mhqanik c.

2.5 Ask seic

1. DeÐxte ìti h diaspor� thc enèrgei�c enìc sust matoc pou perigr�fetai apì thn
kanonik  katanom  dÐnetai apì th sqèsh (δE) = ∂2 ln Z

∂β2 , ìpou Z h sun�rthsh epime-
rismoÔ. UpologÐste to δE gia èna idanikì aèrio N swmatÐdÐwn m�zac m kai gr�yte
to lìgo δE/Ē. Gia poia tim  tou N paÐrnei to δE/Ē tim  0, 001? Poio eÐnai to
qarakthristikì mègejoc mÐac perioq c pou antistoiqeÐ s' aut n thn tim  tou N gia
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kanonikèc sunj kec?
GiatÐ pisteÔete ìti sth suntriptik  pleioyhfÐa twn efarmog¸n thc jewrÐac tou
Gibbs qrhsimopoieÐtai h kanonik  katanom ;

2. UpologÐste thn entropÐa Gibbs SGibbs = −
∫

dξ ρc(ξ) ln(h3Nρc(ξ)) gia èna i-
danikì aèrio N swmatidÐwn m�zac m se ìgko V , ìpou ρc h kanonik  katanom .
Gr�yte to apotèlesma sa sun�rthsh thc mèshc enèrgeiac Ē.
Sth sunèqeia, upologÐste thn entropÐac Gibbs, gia th mikrokanonik  katanom  apì
th sqèsh

SGibbs = ln

(
[ΓE]δE

h3N

)
, (47)

ìpou [ΓE] o ìgkoc thc epif�neiac stajer c enèrgeiac. SugkrÐnete ta dÔo apotelè-
smata.

DÐnetai ìti o ìgkoc mÐac mp�lac n diast�sewn aktÐnac R eÐnai πn/2

(n/2)!
Rn. Stouc

upologismoÔc qrhsimopoieÐste ton tÔpo tou Stirling.

3. 'Estw sÔsthma N di�kritwn bajm¸n eleujerÐac si, i = 1, . . . N , pou paÐrnoun
timèc 0 kai 1. H Qamiltonian  tou sust matoc dÐnetai apì th sqèsh H = b

∑
i si,

ìpou b stajer�. QrhsimopoieÐste thn kanonik  katanom  gia na breÐte th sqèsh
mèshc enèrgeiac kai jermokrasÐac. QrhsimopoieÐste th mikrokanonik  katanom  gia
na breÐte thn entropÐa sa sun�rthsh thc enèrgeiac kai sth sunèqeia apì th sqèsh
T−1 = ∂S

∂E
breÐte th sqèsh enèrgeiac - jermokrasÐac. Ta apotelèsmata tautÐzontai?

4. Gia èna sÔsthma N swmatidÐwn se epaf  me mÐa dexamen  jermìthtac se jer-
mokrasÐa T , h exelixh thc puknìthtac sto q¸ro twn f�sewn de dÐnetai apì thn
exÐswsh Liouville, all� apì thn exÐswsh

∂ρ

∂t
= {H, ρ}+ γ

N∑
i=1

∂(ρpi)

∂pi

+ mγT
∂ρ

∂p2
i

, (48)

ìpou H =
∑N

i=1
p2

i

2m
+V (r1, . . . rn) h Qamiltìnia tou sust matoc, kai γ stajer� pou

deÐqnei thn èntash thc sÔzeuxhc tou aerÐou me th dexamen .
a) DeÐxte ìti h kanonik  katanom  gia jermokrasÐa T eÐnai lÔsh thc exÐswshc
exèlixhc. (Autì shmaÐnei ìti to antÐstoiqo statistikì sÔnolo perigr�fetai asum-
ptwtik� apì thn kanonik  katanom ).
b)DeÐxte ìti h plhroforiak  entropÐa S = −

∫
dξ ρ ln ρ aux�nei me to qrìno: Ṡ ≥ 0.

5. Se èna idanikì aèrio ta mìri� tou jewroÔntai ìti kinoÔntai eleÔjera ektìc apì
tic stigmèc pou sugkroÔontai elastik� me ta toiq¸mata tou doqeÐou. Autì shmaÐnei
ìti gia N mìria, up�rqoun N stajerèc thc kÐnhshc (h enèrgeia k�je morÐou), opìte
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to sÔsthma den eÐnai ergodikì. P¸c dikaiologeÐtai h qr sh thc mikrokanonik c
katanom c gia thn perigraf  tou aerÐou se kat�stash isorropÐac?

3 H je¸rhsh tou Boltzmann

3.1 Makrokatast�seic kai entropÐa

O Boltzmann, orÐzei thn entropÐa se memonwmèno sÔsthma poll¸n swmatidÐwn,
qwrÐc na katafÔgei sth qr sh statistik¸n sunìlwn. O trìpoc me to opoÐo autì
epitugq�netai eÐnai me thn eisagwg  thc ènnoiac thc makrokat�stashc.

OrÐzoume orÐzoume wc mikrokat�stash, th leptìterh (finest-grained) kai a-
kribèsterh perigraf  pou mporeÐ na gÐnei se èna fusikì sÔsthma. Sthn klasik 
mhqanik , aut  antistoiqeÐ se èna shmeÐo tou q¸rou twn f�sewn Γ.

Mia makrokat�stash orÐzetai wc èna uposÔnolo tou q¸rou twn f�sewn pou
perièqei èna meg�lo arijmì mikrokatast�sewn. O q¸roc twn f�sewn Γ epimerÐzetai
se tètoia uposÔnola, ètsi ¸ste k�je shmeÐo tou Γ, na perièqetai se mÐa kai mìno
makrokat�stash. Se mÐa makroskopik  perigraf  enìc sust matoc mporoÔme na
xeqwrÐsoume mìno tic makrokatast�seic kai na perigr�foume thn exèlix  touc sto
qrìno.

'Estw ìti to uposÔnolo C tou Γ antistoiqeÐ se mÐa makrokat�stash kai ìti [C]
eÐnai o ìgkoc tou. An èna makroskopikì sÔsthma brÐsketai s' aut  th makrokat�-
stash, h entropÐa tou kat� Boltzmann isoÔtai me

SB = ln[C]. (49)

O lìgoc pou ap' ìlec tic dunatèc sunart seic tou ìgkou C epilègetai o log�rij-
moc gia ton orismì thc entropÐac eÐnai h idiìthta thc prosjetikìthtac. 'Estw ìti
èqoume dÔo mh allhlepidr¸nta sust mata me q¸rouc f�sewn Γ1 kai Γ2. To olikì
sÔsthma antistoiqeÐ èqei q¸ro f�sewn Γ1 × Γ2. An to sÔsthma 1 brÐsketai sth
makrokat�stash C kai to 2 sth makrokat�stash D, tìte to ìlo sÔsthma brÐsketai
sth makrokat�stash C × D, o ìgkoc thc opoÐac eÐnai [C × D] = [C] [D]. An h
entropÐac eÐnai sun�rthsh mìno tou ìgkou thc mikrokat�stashc, tìte h idiìthta
thc prosjetikìthtac shmaÐnei ìti S([C] [D]] = S([C]) + S([D]) pou isqÔei mìno an
S([C]) = ln[C].

Gia ton upologismì thc entropÐac Boltzmann sun jwc epimerÐzoume to q¸ro
twn f�sewn se stoiqei¸deic perioqèc ìgkou υ polÔ mikrìterou apì tou ìgkou twn
mikrokatast�sewn, kai gr�foume SB = ln ([C]/υ), gia na eÐnai adi�stato to ìrisma
sto log�rijmo. H antistoÐqish me thn kbantik  jewrÐa mac dÐnei protimhtèa epilog 
υ = h3N , gia èna sÔsthma N swmatidÐwn. H posìthta [C]/υ eÐnai o arijmìc Ω(C)
twn mikrokatast�sewn sth makrokat�stash C, opìte gr�foume

SB = ln Ω(C). (50)
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SÔmfwna me th je¸rhsh tou Boltzmann, o deÔteroc jermodunamikìc nìmoc
ofeÐletai sto gegonìc ìti èna sÔsthma pou xekin� apì makrokat�stash mikr c en-
tropÐac ja teÐnei na brejeÐ se makrokatast�seic oloèna kai megalÔterhc entropÐac
kat� th di�rkeia thc exèlixhc tou, giatÐ oi deÔterec apl� katalamb�noun peris-
sìtero ìgko sto q¸ro twn f�sewn kai eÐnai pio pijanì na per�sei h troqi� tou
sust matoc mèsa apì autèc. Autì shmaÐnei ìti o deÔteroc nìmoc thc jermoduna-
mik c ikanopoieÐtai mìno statistik�: up�rqoun kai troqièc pou ja parabi�zoun to
deÔtero jermodunamikì nìmo gia k�poio qronikì di�sthma, ìpwc kai �antijermo-
dunamikès� troqièc pou ton parabi�zoun kajìlh thn istorÐa touc. Wstìso autoÔ
tou eÐdouc oi troqièc eÐnai sugkritik� ligìterec kai kat� sunèpeia h parabÐash tou
deÔterou jermodunamikoÔ nìmou eÐnai pio sp�nia.

Aut  h statistik  ermhneÐa thc entropÐac proôpojètei ìti h pijanìthtac na bre-
jeÐ mÐa troqi� se mÐa perioq  aux�nei analogik� me to mègejoc thc perioq c. Dhlad 
oi troqièc tou sust matoc prèpei na diasqÐzoun Ðsouc ìgkouc se Ðsa qronik� dia-
st mata, mÐa apaÐthsh pou ìpwc eÐdame sto prohgoÔmeno kef�laio proôpojètei ìti
to sÔsthm� upì melèth eÐnai ergodikì.

Sq ma 11: O x¸roc twn f�sewn enìc sust matoc qwrÐzetai se perioqèc, k�je mÐa apì
tic opoÐec antistoiqeÐ se mÐa makrokat�stash. Oi troqièc A kai B eÐnai tupikèc: phgaÐnoun
apì makrokatast�seic mikroÔ ìgkou se makrokatast�seic meg�lou ìgkou, kai kat� sunè-
peia ikanopoioÔn to deÔtero jermodunamikì nìmo. H troqi� G eÐnai mh-tupik : en¸ phgaÐnei
arqik� se makrokatast�seic megalÔterou ìgkou, k�poia stigm  p�ei se makrokat�stash
mikrìterou ìgkou apì aut n pou  tan prin. Prosoq , to di�gramma den antistoiqeÐ se rea-
listikoÔc sqetikoÔc ìgkouc makrokatast�sewn: o ìgkoc twn makrokat�st�sewn aux�nei
ekjetik� me thn entropÐa.

Epanalamb�noume th basikìtath ennoiologik  diafor� metaxÔ twn proseggÐ-
sewn tou Gibbs kai tou Boltzmann. Sthn pr¸th qrhsimopoieÐtai èna statistikì
sÔnolo gia ton orismì twn fusik¸n posot twn (ìpwc h entropÐa), sth deÔterh
gÐnetai anafor� se memonwmèna sust mata kai eÐnai kat� sunèpeia pio kont� sth
logik  thc jermodunamik c. Gia polloÔc, h je¸rhsh tou Boltzmann eÐnai pio jeme-
li¸dhc kai h eisagwg  twn statistik¸n sunìlwn apì ton Gibbs eÐnai kurÐwc jèma
majhmatik c teqnik c, prokeimènou na perigr�yei to statistikì qarakt ra tou 2ou
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jermodunamikoÔ nìmou.
EpÐ tou parìntoc den up�rqei kanìnac gia ton orismì thc mikrokat�stashc pou

na isqÔei kajolik� se ìla ta fusik� sust mata. Wstìso o Boltzmann pètuqe na
d¸sei ènan tètoio prosdiorismì gia ta arai� aèria, o opoÐoc m�lista od ghse kai
se èna apì ta pio di�shma apotelèsmata sthn istorÐa thc fusik c: thn apìdeixh
tou deÔterou jermodunamikoÔ nìmou, pou eÐnai gnwst  wc je¸rhma H.

3.2 H exÐswsh Boltzmann kai to je¸rhma H

3.2.1 Prosdiorismìc twn makrokatast�sewn

Sth melèth twn aerÐwn, o Boltzmann upèjese ìti eÐnai arket� arai� ¸ste oi allh-
lepidr�seic metaxÔ morÐwn na eÐnai as mantec ektìc apì tic stigmèc pou brÐskontai
tìso kont� ¸ste na sugkroÔontai. Wstìso, ta aèria prèpei na eÐnai toul�qiston
tìso pukn�, ¸ste oi sugkroÔseic metaxÔ twn morÐwn na eÐnai polÔ suqnìterec apì
tic kroÔseic me ta toiq¸mata tou doqeÐou pou ta perièqei.

'Estw ìti to aèrio apoteleÐtai apì N swm�tia. O q¸roc twn f�se¸n tou eÐnai
Γ = R6N kai ta shmeÐa tou apoteloÔn tic mikrokatast�seic tou sust matoc.

O Boltzmann ìrise tic makrokatast�seic gia autì to sÔsthma wc ex c. 'Estw
o q¸roc µ = R6, o opoÐoc tautÐzetai me to q¸ro twn f�sewn enìc swmatidÐou.
EpimerÐzoume to q¸ro µ se Ðsec kuyelÐdec Ci, ìgkou ∆V = (∆x)3(∆p)3 h kajemÐa.
K�je xeqwrist  katanom  twn N swm�tiwn mèsa stic kuyelÐdec Ci tou µ antistoi-
qeÐ se mÐa makrokat�stash tou sust matoc. Autì shmaÐnei ìti mÐa makrokat�stash
prosdiorÐzetai apì thn akoloujÐa arijm¸n n1, n2, . . . , ni, . . . ,, ìpou ni eÐnai o arij-
mìc twn swmatidÐwn ta opoÐa èqoun timèc jèshc kai taqÔthtac mèsa sthn kuyelÐda
Ci. Profan¸c isqÔei

∑
i ni = N .

Gia th sunèqeia eÐnai bolikì na epimerÐsoume k�je kuyelÐda se stoiqei¸deic
perioqèc polÔ mikroÔ ìgkou υ, ètsi ¸ste k�je kuyelÐda Ci na perièqei M >> 1
tètoiec perioqèc. JewroÔme ìti oi jèseic kai ormèc twn swmatidÐwn prosdiorÐzontai
to polÔ mèqri akrÐbeia Ðsh me υ. An entìc miac kuyelÐdac brÐskontai n swm�tia, aut�
mporoÔn na katanemhjoÔn stic M stoiqei¸deic perioqèc me M !

n!(M−n)!
diaforetikoÔc

trìpouc. Opìte gia mia makrokat�stash pou qarakthrÐzetai apì thn akoloujÐa
n1, n2, . . . , ni, . . . ja antistoiqeÐ se

Ω({ni}) =
∏
i

M !

ni!(M − ni)!
. (51)

diaforetikèc mikrokatast�seic.
H entropÐa Boltzmann eÐnai o log�rijmoc tou arijmoÔ twn mikrokatast�sewn

se mia makrokat�stash

SB[{ni}] = ln Ω({ni}), (52)
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Sq ma 12: O orismìc twn makrokatast�sewn gia to araiì aèrio kat� Boltzmann.

Upojètwntac ìti tìso to M ìso kai to ni eÐnai meg�loi arijmoÐ (mia upìjesh
pou den isqÔei se èna exairetik� araiì aèrio), qrhsimopoioÔme ton tÔpo tou Stirling
log n! ' n ln n−n gia ton upologismì thc entropÐac Boltzmann. Jewr¸ntac epÐshc
ìti ni/M << 1 paÐrnoume

SB[{ni}] = −
∑

i

(ni ln
ni

M
− ni) = −

∑
i

ni ln
ni

M
+ N. (53)

Kaj¸c M = ∆V/υ, isqÔei ìti ni/M = υni/∆V = υfi, ìpou fi = ni/V eÐnai h
puknìthta swmatidÐwn sthn kuyelÐda Ci. Apì aut  th sqèsh paÐrnoume

SB[{ni}] = −∆V
∑

i

fi(ln(υfi)) + N. (54)

Gia na p�roume to suneqèc ìrio me majhmatik� sunep  trìpo, eÐnai bolikì na qrhsi-
mopoi soume mon�dec ìpou o ìgkoc tou q¸rou twn f�sewn eÐnai adi�statoc kai na
epilèxoume υ = 1.20 JewroÔme ìti to mègejoc V twn kuyelÐdwn (en¸ polÔ megalÔ-
tero tou υ) eÐnai polÔ mikrì se sqèsh me th diakrisimìthta pou epitrèpei h makro-
skopik  parat rhsh. Sto suneqèc ìrio ja jewr soume ìti to ∆V = (∆x)3(∆p)3

teÐnei sto mhdèn. Tìte fi → f(x,p), dhlad  orÐzetai mÐa sun�rthsh puknìth-
tac swmatidÐwn f(x,p) sto q¸ro µ, h opoÐa ikanopoieÐ th sqèsh kanonikopoÐhshc∫

dxdpf(x,p) = N .

20
Η συμφωνία με την κβαντική θεωρία απαιτεί υ = h.
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H entropÐa Boltzmann gr�fetai

SB[f ] = −
∫

d3xd3p f(x,p) log f(x,p) + N, (55)

ParathroÔme ìti h entropÐa Boltzmann paÐrnei th morf  SB = −
∫

d3xs(x),
ìpou s(x) eÐnai mÐa puknìthta entropÐac, s(x) = −

∫
d3p f(x,p) log f(x,p)+n(x),

ìpou n(x) =
∫

d3xf(x,p) h puknìthta swmatidÐwn tou aerÐou. Autì eÐnai idiaÐ-
tera endiafèron, giatÐ den up�rqei kanènac prìteroc lìgoc na orÐzetai puknìthta
entropÐac sto q¸ro, kai shmaÐnei ìti h entropÐa Boltzmann eÐnai topik  sto q¸ro.

3.2.2 H exÐswsh exèlixhc

EÐdame ìti h basik  metablht  gia thn perigraf  twn makrokatast�sewn eÐnai h
puknìthta f(x,p). An den up rqan oi kroÔseic metaxÔ morÐwn tìte h sun�rthsh
f ja sumperIferìtan ìpwc h puknìthta pijanìthta sto q¸ro twn f�sewn gia èna
eleÔjero swm�tio, dhlad  ja exelÐsotan k�tw apì thn exÐswsh tou Liouville

∂f

∂t
+

p

m
· ∂f

∂x
= 0. (56)

Gia thn perigraf  enìc pragmatikoÔ aerÐou prèpei na prosjèsoume dÔo epiplè-
on ìrouc: ènan pou proèrqetai apì tic sugkroÔseic metaxÔ twn morÐwn kai ènan
pou proèrqetai apì tic sugkroÔseic twn morÐwn me ta toiq¸mata tou doqeÐou. An
upojèsoume ìti to aèrio, parìti araiì, eÐnai arket� puknì ¸ste èna mìrio na sug-
krousteÐ pollèc forèc me �lla mìria protoÔ sugkrousteÐ me ta toiq¸mata tou
doqeÐou,21 tìte mporoÔme na agno soume to deÔtero ìro kai na epikentrwjoÔme
apokleistik� stic kroÔseic metaxÔ twn morÐwn.

Gia na sugkrousteÐ èna mìrio me èna �llo prèpei na brÐskontai kont�, dhlad 
na perièqontai se kuyelÐdec me Ðdiec timèc tou x. Ac perioristoÔme se kuyelÐdec
pou qarakthrÐzontai apì koin  tim  tou x. Ja gr�foume wc n(p) ton arijmì
swmatidÐwn pou pou brÐskontai sthn kuyelÐda pou qarakthrÐzetai apì timèc x kai
p. O arijmìc n(p) aux�netai met� apì mÐa kroÔs , ìtan dÔo swm�tio me ormèc p′

kai p̃′ sugkroÔontai kai apoktoÔn ormèc p kai p̃ antÐstoiqa. Entìc enìc qrìnou δt
o arijmìc n(v) ja aux�netai kat�∑
p′,p̃′,p̃

n(p′)n(p̃′)× [pijanìthta na sumbeÐ h kroÔsh p′ + p̃′ → p + p̃ se qrìno δt].(57)

AntÐstrofa, h kroÔsh p+ p̃ → p′+ p̃′ ja odhgeÐ se meÐwsh tou arijmoÔ n(p) kat�

δt
∑

p′,p̃′,p̃

n(p)n(p̃)× [pijanìthta na sumbeÐ h kroÔsh p + p̃ → p′ + p̃′ se qrìno δt].(58)

21
Αυτό σημαίνει ότι η μέση ελεύθερη διαδρομή στο αέριο πρέπει να είναι πολύ μικρότερη από το

μέγεθος του δοχείου.
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Stic parap�nw ekfr�seic, o Boltzmann èqei k�nei th basik  upìjesh ìti den
up�rqei statistikìc susqetismìc metaxÔ tou arijmoÔ twn swmatidÐwn me orm  p
kai tou arijmoÔ twn swmatidÐwn me orm  p′ sth jèsh x.

Gia to epìmeno b ma, qrei�zetai mÐa epiplèon upìjesh, ìti h pijanìthta gia na
sumbeÐ mÐa kroÔsh p + p̃ → p′ + p̃′ se di�sthma δt eÐnai anex�rthth apì to qrìno
kai apì th jèsh x.

Me dedomènh aut n thn upìjesh, h pijanìthta gia thn pragmatopoÐhsh mÐac
tètoiac kroÔshc prèpei na eÐnai anex�rthth apì to sÔsthma anafor�c. Opìte eÐnai
anex�rthth thc orm c tou kèntrou m�zac twn dÔo swmatidÐwn: p+ p̃, h opoÐa lìgw
thc diat rhshc thc orm c isoÔtai me p′ + p̃′. Ja exart�tai mìno apì tic sqetikèc
ormèc twn swmatidÐwn p− p̃ kai p′− p̃′. An epiplèon h kroÔsh jewrhjeÐ elastik 
ja isqÔei |p− p̃| = |p′− p̃′| = pr, opìte h pijanìthta kroÔshc exart�tai mìno apì
to mètro thc orm c pr kai apì ta monadiaÐa dianÔsmata kateÔjunshc thc sqetik c
orm c prin thn kroÔsh n = (p− p̃)/pr kai met� thn kroÔsh n′ = (p′ − p̃′)/pr.

'Estw σ(n,n′, pr) h energìc diatom  gia thn parap�nw kroÔsh. Se qrìno δt èna
mìrio pou qarakthrÐzetai apì timèc pr,n ja sar¸sei ìgko Ðso me σ(n,n′, pr)(pr/m)δt.
Dedomènou ìti mÐa kuyelÐda antistoiqeÐ se perioq  tou fusikoÔ q¸rou me ìgko
(∆x)3, h pijanìthta gia mÐa kroÔsh p+p̃ → p′+p̃′ ja eÐnai 1

(∆x)3
σ(n,n′, pr)(pr/m)δt.

'Ara o arijmìc kroÔsewn an� mon�da ìgkou kai an� mon�da qrìnou ja isoÔtai me∑
p̃,p′,p̃′

n(p)

(∆x)3

n(p̃)

(∆x)3

pr

m
σ(n,n′, pr), (59)

kai antÐstoiqa gia thn kroÔsh p′ + p̃′ → p + p̃.
H èkfrash (59) gia ton arijmì twn kroÔsewn eÐnai eÐnai gnwst  wc Stoss-

zahlansatz (upìjesh gia ton arijmì twn kroÔsewn). To Stosszahlansatz mazÐ me
thn upìjesh apousÐac statistik¸n susqetÐsewn metaxÔ twn orm¸n twn morÐwn ka-
loÔntai upìjesh moriakoÔ q�ouc.22 H upìjesh tou moriakoÔ q�ouc eÐnai mÐa eidik 
perÐptwsh upìjeshc epanatuqaiopoÐhshc pou eÐnai aparaÐthtec gia thn apìdeixh
tou 2ou jermodunamikÔ nìmou ektìc isorropÐac, ìpwc anafèrame sto prohgoÔmeno
kef�laio.

H upìjesh tou moriakoÔ q�ouc odhgeÐ sthn akìloujh oloklhrodiaforik  exÐ-
swsh gia thn exèlixh thc f(r,v)

∂f

∂t
+

p

m
· ∂f

∂x
= C(f), (60)

ìpou C(f) to legìmeno olokl rwma kroÔshc (collision kernel)

C(f) =
∫

d3p̃ dn′ [f(x,p′)f(x, p̃′)− f(x,p)f(x, p̃)]
pr

m
σ(n|n′; vr), (61)

22
Το αποτέλεσμα μίας κρούσης δύο σωματιδίων μπορεί να οδηγήσει σε στατιστικές συσχετίσεις

μεταξύ τους, όπως για παράδειγμα στο μπιλιάρδο μια σφαίρα μπορεί να ακολουθεί από πίσω μια

άλλη, ή να φύγει προς ακριβώς αντίθετη κατεύθυνση. Η υπόθεση μοριακού χάους μας λέει ότι οι

συσχετισμοί τέτοιου είδους καταστρέφονται από ακόλουθες συγκρούσεις και δεν παραμένει καμία

μνήμη τους.

44



H exÐswsh (60) kaleÐtai exÐswsh Boltzmann.

To basikì qarakthristikì thc exÐswshc Boltzmann eÐnai ìti eÐnai autìnomh, dhlad 
exart�tai mìno apì tic timèc thc posìthtac f pou perigr�fei th makrokat�stash
tou sust matoc. An xekinoÔse kaneÐc apì thn pl rh perigraf  sto q¸ro twn f�-
sewn kai upolìgize thn exèlixh thc f me akrib  trìpo de ja èpairne aut n thn
exÐswsh. K�tw apì tic exis¸seic Q�milton mÐa perioq  C tou q¸rou twn f�se-
wn pou antistoiqeÐ se makrokat�stash, ja exeliqjeÐ se mÐa �llh perioq  Ct pou
genik� de ja eÐnai makrokat�stash. Dhlad , oi exis¸seic Q�milton den phgaÐnoun
makrokatast�seic se makrokatast�seic akrib¸c, par� mìno proseggistik�. Au-
tì shmaÐnei ìti kanèna autìnomo sÔsthma exis¸sewn gia tic makrokatast�seic den
mporeÐ na proèljei apì tic exis¸seic Q�milton.

Sq ma 13: S' autì to di�gramma parousi�zetai h genik  logik  thc prosèggishc Bol-
tzmann. 'Estw to sÔsthma brÐsketai arqik� sth makrokat�stash C. K�tw apì tic
exis¸seic Q�milton, to C phgaÐnei se mÐa perioq  tou q¸rou twn f�sewn Ct. H perioq 
Ct den eÐnai makrokat�stash, all� mporeÐ na perièqetai se mÐa makrokat�stash C ′. Ed¸
epeisèrqetai mÐa sunj kh epanatuqaiopoÐhshc, ìpwc aut  tou moriakoÔ q�ouc, sÔmfwna
me thn opoÐa h perioq  Ct �tent¸netai� ¸ste na gemÐsei th C ′. Met� apì thn apanatuqaio-
poÐhsh lème ìti h makrkat�stash th stigm  t eÐnai h C ′, opìte exèlixh sto makroskopikì
epÐpedo èdwse C → C ′ gia qrìno t. Kaj¸c h C ′ eÐnai megalÔterh apì th C, h entropÐa
aux�nei.

3.2.3 Idiìthtec tou oloklhr¸matoc kroÔshc

H exÐswsh tou Boltzmann exart�tai apì th diatom  skèdashc twn morÐwn, h opoÐa
me th seir� thc exart�tai apì th morf  twn dun�mewn allhlepÐdrashc metaxÔ twn
morÐwn. Eðnai mÐa mh grammik  oloklhrodiaforik  exÐswsh, me merikèc parag¸gouc
kai wc tètoia eÐnai polÔ dÔskolo na lujeÐ. (Gia thn akrÐbeia wc twra èqei apodei-
qjeÐ adÔnath h lÔsh thc pèra apì exairetik� eidikèc peript¸seic arqik¸n sunjhk¸n
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  qwrÐc th qr sh proseggÐsewn). Wstìso to olokl rwma kroÔshc qarakthrÐze-
tai apì k�poiec summetrÐec, oi opoÐec mac epitrèpoun na sumper�noume shmantikèc
idiìthtec thc exÐswsh Boltzmann qwrÐc na qreiasteÐ na th lÔsoume.

Antistrof  sto qrìno: An oi mikroskopikèc exis¸seic kÐnhshc paramènoun
analloÐwtec k�tw apì thn antistrof  sto qrìno (ìpwc oi exis¸seic Q�milton),
tìte h energìc diatom  skèdashc den all�zei an antistrafeÐ h seir� kai h for�
twn taqut twn. 'Ara σ(n,n′, pr) = σ(−n′,−n, pr).

Antistrof  sto q¸ro: An oi endomoriakèc dun�meic eÐnai kentrikèc (agno-
 soume dipolikèc ropèc klp), tìte h energìc diatom  paramènei analloÐwth apì
antistrof  suntetagmènwn, opìte: σ(n,n′, pr) = σ(−n,−n′, pr).

O sunduasmìc twn dÔo parap�nw sunjhk¸n dÐnei ìti h energìc diatom  eÐnai sum-
metrik  sun�rthsh twn n,n′

σ(n,n′, pr) = σ(n′,n, pr) (62)

H sqèsh (62) èqei ¸c sunèpeia thn parak�tw tautìthta∫
d3pg(p)C(f) =

1

4

∫
dp[g(p) + g(p̃)− g(p′)− g(p̃′)] C(f)., (63)

ìpou g(p) tuqaÐa sun�rthsh, ìpou uponoeÐtai to ekpefrasmèno an�ptugma tou
oloklhr¸matoc kroÔsewn.

3.2.4 To je¸rhma H

H shmantikìterh sunèpeia thc jewrÐac tou Boltzmann eÐnai h apìdeixh tou deÔterou
jermodunamikoÔ nìmou gia ta arai� aèria, to legìmeno je¸rhma H, to opoÐo ja
melet soume s' aut n thn enìthta.

H èkfrash thc entropÐac Boltzmann (55) mac dÐnei

ṠB = −
∫

d3xd3p (1 + ln f) ḟ = −
∫

d3xd3p (1 + ln f) [− p

m
· ∂f

∂x
+ C(f)]. (64)

O ìroc me thn merik  par�gwgo p · ∂f
∂x

antistoiqeÐ se Qamiltìnia exèlixh, opìte
ìpwc deÐxame sto prohgoÔmeno kef�laio, h suneisfor� tou mhdenÐzetai.EpÐshc h
tautìthta (63) dÐnei ∫

d3pC(f) = 0, (65)

opìte h sqèsh (64) gÐnetai

ṠB = −
∫

d3xd3p (1 + ln f)C(f). (66)
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Qrhsimopoi¸ntac thn èkfrash (61) kai thn tautìthta (63) odhgoÔmaste sth
sqèsh

ṠB = −1

4

∫
d3x d3p d3p̃ dn′

pr

m
σ(n|n′; pr)

×(f ′f̃ ′ − ff̃)(ln f + ln f̃ − ln f ′ − ln f̃ ′)

=
1

4

∫
d3x d3p d3p̃ dn′

pr

m
σ(n|n′; pr) [ff̃ − f ′f̃ ′] ln

ff̃

f ′f̃ ′
, (67)

ìpou gr�yame me suntomografÐa f̃ = f(x, p̃) k.o.k.
Gr�fontac ff̃ = x, f ′f̃ ′ = y, blèpoume ìti h exÐswsh (67) perièqei ton ìro

(x− y) ln(x
y
), o opoÐoc eÐnai p�nta jetikìc, giatÐ to x− y kai to ln x

y
èqoun p�nta

to Ðdio prìshmo.
Katal goume loipìn ìti

ṠB ≥ 0, (68)

dhlad  apodeÐxame to 2o nìmo thc jermodunamik c!!
H anisìthta (68) gÐnetai isìthta mìno ìtan ff̃ = f ′f̃ ′, h opoÐa antistoiqeÐ se

kat�stash isorropÐac: ln f +ln f̃ = ln f ′+ln f̃ ′, dhlad  h posìthta ln f(x,p) sthn
isorropÐa eÐnai mÐa diathr simh posìthta se kroÔseic dÔo swmatidÐwn. 'Ara eÐnai

grammikìc sunduasmìc twn posot twn twn stajer¸n thc kroÔshc m,p, p2

2m
:

ln f = Am + B · p + C
1

2
mv2. (69)

Oi posìthtec A,B, C mporoÔn na grafoÔn sa sun�rthsh twn jermodunamik¸n
posot twn sthn isorropÐa. Sto sÔsthma tou kèntrou m�zac tou aerÐou, h mèsh
tim  thc orm c prèpei na mhdenÐzetai, opìte B = 0. To apotèlesma antistoiqeÐ sth
gnwst  katanom  Maxwell

feq(p) =
n

(2mπT )3/2
e−

p2

2mT , (70)

ìpou n = N/V h puknìthta swmatidÐwn, h opoÐa eÐnai stajer  sthn kat�stash
isorropÐac kai T = 1

3m
p2.

Sqèsh entropi¸n Gibbs kai Boltzmann. EÐnai endiafèron na parathr -
soume ìti oi entropÐa Boltzmann dÐnei diaforetik  èkfrash apì thn entropÐa tou
Gibbs akìma kai sthn kat�stash isorropÐac.

Sth genik  perÐptwsh, h sqèsh (7) dÐnei thn entropÐa Gibbs gia th mikrokano-
nik  katanom  wc SGibbs = ln(δE[ΓE]). H entropÐa Boltzmann gia thn kat�stash
isorropÐac eÐnai SB = ln[Cmax], ìpou Cmax h makrokat�stash mègistou ìgkou (�ra
kai mègisthc entropÐac), pou eÐnai diaforetik .
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Sthn perÐptwsh tou idanikoÔ aerÐou mporeÐ na gÐnei akrib c sÔgkrish. Dedo-
mènou ìti sto jermodunamikì ìrio, oi problèyeic thc mikrokanonik c katanom c
tautÐzontai me autèc thc kanonik c, mporoÔme na qrhsimopoi soume th deÔterh gia
na upologÐsoume thn entropÐa Gibbs gia to idanikì aèrio N swmatidÐwn se jermo-
krasÐa T kai thn exÐswsh (55) gia thn katanom  Maxwell ¸ste na upologÐsoume
thn entropÐa Boltzmann. BrÐskoume

SGibbs = N

[
ln

(
(2πmT/h2)3/2V

N

)
+

3

2

]
(71)

SB = N

[
ln

(
(2πmT/h2)3/2V

N

)
+

5

2

]
, (72)

ìpou stic parap�nw sqèseic epaneisag�game th stajer� tou Planck pou kajorÐzei
thn klÐmaka sto q¸ro twn f�sewn. Blèpoume ìti SB − SGibbs = N . H diafor�
den ephre�zei thn katastatik  exÐswsh   thn sqèsh enèrgeiac jermokrasÐac, all�
mìno to qhmikì dunamikì. Gia O2 se kanonikèc sunj kec brÐskoume ìti (SB −
SGibbs)/SB ' 0, 06. Genik�, h èkfrash thc entropÐac Boltzmann jewreÐtai wc
akribèsterh kai eÐnai gnwst  wc exÐswsh twn Sackur-Tetrode.

3.3 Kritik  sth je¸rhsh tou Boltzmann

'Htan anamenìmeno èna tìso shmantikì apotèlesma ìpwc to je¸rhma H tou Bol-
tzmann na prokalèsei meg�lh entÔpwsh kai na apotelèsei antikeÐmeno èntonwn
kritik¸n. Oi dÔo shmantikìterec kritikèc ofeÐlontai stouc Poincaré-Zermelo kai
sto Loschmidt kai eÐnai gnwstèc wc �par�doxo thc epistrof c � kai �par�doxo thc
antistreyimìthtac � antÐstoiqa.

To par�doxo thc epistrof c. O Poincaré apèdeixe to di�shmo �je¸rhma
thc epistrof s�, to opoÐo lèei to ex c:

An h troqi� enìc sust matoc sto q¸ro twn f�sewn brÐsketai entìc perioq c
peperasmènou megèjouc, tìte ja per�sei �peirec forèc mèsa apì th geitoni� tou
opoioud pote shmeÐou thc.

Autì shmaÐnei ìti an to sÔsthma brÐsketai arqik� sto shmeÐo ξ0, tìte gia oso-
d pote mikr  akrÐbeia ε, ja epistrèyei Ôstera apì k�poio qrìno se èna shmeÐo ξ
pou na ikanopoieÐ |ξ − ξ0| <] < ε. Sunèpeia tou jewr matoc eÐnai h akìloujh.
'Estw ìti arqik� to sÔsthma brÐsketai se makrokat�stash qamhl c entropÐac. H
entropÐa tou mporeÐ na aux�nei, all� Ôstera apì k�poia stigm  ja epistrèyei polÔ
kont� sthn arqik  tou kat�stash, opìte h entropÐa tou ja xanapèsei sthn arqik 
thc tim . Dhlad , h Qamiltìnia mhqanik  den epitrèpei thn Ôparxh jewr matoc
auxanìmenhc entropÐac pou na isqÔei gia osod pote meg�louc qrìnouc, akìma ki
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an perioristoÔme mìno stic pio pijanèc troqièc tou sust matoc. 'Olec oi troqièc
k�poia stigm  ja brejoÔn se f�sh meiwnìmenhc entropÐac. 'Opwc ègraye o Poi-
ncaré:

Katal goume ìti oi dÔo arqèc, thc aÔxhshc thc entropÐac kai thc el�qisthc dr�shc
eÐnai asumbÐbastec...M�llon ja prèpei na y�xoume alloÔ (èxw apì th Qamiltìnia
mhqanik ) gia thn ex ghsh twn mh-antistrept¸n fainomènwn kai na egkatalÔyou-
me tic upojèseic thc analutik c mhqanik c apì tic opoÐec prokÔptoun oi exis¸seic
Lagrange kai Hamilton.23

Sto epÐpedo pr¸twn arq¸n, h kritik  twn Poincaré-Zermelo eÐnai swst . H a-
p�nthsh tou Boltzmann eÐnai ìti se èna makroskopikì sÔsthma me meg�lo arijmì
morÐwn, o qrìnoc pou apaiteÐtai gia thn epistrof  kont� sthn arqik  kat�stash
eÐnai eter�stioc, polÔ megalÔteroc apì thn hlikÐa tou sÔmpantoc. 'Opìte, gia touc
qrìnouc pou mporoÔme na parathr soume, akìma kai se sqetik� mikr� sust ma-
ta, ja prèpei na perimènoume aÔxhsh thc entropÐac, toul�qiston an xekin�me apì
kat�stash qamhl c entropÐac.

Sq ma 14: UpologismoÐ tou qrìnou epistrof c tr gia mÐa diakÔmansh thc puknìthtac
1% se sqèsh me thn tim  isorropÐac, gia mÐa sfairik  perioq  aktÐnac a se èna aèrio.

To par�doxo thc antistreyimìthtac. O Loschmidt tìnise thn antÐfash
metaxÔ thc mh-antistreyimìthtac thc exÐswshc tou Boltzmann kai thc antistre-
yimìthac twn mikroskopik¸n nìmwn thc kÐnhshc. Autì to �sp�simo summetrÐac �
pou qarakthrÐzei th jewrÐa tou Boltzmann ofeÐletai sthn upìjesh tou moriakoÔ
q�ouc, kai eidikìtera sto skèloc thc pou apaiteÐ thn apousÐa statistik¸n suzeÔ-
xewn met�xÔ diaforetik¸n swmatidÐwn. Aut  upìjesh de dikaiologeÐtai apì th
mikroskopik  dunamik  twn morÐwn kai se epÐpedo pr¸twn arq¸n eÐnai pantel¸c
aujaÐreth.

23
Η κβαντική θεωρία δε λύνει το πρόβλημα, γιατί υπάρχει αντίστοιχο θέωρημα για οποιοδήποτε

σύστημα έχει διάκριτες ιδιοτιμές ενέργειας.
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To gegonìc ìti oi exis¸seic Q�milton eÐnai antistrèyimec, shmaÐnei ìti gia k�je
troqi� ξ(t) = Ltξ0 pou qarakthrÐzetai apì auxanìmenh entropÐa me thn p�rodo tou
qrìnou, ja up�rqei kai mÐa troqi� ξ′(t) = ξ(−t), h opoÐa ja qarakthrÐzetai apì
fjÐnousa entropÐa. Upì poÐa ènnoia eÐnai loipìn oi troqièc auxanìmenhc entropÐac
pio pijanèc?

SÔmfwna, me to skeptikì tou Boltzmann, an th qronik  stigm  t0 to sÔsthma
brÐsketai se mÐa makrokat�stash mikroÔ ìgkou, perimènoume statistik� ìti me thn
p�rodo tou qrìnou ja brejeÐ se mÐa megalÔterou ìgkou. Wstìso autì to epiqeÐrhma
mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ kai antÐstrofa sto qrìno. An to sÔsthma brÐsketai t¸ra
se mÐa apÐjanh makrokat�stash eÐnai pio eÔlogo na upojèsoume ìti katèlhxe se
aut n xekin¸ntac apì mÐa pio pijan  makrokat�stash sto pareljìn. Opìte o 2oc
jermodunamikìc nìmoc kat� Boltzmann q�nei to nìhm� tou.

H mình lÔsh s' autì to par�doxo eÐnai na upojèsei kaneÐc ìti up�rqei asumme-
trÐa stic arqikèc sunj kec, ìqi mìno k�je xeqwristoÔ sust matoc, all� ìlou tou
sÔmpantoc. Dhlad , to ìlo sÔmpan brÐsketai apì th gènes  tou se mÐa kat�stash
exairetik� qamhl c entropÐac kai h qronik  exèlixh twn susthm�twn pou parath-
roÔme antistoiqeÐ se aÔxhsh thc entropÐac. An to sÔmpan den eÐqe dhmiourghjeÐ se
�apÐjanh� kat�stash de ja up rqe nìhma sto 2o jermodunamikì nìmo.

EÐnai endiafèron ìti h ap�nthsh kai gia ta dÔo par�doxa prèpei na anaferjeÐ
sthn kosmologÐa kai se peperasmènh pareljontik  istorÐa tou sÔmpantoc. S' èna
sÔmpan pou ekteÐnetai se �peiro qrìno sto pareljìn, den up�rqei trìpoc diafug c
twn paradìxwn. Upì mÐa ènnoia, h sÔgqronh kosmologÐa, me thn exeliktik  eikìna
tou sÔmpantoc pou xekin� prin peperasmèno qrìno, prosfèrei upost rixh sthn
prooptik  tou Boltzmann.

Pèra apì tic parap�nw kritikèc, èna er¸thma pou tÐjetai eÐnai kat� pìso h
je¸rhsh tou Boltzmann kai oi genikeÔseic thc prosfèroun mÐa ikanopoihtik  ex -
ghsh thc jermodunamik c sumperifor�c. To prìblhma eÐnai, ìti se antÐjesh me th
je¸rhsh tou Gibbs gia thn kat�stash isorropÐac, oi idèec tou Boltzmann, parìti
èqoun ephre�sei shmantik� thn kateÔjunsh thc èreunac den efarmìzontai èukola
se epÐpedo pr¸twn arq¸n.

Sugkekrimèna, to je¸rhma H afor� mìno ta arai� aèria kai de metafr�zetai
�mesa se kanèna �llo jermodunamikì sÔsthma. EpÐshc, h upìjesh twn makro-
katast�sewn de mac prosfèrei kai ton orismì touc. P¸c ja epilèxei kaneÐc tic
swstèc makrokatast�seic gia thn perigraf  enìc magnhtikoÔ stereoÔ   enìc t g-
matoc makri� apì thn kat�stash isorropÐac,   akìma perissìtero enìc zwntanoÔ
organismoÔ? Parìti èqoun per�sei p�nw apì 100 qrìnia apì thn apìdeix  tou,
to je¸rhma H den èqei brei genÐkeush gia sust mata pou emfanÐzoun ousiastikèc
diaforèc apì ta arai� aèria.
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Sq ma 15: Diaforetik� sen�ria exèlixhc tou sÔmpantoc ìpwc perigr�fontai apì mÐa
kampÔlh γ sto q¸ro PU twn pijan¸n mikrokatast�sewn tou sÔmpantoc. (a) An fèroume
thn kampÔlh γ tuqaÐa sto PU , ja meÐnei sqedìn apokleistik� sthn perioq  E mègisthc
entropÐac kai ektìc apì mikrèc diakum�nseic to sÔmpan ja  tan sunèqeia se kat�stash
jermik c isorropÐac. (b) An apl� poÔme ìti h kampÔlh xekin� t¸ra apì mÐa mikr  kuyèlÐda
V pou antistoiqeÐ sto sÔmpan ìpwc to blèpoume s mera, all� sto mèllon ja exeliqjeÐ
tuqaÐa sto q¸ro twn f�sewn, ja doÔme mÐa mellontik  exèlixh sunep  me aÔxousa en-
tropÐa. (c) An epanal�boume to Ðdio epiqeÐrhma sthn perÐptwsh ìpou h kampÔlh γ eÐnai
anagkasmènh apl� na per�sei apì to V se k�poia stigm  thc istorÐac thc (sto parìn),
tìte ja ÐsqÔei o deÔteroc jermodunamikìc nìmoc sto mèllon, all� ja èqei parabiasteÐ
èntona sto pareljìn. (d) Autì diorj¸netai an epiplèon apait soume ìti h arq  thc γ brÐ-
sketai se mÐa exwfrenik� mikr  perioq  B sthn opoÐa to sÔmpan xekin� me èna exairetik�
apÐjano gegonìc ìpwc h omoiogen c meg�lh èkrhxh. Phg : R. Penrose, Road to Reality,
Jonathan Cape, 2004, sq ma 27.8.
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3.4 Ask seic

1. ApodeÐxte thn tautìthta (63). H apìdeixh prokÔptei gr�fontac ekpefrasmèna
ìlouc touc ìrouc tou dexioÔ mèlouc kai qrhsimopoi¸ntac th sqèsh (62) ¸ste na
odhghjeÐ kaneÐc sto aristerì mèloc.

2. 'Estw doqeÐo me ìgko V . BreÐte èna �nw ki èna k�tw ìrio ston arijmì morÐwn
N pou mporeÐ na perièqei ètsi ¸ste na isqÔei h prosèggish tou Boltzmann gia ta
arai� aèria. QrhsimopoieÐste th sqèsh gia th mèsh eleÔjerh diadrom  l = (nσ)−1,
ìpou n h sugkèntrwsh morÐwn kai σ h tupik  diatom  skèdashc twn morÐwn pou
paÐrnei timèc thc t�xhc tou 10−18m2. UpologÐste ta ìria tou N gia V = 1 cm3.

3. Poia h fusik  shmasÐa tou ìti to olokl rwma kroÔshc eÐnai tetragwnikì wc
proc to f ?

4 Eikìnec apì th sÔgqronh statistik  mhqa-

nik  ektìc isorropÐac

4.1 To montèlo tou Kac

4.1.1 Basikèc posìthtec

Akìma kai to aploÔstero jermodunamikì sÔsthma eÐnai tìso polÔploko, ¸ste
na emplèketai h suz thsh gia tic upojèseic twn jewr sewn tou Gibbs kai tou
Boltzmann gia thn entropÐa kai thn kat�stash isorropÐac. Gi' autì to lìgo, èqoun
anaptuqjeÐ merik� apl� majhmatik� montèla, ta opoÐa parìti den èqoun fusikì
perieqìmeno, epideiknÔoun arketèc analogÐec me ta jermodunamik� sust mata, ¸ste
na epitrèpoun na parakolouj sei kaneÐc me akrÐbeia tic di�forec upojèseic thc
statistik c mhqanik c. 'Iswc to aploÔstero kai pio endiafèron tètoio montèlo
eÐnai o daktÔlioc tou Kac, to opoÐo ja melet soume sth sunèqeia.

PaÐrnoume N shmeÐa plègmatoc se Ðsh apìstash p�nw se èna daktÔlio, ètsi
¸ste o daktÔlioc na qwrÐzetai se N Ðsomegèjeic perioqèc. Se k�je shmeÐo tou
plègmatoc up�rqei mÐa sfaÐra pou mporeÐ na eÐnai eÐte leuk  eÐte melan . JewroÔ-
me di�krito qrìno. Se k�je b ma, oi sfaÐrec metatÐjentai kat� mÐa jèsh aristerì-
strofa. K�poia shmeÐa tou plègmatoc eÐnai energ�, me thn ènnoia ìti all�zoun to
qr¸ma k�je sfaÐrac pou ft�nei s' aut�: metatrèpoun mÐa melan  sfaÐra se leuk 
kai antÐstrofa.

S' autì to sÔsthma oi mikrokatast�seic se mÐa stigm  tou qrìnou perigr�fontai
pl rwc apì tic metablhtèc ηi, i = 1, . . . , N , ìpou

ηi =

{
+1, an h sfaÐra sth jèsh i eÐnai leuk 
−1, an h sfaÐra sthn jèsh i eÐnai melan .

(73)
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Sq ma 16: O daktÔlioc tou Kac.

Oi makrokatast�seic tou sust matoc prosdiorÐzontai apì to sunolikì arijmì leu-
k¸n sfair¸n λ sto daktÔlio. O arijmìc twn melan¸n sfair¸n eÐnai µ = N − λ.
EÐnai bolikì na qrhsimopoi soume wc basik  par�metro perigraf c twn makroka-
tast�sewn th diafor� δ = λ− µ.

O arijmìc Ω(δ) twn diaforetik¸n mikrokatast�sewn pou antistoiqoÔn se mÐa
tim  tou δ eÐnai Ðsoc me ton arijmì metajèsewn λ = (N+δ)/2 panomoiìtupwn leuk¸n
sfair¸n se N jèseic, kaj¸c oi upìloipec jèseic ja katalhfjoÔn me monadikì trìpo
apì tic (N − δ)/2 melanèc sfaÐrec

Ω(λ) =
N !

λ!(N − λ)!
. (74)

An to N kai to λ eÐnai meg�loi arijmoÐ, tìte o tÔpoc tou Stirling mac dÐnei thn
akìloujh èkfrash gia thn entropÐa Boltzmann SB = ln Ω(δ)

SB(δ) = N

ln
2√

1−
(

δ
N

)2
− δ

2N
ln

1 + δ
N

1− δ
N

 . (75)

H entropÐa eÐnai fjÐnousa sun�rthsh tou |δ| kai to mègistì thc brÐsketai sto
δ = 0, dhlad  h kat�stash isorropÐac qarakthrÐzetai apì Ðso arijmì leuk¸n kai
melan¸n.

4.1.2 Perigraf  kat� Boltzmann

'Estw sλ o arijmìc twn leuk¸n sfair¸n pou brÐskontai amèswc prin apì èna energì
shmeÐo tou plègmatoc se mÐa qronik  stigm  kai sµ o antÐstoiqoc arijmìc twn
melan¸n. Oi exÐswseic exèlixhc gia tic makrokatast�seic eÐnai

λ(t + 1) = λ(t)− sλ(t) + sµ(t) (76)

µ(t + 1) = µ(t)− sµ(t) + sλ(t). (77)
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Sq ma 17: H entropÐa Boltzmann an� sfaÐra gia to daktÔlio tou Kac wc sun�rthsh tou
lìgou δ/N . H entropÐa èqei mègisto gia δ = 0 kai eÐnai fjÐnousa sun�rthsh tou |δ/N |.

H diafor� ston arijmì metaxÔ leuk¸n kai melan¸n sfair¸n δ = λ−µ ikanopoieÐ
thn exÐswsh

δ(t + 1) = δ(t)− 2[sλ(t)− sµ(t)]. (78)

Oi parap�nw exis¸seic perigr�foun tic makrokatast�seic tou sust matoc kai
eÐnai pl rwc antistrèyimec sto qrìno. H antistrof  sto qrìno s' autì to sÔsthma
antistoiqeÐ se kÐnhsh twn sfair¸n me antÐjeth for�. EÔkola diapist¸netai ìti an
exelÐxoume to sÔsthma aristerìstrofa gia qrìno t kai met� dexiìstrofa gia qrìno
t ja katal xoume sthn arqik  jèsh.

To prìblhma eÐnai ìti oi exis¸seic exèlixhc de lÔnontai eÔkola. Gia na upologÐ-
soume to δ(t) prèpei na katafÔgoume se mÐa upìjesh an�log  tou Stosszahlansatz
tou Boltzmann.

'Estw ìti up�rqoun n energ� shmeÐa sto plègma. An tìso to N ìso kai to n
eÐnai meg�loi arijmoÐ, mporoÔme na poÔme ìti to posostì twn sfair¸n pou all�zoun
qr¸ma se k�je b ma isoÔtai me thn pijanìthta σ = n/N pou èqei k�je sfaÐra na
sunant sei èna energì shmeÐo:

sλ

λ
=

sµ

µ
= σ. (79)

M' aut n thn upìjesh h exÐswsh (78) gr�fetai

δ(t + 1) = (1− 2σ)δ(t), (80)

h opoÐa èqei thn apl  lÔsh

δ(t) = δ(0) (1− 2σ)t. (81)

H apìluth tim  tou δ mei¸netai kai asumptwtik� to sÔsthma teÐnei na èrjei se
isorropÐa me Ðso arijmì leuk¸n kai melan¸n sfair¸n. Kaj¸c h entropÐa SB eÐ-
nai fjÐnousa sun�rthsh tou |δ|, h exÐswsh (81) mac prosfèrei thn apìdeixh enìc
jewr matoc H gia to daktÔlio tou Kac.
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Sthn parap�nw je¸rhsh mporeÐ na dei kaneÐc ìti emfanÐzetai tìso to par�doxo
thc antistreyimìthtac ìso kai to par�doxo thc epistrof c.

• 'Oson afor� to pr¸to, h exÐswsh (80) eÐnai mh antistrèyimh. Se antÐjesh me
tic akribeÐc exis¸seic exèlixhc, an peristrèyoume to sÔsthma aristerìstrofa
gia qrìno t kai met� dexiìstrofa p�li gia qrìno t, sÔmfwna me thn exÐswsh
(80) h tim  tou |δ| ja mei¸netai kai wc proc tic dÔo kateujÔnseic, opìte sto
tèloc de ja epistrèyoume sthn arqik  kat�stash.

• 'Oson afor� to deÔtero, parathroÔme ìti to sÔsthma eÐnai periodikì: Ôstera
apì qrìno t = 2N , to sÔsthma epistrèfei sthn arqik  tou kat�stash. Aut 
h periodikìthta den up�rqei sthn exÐswsh (80).

H ap�nthsh s' aut� ta par�doxa, sÔmfwna me th je¸rhsh tou Boltzmann eÐnai
ìti h exÐswsh (80) perigr�fei thn pio pijan  sumperifor� se èna sÔsthma kai ìqi
thn akrib  exèlixh miac arqik c kat�stashc. Gia na mil soume gia �pio pijan 
sumperifor��, prèpei na eis�goume èna statistikì sÔnolo apì daktÔliouc Kac kai
na akolouj soume to skeptikì tou Gibbs.

4.1.3 Perigraf  me statistik� sÔnola

'Estw èna statistikì sÔnolo apì daktÔliouc Kac. JewroÔme ìti ìloi oi daktÔlioi
èqoun thn Ðdia tim  tou N kai thc �puknìthtas� σ energ¸n shmeÐwn tou plègmatoc,
all� ìti ta energ� shmeÐa eÐnai diaforetik� katanemhmèna se k�je daktÔlio. Upo-
jètoume ìmwc ìti h katanom  touc sto statistikì sÔnolo eÐnai omoiìmorfh, dhlad 
h pijanìthta èna shmeÐo tou plègmatoc na eÐnai energì eÐnai Ðsh gia ìla ta shmeÐa.

OrÐzoume tic posìthtec

ei =

{
+1, an to shmeÐo i tou plègmatoc eÐnai energì,
−1, an to shmeÐo i tou plègmatoc den eÐnai energì.

(82)

H exÐswsh exèlixhc twn mikrokatast�sewn ηi eÐnai

ηi+1(t) = ei ei−1 . . . , ei−tηi−t(0). (83)

Apì ton orismì, δ =
∑

i ηi, opìte

δ(t) =
∑

i

ei ei−1 . . . , ei−tηi−t(0). (84)

EÐnai safèc ìti aut  h sqèsh eÐnai periodik , giatÐ gia t = 2N , k�je ei emfanÐzetai
dÔo forèc, opìte δ(2N) = δ(0).

H anamenìmenh tim  thc (84) wc proc to statistikì sÔnolo eÐnai

〈δ(t)〉 =
∑

i

〈ei ei−1 . . . , ei−t〉ηi−t(0), (85)
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ìpou jewr same ìti ìla ta mèlh tou statistikoÔ sunìlou xekinoÔn apì thn Ðdia
mikrokat�stash.

Kaj¸c upojèsame ìti h katanom  twn energ¸n shmeÐwn eÐnai omoiogen c sto
statistikì sÔnolo, h posìthta 〈ei ei−1 . . . , ei−t〉 pou eÐnai anamenìmenh tim  t diafo-
retik¸n deikt¸n de ja exart�tai apì to i, opìte mporoÔme na thn antikatast soume
me thn tim  〈e1 e2 . . . , et〉. PaÐrnoume ètsi

〈δ(t)〉 = 〈e1 e2 . . . , et〉δ(0). (86)

Sth sunèqeia ja xeqwrÐsoume dÔo peript¸seic: t < N kai t > N .

t < N. H pijanìthta na per�sei mÐa sfaÐra apì j energ� shmeÐa se t b mata dedo-
mènou ìti ta energ� shmeÐa eÐnai omoiogen¸c katanemhmèna sto statistikì sÔnolo
dÐnetai apì th duwnumik  katanom  σj(1 − σ)t−j epÐ ton arijmì t!

j!(t−j)!
twn duna-

t¸n katanom¸n j energ¸n shmeÐwn se t jèseic. An h sfaÐra per�sei apì j energ�
shmeÐa e1 e2 . . . , et = (−1)j, �ra paÐrnoume

〈e1 e2 . . . , et〉 =
∑
j

(−1)j t!

j!(t− j)!
σj(1− σ)t−j = (1− 2σ)t, (87)

opìte

〈δ(t)〉 = δ(0)(1− 2σ)t, 0 ≤ t ≤ N. (88)

Dhlad , gia t < N , blèpoume ìti h sqèsh (81) isqÔei gia tic anamenìmenec
timèc sto statistikì sÔnolo. Autì upodeiknÔei kat' analogÐa, ìti h exÐswsh tou
Boltzmann isqÔei gia tic anamenìmenec timèc twn metablht¸n pou qarakthrÐzoun
tic makrokatast�seic wc proc èna kat�llhlo statistikì sÔnolo.

t > N. Gr�foume t = N + s, s < N . Kaj¸c e1e2, . . . , ...e2N = 1, ja èqoume
e1e2, . . . , eN+s = eN+s+1eN+s+2 . . . e2N , opìte lìgw thc omoigèneiac thc katanom c
ja èqoume

〈e1e2, . . . , eN+s〉 = 〈e1e2 . . . eN−s〉 = 〈e1e2 . . . e2N−t〉. (89)

To apotèlesma eÐnai Ðdio me thn exÐswsh (87) ìpou to t antikajÐstatai me 2N − t.
'Ara

〈δ(t)〉 = δ(0)(1− 2σ)2N−t, N ≤ t ≤ 2N. (90)

Dhlad  gia N ≤ t ≤ 2N , h anamenìmenh exèlixh tou sust matoc eÐnai antijermodu-
namik : h anamenìmenec diadromèc qarakthrÐzontai apì meÐwsh thc entropÐac. Kat'
analogÐa, Ôstera apì qrìno Ðso me to misì tou qrìnou epistrof c, perimènoume ìti
h entropÐa Boltzmann ja elatt¸netai se èna jermodunamikì sÔsthma.
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Sto montèlo tou Kac, eÐnai efiktìc kai o upologismìc thc diaspor�c thc posì-
thtac δ. Endeiktik�, dÐnoume èna apotèlesma gia to �nw thc ìrio, ìtan 0 ≤ t ≤ N/2

V ar[δ(t)] ≤ N

(
1− (1− 2σ)2t

2σ(1− σ)
− 1− (2t− 1)(1− 2σ)2t

)
. (91)

Sq ma 18: H exèlixh tou δ se èna statistikì sÔnolo apì 400 daktÔliouc Kac me N =
2000 kai σ = 0, 009, gia qrìnouc apì t = 0 wc t = 2N . [Phg : G. A. Gottwald and M.
Oliver, (2009).]

4.2 H exÐswsh master

Par� ta ennoiologik� thc probl mata, h je¸rhsh tou Boltzmann, ìpwc emperiè-
qetai sthn exÐsws  tou kai sto je¸rhma H, apoteleÐ to jemeli¸dec upìdeigma gia
th melèth susthm�twn ektìc isorropÐac. Wstìso, to gegonìc ìti isqÔei mìno gia
arai� aèria kai to ìti den up�rqei genikìc kanìnac gia ton prosdiorismì makro-
katast�sewn se �lla sust mata, èqei san apotèlesma ìti to skeptikì thc den
efarmìzetai eÔkola alloÔ. Gi' autì to lìgo, èqoun anaptuqjeÐ pollèc teqnikèc
gia thn perigraf  susthm�twn ektìc isorropÐac, oi opoÐec, parìti den basÐzontai
se an�lush epÐ pr¸twn arq¸n, den èqoun �usthr  jewrhtik  diakiolìghsh b�sei
thc mikroskopik c dunamik c, èqoun apodeiqjeÐ exairetik� epituqhmènec sth melèth
diafìrwn problhm�twn.
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Sq ma 19: To δ(t) sa sun�rthsh tou qrìnou se èna statistikì sÔnolo daktulÐwn Kac.
ParathroÔme ìti ìso megal¸nei to N , tìso mikrìterh eÐnai h diaspor� twn tim¸n tou δ(t)
apì thn anamenìmenh tim . [Phg : G. A. Gottwald and M. Oliver, (2009).]

MÐa tètoia kathgorÐa teqnik¸n eÐnai h kataskeu  twn legìmenwn exis¸sewn
master gia thn exèlixh susthmatwn ektìc isorropÐac. Aut  h mèjodoc eÐnai po-
lÔ diadedomènh giatÐ odhgeÐ se grammikèc diaforikèc exis¸seic, pou eÐnai suqn�
epilÔsimec, se antÐjesh me th mh grammik  exÐswsh tou Boltzmann.

To skeptikì eÐnai to akìloujo. 'Estw ìti èqoume èna fusikì sÔsthma tou opoÐ-
ou h Qamiltìnia mporeÐ na grafeÐ wc H0 + HI , ìpou HI eÐnai ènac ìroc diataraq c
polÔ mikrìteroc apì th basik  Qamiltìnia H0. Gia par�deigma, to H0 ja mporoÔse
na eÐnai h Qamiltìnia twn armonik¸n talant¸sewn tou plègmatoc se èna stereì
kai HI oi m -armonikoÐ ìroi tou dunamikoÔ allhlepÐdrashc, oi opoÐoi metafèroun
enèrgeia metaxÔ twn trìpwn tal�ntwshc. Upojètoume ìti Ôp�rqoun diathr simec
posìthtec φa pou antistoiqoÔn sthn H0 kai oi opoÐec de diathroÔntai apì thn HI .

'Estw ìti h kat�stash tou sust matoc mporeÐ na perigrafeÐ ikanopoihtik� apì
th gn¸sh twn posot twn φa. (Aut  eÐnai bèbaia meg�lh upìjesh, qwrÐc jemeli¸dh
dikaiolìghsh, ektìc apì to gegonìc ìti suqn� dÐnei kal� apotelèsmata.) Gia eu-
kolÐa ja upojèsoume mìno mÐa tètoia par�metro, èstw a, h opoÐa paÐrnei di�kritec
timèc a1, a2, . . . an. Autì shmaÐnei ìti h sun�rthsh katanom c ρ(ξ) ja gr�fetai wc
f(a(ξ)) kai ja prosdiorÐzetai pl rwc apì th gn¸sh twn posot twn fi = f(ai) pou
antistoiqoÔn se k�je tim  thc X.

'Estw Ci h perioq  tou q¸rou twn f�sewn pou ìla ta shmeÐa thc qarakthrÐ-
zontai apì timèc ai. Oi posìthtec fi[Ci] eÐnai adi�statec, jetikèc kai ajroÐzontai
sth mon�da kaj¸c

∑
i fi[Ci] =

∫
dξρ(a(ξ)) = 1, opìte mporoÔn na jewrhjoÔn wc

pijanìthtec gia tic timèc ai. Gr�fontac loipìn pi = fi[Ci], autì pou zht�me eÐnai
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ènac nìmoc exèlixhc gia tic pijanìthtec pi.
Kaj¸c h Qamiltìnia H0 de metab�llei thn tim  thc a, oi mìnec metabolèc pro-

èrqontai apì to diataraktikì ìro Hi. H basik  upìjesh sthn kataskeu  twn
exis¸sewn master eÐnai ìti, se k�poia klÐmaka qrìnou, h diataraq  den all�zei to
gegonìc ìti h pijanìthta exart�tai mìno apì to a. All�zei mìno thn tim  tou X
me k�poia pijanìthta pou den exart�tai apì to qrìno.24

Sq ma 20: To skeptikì gia thn exÐswsh master. Ta Ci sto sq ma eÐnai oi perioqèc pou
qarakthrÐzontai apì stajerèc timèc twn metablht¸n ai. 'Estw ìti arqik� to sÔsthma
eÐnai sthn perioq  C1, h opoÐa k�tw apì tic exis¸seic Q�milton phgaÐnei sthn Cit, h
opoÐa perièqetai stic treic perioqèc C2, C3, C4. Gia thn kataskeu  thc exÐswshc master,
jewroÔme ìti to kl�sma tou ìgkou thc C1t pou perièqetai sth C2 proc ton ìgko thc C2

antistoiqeÐ sthn pijanìthta met�bashc C1 → C2 gia to statistikì sÔnolo kai ìti den
exart�tai shmantik� apì to qrìno t pou kr�thse h met�bash. Tìte orÐzoume ta stoiqeÐa
tou pÐnaka metafor�c T12 = 1

t [C1t ∩ C2]/[C2], T13 = 1
t [C1t ∩ C3]/[C3], k.o.k.

Upojètoume loipìn ìti h pijanìthta met�bashc apì thn tim  ai sthn tim  aj se
qrìno δt eÐnai thc morf c Tijδt. O pÐnakac Tij kaleÐtai pÐnakac metafor�c (transfer
matrix) kai oi timèc tou prosdiorÐzontai apì th diataraq  HI . Kaj¸c ta stoiqeÐa
tou antistoiqoÔn se pijanìthtec ja prèpei na isqÔei Tij ≥ 0 kai

∑
j Tij = 1,

dedomènou ìti an to sÔsthma èqei tim  i, to �jroisma twn pijanot twn na metabeÐ
opoud pote alloÔ ja prèpei na isoÔtai me th mon�da. 'Ena Qamiltìnio sÔsthma eÐnai
antistreptì wc proc to qrìno, opìte gia k�je troqi� pou antistoiqeÐ se met�bash
i → j up�rqei kai mÐa troqi� pou antistoiqeÐ se met�bash j → i. AÔtì shmaÐnei ìti
oi antÐstoiqoi rujmoÐ metab�sewn eÐnai Ðsoi, opìte o pÐnakac Tij eÐnai summetrikìc.

H exèlixh thc pijanìthtac ja dÐnetai apì th sqèsh

pi(t + δt) = pi(t) + δt[
∑
j

Tjipj(t)−
∑

i

Tijpi(t)], (92)

dhlad  h pijanìthta pi aux�nei apì metab�seic j → i kai elatt¸ntai apì metab�seic

24
Αυτή η υπόθεση δε δικαιολογείται από τη μικροσκοπική δυναμική. Η υπόθεση ύπαρξης πιθα-

νότητας μετάβασης που δεν εξαρτάται από το χρόνο είναι άλλο ένα παράδειγμα υπόθεσης επανατυ-

χαιοποίησης, όπως η υπόθεση του μοριακού χάους.
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i → j. Katal goume loipìn sth genik  morf  thc exÐswshc master

ṗi =
∑
j

Tjipj(t)−
∑

i

Tijpi(t). (93)

Oi exis¸seic tÔpou master ikanopoioÔn èna eÐdoc jewr matoc H, ìpou to rìlo
thc entropÐac paÐzei h plhroforÐa Shannon thc katanom c pi: S = −∑i pi ln pi. H
exÐswsh exèlixhc dÐnei

Ṡ = −
∑
ij

(1 + ln pi)(Tjipj − Tijpi) =
∑
ij

Tijpi ln
pi

pj

=
∑
i<j

Tij(pi − pj) ln
pi

pj

. (94)

Gia dÔo opoiousd pote arijmoÔc x, y me x 6= y, isqÔei ìti (x−y) ln(x/y) > 0, opìte
kaj¸c Tij ≥ 0, paÐrnoume Ṡ = 0. Shmei¸noume, ìti h mègisth tim  thc �entropÐas�
S epitugq�netai ìtan ìla ta pi eÐnai Ðsa metaxÔ touc me tim  1/N , ìpou N o arijmìc
twn pijan¸n tim¸n thc posìthtac a, opìte S = ln N .

4.2.1 Ask seic

1. JewreÐste èna aperiìrista ekteinìmeno monodi�stato plègma tou opoÐou ta sh-
meÐa apèqoun metaxÔ touc apìstash Ðsh me L. Se k�je shmeÐo i tou plègmatoc
orÐzetai h metablht  si pou paÐrnei tim  1 an se ekeÐno to shmeÐo up�rqei mÐa e-
nergeiak  diègersh kai 0 alli¸c. H kat�stash tou sust matoc perigr�fetai apì
èna di�nusma (s1, s2, . . .). An sto shmeÐo i up�rqei mÐa diègersh, up�rqei pijanìth-
ta Ðsh me wδt na metabeÐ sto shmeÐo i + 1, pijanìthta Ðsh me wδt na metabeÐ sto
shmeÐo i − 1 kai pijanìthta Ðsh me 1 − 2wδt na parameÐnei sto shmeÐo i. Gr�yte
thn exÐswsh master gia thn pijanìthta pi na up�rqei diègersh sto shmeÐo i. Sth
sunèqeia p�rte to suneqèc ìrio L → 0 kai breÐte thn exÐswsh gia thn puknìthta
pijanìthtac p(x) = pi/L, ìpou x = Li. (Gia na breÐte to suneqèc ìrio, gr�yte th
diakritopoihmènh èkfrash thc deÔterhc parag¸gou mÐac sun�rthshc f(x).)

2. Epanal�bete thn parap�nw �skhsh an up�rqei protimhtèa kateÔjunsh di�doshc
twn diegèrsewn, dhlad  an h pijanìthta met�bashc apì to i sto i − 1 isoÔtai me
wδt, h pijanìthta met�bashc apì to i sto i + 1 isoÔtai me w′δt, ìpou w′ = w + δ,
kai h pijanìthta paramon c sto i isoÔtai me 1− (w + w′)δt.

4.3 Anoikt� sust mata

Mia �llh idèa gia th jemelÐwsh thc statistik c mhqanik c basÐzetai sth je¸rh-
sh twn anoikt¸n susthm�twn. H logik  twn anoikt¸n susthm�twn akoloujeÐ to
skeptikì tou Gibbs. Dedomènou ìti h dunamik  enìc kleistoÔ sust matoc den
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exasfalÐzei genik� tic aparaÐthtec proôpojèseic gia jermodunamik  sumperifor�
(ìpwc tic sunj kec mÐxhc), Ðswc prèpei kaneÐc na l�bei upìyin tou to gegonìc ìti
kanèna sÔsthma den eÐnai pragmatik� apomonwmèno kai ìti p�nta up�rqoun allh-
lepidr�seic apì to perib�llon tou. Autèc akìma ki an eÐnai polÔ asjeneÐc, èqoun
di�rkeia sto qrìno kai Ðswc na eÐnai ikanèc na odhg soun èna sÔsthma se kat�stash
isorropÐac.

Se meg�lo bajmì aut  h je¸rhsh basÐzetai sth qr sh montèlwn gia to eÐdoc
tou �jorÔbou� pou ofeÐletai sto perib�llon. Suqn� ta apotelèsmata eÐnai kal�,
all� to sunolikì skeptikì p�sqei apì dÔo basik� probl mata.

• Den eÐnai ek twn protèrwn profanèc ìti h epÐdrash enìc opoioud pote peri-
b�llontoc prokaleÐ thn anagkaÐa �tuqaiìthta� sthn exèlixh tou sust matoc
¸ste na odhgeÐ se jermodunamik  sumperifor�. Kaj¸c h melèth thc epÐdra-
shc tou perib�llontoc de basÐzetai se pr¸tec arqèc all� se montelopoÐhsh,
mporeÐ kaneÐc na paÐrnei to apotèlesma pou jèlei apl� dialègontac to kat�l-
lhlo montèlo.

• Ti gÐnetai an kaneÐc jewr sei sÔsthma kai perib�llon san èna sÔsthma? Tì-
te ja èqoume kai p�li èna kleistì sÔsthma, opìte to basikì prìblhma de
lÔjhke. Ja mporoÔse kaneÐc na apant sei ìti ìso meg�lo ki an p�roume to
sÔsthma p�nta ja up�rqei k�ti èxw apì autì ektìc ki an mil�me gia olìklh-
ro to sÔmpan. All� ètsi dhmiourgeÐtai mÐa �tèrmonh alusÐda exhg sewn kai
to basikì er¸thma se tÐ ofeÐletai h jermodunamik  sumperifor� paramènei
anap�nthto.

Par� ta probl mata sto jemeli¸dec epÐpedo, h logik  twn anoikt¸n susthm�-
twn eÐnai epituqhmènh wc fainomenologik  ex ghsh se poll� sust mata eÐnai saf c
h di�krish sust matoc perib�llontoc kai mporoÔme na upojèsoume ìti to perib�l-
lon brÐsketai se mÐa kat�stash jermik c isorropÐac. Gia par�deigma, sth melèth
thc statistik c sumperifor�c hlektronÐwn sto eswterikì enìc stereoÔ, mporeÐ
kaneÐc na jewr sei ta �toma tou plègmatoc san èna perib�llon, h allhlepÐdra-
sh tou opoÐou me ta hlektrìnia dÐnei shmantikèc poiotikèc diaforèc stic fusikèc
problèyeic, akìma ki ìtan eÐnai asjen c.

Sth sunèqeia, ja d¸soume èna aplì all� endeiktikì par�deigma efarmog c thc
logik c twn anoikt¸n susthm�twn sth statistik  mhqanik  ektìc isorropÐac.

'Estw ìti èqoume èna araiì aèrio. Perigr�foume th makrìkat�stash tou apì
th sun�rthsh katanom c f(x, p) tou arijmoÔ swmatidÐwn sto q¸ro twn f�sewn
tou enìc swmatidÐou, pou eÐqame qrhsimopoi sei gia thn exÐswsh tou Boltzmann.
Gia eukolÐa, ja perioristoÔme se mÐa di�stash. JewroÔme ìti to aèrio brÐsketai s'
epaf  me èna perib�llon kai se sqèsh me thn allhlepÐdrash me to perib�llon, h su-
neisfor� twn kroÔsewn metaxÔ twn morÐwn tou aerÐou sthn exèlixh tou sust matoc
eÐnai amelhtèec.
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MontelopoioÔme th dr�sh tou perib�llontoc wc ex c. Gia k�je epark¸c me-
g�lo qronikì di�sthma δt up�rqei pijanìthta Ðsh me λδt èna mìrio tou aerÐou na
aporrof sei èna fwtìnio apì to perib�llon kai h orm  tou n auxhjeÐ kat� mÐa
mikr  posìthta b, kai Ðsh pijanìthta na aporrof sei fwtìnio kai h orm  tou na
meiwjeÐ kat� b. An sunupologÐsoume ìti apousÐa perib�llontoc (kai endomoriak¸n
kroÔsewn) h f(x, p) exelÐssetai b�sh thc sqèshc ∂f

∂t
= − p

m
∂f
∂x
, tìte gr�foume

f(t + δt, x, p) = − p

m

∂f

∂x
+ λδt[f(t, x, p + b) + f(t, x, p− b)] + (1− 2λδt)f(t, x, p).(95)

AnaptÔssoume to f(t, x, p ± b) kat� Taylor se deÔterh t�xh wc proc b (to opoÐo
jewreÐtai mikrì) kai paÐrnoume thn akìloujh exÐswsh

∂f

∂t
= − p

m

∂f

∂x
+ λb2 ∂f

∂p2
, (96)

pou dÐnei thn exèlixh tou f upì thn epÐdrash tou perib�llontoc.

4.4 H hq¸ twn spin

EÐdame th basik  antÐrrhsh tou Loschmidt sth je¸rhsh tou Boltzmann, ìti an
mÐa troqi� γ sto q¸ro twn f�sewn qarakthrÐzetai apì aÔxhsh thc entropÐac, tìte
h antestrammènh sto q¸ro troqi�, pou eÐnai epÐshc lÔsh twn exis¸sewn Q�milton,
qarakthrÐzetai apì el�ttwsh thc entropÐac.

'Estw ìti th qronik  stigm  t = 0 to sÔsthma brÐsketai sto shmeÐo ξ0 =
(qi(0),pi(0)) tou q¸rou twn f�sewn kai ìti h exèlixh tou sto qrìno qarakth-
rÐzetai apì auxanìmenec timèc thc entropÐac Boltzmann. Th qronik  stigm  t ja
brÐsketai sto shmeÐo ξ = (qi(t),pi(t)). EkeÐnh th stigm  droÔme p�nw tou stigmiaÐa,
antistrèfontac tic ormèc ìlwn twn swmatÐdÐwn, dhlad  h dr�sh mac èqei wc apotè-
lesma th metabol  ξ → ξ′ = ((qi(t),−pi(t)). B�sei twn exis¸sewn tou Q�milton,
h antistrof  twn orm¸n eÐnai isodÔnamh me thn antistrof  tou qrìnou, dhlad 
−pi(t) = pi(−t). An loipìn to sÔsthma exeliqjeÐ apì to shmeÐo ξ′, Ôstera apì
qrìno t ja brejeÐ sthn ξ0 èqontac dianÔsei �an�strofa� ìlh thn arqik  tou troqi�.
Autì shmaÐnei, ìti s' autì to di�sthma h entropÐa Boltzmann ja mei¸netai. Dhla-
d , h epèmbas  mac sto sÔsthma, od ghse ìqi apl� se mÐa parabÐash tou deÔterou
nìmou thc jermodunamik c, all� se entel¸c antijermodunamik  sumperifor�.

H profan c ap�nthsh eÐnai ìti den mporoÔme na dr�soume me tètoio trìpo, giatÐ
k�ti tètoioi ja proôpìjete ìti mporoÔme na epitÔqoume thn akrib  kai stigmiaÐa
anastrof  twn taqut twn 1023 morÐwn. Aut  h duskolÐa isqÔei gia èna aèrio. Al-
l� den isqÔei gia k�je makroskopikì sÔsthma pou apoteleÐtai apì meg�lo arijmì
swmatidÐwn. Kai se mÐa perÐptwsh, aut  h antistrof  thc troqi�c èqei epiteu-
qjeÐ peiramatik�. EÐnai to di�shmo peÐrama thc hq¸c twn spin (spin echo) pou
pragmatopoi jhke apì to Hahn to 1950.25

25E. L. Hahn, Spin echoes, Phys. Rev. 80, 580 (1950).
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JewroÔme èna sÔsthma apì N magnhtikèc dipolikèc ropèc mi mètrou m. Sto
peÐrama tou Hahn autèc oi ropèc antistoiqoÔsan sta purhnik� spin morÐwn enìc
ugroÔ. Se kat�stash jermodunamik c isorropÐac autèec oi ropèc eÐnai �taktec h
sunolik  magnhtik  rop  M =

∑
i mi = 0, pou wc makroskopik  posìthta eÐnai

metr simh, mhdenÐzetai. Sth sunèqeia efarmìzoume èna qronik� stajerì magnhtikì
pedÐo B = Bẑ. Ustera apì k�poio qrìno ta dÐpola ja prosanatolistoÔn par�l-
lhla ston �xona z. Sth sunèqeia askoÔme ènan isqurì magnhtikì palmì èntashc
B̃ >> B sto epÐpedo x − y me kat�llhla mikr  di�rkeia ¸ste ta dÐpola na stra-
foÔn kat� π/2 kai na prosanatolistoÔn stigmiaÐa ston �xona x. Aut  paÐrnoume
wc qronik  stigm  t = 0. Tìte ìla ta dÐpola ja èqoun tim  mi = m(1, 0, 0) kai ja
metr�me isqur  magn tish Mx(0) = Nm ston �xona x.

Af noume to sÔsthma na exeliqjeÐ k�tw apì th dr�sh tou pedÐou, opìte k�je
dÐpolo akoloujeÐ thn exÐswsh

ṁi = gmi ∧Bi, (97)

ìpou g o guromagnhtikìc lìgoc tou dipìlou kai Bi h tim  tou pedÐou sto shmeÐo
pou brÐsketai to dÐpolo. To pedÐo B den eÐnai stajerì mèsa sto ulikì, all� èqei
mikrèc diakum�nseic sto q¸ro. H lÔsh thc (97) eÐnai

m(t) = m(cos ωit, sin ωit), (98)

ìpou ωi = gBi h gwniak  suqnìthta met�ptwshc tou k�je dipìlou. Oi timèc ωi

ja eÐnai katanemhmènec tuqaÐa se k�poio di�sthma [ωmin, ωmax]. H sunist¸sa thc
magnhtik c rop c sthn kateÔjunsh x ja eÐnai Mx = m

∑
i cos ωit. Kaj¸c prokÔptei

apì thn �jroish meg�lou arijmoÔ talant¸sewn ektìc f�shc, Ôstera apì merikoÔc
kÔklouc h tim  thc ja teÐnei sto 0. 'Ustera apì arketì qrìno t oi kateujÔnseic
twn dipìlwn ja eÐnai tuqaÐa katanemhmènec, ìpwc sthn kat�stash jermodunamik c
isorropÐac.

Th stigm  t = τ askoÔme �llon èna magnhtikì palmì sto sÔsthma, o opoÐoc
antistoiqeÐ se magnhtikì pedÐo B′ = B′ x̂, ìpou B′ >> B. H di�rkeia tou palmoÔ
epilègetai ¸ste na anagk�zei k�je spin na peristrafeÐ kat� π gÔrw apì ton �xona
x. (Gia na sumbeÐ autì arkeÐ h di�rkei� tou na eÐnai Ðsh me ∆t = π/(gB′) <<
τ . Prin th dr�sh tou deÔterou palmoÔ, oi kataujÔnseic twn dipìlwn eÐnai mi =
m(cos ωiτ, sin ωit, 0) en¸ met� mi = m(cos ωiτ,− sin ωiτ). Dhlad , h f�sh k�je
dipìlou ja èqei gÐnei Ðsh me −ωiτ .

H dr�sh tou deÔterou palmoÔ eÐnai an�logh thc antistrof c twn taqut twn
kat� Loschmidt. GiatÐ sth sunèqeia, to sÔsthma ja exelÐssetai k�tw apì thn
epÐdrash tou pedÐou B, all� me �llh f�sh. Ja èqoume: mi(t) = m(cos(ωi(t −
τ)− ωiτ), sin(ωi(t− τ)− ωiτ) = m(cos(ωit− 2ωiτ), sin(ωit− 2ωiτ)). 'Otan t = 2τ
(dhlad  qrìno Ðso me τ met� to deÔtero palmì), to sÔsthma ja èqei epistrèyei
sthn kat�stash mi = m(1, 0, 0) kai ja metr soume isqur  tim  thc magn tishc
sthn kateÔjunsh x. Aut  h epanafor� thc magn tishc pou eÐqe qajeÐ, kaj¸c ta
dÐpola eÐqan katanemhjeÐ tuqaÐa, eÐnai h hq¸ tou spin.
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O akrib c upologÐsmìc thc entropÐac kat� Boltzmann gi' autì to sÔsthma de
gÐnetai eÔkola. H pio apl  (Ðswc uperaplousteutik ) perigraf  eÐnai na jewr sou-
me ìti basik  mikroskopik  par�metroc eÐnai h gwnÐa θi pou deÐqnei thn kateÔjunsh
thc k�je dipolik c rop c. H makrokat�stash perigr�fetai apì thn tim  thc su-
nolik c magn tishc M = m

∑
i(cos θi, sin θi, 0). Opìte gia ton upologismì thc

entropÐac Boltzmann prèpei na broÔme pìsec diaforetikèc epilogèc twn N gwni¸n
θi odhgoÔn se Ðdiec timèc thc magn tishc (me k�poio eÔroc δM), to opoÐo eÐnai èna
exairetik� dÔskolo prìblhma sunduastik c.

Wstìso eÐnai safèc, ìti gia meg�lec timèc thc magn tishc h entropÐa ja eÐnai
mikr : an M = Nm(1, 0, 0), tìte prèpei θi = 0, gia ìla ta dÐpola, opìte up�r-
qei mìno mÐa mikrokat�stash kai h entropÐa Boltzmann paÐrnei thn el�qisth tim .
An M = 0 èqoume pl rwc tuqaÐa katanom  twn dipìlwn kai �ra kat�stash mè-
gisthc entropÐac. To anamenìmeno eÐnai ìti h entropÐa eÐnai aÔxousa sun�rthsh
tou mètrou |M|. Upì aut n thn ènnoia eÐnai safèc ìti h antistrof  twn dipìlwn
od ghse se anti-jermodunamik  sumperifor�, toul�qiston ìson afor� th je¸rhsh
tou Boltzmann.

Sq ma 21: Jewrhtikèc timèc gia thn exèlixh thc magn tishc sthn kateÔjunsh x
wc proc to qrìno gia to peÐrama thc hq¸c tou spin. Sto peÐrama, h magn tish
kat� thn hq¸ eÐnai mikrìterh apì th mègisth, lìgw apwlei¸n pou ofeÐlontai sthn
allhlepÐdrash metaxÔ twn dipolik¸n rop¸n.

Ti mac lèei to peÐrama thc hq¸c tou spin? Katarq�c, na tonÐsoume ìti den prì-
keitai gia parabÐash tou deÔterou nìmou thc jermodunamik c, o opoÐoc anafèretai
sthn kat�stash thc jermodunamik c isorropÐac. Ta dÐpola sto peÐrama de brèjh-
kan potè se kat�stash isorropÐac. EpÐshc den mporeÐ na pei kaneÐc me bebaiìthta
ìti apoteleÐ parabÐash tou genikeumènou jermodunamikoÔ nìmou gia katast�seic
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Sq ma 22: An oi palmoÐ epanalamb�nontai periodik�, tìte paÐrnoume diadoqik�
s mata hqoÔc apì to deÐgma, ìpwc faÐnontai sto sq ma. To pl�toc twn shm�twn
pèftei me to qrìno ekjetik� sa fjÐnousa tal�ntwsh me qarakthristikì qrìno
apìsbeshc T , pou eÐnai qarakthristikìc tou ulikoÔ. H mèjodoc thc magnhtik c
tomografÐac basÐzetai sth mètrhsh tou qrìnou apìsbeshc, gia ton prosdiorismì
thc fÔshc kai twn qarakthristik¸n tou ulikoÔ. [Phg : E. L. Hahn, Phys. Rev.
80, 580 (1950).]

ektìc isorropÐac, giatÐ h posìthta pou elatt¸netai, h entropÐa Boltzmann eÐnai
upoy fia gia to rìlo thc jermodunamik c entropÐac kai den tautÐzetai ek twn pro-
tèrwn m' aut .

To peÐrama mac lèei ìti h kat�stash �ataxÐac � kai h kat�stash isorropÐac
(megÐstou thc jermodunamik c entropÐac) den tautÐzontai aparaÐthta, ìpwc uponoeÐ
h je¸rhsh tou Boltzmann (all� kai tou Gibbs). Ja mporoÔse Ðswc kaneÐc na pei
ìti nai men h ataxÐa qarakthrÐzei tic katast�seic uyhl c entropÐac, all� ìti den tic
sunep�getai. Autì bèbaia ja  tan prìblhma gia thn anagwg  thc jermodunamik c
sth statistik  mhqanik  sÔmfwna me th je¸rhsh tou Boltzmann. EpÐ tou parìntoc
ta peir�matac thc hq¸c tou spin, apoteloÔn antikeÐmeno diqognwmÐac ìson afor�
thn ermhneÐa touc se sqèsh me ta jemèlia thc jermodunamik c.

4.5 Oi diaforetikèc sqolèc gia ta jemèlia thc stati-

stik c mhqanik c

H melèth twn jemelÐwn thc jermodunamik c kai thc statistik c mhqanik c sune-
qÐzetai. Par� thn exairetik  epituqÐa thc klasik c je¸rhshc twn Gibbs kai Bol-
tzmann, par� to meg�lo �lma sthn katanìhsh twn leptomerei¸n pou ègine ton 20o
ai¸na kai par� thn èntonh kai diexodik  melèth gia perissìtero apì 130 qrìnia, ta
jemeli¸dh erwt mata paramènoun anap�nthta kai èqoun prostejeÐ kai kainoÔria.
H aprìsmenh suneidhtopoÐhsh ìti k�poio eÐdoc entropÐac   jermodunamik c sumpe-
rifor�c prèpei na qarakthrÐzei kai to barutikì pedÐo, h opoÐa ègine th dekaetÐa tou
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70 apì touc Bekenstein kai Hawking, upodeiknÔei ìti ta jemeli¸dh zht mata thc
jermodunamik c upìkeintai praktik� ìlwn twn basik¸n tomèwn thc fusik c.

Gi' autì to lìgo, h sÔgqronh èreuna sta jemèlia thc statistik c mhqanik c
kai jermodunamik c kineÐtai se polloÔc diaforetikoÔc par�llhlouc �xonec kai eÐnai
dÔskolo na entopÐsei kaneÐc k�poio basikì �xona pou na xeqwrÐzei, toul�qiston epÐ
tou parìntoc. Ja mporoÔse na pei p�ntwc kaneÐc ìti up�rqoun tèssereic basikèc
�sqolèc �, oi opoÐec proteÐnoun diaforetikèc kateujÔnseic, an kai suqn� pollèc
idèec apoteloÔn sunduasmì ide¸n apì diaforetikèc sqolèc.

1. H pr¸th sqol  tonÐzei to statistikì stoiqeÐo. H jermodunamik  perigraf  mè-
sw thc entropÐac proèrqetai apl� apì thn elleip  mac gn¸sh gia to mikrìkosmo.
Upì aut n thn ènnoia, h jermodunamik  perigraf  eÐnai èx orismoÔ mÐa statistik 
perigraf  kai h entropÐa mètro thc �gnoi�c mac gia th mikroskopik  dunamik . Sta
plaÐsia aut c thc sqol c, h perigraf  tou Gibbs jewreÐtai pio kont� sthn prgma-
tikìthta apì aut  tou Boltzmann.

2. H deÔterh sqol  tonÐzei thn axÐa thc je¸rhshc tou Boltzmann. JewreÐ th
di�krish metaxÔ mikrokat�stashc kai makrokat�stashc wc kefalai¸dh. O deÔ-
teroc jermodunamikìc nìmoc isqÔei mìno upì statistik  ènnoia kai ofeÐletai sto
gegonìc ìti h arqik  kat�stash tou sÔmpantoc  tan kat�stash qamhl c entropÐac.

3. H trÐth sqol  jewreÐ ìti ìla ta sust mata eÐnai fÔsei anoikt�, kai ìti h allhle-
pÐdrash me to perib�llon eÐnai aut  pou prokaleÐ thn �tuqaiìthta� pou qarakthrÐzei
th jermodunamik  sumperifor� twn makroskopik¸n fusik¸n susthm�twn.

4. H tetarth sqol  jewreÐ ìti oÔte h klasik  mhqanik  oÔte h kbantik  mhqanik 
mporoÔn na d¸soun ikanopoihtik� ap�nthsh gia th jermodunamik  sumperifor� kai
ìti h mh-antistreyimìthta pou qarakthrÐzei th jermodunamik  eÐnai jemeliak  kai
antanakl� �gnwstouc epÐ tou parìntoc nìmouc tou mikrìkosmou.
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6 Par�rthma: PerÐlhyh thc klasik c Jer-

modunamik c katast�sewn ektìc isorropÐ-

ac

6.1 Udrodunamik  perigraf 

Ja melet soume perilhptik� mÐa diatÔpwsh thc jermodunamik c gia katast�seic
ektìc isorropÐac, h opoÐa eÐnai gnwst  wc klasik  jermodunamik  katast�sewn e-
ktìc isorropÐac. Ja perioristoÔme sthn perÐptwsh aerÐwn   ugr¸n pou apoteloÔn-
tai apì èna sustatikì, agno¸ntac fainìmena di�qushc kai qhmik¸n antidr�sewn.
Th genikìterh perÐptwsh mporeÐ na th brei kaneÐc sto biblÐo twn de Groot kai
Mazur: Non-Equilibrium Thermodynamics, (Dover, NY, 1984), ìpwc epÐshc kai
analutik  apìdeixh diafìrwn ekfr�sewn.

'Otan èna jermodunamikì sÔsthma de brÐsketai se kat�stash isorropÐac, en
gènei den eÐnai omoiogenèc kai h arq  thc ektatikìthtac den isqÔei. Kat� sunèpeia
h puknìtht� tou ρ ja eÐnai sun�rthsh thc jèshc kai bèbaia tou qrìnou. EpÐshc
ja up�rqoun kai fainìmena metafor�c (ro  tou ulikoÔ), opìte ja prèpei kaneÐc na
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eis�gei kai èna dianusmatikì pedÐo taqut twn u(r, t): h posìthta ρ(r, t)dV eÐnai
h taqÔthta enìc stoiqei¸douc ìgkou tou ulikoÔ dV epikekentrwmènou gÔrw apì
to shmeÐo r. Tèloc prèpei na l�bei kaneÐc up' ìyin tou thn olik  enèrgeia tou
ulikoÔ, h opoÐa den eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh sto q¸ro. Ja anaparistoÔme
thn enèrgeia an� mon�da m�zac wc e(r, t).

Oi exis¸seic kÐnhshc gia tic basikèc metablhtèc ρ, u prosdiorÐzontai apì tic
treic jemeli¸deic arqèc diat rhshc thc mh-sqetikistik c mhqanik c: thc m�zac thc
orm c kai thc enèrgeiac.

H diat rhsh thc m�zac dÐnei thn exÐswsh sunèqeiac:

∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
(ρui) = 0 =

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu). (99)

EÐnai qr simoc o orismìc thc olik c parag¸gou wc proc to qrìno26

d

dt
=

∂

∂t
+ u · ∇, (100)

wc proc thn opoÐa h exÐswsh sunèqeiac gr�fetai

dρ

dt
+ ρ ∇ · u = 0 (101)

H olik  par�gwgoc eÐnai bolik  gia th diatÔpwsh twn exis¸sewn kÐnhshc tou
NeÔtwna. Ja melet soume thn eidik  perÐptwsh kata thn opoÐa sto sÔsthma den
askoÔntai exwterikèc dun�meic. Autì shmaÐnei ìti se èna stoiqei¸dec ìgko tou
reustoÔ askoÔntai dun�meic mìno apì to upìloipo reustì. H perigraf  aut¸n
twn dun�mewn gÐnetai mèsw thc pÐeshc: an jewr soume mÐa stoiqei¸dh epif�neia
embadoÔ d2σ, epikentrwmènh sto shmeÐo r me monadiaÐo k�jeto di�nusma n, h dÔnamh
F i(r) pou askeÐtsi p�nw thc ja eÐnai an�logh tou embadoÔ. Den eÐnai aparaÐthto
na eÐnai to di�nusma thc dÔnamhc par�llhlo sto n. Gia par�deigma, an to ugrì
qarakthrÐzetai apì ix¸dec, to parap�nw den isqÔei. Sth genik  perÐptwsh,

Fi(r) = −Pij(r)n
id2σ. (102)

To pedÐo pin�kwn Pij(r) kaleÐtaitanust c thc pÐeshc. ApousÐa trib¸n kai an to
ulikì eÐnai isotropikì kai mh-elastikì o tanust c thc pÐeshc eÐnai thc morf c Pij =
pδij, ìpou p h sun jhc udrostatik  pÐesh. Sta perissìtera fusik� sust mata
(aut� pou den apoteloÔntai apì epimhkumèna mìria) o pÐnakac Pij eÐnai summetrikìc:
Pij = Pji. Sth sunèqeia, ja jewr soume wc dedomèno ìti o tanust c thc pÐeshc
eÐnai summetrikìc.

26
Η ολική παράγωγος ως προς το χρόνο καλείται και υλική παράγωγος και αντιστοιχεί στο ρυθμό

αλλαγής μίας φυσικής ποσότητας, όπως φαίνεται από ενα σύστημα αναφοράς που κινείται μαζί με

το υλικό.
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ProtoÔ proqwr soume ja uiojet soume èna bolikì sumbolismì. Ja anapari-
stoÔme èna pÐnaka Pij wc P, èna di�nusma thc morf c Pijn

j wc P · n, ènan pÐnaka
thc morf c Pij = nimj wc nm kai to Ðqnoc tou ginomènou dÔo pin�kwn PijR

ij wc
P : R. EpÐshc ja gr�foume wc ∇ ·P posìthtec thc morf c ∂

∂xi Pij.
Ex orismoÔ, h dÔnamh pou askeÐtai se èna stoiqei¸dh ìgko dV pou brÐsketai

sto shmeÐo r ja isoÔtai me th diafor� pièsewn sta �kra tou. Ja eÐnai dhlad 
F = −dV∇ · P. Oi exis¸seic tou NeÔtwna gia aut  th stoiqei¸dh m�za dÐnoun
(apousÐa exwterik¸n dun�mewn)

ρ
du

dt
= −∇ ·P, (103)

  isodÔnama

∂(ρu)

∂t
= −∇ · (ρuu + P) (104)

Apì thn exÐswsh (104) paÐrnoume thn exÐswsh exèlixhc gia thn puknìthta ki-
nhtik c enèrgeiac 1

2
ρu2

∂(1
2
ρu2)

∂t
= −∇

[
(
1

2
ρu2)u + P · u

]
+ P : (∇u) (105)

Prèpei na l�boume upìyin kai thn arq  diat rhshc thc enèrgeiac. P�li ja
èqoume mÐa exÐswsh sunèqeiac

∂(ρe)

∂t
= −∇ · Je, (106)

ìpou Je to di�nusma ro c thc enèrgeiac. H enèrgeia an� mon�da m�zac isoÔtai me
to �jroisma thc kinhtik c enèrgeiac me thn eswterik  enèrgeia tou reurstoÔ. Ja
isqÔei loipìn e = 1

2
u2 + ε, ìpou ε h eswterik  enèrgeia an� mon�da ìgkou.

Genik�, h ro  thc enèrgeiac qarakthrÐzetai apì treic sunist¸sec:

• Ro  enèrgeiac lìgw metafor�c (ro c thc Ôlhc): ρeu.

• Ro  enèrgeiac lìgw tou mhqanikoÔ èrgou pou par�goun oi eswterikèc dun�-
meic: P · u.

• Ro  enèrgeiac se mh mhqanik  morf , dhlad  ro  jermìthtac: Jq.

Ja èqoume loipìn Je = ρeu+P·u+Jq. Qrhsimopoi¸ntac tic exis¸seic (106) kai
(105) katal goume sthn akìloujh exÐswsh metafor�c gia thn eswterik  enèrgeia:

∂(ρε)

∂t
= −∇ · (ρεu + Jq)−P : (∇u). (107)
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Sto dexÐ mèloc thc parap�nw exÐswsh o ìroc −P : (∇u) den eÐnai thc morf c
∇ · J, kat� sunèpeia den up�rqei exÐswsh sunèqeiac gia thn eswterik  enèrgeia: h
eswterik  enèrgeia de diathreÐtai. Mìno h olik  enèrgeia tou sust matoc upakoÔei
se nìmo diat rhshc.

Sun jwc o tanust c thc pÐeshc gr�fetai san èna �jroisma enìc ìrou pou
antistoiqeÐ sthn udrostatik  pÐesh p kai enìc pou antistoiqeÐ sto ix¸dec: P =
p1+Π, ìpou 1 eÐnai o monadiaÐoc pÐnakac kai Π kaleÐtai tanust c ix¸douc pÐeshc.
Me autì to daqwrismì h exÐswsh (107) gr�fetai

ρ
dε

dt
= −∇ · Jq − p∇ · u−Π : (∇u) (108)

6.2 EntropÐa kai arq  thc topik c isorropÐac

Wc t¸ra h perigraf  twn jermodunamik¸n susthm�twn ektìc isorropÐac  tan pl -
rwc kinhmatik . Gia na oristoÔn pl rwc oi fusikèc posìthtec prèpei na eisaqjeÐ
h ènnoia thc entropÐac.

H metabol  thc entropÐac dS mporeÐ na grafeÐ san to �jroisma dÔo ìrwn.

dS = deS + diS, (109)

ìpou deS h entropÐa pou prosfèretai sto sÔsthma apì to perib�llon tou kai diS
h entropÐa pou par�getai eswterik� sto sÔsthma. O genikeumènoc deÔteroc nìmoc
thc jermodunamik c apaiteÐ ìti diS ≥ 0.

Sth jermodunamik  katast�sewn isorropÐac h entropÐa orÐzetai san mÐa ka-
tastatik  sun�rthsh tou sust matoc. Gia na melet soume th jermodunamik  se
katast�seic ektìc isorropÐac prèpei na upojèsoume ìti mporeÐ kaneÐc na orÐsei thn
entropÐa akìma kai se polÔ mikr� mèrh tou ulikoÔ, opìte èqei nìhma na oristeÐ èna
bajmwtì pedÐo s(r) pou na prosdirÐzei thn entropÐa an� mon�da m�zac. Ja èqoume
loipìn S =

∫ V ρsdV , gia thn entropÐa pou perièqetai se ènan ìgko V . Me thn Ðdia
upìjesh mporeÐ kaneÐc na orÐsei thn olik  ro  entropÐac J̄s apì th sqèsh

deS

dt
= −

∫ ∂V

d2σ · J̄s, (110)

ìpou ∂V to sÔnoro tou ìgkou V .
EpÐshc orÐzetai o rujmìc entropÐac an� mon�da qrìnou kai an� mon�da ìgkou σ

apì th sqèsh diS
dt

=
∫ V σdV . Apì touc parap�nw orismoÔc prokÔptei h akìloujh

diatÔpwsh tou genikeumènou 2ou nìmou thc jermodunamik c gia katast�seic ektìc
isorropÐac

∂ρs

∂t
= ∇ · J̄s + σ (111)

σ ≥ 0. (112)
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H exÐswsh (111) gr�fetai

ρ
ds

dt
= −∇ · Js + σ, (113)

ìpou Js = J̄s − ρsu, kaleÐtai ro  entropÐac kai isoÔtai me thn olik  ro  entropÐac
meÐon th ro  entropÐac pou ofeÐletai sth ro  thc Ôlhc.

To zhtoÔmeno t¸ra eÐnai na prosdiorÐsei kaneÐc apì poièc metablhtèc exart�tai
h entropÐa. Gia udrodunamik� sust mata se kat�stash isorropÐac h entropÐa eÐnai
sun�rthsh tou ìgkou kai thc eswterik c enèrgeiac, opìte h entropÐa an� mon�-
da m�zac ja eÐnai sun�rthsh thc eswterik c enèrgeiac an� mon�da m�zac kai tou
eidikoÔ ìgkou υ (pou eÐnai to antÐstrofo thc puknìthtac). O pr¸toc nìmoc thc
jermodunamik c gia katast�seic isorropÐac gr�fetai loipìn wc

Tds = dε + pdυ. (114)

H aploÔsterh upìjesh pou mporeÐ na k�nei kaneÐc gia th sunarthsiak  ex�rthsh
thc entropÐac gia katast�seic ektìc isorropÐac eÐnai h upìjesh topik c isorropÐa.
SÔmfwna me aut , up�rqoun epark¸c mikrèc perioqèc mèsa sto sÔsthma, oi opoÐec
brÐskontai sqedìn se jermodunamik  isorropÐa kai gia autì to lìgo, h entropÐa
touc eÐnai sun�rthsh twn Ðdiwn posot twn ìpwc kai stic katast�seic isorropÐac.
Se èna udrodunamikì sÔsthma autì shmaÐnei ìti s(r, t) = s[ε(r, t), υ(r, t)].

Apodeqìmenoi thn upìjesh topik c isorropÐac, gr�foume ton pr¸to nìmo thc
jermodunamik c wc

T
ds

dt
=

dε

dt
+ p

dυ

dt
, (115)

ìpou tìso h jermokrasÐa ìso kai h udrostatik  pÐesh eÐnai bajmwt� pedÐa pou
dÐnontai apì tic sqèseic

T−1 =

(
∂s

∂ε

)
υ

p = T

(
∂s

∂υ

)
ε

. (116)

H upìjesh topik c isorropÐac eÐnai fusik� eÔlogh, all� paramènei upìjesh. De
dÐnei kal� apotelèsmata se sust mata, ìpou parousi�zoun èntonec diergasÐec a-
kìma kai se mikroskopik  klÐmaka (ìpwc oi qhmikèc antidr�seic kai ta biologik�
fainìmena). Sth genik  perÐptwsh h entropÐa mporeÐ na eÐnai sun�rthsh perissìtè-
rwn megej¸n (pou den orÐzontai sthn kat�stash isorropÐac)   kai na exart�tai apì
thn eswterik  enèrgeia me mh-topikì trìpo. 'Enac skeptikist c mporeÐ akìma kai
na arnhjeÐ ìti mporeÐ na oristeÐ h entropÐa gia katast�seic pou brÐskontai makri�
apì thn isorropÐa.
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O pr¸toc jermodunamikìc nìmoc (116) se sunduasmì me thn exÐswsh (108)
dÐnoun

ρ
ds

dt
= − 1

T
∇ · Jq +

1

T
Π : (∇u). (117)

SugkrÐnontac thn parap�nw exÐswsh me thn (113) mporoÔme na prosdiorÐsoume
th ro  kai to rujmì aÔxhshc thc entropÐac

Js =
Jq

T
(118)

σ = − 1

T 2
Jq · ∇T − 1

T
Π : (∇u) ≥ 0. (119)

Blèpoume loipìn ìti h ro  thc entropÐac eÐnai an�logh thc ro c jermìthtac,
en¸ h paragwg  thc entropÐac ofeÐletai i) sthn anomoiogen  katanom  thc jermo-
krasÐac, ii)sthn ix¸dh sumperifor� tou jermodunamÐkoÔ sust matoc.

6.3 H upìjesh grammik c apìkrishc

H exÐswsh (119) prosdiorÐzei dÔo ìrouc pou suneisfèroun sthn paragwg  entro-
pÐac. O k�je ìroc perièqei �jroismata ginomènwn apì dÔo ìrouc. O pr¸toc ìroc
antistoiqeÐ se mÐa posìthta ro c (ro  jermìthtac, tanust c ix¸douc pÐeshc) en¸
o �lloc perièqei to grad mÐac entatik c metablht c (jermokrasÐa, pedÐo taqut -
twn). Oi posìthtec pou pollaplasi�zoun tic roèc sthn èkfrash thc paragwg c
entropÐac kaloÔntai en gènei jermodunamikèc dun�meic27.

'Ena genikì jermodunamikì sÔsthma perigr�fetai apì k�poiec jermodunamikèc
posìthtec pou antistoiqoÔn se roèc (kai pou mporoÔn na eÐnai bajmwt�, dianu-
smatik�   tanustik� pedÐa) kai se k�poiec suzugeÐc jermodunamikèc dun�meic. Tic
pr¸tec ja tic sumbolÐsoume wc Ji kai tic deÔterec wc Xi. H rujmìc paragwg c
entropÐac ja gr�fetai wc σ =

∑
i JiXi.

ApoteleÐ empeirikì dedomèno ìti se poll� jermodunamik� sust mata ektìc i-
sorropÐac oi roèc eÐnai grammikèc sunart seic twn dun�mewn. Up�rqei dhald  mÐa
sqèsh grammik c apìkrishc metaxÔ twn aitÐwn (dun�meic) kai twn apotelesm�twn
touc (roèc). Deqìmenoi aut  th grammik  sqèsh gr�foume genik� ìti

Ji =
∑
ik

LikXk, (120)

ìpou Lik fainomenologikèc par�metroi pou diafèroun apì ulikì se ulikì. Oi
par�metroi autoÐ den mporeÐ na paÐrnoun entel¸c tuqaÐec timèc. Kat' arq�c isqÔei

27
Ο λόγος που αποκαλούνται δυνάμεις είναι ότι θεωρούνται ως αίτια των ροών, όπως οι δυνάμεις

στην κλασική μηχανική είναι αίτια της κίνησης: για παράδειγμα η υπαρξή διαφορικού θερμοκρασίας

έχει ως αποτέλεσμα τη ροή θερμότητας, κλπ.
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ìti σ =
∑

ik LikXiXk ≥ 0, kai autì shmaÐnei ìti o pÐnakac Lik prèpei na eÐnai jetikìc
(na èqei jetikèc idiotimèc).

Prèpei na tonisteÐ ìti oi grammikoÐ fainomenologikoÐ nìmoi eÐnai aparaÐthto mè-
roc thc upìjeshc topik c isorropÐac. H melèth statistik¸n susthm�twn ektìc
isorropÐac, all� kai h sunèpeia twn udrodunamik¸n exis¸sewn deÐqnoun ìti h upì-
jesh topik c isorropÐac diathreÐtai sto qrìno mìno an oi fainomenologikoÐ nìmoi
eÐnai grammikoÐ.

H summetrÐa tou sust matoc epib�llei peraitèrw periorismoÔc sth morf  twn
fainomenologik¸n paramètrwn. Gia par�deigma, o Onsager èdeixe m(qrhsimopoi¸ntac
statistik  mhqanik ) ìti an oi mikroskopikoÐ nìmoi eÐnai anastrèyimoi wc proc to
qrìno (ìpwc oi exis¸seic Q�milton) tìte isqÔei Lik = Lki.
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