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Γ.06 Τριγωνομετρικά Ολοκληρώματα 

6.1 Τριγωνομετρικά Ολοκληρώματα - Πρώτη Μορφή 

Πρόκειται για ολοκληρώματα ρητών συναρτήσεων τριγωνομετρικών αριθμών, που τις 

συμβολίζουμε με  R sinx, cosx , και  των οποίων ο παρονομαστής είναι άθροισμα 

τριγωνομετρικών αριθμών. 

6.1.1 Γενική περίπτωση: 

Θέτουμε   
2

x 1 dx 1 dx
tan d d

x 1 12 2 2cos cosx
2 2 2

     



 

επειδή 2 xcosx 2cos 1
2

     έχουμε  
dx

d
1 cosx

 


. 

Επειδή όμως   

2
2

2 2
2 2

x x
1 tan 2 tan

1 22 2cosx , sinx
x x1 11 tan 1 tan
2 2


 

   
 

 

 

Εχουμε  
2 2

2 2

2

dx 1 1
d d dx

1 1
1
1

    
   

  


. Τελικά    
2

2
dx d

1
 


 

Πρώτη Μορφή – Γενική Περίπτωση 

6.1.1.1 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  
dx

I
5 4cosx









 

6.1.1.2 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  
2cos x cosx 1

I dx
cosx 1






 



 

6.1.2 Ειδικές περιπτώσεις 

(i) Αν η συνάρτηση R είναι περιττή ως προς sinx, αν δηλαδή ισχύει 

   R sinx, cosx R sinx, cosx    τότε επιλέγουμε τον μετασχηματισμό cosx  . Εχουμε: 

2

d
dx

1


 


 καθώς και 2sinx 1  . 

(ii) Αν η συνάρτηση R είναι περιττή ως προς cosx, ισχύει δηλαδή 

   R sinx, cosx R sinx, cosx    τότε επιλέγουμε τον μετασχηματισμό sinx και 

έχουμε: 
2

d
dx

1





και 2cosx 1  . 
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(iii)  Αν η συνάρτηση είναι άρτια ως προς sinx και cosx, αν δηλαδή  

   R sinx, cosx R sinx, cosx  
 

      
τότε επιλέγουμε τον μετασχηματισμό tanx   και έχουμε: 

2 2

1 d
tanx dx d dx

cos x 1


   


 

     όπου θεωρούμε γνωστά 

2 2

1 1
cosx

1 tan x 1
 

 
               

2 2

tanx
sinx

1 tan x 1


 

 
 

Πρώτη Μορφή – Ειδική Περίπτωση Ι 

6.1.2.1 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
3

cosx 1
I dx

3sinx sin x










 

6.1.2.2 Παράδειγμα  

6.1.2.3 Παράδειγμα  

6.1.2.4 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
 

3

sinx
I dx

1 cosx









 

6.1.2.5 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
 2

dx
I

sinx 2cos x 1








 

 

6.1.2.6 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
cosx

I dx
2 sinx









 

6.1.2.7 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
 

4

55

sinx cos x
I dx

1 cos x
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Πρώτη Μορφή – Ειδική Περίπτωση ΙΙ 

6.1.2.8 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

dx
I

1 3cos x









 

6.1.2.9 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
3 5

2 4

cos x cos x
I dx

sin x sin x







 


 

6.1.2.10 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
3 5

2 4

cos x cos x
I dx

sin x sin x










 

 

Πρώτη Μορφή – Ειδική Περίπτωση ΙΙΙ 

6.1.2.11 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  
2 2

dx
I

3cos x 2sin x









 

6.1.2.12 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2 2

dx
I

asin x bcos x









 

6.1.2.13 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2 2

1
I dx

5sin x 3cos x 4






 
 

 

6.1.2.14 Παράδειγμα 

 

6.1.2.15 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

dx
I

1 sin x









 

6.1.2.16 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  
dx

I
1 cosx
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6.1.2.17 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  
dx

I
7 3sinx 6cosx







 

 

6.1.2.18 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  
dx

I
sinx cosx









 

6.1.2.19 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  
dx

I
4sinx 3cosx









 

6.1.2.20 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
 

2

sinx dx
I

1 cosx









 

6.1.2.21 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
4 4

cos2x
I dx

sin x cos x









 

6.1.2.22 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 








sin2x dx
I

2 cosx
 

6.1.2.23 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
cosx sinx

I dx
cosx sins










 

6.1.2.24 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
dx

I
1 tanx









 

6.1.2.25 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
dx

I
3tanx 2









 

6.1.2.26 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
1 tan

I dx
1 tanx
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6.1.2.27 Παράδειγμα   

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2 4

3

sin x sin x
I dx

cosx cos x










 

6.1.2.28 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
3sinx 2cosx

I dx
2sinx 3cosx










 

6.1.2.29 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2 2

dx
I

3sin x 5cos x









 

6.1.2.30 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2 2

dx
I

sin x 3sinx cosx cos x







  

 

6.1.2.31 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
  

dx
I

2 sinx 3 sinx







 

 

6.1.2.32 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
3 3

dx
I

sin x cos x









 

6.1.2.33 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2sin x cosx

I dx
sinx cosx










 

6.1.2.34 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2 2

2tanx 3
I dx

sin x 2cos x










 

6.1.2.35 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

0

x sinx
I dx

1 cos x
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6.2 Τριγωνομετρικά Ολοκληρώματα- Δεύτερη μορφή 

6.2.1 Περίπτωση Ι 

Είναι ολοκληρώματα με δυνάμεις και γινόμενα των sin και cos  της μορφής 

m nsin x cos xdx       όπου n, ή m είναι περιττό 

Έστω ότι περιττό είναι το n. Αν n=1 έχουμε 

m m m 11
sin x cosxdx sin dsinx sin x c

m 1
   

   

Αν n>1 τότε γράφουμε 

n n 1cos x cos x cosx   

οπου n-1 θα είναι άρτιο. Αυτό με την βοήθεια της ταυτότητας 2 2sin x cos x 1   μπορεί να 

γραφεί ως δυνάμεις του 2sin x  οπότε καταλήγουμε σέ ολοκλήρωμα της μορφής 

(άθροισμα δυνάμεων του x)  cosxdx 

6.2.1.1 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  2 5I sin x cos xdx   

6.2.1.2 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 3I cos x cosx dx    

6.2.1.3 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 3I cos x cos2x dx    

6.2.1.4 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 4 3I cos 2x sin 2x dx    

6.2.1.5 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 3 2I sin x cos x dx    

6.2.1.6 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  53I sin 3x cos 3x dx    

6.2.1.7 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  2 3I sin x cos x dx     
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6.2.1.8 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 5sin xcosxdx   

6.2.1.9 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 5 2I sin x cos x dx   

6.2.1.10 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 3 4I sin x cos x dx   

6.2.1.11 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 3 3I sin x cos x dx   

6.2.1.12 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

4 3

0

35sin cos xdx


   

6.2.1.13 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 4 5sin xcos xdx   

6.2.1.14 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 2sin2xcos 2xdx   

6.2.1.15 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
4

3

0

cos 2 sin2 d


     

6.2.1.16 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

2 3

0

sin 2 cos 2 d


     

6.2.1.17 Πρόβλημα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 2 5sin xcos xdx   
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6.2.2 Περίπτωση ΙΙ  

Περιλαμβάνει ολοκληρώματα της μορφής m nsin x cos xdx  όπου τώρα τα n και  m είναι άρτια. 

Για την λύση τους βασιζόμαστε στις ταυτότητες 

2 21 1 1 1 1
sinxcosx sin2x, sin x cos2x, cos x cos2x

2 2 2 2 2
      

6.2.2.1 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  2 2I sin xcos xdx   

6.2.2.2 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  4 2I sin xcos xdx   

6.2.2.3 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 2 4I sin x cos x dx    

6.2.2.4 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 4 4I sin x cos x dx    

6.2.2.5 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

4 2

0

I sin x cos x dx


   

6.2.2.6 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 6 2sin xcos xdx   

6.2.2.7 Πρόβλημα 

Ποιο ολοκλήρωμα χρειάζεται περισσότερη δουλειά για να υπολογισθεί 

798sin xcosxdx               ή             4 4sin xcos xdx  

Εξηγείστε. 
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6.2.3 Περίπτωση ΙΙΙ 

Περιλαμβάνει μορφές 

n msin x cos x dx   

όπου n και m είναι ρητοί. Εργαζόμαστε ως εξής: 

1. αν ο m είναι ακέραιος περιττός τότε κάνουμε την αντικατάσταση t cosx  

2. αν ο n είναι ακέραιος περιττός τότε κάνουμε την αντικατάσταση t sinx  

3. αν n+m είναι άρτιος τότε κάνουμε την αντικατάσταση tanx=t ή cosx=t 

6.2.4 Περίπτωση IV 

Περιλαμβάνει τις μορφές 

α. msin x dx ,     β.   mcon x dx ,    m αρνητικός ακέραιος 

α. γράφουμε 
 

m

m m

dx dx
I sin x dx

sinx x x
2sin cos

2 2

 


 
 
 
 



  
 
 
 

 και εργαζόμαστε όπως στην  

β. μετασχηματίζουμε το cos σε sin γράφοντας 
m

m
m

dx dx
I cos xdx

cos x
sin x

2








 





  
 

 
   

6.2.4.1 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
xcos

I dx
sinx






  

6.2.5 Περίπτωση V 

Περιλαμβάνει ολοκληρώματα της μορφής 

1.   sinmx cosnxdx      2.  sinmx sinnxdx       3.  cosmx cosnxdx  

α. Εάν m=n τότε με απλή αλλαγή της μεταβλητής από x σε mx ή nx το ολοκλήρωμα λύνεται 

εύκολα. 

β. Εάν mn τότε το ολοκλήρωμα λύνεται με την βοήθεια των τριγωνομετρικών ταυτοτήτων 

    1
2

sinA cosB sin A B sin A B      

    1
2

sinA sinB cos A B cos A B      

    1
2

cosA cosB cos A B cos A B      
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6.2.5.1 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα sin3xsin3xdx




   

6.2.5.2 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

0

sinxcosxdx


   

6.2.5.3 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  I sin5x sin3xdx   

Εχουμε            
1 1 1 1
2 2 4 16I sin5x sin3xdx cos2xdx cos8xdx sin2x sin8x c  

6.2.5.4 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  I sin2x cos3x dx    

6.2.5.5 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

0

sin2xcos3xdx


   

6.2.5.6 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
0

sin3xcos2xdx


   

6.2.5.7 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα I cos3x cos2x dx    

6.2.5.8 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  I sin3x sin2x dx    

6.2.5.9 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
0

sin 4xcos3xdx


   

6.2.5.10 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

0

I sinmx cosnx dx, m n
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6.2.5.11 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

0

I cosmx cosnx dx, m n


     

6.2.5.12 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

0

I sinmx sinnx dx, m n


     

6.2.5.13 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  I sin5x cos2x dx   

6.2.5.14 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα I sinax sinbx dx   

6.2.5.15 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα I sinx cos2x dx   

6.2.5.16 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

0

cosxcos7xdx


   

6.2.5.17  Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
0

cos3xcos4xdx


   

6.2.5.18 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα I cos3x cos5x dx   

6.2.5.19 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα I sin5x cos4x dx   

6.2.5.20 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα I sin4x cos5x dx   

6.2.5.21 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα sin3xcos5xdx   
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6.3 Τριγωνομετρικά Ολοκληρώματα - Τρίτη Μορφή 

Περιλαμβάνει ολοκληρώματα της μορφής 

1. 
2n 1

2n 2n 1

sin x
dx

cos x ή cos










           ή     
2n 1

2n 2n 1

cos x
dx

sin x ή sin










 

2.  
2n

2n 2n 1

sin x
dx

cos x ή cos x






      ή   
2n

2n 2n 1

cos
dx

sin x ή sin x






 

Γενικά 

3. 
k

k

sin x cos x
ή dx, k, N

cos x sin x





 
 
 
 

  

4. 
dx

τριγωνομετρικό γινόμενο






 

6.3.1 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

4

sin x
I dx

cos x






   

 

6.3.2 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  
5

8

sin x
I dx

cos x






   

 

6.3.3 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  
4

2

cos x
I dx

sin x






   

 

6.3.4 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  
dx

I
cosx
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6.4 Τριγωνομετρικά Ολοκληρώματα - Τέταρτη Μορφή 

Περιλαμβάνει περιπτώσεις που αναφέρονται στην συνέχεια μαζί με τον μετασχημαστισμό που 

κάνουμε για την λύση τους. 

1. 2 kx1 coskxdx 1 coskx 2cos
2

    

2. 2 kx1 coskxdx 1 coskx 2sin
2

    

3. 2π π kx
1 sinkxdx 1 sinkx 1 cos kx 2cos

2 4 2

   
         

   
  

4. 2π π kx
1 sinkxdx 1 sinkx 1 cos kx 2sin

2 4 2

   
         

   
  

Παρατήρηση 

Εχουμε 2 2x x
cos sin 1

2 2
     και  

k k
sinkx 2cos x sin x

2 2
  . Οπότε 

2 k k k k
1 sinkx cos x sin x 2cos x sin x

2 2 2 2
    

2
k k

cos x sin x
2 2

 
  
 

 

και το ολοκλήρωμα γίνεται 

k k k k
1 sinkx dx cos x sin x dx cos x dx sin x dx

2 2 2 2

  
   
  

 

 
     

 
 

Παραδείγματα 

6.4.1 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  I 1 cos5xdx   

6.4.2 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  I 1 cos4xdx   

6.4.3 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  I 1 sin4xdx   

6.4.4 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  I 1 sin3xdx   

6.4.5 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα   
2 2I 1 cosx sin xdx    
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6.4.6 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
4

0

1 cos4xdx


   

6.4.7 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 

2

0

1 cosx
dx

2







  

6.4.8 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 2

o

1 sin t dt


   

6.4.9 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
4

2

0

1 tan xdx


   

6.4.10 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
2

0

1 cos2 d


      

6.4.11 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
0

1 cos2xdx


   

6.4.12 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 2

0

1 cos d


     

6.4.13 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
4

2

0

sec x 1dx


   

6.4.14 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  
3 22

0

1 cos t dt
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6.5 Τριγωνομετρικά Ολοκληρώματα Πέμπτη Μορφή 

6.5.1 Περίπτωση Ι 

Πρόκειται για ολοκληρώματα της μορφής 

 1. ntan xdx   2. ncot xdx   3. nsec xdx   4. ncsc xdx  

1. Με αφετηρία τις σχέσεις   2tanx sec x

  και 2 2tan x sec 1   γράφουμε 

 n n 2 2 n 2 2 n 2 2 n 2tan x tan x tan x tan x sec 1 tan x sec tan x           

που ολοκληρώνεται εύκολα. 

2. Με αφετηρία τις σχέσεις   2cotx csc x

   και 2 2cot x csc x 1   γράφουμε 

 n n 2 2 n 2 2 n 2 2 n 2cot x cot xcot x cot x csc x 1 cot xcsc x cot x         

που επίσης ολοκληρώνεται εύκολα. 

6.5.2 Περίπτωση ΙΙ  

Πρόκειται για ολοκληρώματα της μορφής 

nsec x dx                 ncsc xdx  

1. Για άρτιο n, με την βοήθεια της σχέσης 2 2sec x tan x 1   γράφουμε 

 
 n 2

n n 2 2 2 22sec x sec x sec x tan x 1 sec x


      

ενώ για περιττά n κάνουμε ολοκλήρωση κατά μέρη. 

2. Για άρτια n και με την βοήθεια της σχέσης 2 2csc x cot x 1   γράφουμε 

 
n 2

n n 2 2 n 2 2 22csc x csc x csc x csc cot 1 csc x


      

6.5.3 Περίπτωση ΙΙΙ  

Πρόκειται για ολοκληρώματα της μορφής 

  m ntan x sec xdx ,          m ncot x csc xdx  

 Για n άρτιο γράφουμε m n m n 2 2tan xsec x tan xsec xsec x  και με την βοήθεια της 

σχέσης 2 2sec x tan x 1   εκφράζουμε την παράσταση σε όρους του 2tan x  

 Για n και m περιττά γράφουμε  
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m n m 1 n 1tan x sec x tan x sec x secx tanx       

και εκφράζουμε το m 1tan x  σε όρους του 2sec x  με την βοήθεια της σχέσης 

2 2tan x sec x 1   

 Για n περιττό και m άρτιο γράφουμε όλο το γινόμενο σε όρους του secx και 

ολοκληρώνουμε κατά μέρη. 
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