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Άδειες Χρήσης 

 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδε-

ια χρήσης αναφέρεται ρητώς.  

 

 

 

Χρηματοδότηση 
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δάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Πατρών» έχει χρηματοδο-

τήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια 

Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό 
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8.3 Γ.08.3 Εμβαδά εκ Περιστροφής  

8.3.1 Εμβαδό επιφανείας εκ περιστροφής καμπύλης περί τον άξονα των x. 

Θεωρούμε την γραφική παράσταση της y=f(x) και περιστρέφουμε την καμπύλη y=f(x) περί τον ά-

ξονα των x.  

 

Γεννάται έτσι μία επιφάνεια εκ περιστροφής που την συμβολίζουμε με Σ. Σκοπός μας είναι να εκφρά-

σουμε το εμβαδό της με την βοήθεια του ολοκληρώματος. 

Σύμφωνα με το σχήμα που ακολουθεί  

 

μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η λεία  αυτή επιφάνεια αποτελείται από απείρως πολλές απειροστές 

ζώνες που το εμβαδό της κάθε μιας είναι 2πf(x) επί το εύρος της κάθε ζώνης που είναι 

 2 2ds dx dy . Επομένως, και κάνοντας χρήση του Θεωρήματος Μέσης Τιμής1,  το ολικό εμβαδό 

θα είναι  

           
b b

22 2

a a

2πf x dx dy 2πf x 1 f x dx  

Επομένως θα έχουμε ότι το εμβαδόν της επιφάνειας που προκύπτει από την περιστροφή της f(x) (

0) στο διάστημα [a,b] περί τον άξονα των x είναι 

                                                      
1.  [ΒΟΟΚ0693, 439] 
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   


 
 
 



 
        

 

b
b 2

2

a
a

dy
A 2π f x 1 f x dx 2 π y 1 dx

dx
 

Άρα: 

Το εμβαδόν της επιφάνειας που προκύπτει από την περιστροφή της f(x) (0) στο διάστημα [a,b] 
περί τον άξονα των x είναι 

   




    

b
2

a

A 2π f x 1 f x dx  

 

Παραδείγματα 

8.3.1.1 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδό σφαιρικής επιφανείας ακτίνας r που προκύπτει από περιστροφή της 

 2 2y r x  στο [-r,r] περί τον άξονα των x. 

 

8.3.1.2 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδό της παράπλευρης επιφάνειας ενός ορθού κυκλικού κώνου ύψους h και βά-

σης R. 

 

8.3.1.3 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που προκύπτει από την περιστροφή, περί τον άξονα των x, 

της γραφικής παράστασης της  3y x  στο [0,1]. 

 

8.3.1.4 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που προκύπτει από την περιστροφή, περί τον άξονα των x, 

της γραφικής παράστασης της  2y x  στο  1 x 2 . 

 

8.3.1.5 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που γεννάται από την περιστροφή γύρο από τον άξονα x του 

τόξου της καμπύλης y=sinx από x=0 έως x=π/2. 
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8.3.1.6 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που γεννάται από την περιστροφή της καμπύλης y 2 x   

στο διάστημα  1 x 2   περί τον άξονα των x. 

 

8.3.1.7 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που γεννάται από την περιστροφή της καμπύλης  3y x  , 

 0 x 1 2  . 

  

8.3.1.8 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που γεννάται από την περιστροφή της y x   στο  0,2  περί 

τον άξονα των x. 

 

8.3.1.9 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας S που γεννάται από την περιστροφή της γραφικής παράστα-

σης της  
3 21

y x x
3

  περί τον άξονα των x για  1 x 3  .  

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
 

8.3.2 Εμβαδά επιφανείας εκ περιστροφής περί τον άξονα των y. 

Με μέθοδο όμοια με αυτήν της προηγούμενης περίπτωσης μπορούμε να παραγάγουμε την έκφρα-

ση που μας δίδει το εμβαδά της επιφάνειας που προκύπτει από περιστροφή της y=f(x) (>0) γύρο 

από τον άξονα των y για  a x b .  

Τα στοιχειώδη εμβαδά  θα είναι    2 2dA ds 2πx 2πx dx dy  και επομένως 

     
b

2

a

A 2πx 1 f x dx  

Άρα:  Το εμβαδόν της επιφάνειας που προκύπτει από την περιστροφή της    f x 0  στο διάστημα 

[α,β] περί τον άξονα των y είναι       
b

2

a

A 2π x 1 f x dx  

Αρα: 

Το εμβαδό της επιφάνειας που προκύπτει από την περιστροφή της    f x 0  στο διάστημα 

[α,β] περί τον άξονα των y είναι 

     
b

2

a

A 2π x 1 f x dx  
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Παραδείγματα 

8.3.2.1 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που προκύπτει από την περιστροφή του τόξου της καμπύλης 

 2x y  από y=0 έως y=1 γύρο από τον άξονα y. 

8.3.2.2 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που γεννάται από την περιστροφή της  x 2 4 y   περί τον 

άξονα των y στο διάστημα  0 y 15 4  . 

8.3.2.3 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που γεννάται από την περιστροφή της  x 2y 1   περί τον 

άξονα των y στο διάστημα  5 8 y 1   . 

  

8.3.2.4 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που γεννάται από την περιστροφή της  3x y   στο διάστημα 

 0,1   περί τον άξονα y. 

 . 

8.3.2.5 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που γεννάται από την περιστροφή της    2f x x   στο διάστη-

μα  0,1   περί τον άξονα των y. 

8.3.2.6 Παράδειγμα  

Το τμήμα του τόξου της παραβολής  2y x  από το σημείο (1,1) έως το σημείο (2,4) περιστρέφεται 

περί τον άξονα των y. Να ευρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας που προκύπτει. 
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8.3.3 Εμβαδά με ολοκλήρωση ως προς y  

Υποθέτουμε τώρα ότι τα boundaries είναι συναρτήσεις του y και όχι του x όπως στο σχήμα ??? 

 

Περιστρέφοντας τώρα την επιφάνεια R γύρο από τον άξονα των y προκύπτει στερεό του οποίου ο 

όγκος είναι 

            
d

2 2

c

V π F x G x dy
 

8.3.3.1 Παράδειγμα  

Το ευθύγραμμο τμήμα  x 1 y  ,  0 y 1  περιστρέφεται περί τον άξονα των y και γεννά την πα-

ράπλευρη επιφάνεια ενός κώνου. Να ευρεθεί το εμβαδό 

 

8.3.3.2 Παράδειγμα (SH 304)  

Να ευρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από τις καμπύλες  2x y  και x-y=2 με ολοκλήρωση 

α) ως προς x β) ως προς y. 

 

8.3.3.3 Παράδειγμα  

Το τόξο της παραβολής  2y x  από (1,1) έως (2,4) περιστρέφεται περί τον άξονα των y. Να ευρεθεί 

το εμβαδό της επιφάνειας που προκύπτει. 
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