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Άδειες Χρήσης 

 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative 

Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου 

άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ρητώς.  

 

 

 

Χρηματοδότηση 

 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδε-

υτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Πατ-

ρών» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτι-

κού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 

«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 

Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 

πόρους. 
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8.2 Γ.08.2   Επίπεδα Εμβαδά 

8.2.1 Εμβαδόν Χωρίου 

Εάν  f x 0  για x στο διάστημα  a,b , το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη f μεταξύ των 

σημείων x=a και x=b είναι  
b

a

f x dx . Εάν η f είναι αρνητική σε κάποια σημεία  a,b , τότε 

 
b

a

f x dx  είναι το προσημασμένο εμβαδά μεταξύ της f, του άξονα των γραμμών x=a και 

x=b. 

Παραδείγματα 

8.2.1.1 Πρόβλημα 

Να ευρεθεί το εμβαδόν της περιοχής που περικλείεται από τον άξονα των x, τον άξονα των 

y, την γραμμή x=2  και την παραβολή 2y x . 

 

8.2.1.2 Πρόβλημα 

Να υπολογισθεί το εμβαδόν της περιοχής που περικλείεται από την καμπύλη 3y x , τον 

άξονα των x και την γραμμή x=1. 

 

8.2.1.3 Πρόβλημα  

Να παρασταθεί γραφικά το  
2

2

0

x 1 dx



  και να υπολογισθεί. 

 

8.2.1.4 Πρόβλημα 

Να υπολογισθεί το εμβαδόν μεταξύ της 3y x  και του άξονα των x στο διάστημα 
1
,1
2

 
 
 

. 

 

8.2.1.5 Πρόβλημα 

Να βρεθεί το εμβαδό της επιφάνειας κάτω από την καμπύλη y x  από 0 έως 1 

 

8.2.1.6 Παράδειγμα 

Ένα παραβολικό άνοιγμα θύρας έχει βάση 1.8m και ύψος 2.4m και έχει αφαιρεθεί από τον 

τοίχο. Να ευρεθεί το εμβαδό του τμήματος του τοίχου που αφαιρέθηκε. 
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8.2.2 Εμβαδά μεταξύ καμπυλών 

Εάν f και g είναι δύο συναρτήσεις που ορίζονται στο διάστημα  a,b  με 

     f x g x x a,b    τότε ορίζουμε ως περιοχή μεταξύ των γραφικών παραστάσεων των f 

και g στο  a,b  το σύνολο των σημείων  x,y  έτσι ώστε a x b   και    f x y g x  . Τότε, 

εάν οι συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιμες στο διάστημα  a,b  το εμβαδόν αυτό ισούται με  

   
b

a

f x g x dx

     

Θεωρούμε λοιπόν το εμβαδόν αυτό ότι αποτελείται από άπειρα απειροστά πλάτους dx, 

ένα για κάθε x στο διάστημα  a,b . Το ύψος του κάθε ορθογωνίου είναι      h x g x f x   

και το εμβαδόν    h x f x dx    . Το ολικό εμβαδά θα είναι το ολοκλήρωμα    g x f x dx

   

 

Παραδείγματα 

8.2.2.1 Παράδειγμα 

Να σχεδιασθεί και να υπολογισθεί το εμβαδόν μεταξύ των x και 2x 1  στο διάστημα  2,2  

 

8.2.2.2 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από την καμπύλη 2y x 2  , y x  , x 0   

και x 1  . 

 

8.2.2.3 Παράδειγμα 

Να σχεδιασθεί και να υπολογισθεί το εμβαδόν μεταξύ των 2x  και x+3 στο διάστημα  1,1  

8.2.2.4 Παράδειγμα 

Να σχεδιασθεί και να υπολογισθεί το εμβαδόν μεταξύ των 2x  και 3x  για τα x μεταξύ 0 και 

1. 

 

8.2.2.5 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδόν μεταξύ του άξονα των x και της καμπύλης 1 cos4x  στο διάστημα 

0 x     

 

8.2.2.6 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδό του χωρίου στο πρώτο τεταρτημόριο που ορίζεται άνω από την 

y x  και κάτω από τον άξονα των x και την γραμμή y x 2   . 
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8.2.2.7 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται εκ των άνω από την xy e , εκ των κάτω 

από την y x  από αριστερά από την x 0  και δεξιά από την x 1  . 

 

8.2.2.8 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από τις καμπύλες y cosx  , y 0 , x 0  και 

x 3 5    

 

8.2.2.9 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό του χωρίου μεταξύ των γραφικών παραστάσεων των  

  2f x x 4x 10    ,                   2g x 4x x   ,            1 x 3   

8.2.2.10 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό που περιλαμβάνεται μεταξύ της y 2x 3  , του άξονα των x και των 

συντεταγμένων x=1 και x=4. 

 

8.2.2.11 Παράδειγμα  

Να σχεδιασθεί η καμπύλη 3 2y x 2x 5x 6     μεταξύ των x=-3 και x=2 και να υπολογισθεί 

το εμβαδό ποτ περιλαμβάνεται μεταξύ της καμπύλης και του άξονα των x. 

 

8.2.2.12 Παράδειγμα  

Να προσδιορισθεί το εμβαδό που περιλαμβάνεται μεταξύ της καμπύλης 2y 3x 4   του 

άξονα των x και των συντεταγμένων x=1 και x=4. 

 

8.2.2.13 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό μεταξύ της y=sinx, του άξονα των x και των x=0  και x=π/3. 

 

8.2.2.14  Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό μεταξύ της  2y 4cos   , του άξονα των θ και των θ=0 και 2
   ‘ 
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8.2.3 Εμβαδά μεταξύ τεμνομένων καμπυλών  

Για να βρούμε το εμβαδόν μεταξύ των γραφικών παραστάσε-

ων των συναρτήσεων f(x) και g(x) στο διάστημα από x=a έως 

x=b πρώτα σχεδιάζουμε τις γραφικές παραστάσεις και προσ-

διορίζουμε τα σημεία όπου f(x)=g(x). 

 Έστω π.χ. ότι    f x g x  για a x c  ,    f c g c  και 

   f x g x  για c x b   όπως στο διπλανό σχήμα  (MW.  

242.4.6.5). Τότε το εμβαδόν θα είναι:  

       
c b

a c

A f x g x dx g x f x dx  
 

           . 

 

8.2.3.1 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδόν που περικλείεται εκ των άνω από την 2y 4 x   και εκ των κάτω 

από τον άξονα των x. 

 

8.2.3.2 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδόν της περιοχής που περικλείεται εκ των άνω από την y=x+2 και εκ 

των κάτω από την 2y x . 

 

8.2.3.3 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδόν μεταξύ των y=sinx και y=cosx στο διάστημα π/4 , 5π/4. 

 

8.2.3.4 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδόν μεταξύ των y=4x και 3y x  από x=-2 έως x=2. 

 

8.2.3.5 Παράδειγμα  

Να υπολογισθεί το εμβαδόν μεταξύ των x και 2x  στο διάστημα  0,2  

 

8.2.3.6 Παράδειγμα 

Να υπολογισθεί το εμβαδόν μεταξύ των 3x  και 23x 2x  στο [0, 2]. 

 

8.2.3.7 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδόν μεταξύ των 2x y 2   και y x . 
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8.2.3.8 Παράδειγμα  

Οι καμπύλες 2x y  και 21
x 1 y

2
   (που καμία δεν είναι γραφική παράσταση συνάρτησης 

y=f(x)) διαιρούν το επίπεδο xy σε πέντε περιοχές εκ των οποίων μία μόνο είναι φραγμένη. 

Να σχεδιασθεί και να υπολογισθεί το εμβαδόν. 

Σχεδιάζοντας το x ως συνάρτηση του y ευρίσκουμε το σχήμα. Με βάση τους κανόνες για τον υπολο-

γισμό εμβαδού μεταξύ τεμνομένων καμπυλών έχουμε: 

 

8.2.3.9 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδό μεταξύ των καμπυλών 
2y x 1    και y 7 x    

 

8.2.3.10 Παράδειγμα  

1. Να ευρεθούν οι συντεταγμένες των σημείων τομής των καμπυλών 
2y x   και 

2y 8x  . 

2. Να σχεδιασθούν οι ίδιες καμπύλες 

3. Να υπολογισθεί το εμβαδό μεταξύ αυτών των καμπυλών. 

 

8.2.3.11 Παράδειγμα 

Με την βοήθεια της ολοκλήρωσης να ευρεθεί το εμβαδό μεταξύ των τριών ευθειών 

y 4 x   , y 3x  , 3y x  . 

 

8.2.3.12 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό του χωρίου μεταξύ των καμπυλών 2y x 2x    και 2y 4 x    

 

8.2.3.13 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το ολικό εμβαδό Α που βρίσκεται μεταξύ των καμπυλών y sinx  και y cosx  

στο διάστημα από x=o και x=2π. 

 

8.2.3.14 Παράδειγμα 

Να ευρεθεί το εμβαδό του χωρίου μεταξύ των γραφικών παραστάσεων της   2f x x 5x 7     

και  g x x 12    στο  2,5  . 

 

8.2.3.15 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί το εμβαδό μεταξύ των καμπυλών 2y 8 x  . y 8x   και y x   

 

8.2.3.16 Παράδειγμα  

Να ευρεθεί η γραμμή y mx  η οποία διαιρεί την καμπύλη  y x 1 x   στο  0,1   σε δύο 

περιοχές με το ίδιο εμβαδό. 
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