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Α’ μέρος: 
· Τάξη όπου απευθύνεται:

	
	
	
	
	
	


· Περιοχή: Αριθμοί και πράξεις

· Ενότητα: Ασκήσεις- προβλήματα με το κλάσμα ως «μέρος-όλου» 

Β’ μέρος:

· Τι θέλουμε να ελέγξουμε

Γενικά, οι ασκήσεις που περιλαμβάνουν το κλάσμα ως «μέρος- όλου» αποτελούν δραστηριότητες που προωθούν τη σκέψη και την κατανόηση των μαθητών για τη σχέση μέρους-όλου. Προκύπτουν διαφόρων ειδών ασκήσεις- προβλήματα που αφορούν το κλάσμα ως μέρος-όλου, ανάλογα με το τι ζητάμε να βρούνε οι μαθητές κάθε φορά. Επομένως, μία κατηγορία ασκήσεων αφορά την αναζήτηση του «όλου» ενός κλάσματος, μία δεύτερη κατηγορία την αναζήτηση του «μέρους» ενός κλάσματος, ενώ υπάρχει μία ακόμα κατηγορία ‘συνδυαστική’ σύμφωνα με την οποία ζητείται τόσο το όλο όσο και το μέρος ενός κλάσματος.
Η παρούσα ερευνητική εργασία εστιάζει στην κατηγορία ασκήσεων «Αναζητώντας το όλο», η οποία παρέχει στους μαθητές τα μέρη σχημάτων και τους ζητάει να αποφασίσουν και να σχεδιάσουν πώς θα μοιάζει το «όλο» και στη συνέχεια να αιτιολογήσουν την απάντησή τους. Αναλυτικότερα, είναι πολύ πιθανόν, ενώ οι μαθητές επεξεργάζονται τα ερωτήματα των ασκήσεων, να βρεθούν εύκολα σε σύγχυση για το ποιο είναι το «όλο», να μετρούν τα μέρη χωρίς να λαμβάνουν υπ’ όψιν το όλο ή ενδεχομένως να μην κατανοούν ότι τα μέρη του «όλου», που καλούνται να σχεδιάσουν πρέπει να είναι όλα ίσα  σε μέγεθος μεταξύ τους.
Επομένως, σκοπός της συγκεκριμένης ερευνητικής εργασίας είναι να ελεγχθεί το κατά πόσο οι μαθητές Στ’ δημοτικού δυσκολεύονται να βρουν και να σχεδιάσουν το «όλο» ενός κλάσματος και να αιτιολογήσουν τεκμηριωμένα την απάντησή τους, δεδομένου ότι έχουν διδαχθεί την ενότητα «κλάσματα» στη γ’ και δ’ δημοτικού, ενώ ειδικότερα στην ε’ δημοτικού έχουν διδαχθεί πράξεις με κλάσματα τόσο μέσω της θεωρίας όσο και μέσω πρακτικών ασκήσεων.
· Πώς θα το ελέγξουμε (με ποια ερωτήματα- προβλήματα)

Η εν λόγω ερευνητική υπόθεση θα ελεγχθεί με τον εξής τρόπο: θα δοθεί σε μαθητές Στ’ δημοτικού ένα φύλλο εργασίας με τίτλο «Αναζητώντας το όλο», το οποίο θα περιέχει δύο (2) ασκήσεις με δύο ερωτήματα η καθεμία (σύνολο: 4 ερωτήματα) και θα εξετάσει όχι μόνο τις γνώσεις των μαθητών για τα κλάσματα αλλά και την αυτή καθεαυτή ικανότητά τους να αποτυπώνουν σε σχήμα το κλάσμα που θεωρούν ως «όλο» αιτιολογώντας με επιχειρήματα τις απαντήσεις τους. Αξίζει να σημειωθεί ότι τα ερωτήματα των ασκήσεων θα είναι κλιμακούμενης δυσκολίας. 
Η έρευνα που θα διεξαχθεί είναι ποσοτική, ως μέθοδος συλλογής δεδομένων θα χρησιμοποιηθεί το προαναφερθέν φύλλο εργασίας με τίτλο «Αναζητώντας το όλο». Επιπλέον, τα ερευνητικά υποκείμενα της συγκεκριμένης εργασίας θα είναι μαθητές της Στ’ 2 τάξης (20 σε σύνολο) του 26ου Δημοτικού σχολείου Πατρών. 
· Θεωρητικό υπόβαθρο (γιατί είναι σημαντικό αυτό που θα ψάξουμε)
Η γνώση και η μάθηση για τα κλάσματα επεκτείνει την κατανόηση των μαθητών για το αριθμητικό μας σύστημα. Ενώ οι ακέραιοι αριθμοί αντιπροσωπεύουν ποσότητες από ακέραιες μονάδες, τα κλάσματα εκφράζουν μέρη από ακέραιες μονάδες ή μέρη από σύνολα. Πιο συγκεκριμένα, και σχετικά με το θέμα που πραγματεύεται η παρούσα ερευνητική εργασία, η έννοια του κλάσματος εισάγεται συνήθως μέσα από το μοντέλο του μέρους-όλου. Αυτό το μοντέλο περιλαμβάνει ένα γεωμετρικό σχήμα, όπως ένα κύκλο ή ένα ορθογώνιο, που θεωρείται ως «όλο». Επιπροσθέτως, το όλο χωρίζεται ή διαιρείται σε ένα συγκεκριμένο αριθμό ισομεγεθών μερών. Το μέγεθος των ξεχωριστών μερών του όλου εξαρτάται από τον αριθμό των μερών που θέλουμε να διαιρέσουμε τη συνολική ποσότητα, το όλο. Σε όσα περισσότερα κομμάτια διαιρούμε την ολόκληρη τόσο μικρότερα κομμάτια θα δημιουργούνται (Κολέζα Ευγενία, Θεωρία και πράξη στη διδασκαλία των μαθηματικών, Εκδόσεις Τόπος, 2009).
Αν και τα κλάσματα βρίσκονται παντού γύρω μας, η μάθηση και γνώση των κλασμάτων και της έννοιας τους θεωρείται δύσκολη για πολλούς μαθητές. Η διδασκαλία των κλασμάτων πρέπει να επικεντρώνεται στο νόημα και το ρόλο των κλασμάτων πριν γνωστοποιηθούν στα παιδιά οποιοιδήποτε θεωρητικοί κανόνες για τα κλάσματα (eworkshop.on.ca – Online Teaching Resource, Learning Modules, Numeracy Modules, Grades 4 to 6, Fractions ).
Μέσω μακροχρόνιων ερευνών που έχουν πραγματοποιηθεί στη διδακτική των μαθηματικών, έχουν μελετηθεί και κατηγοριοποιηθεί οι παρανοήσεις και τα σφάλματα στα οποία υποπίπτουν οι μαθητές σχετικά με τη σύλληψη και κατανόηση της έννοιας του κλάσματος ως μέρους- όλου. Αρχικά λοιπόν, οι μαθητές τείνουν να γράφουν το κλάσμα ως  [image: image4.emf] αντί για [image: image6.emf]. Παραδείγματος χάριν, οι μαθητές λένε ότι το [image: image8.emf]  του διπλανού σχήματος είναι γραμμοσκιασμένο.
                                                                               Εικόνα 1.
Ακόμα, οι μαθητές δυσκολεύονται να καταλάβουν ότι, όταν βρίσκουν υπό τη μορφή κλάσματος σχήματα, μήκη ή εμβαδά, τα μέρη που σχεδιάζουν πρέπει να είναι ίσα σε μέγεθος. Επιπλέον, συχνά δεν καταλαβαίνουν ότι τα κλάσματα είναι αριθμοί, όπως επίσης και μέρη ενός όλου. Για παράδειγμα, δε μπορούν να τοποθετήσουν τον αριθμό [image: image10.emf] σε αριθμογραμμή ή λένε ότι «τα [image: image12.emf] δεν είναι αριθμός αλλά ένα μέρος αριθμού. Επιπρόσθετα, μία πολύ συχνή και σημαντική παρανόηση των παιδιών στην περιοχή του κλάσματος είναι πως σε σύνθετα ερωτήματα- προβλήματα βρίσκονται εύκολα σε σύγχυση σχετικά με το ποιο είναι το όλο. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα αποτελεί το ακόλουθο πρόβλημα: «Η Άννα  ξόδεψε τα [image: image14.emf]  του χρόνου που είχε για μελέτη διαβάζοντας μαθηματικά.
Της έχει απομείνει [image: image16.emf]  της ώρας ακόμα για μελέτη. Ποιος είναι ο συνολικός χρόνος που η Άννα έχει προγραμματίσει να αφιερώσει για μελέτη;». Όταν οι μαθητές έρχονται αντιμέτωποι με ένα τέτοιου είδους πρόβλημα, μπορεί εύκολα να βρεθούν σε σύγχυση για το όλο. Είναι το όλο ο συνολικός χρόνος που η Άννα προγραμμάτισε να μελετήσει ή είναι ολόκληρη η μία ώρα (60 λεπτά); 
Εν συνεχεία, τα παιδιά έχουν την τάση να θεωρούν πως τα κλάσματα πρέπει να είναι μικρότερα της μονάδας με αποτέλεσμα μόλις έρχονται αντιμέτωποι με ένα κλάσμα μεγαλύτερο της μονάδας να πιστεύουν πως δεν πρόκειται για κλάσμα υποστηρίζοντας πως σε ένα κλάσμα ο αριθμητής πρέπει να είναι πάντα μεγαλύτερος του παρονομαστή.  Μία ακόμα σημαντική παρανόηση των μαθητών στη περιοχή των κλασμάτων είναι πως συνηθίζουν να μετράνε μέρη χωρίς να λαμβάνουν υπ’ όψιν το όλο.

Για παράδειγμα, στη διπλανή εικόνα 

Οι μαθητές συνήθως απαντούν ότι 
                                                                          τα  [image: image18.emf] του τετραγώνου είναι                      

γραμμοσκιασμένα.

                                  Εικόνα 2.
Τέλος, ένα χαρακτηριστικό σφάλμα στο οποίο υποπίπτουν τα παιδιά, όσον αφορά τις γνώσεις τους για τα κλάσματα είναι πως όταν αντικρίζουν ή δημιουργούν ένα σχήμα, τα ισομεγέθη μέρη του πρέπει οπωσδήποτε να φαίνονται (και να είναι) ίδια. Το προαναφερθέν σφάλμα θα γίνει κατανοητό μέσα από το ακόλουθο παράδειγμα: 

Οι μαθητές αντικρίζοντας το διπλανό σχήμα 

έχουν την πεποίθηση ότι δεν 
                                                        απεικονίζει σε τέταρτα το εμβαδόν του 
                                                        παραλληλογράμμου γιατί τα μέρη του 
                                                        «δεν είναι το ίδιο σχήμα».

Εικόνα 3.
(America’s Choice, Mathematics Navigator,                                                      

Misconceptions and Errors, σελ.14-16).
Στην εν λόγω ερευνητική εργασία οι ασκήσεις που επιλέχθηκαν να δοθούν στα ερευνητικά υποκείμενα στηρίζονται σε όλες τις παρανοήσεις- δυσκολίες που αντιμετωπίζουν τα παιδιά σε ασκήσεις με κλάσματα, -στις οποίες δίνεται το μέρος και ζητείται το όλο- για τις οποίες έγινε λόγος παραπάνω . Επομένως, κρίνεται απαραίτητο να διαπιστωθεί εάν οι προαναφερθείσες παρανοήσεις- σφάλματα των παιδιών σε σχέση με τα κλάσματα συνεχίζουν να υφίστανται και να επιβεβαιώνονται. 

· Μορφή φύλλου εργασίας

Η ακριβώς επόμενη σελίδα αποτελεί το φύλλο εργασίας, με τις ασκήσεις που πρόκειται να δοθούν στα ερευνητικά υποκείμενα της εν λόγω ερευνητικής εργασίας, δηλαδή σε 15 μαθητές της Στ’ 2 τάξης και σε 5 μαθητές της Στ’ 1 τάξης-20 μαθητές σύνολο- του 26ου Δημοτικού Σχολείου Πατρών.

[image: image19.emf]     Φύλλο εργασίας Στ’ Δημοτικού     -     Άσκηση 1.                              Το  διπλανό   τραπέζιο είναι  το  μέρος ενός  «όλου».    α )  Εάν αυτό το τραπέζιο είναι  το   1 3   ενός  όλου  πώς θα μοιάζει το «όλο»;     Να  αποτυπώσεις   το σχήμα και να  αιτιολογήσεις την απάντησή σου.   β ) Εάν αυτό το τραπέζιο είναι τα   3 4   ενός  όλου  πώς θα μοιάζει το «όλο» ;   Να   αποτυπώσεις   το σχήμα και να  αιτιολογήσε ις   την απάντησή σ ου .           Άσκηση 2.   Οι διπλανοί βόλοι είναι το μέρος ενός  «όλου».   α ) Εάν αυτοί  οι βόλοι είναι το   1 2    ενός όλου  πώς θα μοιάζει το «όλο»;   Να αποτυπώσεις το σχήμα και να  αιτιολογήσεις την απάντησή σου.   β ) Εάν αυτοί οι βόλοι είναι τα  𝟑 𝟐     ενός όλου   πώς θα μοιάζει το «όλο»;   Να αποτυπώσεις το σχήμα και να  αιτιολογήσεις την απάντησή σου.                                Αναζητώντας το «όλο»                                                    


· Απαντήσεις ερευνητικών υποκειμένων (μαθητών)
Οι απαντήσεις των μαθητών βρίσκονται στο παράρτημα της ερευνητικής εργασίας.
· Αποτελέσματα- ανάλυση απαντήσεων των μαθητών της Στ’ τάξης δημοτικού σχολείου:
Πίνακας 1: Ανάλυση απαντήσεων μαθητών στο κάθε ένα από τα τέσσερα ερωτήματα ξεχωριστά
	Μαθητές


	Ερώτημα 1α)
	Ερώτημα 1β)
	Ερώτημα 2α)
	Ερώτημα 2β)

	Κώστας
	1
	0
	0
	0

	Νικόλας
	0
	0
	1
	0

	Ευγενία
	0
	0
	1
	0

	Γιάννης
	0
	0
	1
	0

	Χριστίνα
	1
	0
	1
	0

	Μαρία Χ.
	1
	0
	1
	0

	Γιώργος Λ.
	1
	1
	1
	1

	Κατερίνα
	1
	0
	1
	0

	Διονύσης
	0
	0
	0
	0

	Σωτήρης
	0
	0
	1
	0

	Μαρία Κ.
	1
	1
	1
	1

	Ανδρέας
	1
	0
	0
	0

	Εύα
	1
	1
	1
	1

	Μάριος
	0
	0
	1
	0

	Δήμητρα
	1
	0
	1
	1

	Ίριδα
	1
	0
	1
	0

	Βασιλική
	1
	0
	1
	0

	Δημήτρης
	0
	0
	0
	0

	Γιώργος Α.
	0
	0
	1
	0

	Μαριτίνα
	0
	0
	1
	0

	
	
	
	
	

	Σύνολο σωστών απαντήσεων
	11
	3
	16
	4

	Σύνολο λάθος απαντήσεων
	9
	17
	4
	16

	Σύνολο απαντήσεων
	20
	20
	20
	20


*Σημείωση: Η βαθμολογική κλίμακα με βάση την οποία έγινε η αξιολόγηση των απαντήσεων των μαθητών χωρίζεται σε δύο (2) κατηγορίες, οι οποίες είναι οι εξής: 

· Σωστή απάντηση: 1
· Λάθος απάντηση: 0

Σύμφωνα με τον παραπάνω πίνακα αξίζει να επισημάνουμε ορισμένα σημαντικά συμπεράσματα. Αρχικά, τα ερωτήματα που δόθηκαν συμπληρώθηκαν από όλη την Στ΄2 τάξη, δηλαδή από 15 μαθητές και από 5 μαθητές της Στ’ 1 τάξης. Σχετικά με το πρώτο ερώτημα, 11 από τους 20 μαθητές με βάση το τραπέζιο που τους δόθηκε, το οποίο αποτελούσε το [image: image21.emf] ενός όλου μπόρεσαν να απεικονίσουν σωστά το όλο και αιτιολόγησαν επαρκώς την απάντηση τους. Στον αντίποδα βρέθηκαν όμως 9 στους 20 μαθητές, οι οποίοι δεν απεικόνισαν σωστά το όλο και διαμέσου της αιτιολόγησης τους φάνηκε ότι δεν είχαν καταλάβει ότι, όταν υπολογίζουν το όλο, τα μέρη του πρέπει να είναι ίσα σε μέγεθος. 
1. Όσον αφορά το δεύτερο ερώτημα, το οποίο έδινε ένα τραπέζιο που αναπαριστούσε τα [image: image23.emf]  ενός όλου και ζητούσε να βρεθεί το όλο, μόνο 3 από τους 20 μαθητές κατάφεραν να σχηματίσουν σωστά το όλο και να αιτιολογήσουν πλήρως την απάντησή τους. Αντιθέτως, η πλειοψηφία της τάξης, ήτοι τα 17 από τα 20 παιδιά, δεν κατάφερε να αναπαραστήσει σωστά το σχήμα που αποτελούσε το όλο. Πιο αναλυτικά, οι μαθητές που απάντησαν λάθος φάνηκε ότι βρέθηκαν σε σύγχυση και δεν ήταν σίγουροι για το ποιο είναι το όλο. Με άλλα λόγια, ορισμένοι μαθητές θεώρησαν αυθαίρετα το τραπέζιο, που τους δόθηκε, ως το [image: image25.emf]  του όλου (αντί για [image: image27.emf] )και σχημάτισαν τέσσερα (4) παραλληλόγραμμα ως το όλο. Επίσης, άλλοι μαθητές προκειμένου να βρουν το όλο, σχημάτισαν τα μέρη του όλου χωρίς να λαμβάνουν υπ’ όψιν ότι πρέπει να είναι όλα τα μέρη ίσα σε μέγεθος μεταξύ τους. Τέλος, μία τρίτη κατηγορία μαθητών σχημάτισε μόνο ένα παραλληλόγραμμο χωρίς αιτιολόγηση της απάντησης, γεγονός που υποδηλώνει πως δεν κατάλαβε την άσκηση γιατί είχε ουσιώδεις γνωστικές ελλείψεις στη γενικότερη περιοχή των κλασμάτων. 
2. Ακόμα, στο τρίτο ερώτημα, το οποίο έδινε έξι (6) βόλους, που αποτελούσαν το [image: image29.emf]  του όλου και ζητούσε να βρεθεί το όλο,  16 από τα 20 παιδιά έδωσαν σωστές απαντήσεις αιτιολογώντας τεκμηριωμένα την απάντησή τους. Αξίζει να σημειωθεί ότι το υψηλό ποσοστό επιτυχίας των μαθητών ίσως οφειλόταν στο ότι το κλάσμα [image: image31.emf] θεωρείται δημοφιλές παράδειγμα στην περιοχή των κλασμάτων τόσο στο σχολικό εγχειρίδιο μαθηματικών όσο και από τους εκπαιδευτικούς, όταν διδάσκουν τα κλάσματα. Εν αντιθέσει, 4 από τα 20 παιδιά απεικόνισαν λάθος το όλο γιατί ομολογουμένως ανήκουν στην κατηγορία μαθητών, που όπως προαναφέρθηκε παρουσιάζει σημαντικές γνωστικές ελλείψεις στην περιοχή των κλασμάτων.
3. Επιπρόσθετα, στο τέταρτο ερώτημα με βάση το οποίο δόθηκαν έξι (6) βόλοι, που αποτελούσαν τα [image: image33.emf] ενός όλου και ζητούμενο ήταν το όλο, 4 από τους 20 μαθητές απεικόνισαν σωστά το όλο και απάντησαν τεκμηριωμένα, ενώ 16 στους 20 μαθητές δεν κατάφεραν να απαντήσουν σωστά. Πιο αναλυτικά, αρκετοί μαθητές βρέθηκαν εκ νέου σε σύγχυση χωρίς να μπορούν να αναγνωρίσουν ποιο είναι το όλο με αποτέλεσμα να θεωρήσουν αυθαίρετα ότι οι έξι βόλοι ήταν το [image: image35.emf] του όλου (αντί τα [image: image37.emf]) και ότι κατ’ επέκταση το όλο ήταν τα [image: image39.emf] ΄, δηλαδή 18 βόλοι σύνολο. Ακόμα, μερικοί μαθητές σχημάτισαν τους βόλους ως μέρη του όλου χωρίς να λαμβάνουν υπ’ όψιν το όλο ή χωρίς να κατανοούν ότι τα κλάσματα είναι αριθμοί όπως επίσης και μέρη ενός όλου, δίνοντας κατ’ αυτό τον τρόπο εξ ολοκλήρου λανθασμένες απαντήσεις. Χαρακτηριστικό παράδειγμα αποτελεί η απάντηση ενός παιδιού, το οποίο σχημάτισε 9 βόλους και υποστήριξε ότι το όλο είναι [image: image41.emf] . Τέλος, δύο μαθητές δεν απάντησαν καθόλου το τελευταίο ερώτημα, γεγονός που δείχνει ότι πιθανόν να παρουσιάζουν ουσιώδη γνωστική έλλειψη στην περιοχή των κλασμάτων.
Συμπερασματικά, παρατηρείται ότι στο ερώτημα 1α) οι μισοί περίπου μαθητές απάντησαν σωστά ενώ στο ερώτημα 2α) η πλειοψηφία της τάξης έδωσε σωστή απάντηση . Αντιθέτως , στα ερωτήματα  1β) και 2β) που θεωρούνται πιο δύσκολα σε σύγκριση με τα άλλα δύο, μόνο 3 από τους 20 μαθητές  και 4 από τους 20 μαθητές αντίστοιχα έδωσαν σωστή απάντηση.   Μερικοί πιθανοί λόγοι στους οποίους οφείλεται το παραπάνω γεγονός είναι είτε η μη κατανόηση των ερωτημάτων, που δεν λύθηκαν σωστά είτε η σύγχυση των παιδιών αναφορικά με το ποιο είναι εν τέλει το όλο.

Πίνακας 2: Κατηγοριοποίηση απαντήσεων στις συνολικά σωστές και στις συνολικά λανθασμένες απαντήσεις  και στα 4 ερωτήματα

	Μαθητές


	Σωστές απαντήσεις και στα 4 ερωτήματα
	Λανθασμένες απαντήσεις και στα 4 ερωτήματα

	Κώστας
	0
	0

	Νικόλας
	0
	0

	Ευγενία
	0
	0

	Γιάννης
	0
	0

	Χριστίνα
	0
	0

	Μαρία Χ.
	0
	0

	Γιώργος Λ.
	1
	0

	Κατερίνα
	0
	0

	Διονύσης
	0
	1

	Σωτήρης
	0
	0

	Μαρία Κ.
	1
	0

	Ανδρέας
	0
	0

	Εύα
	1
	0

	Μάριος
	0
	0

	Δήμητρα
	0
	0

	Ίριδα
	0
	0

	Βασιλική
	0
	0

	Δημήτρης
	0
	1

	Γιώργος Α.
	0
	0

	Μαριτίνα
	0
	0

	
	
	

	Σύνολο σωστών απαντήσεων
	3
	

	Σύνολο λανθασμένων απαντήσεων
	17
	2

	Σύνολο απαντήσεων
	20
	20


Με βάση τον παραπάνω πίνακα, είναι δυνατόν να εξαχθούν τα εξής συμπεράσματα:
1. Από τους 20 μαθητές που απάντησαν στα ερωτήματα, 3 κατάφεραν να δώσουν σε όλα σωστές και τεκμηριωμένες απαντήσεις.

2. Αντίθετα, 17  από τους 20 μαθητές είχαν από 1 έως 4 λανθασμένες απαντήσεις.
3. Επίσης, 2 από τους  20 μαθητές και συγκεκριμένα ο Διονύσης και ο Δημήτρης δεν κατάφεραν να απαντήσουν σωστά σε κανένα ερώτημα. Αναλυτικότερα, στα δύο πρώτα ερωτήματα ο Διονύσης σχεδίασε δύο τραπέζια χωρίς να αιτιολογήσει τι συμβολίζουν ή το λόγο που τα σχεδίασε. Επίσης στα δύο επόμενα ερωτήματα σχεδίασε βόλους χωρίς και πάλι να αιτιολογήσει γιατί τους σχεδίασε ή να παρουσιάσει τον τρόπο σκέψης του. Κατά ανάλογο τρόπο, ο Δημήτρης στα δύο πρώτα ερωτήματα σχεδίασε  δύο τραπέζια αντιγράφοντας τα κλάσματα που δόθηκαν από την εκφώνηση των ασκήσεων και δεν αιτιολόγησε την απάντηση του. Ακόμα, στο τρίτο ερώτημα σχεδίασε 10 βόλους γράφοντας το κλάσμα [image: image43.emf] και στο τελευταίο ερώτημα έφτιαξε 9 βόλους γράφοντας το κλάσμα [image: image45.emf] χωρίς να τεκμηριώσει την απάντηση του. Επομένως, με βάση τη συνολική παρουσίαση των γραπτών των παραπάνω μαθητών η τελική βαθμολογία ήταν 0, καθώς δεν υπήρχε καμία σύνδεση και συνοχή μεταξύ των σχηματικών απεικονίσεων και των απαντήσεων που έδωσαν, γεγονός που δείχνει ότι είτε δεν κατανόησαν το περιεχόμενο των ασκήσεων είτε κατά πάσα πιθανότητα έχουν σημαντικές ελλείψεις στο άξονα γνωστικού αντικειμένου «Αριθμοί και πράξεις» και ειδικότερα στα κλάσματα καθώς δεν έχουν κατακτήσει ουσιώδεις έννοιες όπως είναι η έννοια του κλάσματος, η ικανότητα αναγνώρισης του κλάσματος ως μέρος-όλου και η ικανότητα σχηματικής απεικόνισής του.
Πίνακας 3: Κατηγοριοποίηση απαντήσεων ανάλογα με τον αριθμό προβλημάτων που επιλύθηκαν σωστά
	Μαθητές


	Σωστές απαντήσεις σε 1 από τα 4 ερωτήματα
	Σωστές απαντήσεις σε 2 από τα 4 ερωτήματα
	Σωστές απαντήσεις σε 3 από τα 4 ερωτήματα

	Κώστας
	1
	0
	0

	Νικόλας
	1
	0
	0

	Ευγενία
	1
	0
	0

	Γιάννης
	1
	0
	0

	Χριστίνα
	0
	1
	0

	Μαρία Χ.
	0
	1
	0

	Γιώργος Λ.
	0
	0
	0

	Κατερίνα
	0
	1
	0

	Διονύσης
	0
	0
	0

	Σωτήρης
	1
	0
	0

	Μαρία Κ.
	0
	0
	0

	Ανδρέας
	1
	0
	0

	Εύα
	0
	0
	0

	Μάριος
	1
	0
	0

	Δήμητρα
	0
	0
	1

	Ίριδα
	0
	1
	0

	Βασιλική
	0
	1
	0

	Δημήτρης
	0
	0
	0

	Γιώργος Α.
	1
	0
	0

	Μαριτίνα
	1
	0
	0

	
	
	
	

	Σύνολο σωστών απαντήσεων
	9
	5
	1

	Σύνολο λάθος απαντήσεων
	
	
	

	Σύνολο απαντήσεων
	20
	20
	20


Παρατηρώντας τον Πίνακα 3, μπορούμε να αναφέρουμε τα ακόλουθα πορίσματα:

1. Αρχικά, 9 από τους 20 μαθητές απάντησαν σωστά σε ένα μόνο ερώτημα από τα τέσσερα, γεγονός που υποδηλώνει ότι έχουν πολύ σημαντικές ελλείψεις στο γνωστικό αντικείμενο των κλασμάτων μιας και υπέπεσαν σε σοβαρές παρανοήσεις και λάθη αναφορικά με τα κλάσματα.
· Συγκεκριμένα, τόσο ο Κώστας όσο και ο Ανδρέας απάντησαν σωστά μόνο το πρώτο από τα δύο ερωτήματα της πρώτης άσκησης, στο οποίο το τραπέζιο που δινόταν αποτελούσε το [image: image47.emf] του όλου και εκείνοι αναπαρέστησαν σωστά το όλο αιτιολογώντας ορθά την απάντησή τους. Ωστόσο το δεύτερο ερώτημα, που απεικόνιζε το τραπέζιο ως τα [image: image49.emf] ενός όλου και ζητούσε την εύρεση του όλου, απαντήθηκε λάθος και από τους δύο, ενώ μέσω της σχηματικής απεικόνισης και της αιτιολόγησης φάνηκε ότι είτε βρέθηκαν σε σύγχυση σχετικά με το ποιο είναι το όλο είτε σχεδίασαν τα κομμάτια που αποτελούσαν το όλο χωρίς να λαμβάνουν υπ’ όψιν ποιο είναι τελικά το όλο. Ακόμα, πιθανοί λόγοι που απάντησαν λάθος τα δύο τελευταία ερωτήματα είναι η μη κατανόηση τους, η δυσκολία κατανόησης τους ή ενδεχομένως η σύγχυση σχετικά με το ποιο είναι το όλο.
· Επιπλέον, ο Νικόλας, η Ευγενία, ο Γιάννης, ο Γιώργος Α. και ο Σωτήρης απάντησαν σωστά μόνο το τρίτο ερώτημα, το οποίο έδινε έξι (6) βόλους, που αποτελούσαν το [image: image51.emf] του όλου και οι μαθητές καλούνταν να βρουν το όλο. Αξίζει να επισημάνουμε ότι οι παραπάνω μαθητές απάντησαν σωστά και αιτιολόγησαν πλήρως την απάντησή τους μόνο σε αυτό το ερώτημα, πιθανότατα, γιατί το κλάσμα [image: image53.emf], που δίνεται στο τρίτο ερώτημα, αποτελεί ένα ιδιαίτερα χαρακτηριστικό παράδειγμα στην περιοχή των κλασμάτων στο σχολικό εγχειρίδιο μαθηματικών, όπου παρουσιάζεται ως η κλασματική μονάδα ήδη από την Γ΄ τάξη δημοτικού με αποτέλεσμα αρκετοί μαθητές της Στ’ Δημοτικού να είναι πλέον εξοικειωμένοι με τη χρήση του. 
Αντιθέτως, οι παραπάνω μαθητές έδωσαν λανθασμένες απαντήσεις στα υπόλοιπα τρία ερωτήματα. Πιο αναλυτικά, διαπιστώνουμε ότι, μέσω της λανθασμένης απεικόνισης του σχήματος που παρουσίασαν οι τέσσερις μαθητές ως όλο στο πρώτο ερώτημα, δεν είχαν καταλάβει ότι όταν σχεδιάζουν το όλο πρέπει τα μέρη του να είναι ίσα σε μέγεθος. Επιπλέον, και οι τέσσερις μαθητές υπέπεσαν σε δύο παρανοήσεις στο δεύτερο ερώτημα. Με άλλα λόγια, ενώ δόθηκε ότι το τραπέζιο αποτελεί τα [image: image55.emf] του όλου και ζητήθηκε το όλο, εκείνοι έφτιαξαν τέσσερα σχήματα ως όλο, θεωρώντας αυθαίρετα το τραπέζιο της εκφώνησης ως [image: image57.emf] του όλου και επιπλέον τα σχήματα που θεώρησαν ως όλο δεν ήταν εν τέλει ίσα σε μέγεθος μεταξύ τους. Τέλος, στο τελευταίο ερώτημα οι τέσσερις μαθητές έκανα το ίδιο λάθος, δηλαδή ενώ ήταν γνωστό ότι οι 6 βόλοι αποτελούν τα [image: image59.emf] του όλου εκείνοι θεώρησαν και πάλι αυθαίρετα ότι οι 6 βόλοι αποτελούν το [image: image61.emf] του όλου, οπότε σκέφτηκαν ότι το όλο είναι [image: image63.emf], άρα 3*6=18 βόλοι. Συμπεραίνουμε λοιπόν, ότι βρέθηκαν σε σύγχυση αναφορικά με το ποιο είναι το όλο και σκέφτηκαν ότι οι 6 βόλοι ως μέρος όλου πρέπει να είναι μικρότεροι της μονάδας, οπότε θεώρησαν λανθασμένα ότι οι 6 βόλοι αποτελούν το  [image: image65.emf]  και όχι τα [image: image67.emf] του όλου.
· Επίσης, τόσο ο Μάριος όσο και η Μαριτίνα απάντησαν σωστά μόνο το τρίτο ερώτημα του φύλλου εργασίας πιθανότατα για τον ίδιο λόγο που απάντησαν σωστά και οι τέσσερις συμμαθητές τους για τους οποίους έγινε λόγος ακριβώς παραπάνω. Εν ολίγοις, έδωσαν σωστή απάντηση στο τρίτο ερώτημα κατά πάσα πιθανότητα διότι το κλάσμα [image: image69.emf]χρησιμοποιείται συχνά στο σχολικό εγχειρίδιο μαθηματικών, οι μαθητές το έχουν ήδη διδαχθεί από τη Γ’ τάξη δημοτικού, οπότε είναι εξοικειωμένοι με τη χρήση του. Ωστόσο, υπέπεσαν σε πιο σοβαρές παρανοήσεις στην προσπάθεια επίλυσης των υπόλοιπων ερωτημάτων σε σχέση με τους τέσσερις συμμαθητές τους για τους οποίους έγινε λόγος παραπάνω. Συγκεκριμένα,  στο πρώτο ερώτημα μέσω της σχηματικής απεικόνισης του όλου, διαπιστώνουμε ότι ο Μάριος δεν είχε κατανοήσει ότι όταν σχεδιάζει το όλο πρέπει τα μέρη του να είναι ίσα σε μέγεθος, ενώ η Μαριτίνα φάνηκε μέσω του σχήματος που έφτιαξε ότι αδυνατούσε να καταλάβει ποιο είναι το όλο που ζητούσε η άσκηση, θεωρώντας ως μέρος του όλου το [image: image71.emf] – με το οποίο είναι εξοικειωμένοι οι μαθητές, όπως προαναφέρθηκε- και όχι το [image: image73.emf], που έδωσε η άσκηση. Επιπλέον, αναφορικά με το δεύτερο ερώτημα, ενώ δόθηκε ότι το τραπέζιο αποτελεί τα [image: image75.emf] του όλου και ζητήθηκε το όλο, τόσο ο Μάριος όσο και η Μαριτίνα έφτιαξαν τρία σχήματα ως όλο, πιστεύοντας ότι το τραπέζιο της εκφώνησης είναι το  [image: image77.emf] του όλου και επιπλέον τα σχήματα που θεώρησαν ως όλο δεν ήταν ίσα σε μέγεθος μεταξύ τους. Τέλος, στο τελευταίο ερώτημα οι δύο μαθητές έκαναν το ίδιο λάθος με τους τέσσερις συμμαθητές τους για τους οποίους έγινε λόγος παραπάνω, δηλαδή ενώ ήταν γνωστό ότι οι 6 βόλοι αποτελούν τα [image: image79.emf] του όλου εκείνοι θεώρησαν και πάλι αυθαίρετα ότι οι 6 βόλοι αποτελούν το [image: image81.emf] του όλου, οπότε σκέφτηκαν ότι το όλο είναι [image: image83.emf], οπότε 3*6=18 βόλοι, τους οποίους και σχημάτισαν. Επομένως, βρέθηκαν σε σύγχυση, δεν ήταν σίγουροι για το ποιο είναι το όλο ή είναι πιθανόν να μην κατανόησαν την άσκηση απαντώντας λανθασμένα.
2. Στο σύνολο των 20 παιδιών τα 5 έλυσαν σωστά τα δυο από τα τέσσερα ερωτήματα.
· Συγκεκριμένα, η Χριστίνα, η Βασιλική, η Κατερίνα, η Μαρία Χ. και η Ίριδα απάντησαν σωστά σε δύο από τα τέσσερα ερωτήματα και συγκεκριμένα το πρώτο και τρίτο ερώτημα. Πιθανοί λόγοι που απάντησαν σωστά είναι το γεγονός ότι και στα δύο ερωτήματα τους δόθηκαν κλασματικές μονάδες ως το μέρος του όλου, ήτοι [image: image85.emf]  και [image: image87.emf] αντίστοιχα, οπότε όντας εξοικειωμένες με τέτοιου είδους κλάσματα δεν δυσκολεύτηκαν να βρουν το όλο. Αντιθέτως, δεν κατάφεραν να απαντήσουν σωστά το δεύτερο ερώτημα, που έδινε το κλάσμα  [image: image89.emf] ως μέρος του όλου και ζητούσε το όλο. Κοντολογίς, η Χριστίνα, η Βασιλική και η Ίριδα έφτιαξαν τέσσερα σχήματα θεωρώντας τα ως όλο,  χωρίς να έχουν καταλάβει ότι τα σχήματα που δημιούργησαν ως όλο έπρεπε να είναι ίσα σε μέγεθος μεταξύ τους. Ακόμα, η Κατερίνα και η Μαρία Χ. προσπάθησαν να απαντήσουν με υπολογισμό του μήκους και πλάτους του τραπεζίου, που έδωσε η άσκηση, γράφοντας χαρακτηριστικά ότι «Αφού το σχέδιο (εννοεί το τραπέζιο της άσκησης) είναι τα [image: image91.emf], όλες οι γραμμές θα είναι 1 εκατοστό πιο πολύ». Παρατηρούμε λοιπόν ότι, ενδεχομένως συνδύασαν το κλάσμα [image: image93.emf]  με τον αριθμό 3, θεώρησαν αυθαιρέτως πως το τραπέζιο αποτελείται από πλευρές των 3 εκατοστών, οπότε η διαφορά μεταξύ του 3 και του 4 είναι 1 μονάδα, άρα αρκούσε να υπολογίσουν με το χάρακα 1 εκατοστό παραπάνω για να φτιάξουν το νέο τραπέζιο. Επομένως, η Κατερίνα και η Μαρία Χ. βρέθηκαν σε σύγχυση αδυνατώντας να κατανοήσουν ποιο είναι το μέρος και ποιο το όλο του εν λόγω κλάσματος. Επιπλέον, σχετικά με το τελευταίο ερώτημα τόσο η Χριστίνα όσο και η Βασιλική απάντησαν λανθασμένα, δηλαδή ενώ ήταν γνωστό ότι οι 6 βόλοι αποτελούν τα [image: image95.emf] του όλου εκείνες θεώρησαν ότι οι 6 βόλοι αποτελούν το [image: image97.emf] του όλου, οπότε σκέφτηκαν ότι το όλο είναι [image: image99.emf], δηλαδή 3*6=18 βόλοι, τους οποίους και σχημάτισαν. 
Συμπερασματικά, γίνεται αντιληπτό ότι βρέθηκαν σε σύγχυση, δεν ήταν σίγουρες για το ποιο είναι το όλο ή είναι πιθανόν να μην έδωσαν τη δέουσα προσοχή στην εκφώνηση της άσκησης, καθώς είναι πολύ πιθανό να μην έχουν κάνει στη σχολική τάξη ασκήσεις υψηλής ή μεσαίας γνωστικής απαίτησης για τα κλάσματα, παρά μόνο τις γνωστές μηχανιστικές-υπολογιστικές ασκήσεις. Εν συνεχεία, η Κατερίνα στο τελευταίο ερώτημα απάντησε πως το όλο είναι 5 βόλοι, απάντηση που μάλλον επήλθε από πρόσθεση των όρων του κλάσματος [image: image101.emf] που έδωσε η άσκηση, που γεγονός που υποδηλώνει ότι δεν κατανόησε την άσκηση και επίσης μέσα από τη συνολική παρουσίαση του γραπτού της γίνεται αντιληπτό ότι έχει σοβαρές γνωστικές ελλείψεις στην περιοχή των κλασμάτων. Τέλος, κρίνεται απαραίτητο να σημειώσουμε ότι η Ίριδα και η Μαρία Χ. δεν έδωσαν καμία απάντηση στο τέταρτο ερώτημα πιθανότατα επειδή δεν κατανόησαν την άσκηση ή τους φάνηκε δύσκολη η εκφώνηση ή βρέθηκαν σε σύγχυση σχετικά με το ποιο είναι το όλο.
· Στο σύνολο των 20 παιδιών το 1 απάντησε σωστά σε τρία από τα τέσσερα ερωτήματα. Πιο αναλυτικά, η Δήμητρα κατάφερε να λύσει σωστά όλα τα ερωτήματα εκτός από το δεύτερο, που έδινε ένα τραπέζιο, το οποίο αποτελούσε τα [image: image103.emf] του όλου και ζητούσε το όλο. Η Δήμητρα έφτιαξε ένα σχήμα και το χώρισε σε δύο ίσα μέρη θεωρώντας το ένα μέρος ως [image: image105.emf] του όλου,  και το άλλο μέρος ως [image: image107.emf] του όλου χωρίς όμως να έχει κατανοήσει ότι το κλάσμα [image: image109.emf] δε γίνεται να είναι ίσο με το κλάσμα [image: image111.emf] ,αφού είναι το τριπλάσιό του και ότι επομένως η σχηματική απεικόνιση του κλάσματος [image: image113.emf] πρέπει να είναι τριπλάσια και όχι ίση σε μέγεθος με τη σχηματική απεικόνιση του κλάσματος [image: image115.emf] για το συγκεκριμένο ερώτημα. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν έχει κατανοήσει την βαθύτερη έννοια του κλάσματος ως μέρους- όλου, παρά μόνο τις απλές μορφές του, όπως είναι οι κλασματικές μονάδες (βλ ερώτημα 1 και 3, που απάντησε σωστά).
· Συνέπειες για τη διδασκαλία (συμβουλές σε ένα δάσκαλο/α):
Γίνεται αντιληπτό, διαμέσου των συμπερασμάτων-αποτελεσμάτων της ερευνητικής εργασίας σε συνδυασμό με το θεωρητικό υπόβαθρο, ότι είναι απαραίτητη μια συστηματική και καθολική προσέγγιση της περιοχής του κλάσματος ως μέρους-όλου. Αναλυτικότερα, θεωρείται αναγκαία η επιλογή των κατάλληλων ασκήσεων και δραστηριοτήτων στη σχολική τάξη, οι οποίες θα εστιάζουν σε βασικές και ουσιώδεις παρανοήσεις και λάθη των μαθητών σε σχέση με το κλάσμα ως μέρος- όλου, ενώ δε θα απαιτούν το συνήθη μηχανιστικό- υπολογιστικό τρόπο σκέψης αλλά θα ενθαρρύνουν την κριτική και αφαιρετική σκέψη των παιδιών. Κατά επέκταση, όταν ο εκπαιδευτικός διδάσκει για πρώτη φορά στην γ’ τάξη δημοτικού τα «απλά» κλάσματα, στη δ’ δημοτικού τα δεκαδικά κλάσματα, στην ε’ δημοτικού τις πράξεις με κλάσματα και στη στ’ δημοτικού διδάσκει σε επανάληψη- από τις προηγούμενες τάξεις- όλα τα θέματα που αφορούν τα κλάσματα, , οφείλει να καλύψει όλο το εύρος ερωτήσεων, ασκήσεων και δραστηριοτήτων που υπάρχουν σε αυτή την κατηγορία, δίνοντας ιδιαίτερη έμφαση στις πιθανές παρανοήσεις των παιδιών, όπως η πεποίθηση που έχουν ότι όταν απεικονίζουν σχηματικά τα ισομεγέθη μέρη ενός όλου, εκείνα πρέπει οπωσδήποτε να φαίνονται ίδια ή ότι συνήθως απεικονίζουν τα μέρη ενός όλου χωρίς να λαμβάνουν υπ’ όψιν το όλο. 
Εν κατακλείδι, προκειμένου οι μαθητές να βρίσκουν ή να σχηματίζουν με σωστό τρόπο το όλο ενός κλάσματος και να μπορούν να αιτιολογούν τεκμηριωμένα την απάντησή τους, πρέπει  να έχουν κατανοήσει πλήρως την έννοια του κλάσματος και την πραγματική λειτουργία του ως μέρος-όλου μέσα από κατάλληλες και ειδικά διαμορφωμένες από τον εκπαιδευτικό δραστηριότητες. 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ
America’s Choice, Mathematics Navigator, Misconceptions and Errors, Fractions (έγγραφο από eclass upatras)
eworkshop.on.ca – Online Teaching Resource, Learning Modules, Numeracy Modules, Grades 4 to 6, Fractions (Πηγή από το διαδίκτυο)
(Κολέζα Ευγενία, Θεωρία και πράξη στη διδασκαλία των μαθηματικών, 2009, Εκδόσεις Τόπος)
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Εικόνα 22: Ίριδα (συνέχεια)
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Εικόνα 23: Βασιλική
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Εικόνα 24: Δημήτρης
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Εικόνα 25: Γιώργος Α.
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Εικόνα 26: Μαριτίνα
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Εικόνα 27: Μαριτίνα (συνέχεια)
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    Φύλλο εργασίας Στ’ Δημοτικού  - 

Άσκηση 1.                           

Το διπλανό τραπέζιο είναι το μέρος ενός «όλου». 

α) Εάν αυτό το τραπέζιο είναι το  ενός όλου πώς θα μοιάζει το «όλο»; 

Να αποτυπώσεις το σχήμα και να αιτιολογήσεις την απάντησή σου.

β) Εάν αυτό το τραπέζιο είναι τα  ενός όλου πώς θα μοιάζει το «όλο»;

Να αποτυπώσεις το σχήμα και να αιτιολογήσεις την απάντησή σου.









Άσκηση 2.

Οι διπλανοί βόλοι είναι το μέρος ενός «όλου».

α) Εάν αυτοί οι βόλοι είναι το   ενός όλου πώς θα μοιάζει το «όλο»;

Να αποτυπώσεις το σχήμα και να αιτιολογήσεις την απάντησή σου.

β) Εάν αυτοί οι βόλοι είναι τα  ενός όλου πώς θα μοιάζει το «όλο»;

Να αποτυπώσεις το σχήμα και να αιτιολογήσεις την απάντησή σου.





                      

Αναζητώντας το «όλο»
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