
Συνάρτηση   y = f(x) 

Ανεξάρτητη 
µεταβλητή  x 

Εξαρτηµένη 
µεταβλητή  y = f(x) 

Μια πραγµατική συνάρτηση είναι ένας κανόνας που σε κάθε αριθµό  x  ενός συνόλου (πεδίο 
ορισµού) αντιστοιχεί µία τιµή  y  που λέγεται και εικόνα του  x  (και συµβολίζεται  f(x) ) 

Μια συνάρτηση αναπαρίσταται εύκολα µέσω της γραφικής της παράστασης στο επίπεδο  x-y 



Π
αρ
αδ
εί
γµ
ατ
α 
συ
να
ρτ
ήσ
εω
ν 



Άρτιες και Περιττές 
συναρτήσεις 

Περιοδικές συναρτήσεις µε περίοδο Τ: 
y(x+T) = y(x)  για κάθε  x 

άρτιες:          y(–x) = y(x) 
 
περιττές:      y(–x) = –y(x) 



Τµηµατικά οριζόµενες 
συναρτήσεις 



Συνάρτηση Hill 

€ 

H(x) =
xn

1+ xn

€ 

H(x = 0) = 0
H(x =1) =1/2
H(x) x→∞⎯ → ⎯ ⎯ 1

Η οικογένεια αυτών των συναρτήσεων 
εµφανίζεται στο πρόβληµα της σύνδεσης 
υποδοχέα-προσδέτη (ligand-receptor 
binding): 

€ 

L + R↔ LR

Σταθερά διάστασης 

€ 

Kd =
[L][R]
[LR]

Η πιθανότητα να είναι ο υποδοχέας 
κατειληµµένος: 

€ 

pbound =
[LR]

[R]+ [LR]
=
[L]/Kd

1+ [L]/Kd

συνάρτηση Hill µε n=1 και όρισµα x=[L]/Kd 

Στην περίπτωση συνεργατικής σύνδεσης 
(cooperative binding) 2 µορίων προσδέτη 
στον υποδοχέα: 

€ 

L + L + R↔ L2R

€ 

Kd
2 =
[L]2[R]
[L2R]

€ 

pbound =
[L2R]

[R]+ [L2R]
=

[L]/Kd( )2

1+ [L]/Kd( )2

συνάρτηση Hill µε n=2 και όρισµα x=[L]/Kd 



Εξισώσεις ευθειών και 
κλίση ευθείας 



Μέσος ρυθµός µεταβολής συνάρτησης  y = f(x) 



 Ρυθµός µεταβολής - Παράγωγος 

Η παράγωγος µιας συνάρτησης  f(x)  είναι η συνάρτηση που η 
τιµή της σε κάθε  x  ορίζεται από το όριο (όταν αυτό υπάρχει)  

Το πεδίο ορισµού της παραγώγου είναι το σύνολο των σηµείων 
του πεδίου ορισµού της  f(x)  όπου υπάρχει αυτό το όριο  

€ 

df
dx

= ʹ f (x) = limΔx→0
f (x + Δx)− f (x)

Δx

 Εφαπτοµένη καµπύλης και Παράγωγος 

Ο ρυθµός µεταβολής µιας συνάρτησης σε ένα σηµείο  x0  
δίνει την παράγωγό της σε αυτό το σηµείο:  

limΔx→0
f (x0 +Δx)− f (x0 )

Δx



 Παράγωγος σταθερής 
συνάρτησης:  y = c 

 Παράγωγος δύναµης 
του x:   y = xn 

€ 

d
dx

xn( )= n ⋅ xn−1

 Παράγωγος πολλαπλάσιου συνάρτησης µε 
µια σταθερά:  y(x) = c�u(x) 

d
dx

c ⋅u(x)( ) = c ⋅ du
dx

 Παράγωγος αθροίσµατος συναρτήσεων: 
y(x) = u(x) + v(x) 

€ 

d
dx

u(x)+ v(x)( )=
du
dx

+
dv
dx

 Παράγωγος πολυωνύµων: 
y(x) = an xn + an–1xn–1 +…+ a2x2 + a1x + a0 

€ 

d
dx

5x 3 + x 2 − 7x + 2( )=15x 2 + 2x − 7

dy
dx

= nanx
n−1 + (n−1)an−1x

n−2 +...+ 2a2x + a1



 Παράγωγος γινοµένου 
συναρτήσεων:   
y(x) = u(x)�v(x) 

d
dx

u(x) ⋅ v(x)( ) = du
dx
⋅ v+u ⋅ dv

dx

 Παράγωγος δυνάµεων 
συνάρτησης:  y(x) = [z(x)]n 

dy
dx

=
d
dz

zn( ) dzdx = nz
n−1 dz
dx

 Παράγωγος πιλήκου 
συναρτήσεων:   
y(x) = u(x)/v(x) 

d
dx

u(x)
v(x)
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟=

du
dx
⋅ v−u ⋅ dv

dx
v2

 Κανόνας αλυσιδωτής 
παραγώγισης:  y(x) = y(z(x)) 

 Παράγωγοι γνωστών συναρτήσεων: 

€ 

d
dx

(sin x) = cosx         d
dx

(cos x) = −sin x         d
dx

(ex ) = ex          d
dx

(ln x) =
1
x

      

Παραδειγµα: υπολογίστε τις παραγώγους των συναρτήσεων   x�ln(x),   (x2–1)/(x+2),    e2x 

dy
dx

=
dy
dz

dz
dx



Αύξηση/ελάττωση συνάρτησης  y = f(x) 
και το πρόσηµο της πρώτης παραγώγου 

€ 

ʹ f (x) = limΔx→0
f (x + Δx)− f (x)

Δx
= limΔx→0

Δy
Δx

€ 

⇒
ʹ f (x) > 0 ⇒  Δy

Δx
> 0   ⇒ f (x)↑

ʹ f (x) < 0 ⇒  Δy
Δx

< 0   ⇒ f (x)↓

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

Παραδείγµατα: 

Η τιµή της πρώτης παραγώγου  f /(x)  µας λέει αν ανεβαίνει ή κατεβαίνει 
η γραφική παράσταση της  f(x), και πόσο απότοµα συµβαίνει αυτό 



Μέγιστα και ελάχιστα συνάρτησης  y = f(x) 

€ 

ʹ f (x) > 0

€ 

ʹ f (x) < 0
€ 

ʹ f (x) < 0

€ 

ʹ f (x) > 0





Προσοχή (1):  αν η  f(x)  είναι παραγωγίσιµη σε µια περιοχή και 
έχει σε ένα εσωτερικό σηµείο αυτής της περιοχής τοπικό ακρότατο, 
τότε σε αυτό το σηµείο   df/dx = 0 
 

Το αντίστροφο δεν ισχύει απαραίτητα (µπορεί η παράγωγος να 
µηδενίζεται σε κάποιο σηµείο και να µην αντιστοιχεί σε ακρότατο!)  

Όµως ο µηδενισµός της παραγώγου σε ένα σηµείο σε 
συνδυασµό µε την εναλλαγή προσήµου της παραγώγου 
εκατέρωθεν αυτού του σηµείου, αντιστοιχεί σε ακρότατο  

Προσοχή (2):  η  f(x)  µπορεί να εµφανίζει 
τοπικό ακρότατο σε ένα σηµείο χωρίς να 
µηδενίζεται η παράγωγός της αν: 
 

(ι) είναι ακραίο σηµείο του πεδίου ορισµού της 
         ή  
(ιι) σε αυτό το σηµείο η παραγωγος δεν ορίζεται. 



Συµπέρασµα:  Για να βρούµε τοπικά ή ολικά ελάχιστα/µέγιστα µιας συνάρτησης 
ελέγχουµε εκείνα τα σηµεία όπου: 
 

(ι)  η παράγωγός της µηδενίζεται, 
(ιι)  η παράγωγός της δεν ορίζεται, 
(ιιι)  τα ακραία σηµεία του πεδίου ορισµού της, 
 

και κοιτάµε αν εµφανίζουν ακρότατα 
(δεν είναι υποχρεωτικό όλα αυτά τα σηµεία να αντιστοιχούν σε ακρότατα, αλλά αν 
υπάρχουν ακρότατα µπορεί να υπάρχουν µόνο εκεί!) 

 



Παραδείγµατα 
που είναι αύξουσες/φθίνουσες οι συναρτήσεις και που έχουν ακρότατα 

Ευθεία   y = mx+b Παραβολή   y = ax2  Εκθετική συνάρτηση   y = eκx 

Υπερβολικό ηµίτονο:   sinh(x) = (ex – e–x) / 2 
Υπερβολικό συνηµίτονο:  cosh(x) = (ex + e–x) / 2 

[sinh(x)]/ =  
    (ex + e–x)/2 = cosh(x) 
 
[cosh(x)]/ = 
     (ex – e–x)/2 = sinh(x) 

Ηµίτονο   y = sin(x) 

θετικό στο [0,π/2),(3π/2,2π) 
αρνητικό στο (π/2,3π/2) 
µηδενίζεται στα σηµεία π/2 και 3π/2   

[sin(x)]/=cos(x) : 



Καµπυλότητα συνάρτησης και δεύτερη παράγωγος 
Μια συνάρτηση είναι: 

� κοίλη προς τα πάνω (καµπυλώνεται προς τα πάνω) όταν η δεύτερη παράγωγος  > 0 
� κοίλη προς τα κάτω (καµπυλώνεται προς τα κάτω) όταν η δεύτερη παράγωγος  < 0 
 

Όσο µεγαλύτερη είναι (κατά απόλυτη τιµή) η 
δεύτερη παράγωγος, τόσο περισσότερο καµπυλώνει 
η συνάρτηση στο αντίστοιχο σηµείο. 
 

Σηµεία που µηδενίζεται η δεύτερη παράγωγος 
λέγονται σηµεία καµπής. 

Παραδείγµατα: 

Η δεύτερη παράγωγος παρέχει ένα κριτήριο για την 
εύρεση τοπικού ακροτάτου σε ένα σηµείο  x : 

€ 

(i)   ʹ f (x) = 0,  ʹ ́ f (x) > 0  ⇒   minimum

€ 

(ii)  ʹ f (x) = 0,  ʹ ́ f (x) < 0  ⇒   maximum

Ευθεία  y = mx+b 

Παραβολή  y = ax2  



Ανάπτυγµα Taylor συνάρτησης γύρω από ένα σηµείο x0 

f (x) = f (x0 )+ ʹf (x0 ) x − x0( )+
ʹ́f (x0 )
2!

x − x0( )2 +
ʹ́ʹf (x0 )
3!

x − x0( )3 +...+ f (n) (x0 )
n!

x − x0( )n +...

Χρησιµεύει κυρίως για να προσεγγίσουµε µια συνάρτηση γύρω από κάποιο σηµείο, στο 
οποίο γνωρίζουµε την τιµή της συνάρτησης και των πρώτων παραγώγων της (κρατώντας 
τους πρώτους όρους του αναπτύγµατος). 

Παράδειγµα (1):  Ανάπτυγµα της συνάρτησης  f(x) = sin(x)  γύρω από το σηµείο  x0 = 0 
 f(x) = sinx,   df/dx = cosx,   d2f/dx2 = –sinx,   d3f/dx3 = –cosx,   d4f/dx4 = sinx,  …     => 
 

sinx  =  x – x3/3! + x5/5! – x7/7! + …  =  Σn=0,1,2,… (–1)n  x2n+1/(2n+1)! 
 
Για σηµεία  x  πολύ κοντά στο  x0 = 0  (οπότε |x|<<1) είναι:     sinx  ≈  x – x3/6  

Παράδειγµα (2):  Ανάπτυγµα µιας συνάρτησης  f(x)  γύρω από ακρότατο στο σηµείο  x0 
             f(x)  ≈  f(x0) + (1/2) [d2f(x0)/dx2] (x–x0)2 + ... 

   αν  d2f(x0)/dx2  > 0   =>  ελάχιστο 
   αν  d2f(x0)/dx2  < 0   =>  µέγιστο  

Αν γνωρίζουµε σε ένα σηµείο x0 την τιµή της συνάρτησης και όλων των παραγώγων της, 
µπορούµε να ‘βρούµε’ την τιµή της σε οποιοδήποτε άλλο σηµείο, µέσω του αναπτύγµατος Taylor: 

=
f (n) (x0 )
n!

x − x0( )n
n=0

∞

∑



Αόριστο ολοκλήρωµα συνάρτησης  f(x) 
Το αόριστο ολοκλήρωµα της συνάρτησης  f(x) 
είναι µια άλλη συνάρτηση  F(x)  της οποίας η 
παράγωγος ισούται µε  f(x):  

€ 

f (x)dx = F(x)   ⇔     ∫ dF (x)
dx

= f (x)

Αν η  F(x)  ικανοποιεί την  dF/dx = f(x)  τότε και η  F(x)+C, όπου  C  σταθερά, ικανοποιεί την 
ίδια σχέση, οπότε και η  F(x)+C  είναι το αόριστο ολοκλήρωµα της  f(x) 

Εποµένως το αόριστο ολοκλήρωµα της  f(x)  υπολογίζεται µε την απροσδιοριστιά µιας σταθεράς 
(όπως και η λύση της Διαφορικής Εξίσωσης  dF/dx = f(x)  υπολογίζεται µε την απροσδιοριστία 
µιας αυθαίρετης σταθεράς) 

Παραδείγµατα: cos(x)dx∫ sin(x)dx∫

x2 dx∫

(2x3 − 5)dx∫

(x5 − 2x +3)dx∫

ex dx∫

e−2 x dx∫

1
x
dx∫ xn dx∫

= sin(x)+C = −cos(x)+C

=
x3

3
+C

=
x4

2
− 5x +C

=
x6

6
− x2 +3x +C

= ex +C

= −
1
2
e−2 x +C

= ln(x)+C =
xn+1

n+1
+C n ≠ −1

ln(x) + C n = −1

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

Στην πράξη για τον υπολογισµό αόριστου 
ολοκληρώµατος λύνουµε µια διαφορική εξίσωση 



a f (x)dx = a f (x)∫ dx∫

€ 

f (x)+ g(x)( )dx = f (x)∫ dx + g(x)dx∫∫Ιδιότητες: 

Προσδιορισµός της σταθεράς της ολοκλήρωσης 

Αν γνωρίζουµε την τιµή της ζητούµενης 
συνάρτησης σε ένα σηµείο:    F(x0) = y0  

Υπάρχει µόνο µία συνάρτηση από την οικογένεια 
των συναρτήσεων  F(x)+C, που να περνάει από το 
σηµείο  (x0,y0)  

Παράδειγµα:        Να βρεθεί η συνάρτηση που είναι το 
ολοκλήρωµα της  f(x) = 3x2  και περνάει από το σηµείο (1,–1)  

€ 

F(x) = 3x2dx = x3 +C∫

€ 

F(1) =1+C = −1   ⇒    C = −2

€ 

F(x) = x3 −2



Ορισµένο ολοκλήρωµα συνάρτησης 

Το ορισµένο ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης  f(x) 
από το  a  ως το  b  είναι ο αριθµός  F(b)–F(a) :  

€ 

f (x)dx
a

b

∫ = F(b) − F(a)

Δεν έχει σηµασία ποια από τις συναρτήσεις  F(x)+C  θα επιλεγεί για τον υπολογισµό ορισµένου 
ολοκληρώµατος (του δεύτερου µέλους), αφού αν  G(x) = F(x)+C  τότε  G(b)–G(a) = F(b)–F(a)  

Το αόριστο ολοκλήρωµα συνάρτησης είναι συνάρτηση, ενώ το ορισµένο είναι αριθµός 

Παράδειγµα: 
 

Να βρεθεί το αόριστο ολοκλήρωµα της  f(x) = 5 sinx  και 
το ορισµένο της ολοκλήρωµα από το  0  ως το  π  

€ 

5sin(x)dx∫ =−5cos(x)+C

€ 

5sin(x)dx
0

π

∫ = −5cos(x) 0
π = −5 cos(π )− cos(0)[ ]= −5(−1−1) =10



Ορισµένο ολοκλήρωµα συναρτήσεων που έχουν και αρνητικές τιµές 

€ 

(x 3 − x 2 −2x)dx =
x 4

4∫ −
x 3

3
− x 2 +C

x3 − x2 − 2x( )dx
−1

0

∫ =
x4

4
−
x3

3
− x2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −1
0 = −

1
4
−
1
3
+1= 5

12

€ 

x 3 − x 2 −2x( )dx
0

2

∫ =
x 4

4
−
x3

3
− x 2

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 0
2 = 4 − 8

3
− 4 = −

8
3

€ 

x 3 − x 2 − 2x( )dx
−1

2

∫ = −
8
3

+
5
12

= −
27
12

Ορισµένο ολοκλήρωµα της  f(x)  και  
εµβαδό που περικλείεται από 

την καµπύλη της συνάρτησης  f(x) 

€ 

f (x)dx
a

c

∫ = area under f(x) from a to c



Ιδιότητες ορισµένων ολοκληρωµάτων 

€ 

f (x)dx
a

a

∫ = 0

€ 

f (x)dx
a

b

∫ + f (x)dx
b

c

∫ = f (x)dx
a

c

∫

€ 

f (x)dx
a

b

∫ = − f (x)dx
b

a

∫

€ 

f (x)  odd   ⇒    f (x)dx
−a

a

∫ = 0

€ 

f (x)  even   ⇒    f (x)dx
−a

a

∫ = 2 f (x)dx
0

a

∫

π.χ.: 

€ 

sin(x)dx
−a

a

∫ = 0

€ 

(x 3 − x)dx
−a

a

∫ = 0

€ 

x dx
−a

a

∫ = 2 xdx
0

a

∫ = x 2 0
a = a2

€ 

F(b)− F(a) = − F(a)−F(b)( )

€ 

F(a)− F(a) = 0



Ι.  Υπολογισµός ολοκληρωµάτων µε αντικατάσταση 

€ 

sin2(x)cos(x)dx∫

€ 

u(x) = sin(x),   du
dx

= cos(x)

sin2(x)cos(x)dx∫ = u2∫ du

€ 

sin2(x)cos(x)dx
a

b

∫ = u2du
sin(a )

sin(b )
∫

Παράδειγµα: 

Προσοχή στα όρια, για ορισµένα ολοκληρώµατα   

Παραδείγµατα: 
x
4− x2

dx∫

16xsin3(2x2 +1)cos(2x2 +1)dx∫

6x2

2x3 + 9
dx

0

2

∫

=
u3

3
+C = sin

3(x)
3

+C

= −
1
2

du
u∫ = − u +C = − 4− x2 +C

= 4sin3(u)cos(u)du∫

=
du
u2⋅0+9

2⋅8+9
∫ =

du
u9

25
∫ = 2 u 9

25 = 4

u = 4− x2

u = 2x2 +1

= sin4(2x2 +1)+C

w = sin(u)

= 4w3 dw∫

u = 2x3 + 9



ΙΙ.  Ολοκλήρωση κατά παράγοντες 

€ 

u dv
dx
dx∫ = uv − du

dx
vdx∫

€ 

d
dx
(uv) = u dv

dx
+
du
dx
v

€ 

u dv
dx
dx

a

b

∫ = uv a
b −

du
dx
vdx

a

b
∫ = u(b)v(b)− u(a)v(a)− du

dx
vdx

a

b
∫

για ορισµένα ολοκληρώµατα: 

Παραδείγµατα: ln(x)dx∫

xex dx
0

1

∫

αφού  

= ln(x)(x ʹ) dx∫ = x ln(x)− 1
x
x dx∫

= x(ex ʹ) dx
0

1

∫ = xex 0
1 − ex dx

0

1

∫

= x ln(x)− x +C

= e− 0− ex 0
1 = e− (e−1) =1


