
Συνήθεις Διαφορικές Εξισώσεις 

Το αόριστο ολοκλήρωµα είναι η λύση του 
απλούστερου παραδείγµατος συνήθους δ.ε. 

€ 

df (x)
dx

= g(x)   ⇔    f (x) = g(x)dx∫

Οι διαφορικές εξισώσεις (δ.ε.) είναι εξισώσεις που περιέχουν παραγώγους µιας άγνωστης 
συνάρτησης, ίσως την ίδια την άγνωστη συνάρτηση και ίσως την ανεξάρτητη µεταβλητή (ή τις 
ανεξάρτητες µεταβλητές για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών). 
Το ζητούµενο στην επίλυση µιας δ.ε. είναι να βρεθεί η άγνωστη συνάρτηση. 

Η γενικότερη µορφή µιας συνήθους δ.ε. είναι  
µε ζητούµενο την άγνωστη συνάρτηση  f(x)  που ικανοποιεί την εξίσωση για κάθε  x. 

Παραδείγµατα: 

€ 

d2 f
dx 2

+ f = 0

€ 

d2 f
dx 2

+ x df
dx

+ ex f = x 3

€ 

f d
2 f
dx 2

+ x df
dx

+ f = 0
€ 

df
dx

+ sin(x) +1= 0

€ 

df
dx

+ f 2 +1= 0

€ 

d2 f
dx 2

+ sin( f ) = 0

€ 

df
dx

+ sin(x) f =1

Στις συνήθεις δ.ε. η άγνωστη συνάρτηση είναι συνάρτηση µίας µεταβλητής και µόνο οι παράγωγοι 
ως προς αυτή την µεταβλητή εµφανίζονται στην εξίσωση. 

F x, f (x), ʹf (x), ʹ́f (x),...( ) = 0 ⇔F x, f , ʹf , ʹ́f ,...( ) = 0



Μια δ.ε. είναι  nστης  τάξης όταν η ανώτερη παράγωγος που εµφανίζεται στην 
δ.ε. είναι η  nστη  παράγωγος. 

Παραδείγµατα:  

Τάξη διαφορικής εξίσωσης 

1ης τάξης 2ης τάξης 1ης τάξης 

Η γενική µορφή µιας δ.ε. 1ης τάξης είναι: 

Η γενική µορφή µιας δ.ε. 2ης τάξης είναι: 

€ 

df (x)
dx

= g(x)

€ 

d2 f
dx 2

+ f = 0

€ 

df
dx

+ f 2 +1= 0 d3 f
dx3

+
df
dx
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
4

+ x4 = 5

3ης τάξης 

df
dx
=F x, f( )

d 2 f
dx2
=F x, f , ʹf( )



Μια δ.ε. λέγεται γραµµική όταν τόσο η άγνωστη συνάρτηση  f(x)  όσο και οι 
παράγωγοί της ( f /(x), f //(x) ,… ) εµφανίζονται σαν γραµµικοί όροι σε αυτήν. 
Αλλιώς (όταν υπάρχουν µη γραµµικοί τέτοιοι όροι) λέγεται µη-γραµµική δ.ε. 

Παραδείγµατα:  

Γραµµικές και Μη-γραµµικές διαφορικές εξισώσεις 

γραµµική δ.ε. 

Η γενική µορφή µιας γραµµικής  δ.ε. 1ης τάξης είναι: 

Η γενική µορφή µιας γραµµικής δ.ε. 2ης τάξης είναι: 

γραµµική δ.ε. µη-γραµµική δ.ε. µη-γραµµική δ.ε. 

όπου οι  a(x), b(x), c(x)  είναι γνωστές συναρτήσεις της ανεξάρτητης µεταβλητής  x. 
Αν είναι σταθερές, τότε έχουµε γραµµικές δ.ε. µε σταθερούς συντελεστές.  

€ 

d2 f
dx 2

+ x df
dx

+ ex f = x 3

€ 

df
dx

+ sin(x) f =1

€ 

f d
2 f
dx 2

+ x df
dx

+ f = 0

€ 

d2 f
dx 2

+ sin( f ) = 0

df
dx

= a(x) ⋅ f + b(x)

d 2 f
dx2

= a(x) ⋅ df
dx
+ b(x) ⋅ f + c(x)



Αν γράψουµε µια δ.ε. έτσι ώστε όλοι οι όροι που περιέχουν την άγνωστη συνάρτηση 
και τις παραγώγους της να είναι στο αριστερό µέρος και όλοι οι όροι που περιέχουν 
µόνο την ανεξάρτητη µεταβλητή στο δεξί µέρος, τότε: 
�   αν το δεξί µέρος είναι µηδέν, η δ.ε. λέγεται οµογενής 
�   αλλιώς (αν υπάρχει µη µηδενικός όρος στο δεξί µέρος) λέγεται µη-οµογενής δ.ε. 

Παραδείγµατα:  

Οµογενείς και Μη-οµογενείς διαφορικές εξισώσεις 

µη-οµογενής δ.ε. 

Για τις γραµµικές και οµογενείς δ.ε. ισχύει η αρχή της επαλληλίας (ή υπέρθεσης) των λύσεων: 

Αν οι  f1(x)  και  f2(x)  είναι λύσεις µιας γραµµικής και οµογενούς δ.ε., τότε κάθε γραµµικός 
συνδυασµός τους της µορφής   c1 f1(x) + c2 f2(x),  όπου  c1  και  c2  τυχαίες σταθερές, είναι 
επίσης λύση. 

µη-οµογενής δ.ε. οµογενής δ.ε. οµογενής δ.ε. 

d 2 f
dx2

+ x df
dx
+ f = 0

€ 

d2 f
dx 2

+ x df
dx

+ ex f = x 3

€ 

d3 f
dx 3

+
df
dx

+ x 4 = 0 d 2 f
dx2

+ x2 df
dx

= f

Μια δ.ε. λέγεται οµογενής αν δεν υπάρχει κανένας όρος που να µην περιέχει την 
συνάρτηση ή παραγώγους της 



fg
nh (x) = fg

h (x)+ fp
nh (x)

fg
h (x) = c1 f1(x)+ c2 f2 (x)+...+ cn fn (x)

Γενική λύση διαφορικής εξίσωσης 
Αριθµός αυθαίρετων σταθερών (παραµέτρων) της λύσης 

Αντίστοιχα, η γενική λύση µιας δ.ε.  nστης τάξης προσδιορίζεται µε  n  αυθαίρετες σταθερές 

Η λύση της  df(x)/dx = g(x)  (δ.ε. 1ης τάξης) προσδιορίζεται µε µία αυθαίρετη σταθερά (την σταθερά 
της ολοκλήρωσης). Αυτή είναι η γενική λύση της δ.ε. 

Η γενική λύση  fgh(x)  µιας γραµµικής και οµογενούς δ.ε.  nστης  τάξης, προκύπτει αν ξέρουµε  n 
µερικές (ειδικές) ανεξάρτητες λύσεις  f1(x), …, fn(x),  από την επαλληλία τους: 

Η γενική λύση  fgnh(x)  µιας γραµµικής και µη-οµογενούς δ.ε.  nστης  τάξης, προκύπτει από την γενική 
λύση της αντίστοιχης οµογενούς δ.ε.,  fgh(x), και µία µερική λύση της µη-οµογενούς  fpnh(x):  

f (x0 ) = y0,   ʹf (x0 ) = y1,  ... ,   f (n−1)(x0 ) = yn−1

Η λύση προσδιορίζεται µονοσήµαντα 
αν ξέρουµε  n  αρχικές συνθήκες: 

Για τις µη-γραµµικές δ.ε. δεν υπάρχει συστηµατικός τρόπος κατασκευής της γενικής λύσης 

f (x) = g(x)dx∫ + c

Η λύση προσδιορίζεται µονοσήµαντα αν ξέρουµε µια αρχική συνθήκη στο σηµείο  x0:   f(x0) = y0 
(από µια τέτοια σχέση µπορεί να προσδιοριστεί η σταθερά της ολοκλήρωσης). 

= c1 f1(x)+ c2 f2 (x)+...+ cn fn (x)+ fp
nh (x)



Διαχωρίσιµες διαφορικές εξισώσεις 1ης τάξης 

Μια δ.ε. 1ης τάξης είναι διαχωρίσιµης µορφής, αν µπορεί να γραφεί ως:  

Τότε η λύση της είναι 

Παραδείγµατα:  

df
dx

= A(x) ⋅B( f )

df
B( f )

= A(x)dx

€ 

df
dx

= − f 2

€ 

df
dx

= f€ 

⇒   f (x) =
1

x + c

€ 

⇒   f (x) =
1
4
x + c( )2

€ 

df
dx

= xf

€ 

⇒   f (x) = cex
2 / 2

€ 

df
dx

+ 2xf 2 = 0

f (0) =
1
2

€ 

⇒   f (x) =
1

x 2 + 2

€ 

df
dx

− xe− f = 0

f (0) = 0

€ 

⇒   f (x) = ln x 2

2
+1

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

⇔    1
B( f )

df∫ = A(x)dx∫ ⇔    F ( f ) =G(x)+ c



Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις 1ης τάξης 

Η γενική µορφή µια τέτοιας εξίσωσης είναι: 

όπου P(x), R(x) γνωστές συναρτήσεις.                                  R(x) ο µη-οµογενής όρος 

Επίλυση της οµογενούς δ.ε. (διαχωρίσιµης): 

Παράδειγµα:  

€ 

df
dx

+ P(x) f = R(x)

€ 

fg
h (x) = ce− P (x )dx∫

€ 

df
dx

− f = ex

€ 

 fg
h (x) = ce− (−1)dx∫ = cex

Η γενική λύση της οµογενούς δ.ε. (που περιέχει µία αυθαίρετη σταθερά): 

df
dx
+P(x) f = 0

fp
nh (x) = ex ex

ex
dx∫

€ 

⇒   f (x) = cex + xex

Η γενική λύση της µη-οµογενούς δ.ε. είναι:  fg
nh (x) = fg

h (x)+ fp
nh (x)

όπου  fpnh(x) µια µερική λύση που προκύπτει από την σχέση  

€ 

f p
nh (x) = g(x) R(x)

g(x)
dx∫

€ 

g(x) = e− P(x )dx∫µε 

f (0) = 5

ποιες είναι οι αντίστοιχες λύσεις που 
ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες  

f (2) = 0ή = xex



Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης µε σταθερούς 
συντελεστές  (Ι.  οµογενείς δ.ε.) 

Η γενική µορφή µια τέτοιας εξίσωσης είναι: a, b, c  σταθερές 

Για την επίλυση της οµογενούς δ.ε. αναζητούµε λύσεις της µορφής  f(x) = esx  και ανικαθιστώντας 
στην δ.ε. καταλήγουµε σε µια δευτεροβάθµια εξίσωση (χαρακτηριστική εξίσωση) για το  s: 

Παραδείγµατα:  

€ 

a d
2 f
dx 2

+ b df
dx

+ cf = 0

€ 

fg
h (x) = c1e

s1x + c2e
s2x

€ 

d2 f
dx 2

− f = 0

€ 

⇒   f (x) = c1e
x + c2e

−x

€ 

d2 f
dx 2 − f = 0

f (0) = 0, ʹ f (0) =1

€ 

⇒   f (x) =
1
2
ex − e−x( )

Η εύρεση 2 λύσεων  s1  και  s2  οδηγεί στην γενική λύση της οµογενούς δ.ε.: 

€ 

as2 + bs+ c = 0

€ 

d2 f
dx 2 − f = 0

f (0) =1, ʹ f (0) = 0

€ 

⇒   f (x) =
1
2
ex + e−x( )

€ 

d2 f
dx 2

− 3 df
dx

+ 2 f = 0

€ 

⇒   f (x) = c1e
x + c2e

2x

Αν υπάρχει µία διπλή ρίζα  s, οι δύο ανεξάρτητες λύσεις είναι  esx  και  x esx ⇒ fg
h (x) = c1e

sx + c2xe
sx



Γραµµικές διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης µε σταθερούς 
συντελεστές  (ΙI.  µη-οµογενείς δ.ε.) 

Η γενική µορφή µια τέτοιας εξίσωσης είναι: a, b, c  σταθερές 

Για την επίλυση της µη-οµογενούς χρειαζόµαστε µία µερική λύση της,  fpnh(x):   

Παράδειγµα:  

€ 

a d
2 f
dx 2

+ b df
dx

+ cf = R(x)

€ 

d2 f
dx 2

− 4 f = 2ex

€ 

fg
nh (x) = fg

h (x) + f p
nh (x)

Μορφή του R(x) Μορφή της fp
nh(x) 

πολυώνυµο πολυώνυµο του ίδιου βαθµού 

γραµµικός συνδυασµός εκθετικών  γραµµικός συνδυασµός των ίδιων εκθετικών 

ηµίτονα ή συνηµίτονα 
ή γραµµικός συνδυασµός τους 

γραµµικός συνδυασµός ηµιτόνων και συνηµιτόνων 
του ίδιου ορίσµατος 

πολυώνυµο * εκθετικό πολυώνυµο * το ίδιο εκθετικό 

γραµµικός συνδυασµός των παραπάνω γραµµικός συνδυασµός των αντίστοιχων λύσεων 

€ 

 fg
h :   (s2 − 4 = 0)  ⇒ fg

h (x) = c1e
2x + c2e

−2x  fp
nh = Aex

€ 

⇒   f (x) = c1e
2x + c2e

−2x −
2
3
ex

⇒ A− 4A = 2 ⇒ fp
nh (x) = − 2

3
ex
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Εφαρµογή: 
τµήµατα ρυθµιστικών και σηµατοδοτικών µονοπατιών 

Tyson, Chen, Novak, Current Opinion in Cell Biology 15, 221 (2003) 

Figure 1
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€ 

dR
dt

= k1S − k2R

Δυναµική πρωτεϊνικής σύνθεσης και αποδόµησης 

Στάσιµη κατάσταση ( dR/dt = 0 ): 

€ 

Rst =
k1
k2
S

Γραµµική απόκριση 

€ 

⇒   R(t) = c ⋅ e−k2t +
k1

k2

S

S: ένταση σήµατος παραγωγής της πρωτεΐνης 
(π.χ. συγκέντρωση µεταγραφικού παράγοντα ή mRNA) 

R: συγκέντρωση πρωτεΐνης 

k1 = 1 
k2 = 5 
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€ 

dRP

dt
= k1S(RT − RP ) − k2RP

Δυναµική φωσφορυλίωσης και αποφωσφορυλίωσης 

Στάσιµη κατάσταση ( dRP/dt = 0 ): 

€ 

RPst

RT
=

S
(k2 /k1) + S

Υπερβολική απόκριση 
(αρνητική καµπυλότητα) 

⇒   RP (t) = c ⋅e−(k1S+k2 )t +
RTS

(k2 / k1)+ S

S: ένταση σήµατος φωσφορυλίωσης της 
πρωτεΐνης 

(π.χ. συγκέντρωση κινάσης) 

RP :  συγκέντρωση φωσφορυλιωµένης πρωτεΐνης 
R:  συγκέντρωση µη-φωσφορυλιωµένης πρωτεΐνης  
RT = R+RP :  συνολική συγκέντρωση πρωτεΐνης   

k1 = k2 
RT = 1 

= k1SRT − (k1S + k2 )RP
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€ 

dRP

dt
= k1S

RT − RP

Km1 + RT − RP

− k2
RP

Km2 + RP

Δυναµική φωσφορυλίωσης και αποφωσφορυλίωσης ΙΙ 

Στάσιµη κατάσταση ( dRP/dt = 0 ): 

Σιγµοειδής απόκριση 
(switch-like) 

όταν  Km1/RT  και  Km2/RT  << 1 

k1 = k2 = 1 
RT = 1 

Km1 = Km2 = 0.05 

Αν οι αντιδράσεις φωσφορυλίωσης/αποφωσφορυλίωσης εµφανίζουν 
κινητική Michaelis-Menten: 

Km1,  Km2 
Michaelis 
constants 
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Απότοµη απόκριση, 
αλλά βαθµιαία και αντιστρεπτή 
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€ 

dR
dt

= k1S − k2XR

dX
dt

= k3S − k4X

Τέλεια προσαρµογή καµπυλών σήµατος-απόκρισης 

Στάσιµη κατάσταση ( dR/dt = 0  και  dX/dt = 0 ): 

Τέλεια προσαρµογή 
το σύστηµα εµφανίζει µεταβατική απόκριση σε 
αλλαγές του σήµατος S, αλλά η στάσιµη κατάσταση 
του στοιχείου απόκρισης R είναι ανεξάρτητη του S 

k1 = k2 = 2 
k3 = k4 = 1 

Προσθέτοντας στο γραµµικό στοιχείο 
απόκρισης ένα δεύτερο µονοπάτι: 

Τυπική συµπεριφορά χηµειοτακτικών συστηµάτων που 
αποκρίνονται σε απότοµες αλλαγές χηµ. στοιχείων, αλλά 
προσαρµόζονται σε σταθερά επίπεδα του σήµατος 
(π.χ. όσφρηση) 

€ 

Xst =
k3
k4
S

Rst =
k1S
k2Xst

=
k1k4
k2k3

R: συγκέντρωση πρωτεΐνης 
X: συγκέντρωση ρυθµιστικής πρωτεΐνης που αποδοµεί την R 
S: ένταση σήµατος παραγωγής και της πρωτεΐνης R και της X  
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Toggle switches have also been realized in artificial
genetic networks based on mutual inhibition [41] or
mutual activation [42!]. These networks were designed
and built in explicit reliance on theoretical ideas of the
kind we have described.

Negative feedback: homeostasis and
oscillations
In negative feedback, the response counteracts the effect
of the stimulus. In Figure 1g, the response element, R,
inhibits the enzyme catalysing its synthesis; hence, the
rate of production of R is a sigmoidal decreasing function
of R. The signal in this case is the demand for R— that is,
the rate of consumption of R is given by k2SR. The steady
state concentration of R is confined to a narrow window
for a broad range of signal strengths, because the supply of
R adjusts to its demand. This type of regulation, com-
monly employed in biosynthetic pathways, is called
homeostasis. It is a kind of imperfect adaptation, but it

is not a sniffer because stepwise increases in S do not
generate transient changes in R.

Negative feedback can also create an oscillatory response.
A two-component, negative feedback loop, X!R—|X,
can exhibit damped oscillations to a stable steady state
but not sustained oscillations [43]. Sustained oscillations
require at least three components: X!Y!R––|X. The
third component (Y) introduces a time delay in the feed-
back loop, causing the control system repeatedly to over-
shoot and undershoot its steady state.

In Figure 2a (column 1), we present a wiring diagram for a
negative-feedback control loop. For intermediate signal
strengths, the system executes sustained oscillations
(column 2) in the variables X(t), YP(t) and RP(t). In the
signal-response curve (column 3), we plot RP;ss as a
function of S, noting that the steady-state response is
unstable for Scrit1 < S < Scrit2. Within this range, RP(t)

Figure 2
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close the negative feedback loop: first, RP inhibits the synthesis of X; or second, RP activates the degradation of X. We choose case 2. Centre
column: oscillations of X (black, left ordinate), YP (red, right ordinate) and RP (blue, right ordinate) for S ¼ 2. Right column: the straight line is the
steady-state response (RP;ss) as a function of S; solid line indicates stable steady states, dashed line indicates unstable steady states. For a fixed
value of S between Scrit1 and Scrit2, the unstable steady state is surrounded by a stable periodic solution. For example, the solution in the centre
column oscillates between RPmax ¼ 0:28 and RPmin ¼ 0:01. These two numbers are plotted as filled circles (at S ¼ 2) in the signal-response curve to
the right. Scrit1 and Scrit2 are so-called points of Hopf bifurcation, where small-amplitude periodic solutions are born as a steady state loses stability.
Centre column, (b,c): phase plane portraits for S ¼ 0:2; red curve, (X,R) pairs that satisfy dR=dt ¼ 0; blue curve, (X,R) pairs that satisfy dX=dt ¼ 0;
open circle, unstable steady state. Right column, (b,c): solid line, stable steady states; dashed line, unstable steady states; closed/open circles,
maximum and minimum values of R during a stable/unstable oscillation. Scrit1 and Scrit2 are called subcritical Hopf bifurcation points.
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Πιο σύνθετα µονοπάτια µπορεί να 
εµφανίζουν ασυνεχείς και µη-αντιστρεπτές 
ή οµοιοστατικές αποκρίσεις  

ή περιοδικές αποκρίσεις 
(ταλαντωτική συµπεριφορά)  ... διάφορες βιολογικές εφαρµογές 

(κυτταρικός κύκλος, κτλ.)  

Tyson, Chen, Novak, 
Curr. Opin. Cell Biol. 15, 221 (2003) 
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Μερικές Διαφορικές Εξισώσεις 

Στις µερικές δ.ε. η άγνωστη συνάρτηση είναι συνάρτηση πολλών µεταβλητών και οι µερικές 
παράγωγοί της ως προς διάφορες µεταβλητές εµφανίζονται στην εξίσωση 

Εξίσωση Διάχυσης σε 1 διάσταση 

€ 

∂c
∂t

= D∂
2c
∂x 2

c(x,t):  συγκέντρωση κάποιας ουσίας 
D:  συντελεστής διάχυσης 

Μερική δ.ε. 2ης τάξης 

Περιγράφει την χρονική µεταβολή της συγκέντρωσης λόγω τυχαίας θερµικής κίνησης, που οδηγεί σε ροή 
σωµατιδίων από περιοχές µεγαλύτερης συγκέντρωσης προς περιοχές µικρότερης συγκέντρωσης 

Η ροή σωµατιδίων  J  είναι ανάλογη της βαθµίδας της συγκέντρωσης: 

€ 

J = −D∂c
∂x

Όταν  ϑc/ϑx > 0  ( ϑc/ϑx < 0 ) δηλαδή η  c(x)  αύξουσα (φθίνουσα), τότε  J < 0  ( J > 0 ) 

Από την σχέση ορισµού της ροής σωµατιδίων  J  και την διατήρηση του αριθµού των σωµατιδίων 
( => ϑc/ϑt =-ϑJ/ϑx ), προκύπτει η εξίσωση διάχυσης (όταν το  D  είναι ανεξάρτητο της θέσης) 

νόµος 
Fick 



Εξίσωση Διάχυσης σε 3 διαστάσεις 

€ 

∂c
∂t

= D ∂ 2c
∂x 2

+
∂ 2c
∂y 2

+
∂ 2c
∂z2

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ Μερική δ.ε. 2ης τάξης   

€ 

c(! r ,t) = c(x,y,z,t)

€ 

∂c
∂t

= D ⋅ ∇2c
  

€ 

! 
∇ =

∂
∂x

ˆ i + ∂
∂y

ˆ j + ∂
∂z

ˆ k ή, ισοδύναµα, όπου 

Ο τελεστής στο δεύτερο µέρος µπορεί να 
εκφραστεί σε καµπυλόγραµµες συντεταγµένες, 
για προβλήµατα µε κατάλληλη συµµετρία 

Διαχεόµενη ουσία και περιβάλλον Συντελεστής διάχυσης* 
Ιόν Κ σε νερό ≈ 2000 µm2/sec 

Σφαιρική πρωτεΐνη σε νερό  ~ 100 µm2/sec 

GFP  σε κυτταρόπλασµα E.coli ≈ 7 µm2/sec 

DNA σε πυρήνα ζύµης  ≈ 5 x 10-4 µm2/sec 

Τυπικός χρόνος διάνυσης απόστασης  L  µε διάχυση:  t ≈ L2/D 

*Physical Biology of the Cell, 2nd Ed., Garland Science (2013) 

€ 

∇2 =
∂ 2

∂x 2
+
∂ 2

∂y 2
+
∂ 2

∂z2

Η ροή σωµατιδίων είναι:   

€ 

! 
J = −D ⋅

! 
∇ c



Παρόµοια µε την εξίσωση διάχυσης είναι η µερική δ.ε. θερµικής αγωγιµότητας 

Εξίσωση Θερµικής Αγωγιµότητας σε 1 διάσταση 

€ 

∂T
∂t

= a2 ∂
2T
∂x 2

Τ(x,t):  θερµοκρασία 
κ:  συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας 
ρ:  πυκνότητα µάζας 
c:  ειδική θερµοχωρητικότητα 

Μερική δ.ε. 2ης τάξης 

Περιγράφει την χρονική µεταβολή της θερµοκρασίας σε ένα υλικό λόγω ροής θερµότητας από περιοχές 
υψηλότερης θερµοκρασίας προς περιοχές χαµηλότερης θερµοκρασίας 

Η ροή θερµότητας  J  είναι ανάλογη της βαθµίδας της θερµοκρασίας: 

€ 

JE = −κ
∂T
∂x

€ 

a2 =
κ
ρc

νόµος 
Fourier 

Εξίσωση Θερµικής Αγωγιµότητας σε 3 διαστάσεις 

€ 

∂T
∂t

= a2 ∂
2T
∂x 2

+
∂ 2T
∂y 2

+
∂ 2T
∂z2

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ = a2 ⋅ ∇2T   

€ 

T(! r ,t) = T(x,y,z,t)

Η ροή θερµότητας είναι:   

€ 

! 
J E = −κ ⋅

! 
∇ T



Κυµατική εξίσωση σε 1 διάσταση 

€ 

∂ 2ξ
∂t 2

= v 2 ∂
2ξ
∂x 2

ξ(x,t):  πυκνότητα για ακουστικά/ηχητικά κύµατα, 
           ένταση ηλεκτρικού πεδίου για η.µ. κύµατα, 
           πλάτος µετατόπισης για ταλαντούµενη χορδή 
           κτλ. 
v:  ταχύτητα διάδοσης του κύµατος 

Μερική δ.ε. 2ης τάξης 

Κυµατική εξίσωση σε 3 διαστάσεις 

€ 

∂ 2ξ
∂t 2

= v 2 ∂
2ξ
∂x 2

+
∂ 2ξ
∂y 2

+
∂ 2ξ
∂z2

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ = v 2 ⋅ ∇2ξ   

€ 

ξ(! r ,t) = ξ(x,y,z,t)

Η εξίσωση έχει λύσεις του τύπου  ξ (x, t) = f (x − vt) (οδευόντων κυµάτων σταθερής µορφής) 



Μέθοδος επίλυσης µερικών δ.ε. 

Η βασική µέθοδος επίλυσης µερικών δ.ε. είναι η µέθοδος χωρισµού µεταβλητών 
 � (1ο βήµα)  Γράφουµε την άγνωστη συνάρτηση πολλών µεταβλητών σαν γινόµενο διαφορετικών 
συναρτήσεων των ανεξάρτητων µεταβλητών 
 � (2ο βήµα)  Αντικαθιστούµε στην µερική δ.ε. και διαιρώντας µε την άγνωστη συνάρτηση καταλήγουµε 
στην ισότητα µεταξύ δύο συναρτήσεων διαφορετικών ανεξάρτητων µεταβλητών, που µπορεί να 
ικανοποιείται µόνο όταν αυτές ισούνται µε µια σταθερά 
 � (3ο βήµα)  Οι τελευταίες ισότητες οδηγούν σε συνήθεις δ.ε. τις οποίες λύνουµε 
 � (4ο βήµα)  Εφαρµόζουµε τις συνοριακές συνθήκες για να προσδιορίσουµε κάποιες από τις σταθερές 
που προκύπτουν από την επίλυση των συνήθων δ.ε., καθώς και διακριτές τιµές της σταθεράς που 
προέκυψε στο 2ο βήµα 
 � (5ο βήµα)  Γράφουµε την ζητούµενη λύση σαν γραµµικό συνδυασµό των ανεξάρτητων λύσεων που 
προέκυψαν στο 3ο και 4ο βήµα (λόγω της γραµµικής και οµογενούς δ.ε. και των συνοριακών συνθ.)  
 � (6ο βήµα)  Εφαρµόζουµε τις αρχικές συνθήκες για να προσδιορίσουµε τις σταθερές του γραµµικού 
συνδυασµού του βήµατος 5   

Μια µερική δ.ε. επιλύεται σε συνδυασµό µε 
1) κατάλληλες συνοριακές συνθήκες που ισχύουν για κάθε χρονική στιγµή στα όρια της περιοχής του 

χώρου που µας ενδιαφέρει, και προκύπτουν από το εκάστοτε πρόβληµα 
2) αρχικές συνθήκες που δίνουν την αρχική (για t = 0) χωρική κατανοµή της συνάρτησης αν η µερική δ.ε. 

είναι 1ης τάξης ως προς τον χρόνο (όπως η εξίσωση διάχυσης), 
       ή τις αρχικές χωρικές κατανοµές της συνάρτησης και της πρώτης χρονικής παραγώγου της αν η 

µερική δ.ε. είναι 2ης τάξης ως προς τον χρόνο (όπως η κυµατική εξίσωση)   



Παράδειγµα: Απελευθέρωση φαρµάκου από λεπτό πλακίδιο (slab) πάχους  L. Υποθέτουµε ότι το φάρµακο 
διαχέεται µέσα στο παρασκεύασµα µε συντελεστή διάχυσης  D, αρχικά είναι οµοιογενώς κατανεµηµένο στο 
εσωτερικό του (έστω  N0  ο αρχικός αριθµός των µορίων του φαρµάκου στο πλακίδιο) και όταν φτάνει µε 
διάχυση στις επιφάνειες του πλακιδίου αποµακρύνεται αµέσως στο περιβάλλον (συνοριακές συνθήκες).     

Έχουµε να λύσουµε την εξίσωση δίαχυσης στην µία 
διάσταση λόγω της συµµετρίας του προβλήµατος, όπου  x 
η διάσταση κατά µήκος της λεπτής πλευράς του πλακιδίου  

µε συνοριακές συνθήκες   

και αρχικές συνθήκες   € 

∂c
∂t

= D∂
2c
∂x 2    (1) c(x,t):  γραµµική 

συγκέντρωση 
φαρµάκου (αριθµός 
µορίων φαρµάκου 
ανά µονάδα µήκους) 

€ 

c(x = 0,t) = 0     (2),       c(x = L,t) = 0     (3)
c(x, t = 0) = constan t = N0 /L      (4)

1ο βήµα:   c(x, t) =Χ(x) ⋅T (t)     (5)

2ο βήµα:   (1)⇒   Χ(x) ⋅ ʹT (t)
Χ(x) ⋅T (t)

= D ʹ́Χ (x) ⋅T (t)
Χ(x) ⋅T (t)

3ο βήµα:   (6)⇒  ʹT (t) = −k2DT (t)  ⇔  T (t) = ae−k
2Dt        (7)

(6)⇒  ʹ́Χ (x)+ k2Χ(x) = 0  ⇔  Χ(x) = Acos(kx)+Bsin(kx)       (8)

4ο βήµα:   (2)⇒   Χ(x = 0) = 0 (8)⎯ →⎯  A = 0
(3)⇒  Χ(x = L) = 0 (8)⎯ →⎯  Bsin(kL) = 0 B≠0 (Χ(x )≠0)⎯ →⎯⎯⎯⎯  k = nπ / L,    n =1, 2,3,...

Από τις (5), (7) και (8) οι ανεξάρτητες λύσεις που έχουν προκύψει είναι:   cn ⋅sin nπ
L
x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟⋅e

−
n2π 2

L2 Dt
 ,     n=1,2,3,...

όπου  cn  σταθερές  

⇔  1
D

ʹT (t)
T (t)

=
ʹ́Χ (x)
Χ(x)

= constant = −k2       (6)



5ο βήµα:   c(x, t) = cn ⋅sin nπ
L
x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟⋅e

−
n2π 2

L2 Dt

n=1,2,3,...
∑         (9)

6ο βήµα:   (9), (4)⇒     c(x, t = 0) = cn ⋅sin nπ
L
x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟=

N0

Ln=1,2,3,...
∑         (10)

(10)⇒   cn =
2
L

N0

L
sin nπ

L
x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟dx

0

L

∫

Αντικαθιστώντας στην (9) τις σταθερές  cn  από την (11), βρίσκουµε την ζητούµενη λύση 
που αποτελεί λύση της εξ. διάχυσης και ικανοποιεί τις συνοριακές και αρχικές συνθήκες 
του προβλήµατος 

c(x, t) = 4N0

πL
1
n
sin nπ

L
x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟⋅e

−
n2π 2

L2
Dt

n=1,3,5,...
(n=odd )

∑

Ο αριθµός των µορίων φαρµάκου που βρίσκεται στο εσωτερικό του σκευάσµατος την χρονική στιγµή  t  είναι   

=
4N0

πL
1
n
e
−
n2π 2

L2
Dt
⋅ sin nπ

L
x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟dx

0

L

∫
n=1,3,5,...
(n=odd )

∑

ενώ το ποσοστό των µορίων φαρµάκου 
που έχουν απελευθερωθεί την χρονική 
στιγµή  t  (µια πειραµατικά 
παρατηρούµενη ποσότητα) είναι   

N0 − N(t)
N0

(ανάπτυγµα µιας συνάρτησης –εδώ της σταθεράς  N0/L –  σε σειρά ηµιτόνων)   

=
2
nπ

N0

L
sin(y)dy

0

nπ

∫ = −
2N0

nπL
cos(nπ )− cos(0)( ) =

0, n=even
4N0

nπL
, n = odd

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

   (11)

N(t) = c(x, t)dx
0

L

∫ =
8N0

π 2
1
n2
e
−
n2π 2

L2
Dt

n=1,3,5,...
(n=odd )

∑

=1− N(t)
N0

=1− 8
π 2

1
n2
e
−
n2π 2

L2
Dt

n=1,3,5,...
(n=odd )

∑
Dt / L2


