
Συναρτήσεις πολλών µεταβλητών 
Πεδίο ορισµού συνάρτησης 
δύο µεταβλητών f(x,y) 
 

Απεικόνιση συνάρτησης δύο µεταβλητών f(x,y): 
�  Γραφική παράσταση  z = f(x,y) 
�  Ισοσταθµικές καµπύλες  f(x,y) = c 

Παραδείγµατα:  βρείτε τα πεδία 
ορισµού και τα πεδία τιµών των 
f(x,y) = sin(xy),   f(x,y)=1/(xy), 
f(x,y)=√(y–x2) 

€ 

E kx,ky( ) = −11− 2.4 3+ 4cos 2.1kx( )cos 1.2ky( ) + 2cos 2.5ky( )



Παλαιοβούνα (απέναντι) 



Όρος Σκολίδα (Ηλεία) 

Αεροφωτογραφία   z = f(x,y) Ισοϋψείς  f(x,y) = c 



Απεικόνιση συνάρτησης τριών µεταβλητών f(x,y,z): 
�  Γραφική παράσταση σε τοµές του πεδίου ορισµού 
�  Ισοσταθµικές επιφάνειες  f(x,y,z) = c 
 



Μερικές Παράγωγοι συναρτήσεων πολλών µεταβλητών 

Μερική παράγωγος ως προς  x 
 

€ 

∂f (x,y)
∂x

= fx = limΔx→0
f (x + Δx,y)− f (x,y)

Δx

Μερική παράγωγος ως προς  y 
 

€ 

∂f (x,y)
∂y

= fy = limΔy→0
f (x,y + Δy)− f (x,y)

Δy



Παράδειγµα:  να βρεθούν οι µερικές παράγωγοι της  f(x,y) = x cos(y) + y ex 

Αντίστοιχα υπολογίζονται ανώτερης τάξης 
µερικές παράγωγοι 
 

€ 

∂ 2 f (x,y)
∂x 2 ,   ∂

2 f (x,y)
∂x∂y

,   ∂
3 f (x,y)
∂x 2∂y

 

Όµως µπορούν να υπολογιστούν 
ρυθµοί µεταβολής σε οποιαδήποτε 
κατεύθυνση! 
(κι όχι µόνο κατά µήκος του άξονα-x 
ή του άξονα-y) 

Για να υπολογιστεί η µερική παράγωγος ως προς  x  µιας συνάρτησης δύο µεταβλητών  f(x,y), 
θεωρούµε το  y  σαν σταθερά και παραγωγίζουµε την συνάρτηση ως προς  x  σα να ήταν 
συνάρτηση µιας µεταβλητής. 
Παρόµοια υπολογίζεται η µερική παράγωγος ως προς  y. 
 



Παράγωγος κατά κατεύθυνση  
(ή κατευθυνόµενη παράγωγος)  
συνάρτησης πολλών µεταβλητών 

Τρόπος υπολογισµού: 
µέσω του διανύσµατος της κλίσης 
 !

∇f = ∂ f
∂x

î + ∂ f
∂y

ĵ

Dû f =
!
∇f ⋅ û = ∂ f

∂x
u1 +

∂ f
∂y

u2

Η παράγωγος κατά την κατεύθυνση του 
µοναδιαίου διανύσµατος û = u1î + u2ĵ  
δίνεται από το εσωτερικό γινόµενο: 
 

για  û = î :  
 

για  û = ĵ :  
 

Dî f =
!
∇f ⋅ î = ∂ f

∂x

Dĵ f =
!
∇f ⋅ ĵ = ∂ f

∂y



Ιδιότητες του διανύσµατος της κλίσης 

Για   θ = 0  =>  Dûf = max 
 

Σε κάθε σηµείο του πεδίου 
ορισµού της η  f  παρουσιάζει 
την µέγιστη αύξηση κατά 
µήκος της κατεύθυνσης του 
διανύσµατος της κλίσης  

Dû f =
!
∇f ⋅ û =

!
∇f cos(θ )

Για   θ = π  =>  Dûf = min 
 

η  f  παρουσιάζει την 
µέγιστη µείωση  

Για   θ = π/2  =>  Dûf = 0 
 

η  f  δεν παρουσιάζει 
µεταβολή σε κατεύθυνση 
κάθετα στο διάνυσµα της 
κλίσης  

Σε οποιοδήποτε σηµείο, το 
διάνυσµα της κλίσης είναι 
κάθετο στην ισοσταθµική 
καµπύλη (ισοσταθµική 
επιφάνεια για συναρτήσεις 
τριών µεταβλητών) που 
διέρχεται απ’ αυτό το σηµείο 



Μέγιστα και ελάχιστα συναρτήσεων πολλών µεταβλητών 



Αν η  f(x,y)  είναι παραγωγίσιµη σε µια περιοχή και έχει σε 
ένα εσωτερικό σηµείο αυτής της περιοχής τοπικό 
ακρότατο, τότε σε αυτό το σηµείο  fx = 0  και  fy = 0. 

Το αντίστροφο πάλι δεν ισχύει: µπορεί οι µερικές 
παράγωγοι να µηδενίζονται σε κάποιο σηµείο και να µην 
αντιστοιχεί σε ακρότατο (π.χ. σαγµατικά σηµεία)  

Για να βρούµε τοπικά ή ολικά ακρότατα ελέγχουµε εκείνα τα σηµεία όπου: 
(ι)  και οι δύο µερικές παράγωγοι µηδενίζονται, 
(ιι)  έστω µία από τις δύο µερικές παραγώγους δεν ορίζονται, 
(ιιι)  τα συνοριακά σηµεία του πεδίου ορισµού της, 
Δεν είναι υποχρεωτικό αυτά τα σηµεία να αντιστοιχούν σε ακρότατα, αλλά αν 
υπάρχουν ακρότατα µπορεί να υπάρχουν µόνο εκεί! 



Κριτήριο δεύτερης παραγώγου για τοπικά ακρότατα 

Έστω ότι σε ένα σηµείο  fx = 0  και  fy = 0 
 
Ανάλογα µε το πρόσηµο της ορίζουσας του µητρώου καµπυλότητας   

 
¤    αν  fxx fyy – fxy

2  > 0   και   fxx < 0    τότε η  f  έχει τοπικό µέγιστο 
     
 
¤    αν  fxx fyy – fxy

2  > 0   και   fxx > 0   τότε η  f  έχει τοπικό ελάχιστο 
 
 
¤     αν  fxx fyy – fxy

2  < 0    τότε η  f  έχει σαγµατικό σηµείο 
 
 
¤     αν  fxx fyy – fxy

2  = 0    τότε δεν µπορούµε να αποφανθούµε 
 
 

€ 

fxx fxy
fyx fyy

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 



Ανάπτυγµα Taylor συνάρτησης δύο µεταβλητών f(x,y) 
γύρω από ένα σηµείο (x0,y0) 

f (x, y) =   f (x0, y0 )
   +  (x − x0 ) fx (x0, y0 )+ (y− y0 ) fy (x0, y0 )⎡⎣ ⎤⎦

   +  1
2!

(x − x0 )2 fxx (x0, y0 )+ 2(x − x0 )(y− y0 ) fxy (x0, y0 )+ (y− y0 )2 fyy (x0, y0 )⎡⎣ ⎤⎦

   +  1
3!

(x − x0 )3 fxxx (x0, y0 )+3(x − x0 )2 (y− y0 ) fxxy (x0, y0 )+3(x − x0 )(y− y0 )2 fxyy (x0, y0 )+ (y− y0 )3 fyyy (x0, y0 )⎡⎣ ⎤⎦

    +  …

    +  1
n!

(x − x0 ) ∂
∂x

+ (y− y0 ) ∂
∂y

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

n

f (x0 ,y0 )

    +  …

(x + y)n = n!
k!(n− k)!

xn−k yk =
k=0

n

∑  xn + nxn−1y+ n(n−1)
2

xn−2y2 +...+ n(n−1)
2

x2yn−2 + nxyn−1 + yn
Διωνυµικό 
ανάπτυγµα 


