
�������� 6 

���	
 ����� 	����� ����� �����	
	 

��� ����� �	
���� ������ �� �����	��� �	� ����� ���� �� ���	�� ��	 �� 

���	���	�� ����	 ���	�
 �	����	���� (�� �������	�����).  �	� ���
��	��� �	� ���
�� �� 

�������	� ��� �������	 ��� ����,  ��� �������� ����,  �	� ������ ���	��� ��� �������	 

� ������� � �
������ ��� �������	 ��� ����, ��� ������
���� �	� ����� �	
����.  

������� �	� ������ �	
���� ��������	 ��	 � ������ ��
�	��� ����	 ��������� ��� �� 

����� ���	��� ��������� � ������ ��������	 ���	���
 �������� (���. 4.1).   	 ������ 

�	
���� ������ �� ����	 ���� ������ ���� ����!��	�.  �’ ���� �� ���
��	� �� ����
���� 

�	� ������ ������ �	
���� (Strehlow (1968), Glassman (1977), Kuo (1986), "urns (1996)). 

    

6.1 ��������� ������� ��� �!� "�#$!� %�&'���( )*�  ��( +� ���( � � Burke-

Schumann 

         	 Burke-Schumann (B-S) ��!���� ��� ����� ���������� ������!� ���!� 

������� ��	 ���	���	���,  ��� ��� �������	���� ������, ���� �������	 �� ���� 6.1.  

#�����  �� �����$��� ��� ������ ������, ��
���� �� �� �� ��
���	 ������
���	� ���� 

(�������	%����� ����� – over ventilated),  � ����	$� ���� (������	%����� ����� – under 

ventilated). 

         "��	�
 ��������	�	�
 ��� ����� �	�� ������ �	
���� ���������	 �� ���� 6.2. 

&������� ��	 � ���	�� �������� ����
��	 �!�� �	��	��� �� ��� ����� ������� –

���	���� ��
�� � �	� ����� ��	�
��	�  ���������� ��	 � ���	�� �������� ��������	 � 

�	� ���� ����� %!�� ��	 ��	 ���� ���� ���	�� ��	 ������� �	�	����� ��� ��� ������ 

����� ���!��� ��� ������.  ' ��	�
��	� ��� ������ ������ �� ����	��	��� �� ��� 

��	�
��	� ���� ���	�� ��	 ���	���	�� ����������	 ��� ��	��	�����	�� �������� ��	 

���	��!���� �� ���	���
 ����� �����,  �������!�����	 �	� ��� �������� ��� ���(����� 

(’ ����� ��� ��	�
��	� ����!� ��� ������ �� ��
����� ���� ���	��,  ���� ���	���	�� 

���
 ���� ���(����).   

 )��
 ��� ��
��� ��� Burke-Schumann ���	����	����	 � ����� �	������� ��� 

����	���, �.�. ��� ���	���,  ��� �� ���
��	� 3, ��. (3.20). 

 �	� �����������	��� ���	���	��� ������������ � ������� ����� ��
����	 : 
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1 1 F rF F F z

F

r V V
Dr

t r r r r r z

�� �
� �

�� �� � �� ���	 
 � 
�  � �� � � � �� � � �
                                    (6.1) 

*�������	 � �	
��� ��� ����	�� �	������,  ��’ ��� 
2 2

2 2

F F

z r

� � � �
��

� �
,  ��	 �� �	������ 

�D (D=��������� �	
���� �
%��) ��������	 � ��!�� ������	� ����
����� ��� 

�����������.  ' ��. 6.1, ����!���� ���	�� ���
���, 0F

t

��
	

�
,  ��	 ���	����	!���� �� 

����	�� ����� �����	��, ��. (3.18), ������ �� ���������	��� ��: 

 ( )F r F F

z F

D V
r r V

r r r r r z

� �
� �

� �� �� ��� �� �
 
 	�  � � � � �� �� �
                      (6.2) 

&������� ��	 � ���� ������ �� ��������� ��� �	� ����	�� (global) �������� ��� 

�����: 

  �’F F + �’AA+ + P.         (6.3) 

"��� � ������	�� ����� �	������� �	� ��� ���� ������ �� ������: 

 A A F

z A

D
r V

r r r z

� �
� �

� �� ���� 
 	 	� � � � �� �
                                 (6.4) 

���� , ����	 � ��	��	�����	��� ����� (�’F MWF)/(�’AMWA). 

         -��	����	!���� ��� ���	�� ����� ��� ������ ������	��, ��� �� ���
��	� 3.5,  ��	 

�����������  ���	�� ���
���, ������ ����, �	��� ���	�	�� ��������, Vr , ��	 �������� 

����� ����������,  � ����� ������	�� ������	: 

 
1

z F r r

ck c
r V

c r r r z

�
� ��� �

�

� �� � �� � 
 	 
 �� 	 
 ��� �� � � �� �
                 (6.5) 

���� .'r ����	 � ��������� ��������� ��
 ���
�� �
%�� ��� ������� (F). 

         /�! �� �
�����  ���� ��� ������!� ����
��� �
%�� (conserved scalar) ��� �� 

)��
��	� 1, ��� ����	 ���	�� ��� ������ ��� ��	!��� �������
��� ����!� 

�	
����, 	�	������ �� ����	� ���� �������� �	������	��� ��
�	���. *��� � �	��	���� 

��� ����
 �� ������ �	� �����	��� ��	!�	� ��� �����%��� ��(��� ���������� ��� ��� 

����� ����� ����� � �������� (source terms), �� ���	��� ���������� (���� ���� ������� 

��������� � �����
���� ��� ����	�!� �i) ��	 �� ����������� ���� ������� ������ 

��������� �����. 0�� ����	� �	���������� ������� ����	 ��	 � ������ ������ 

  rf c� �

��
	 ���

�
      (6.6) 

 ����!���� ��� ��	��� Lewis,  Le=1 ������ ��	 
k

D
c

�
�

	  ��	 � ����� ������	�� 

(6.4) ��
����	: 
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����
%����� �	� ��	!�	� (6.2) ��	 (6.6),  ����
����� : 

 0c
z

Vc
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rD
rr
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���
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�

�               (6.8) 

 1���������� ��	 ���� � �	����	�� ����� ��� ���	 ��� ����� � ��������,  

������ ����	 �����	��. /
� ���� �	 �	����������� �������� �������� ����	 �����	�
 

��������� ������ ����,  ���� ��	������� �	� �� ��� ����
����� �	� �����	���,  ��	 ����	 

���� ��	����� �� ���� ��	
 �� ��	������. 

         )
������ �	� �	�
 ��� ������	�, �	 Burke-Schumann (�.�. Kuo (1986), Turns 

(1996)) ������� �	� ������� ��	!�	� �	� �� ����� �� ���� ��� ������ �	� �	
����� 

�������.   	 ������	� ����� ����	: 

1.  	 ��������� ��� ���� ��	 ��� ������� ����	 �������,  ��� ��	 ���	������� 

��������� ��� ����� ��� �������. 

2. #����	��� ��	��� ��� ������	�� �����. 

3. "� ������� �D ����	 ������. 

4. ' ����	�� �	
��� ����	 ��������  
2 2

2 2

F F

z r

� � � �
��

� �
 . 

5. ' �������� Vr=0. 

6. ' �������� ����
��	 �!�� ��� ���	��� 1
F

A
� 	 	  (��� ��	�
��	� ��� ������). 

7. ' 
��� ����	 ��������, g20. 

 #� ����� �	� ������	��	 ����������� � �	� ���� �	����	�� ����� ��� ������ 

  

 ! " ! "1
z

V f D r f
z r r r

� � �� �	 � �� � �� �
    �      

1
0z

V f f
r

D z r r r

� � �� �� �
 	�  � � � �� �� �
                   (6.9) 

 

 	 ��	���� ������� �	� ��� ��. (6.8), �
�	 ��� ���������� ��� ������� 6.1, ����	 : 

0

'

( )
F z

F F

f
MW #

	
 �
	                         �� z = 0,           

1
0 r R$ $                          (6.10) 

0

'

( )
A z

A A

f
MW #

	�
	                          �� z = 0,

1 s
R r R$ $   ���� Rs � ��	�
��	� ������      (6.11) 

 0
f

r

�
	

�
                               �� r = 0,   z > 0    ��	 �� r=Rs,    z>0              (6.12) 

/	
������ �	� ��	
����� ������������ (Kuo, 1986): 
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��	 ���%����� �	� ��	
����� �����������: 
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                                                          (6.14) 

��	 ��� ��	
���� ���������� ���������: 

 
'

0
( )

F F

F z

MW
f

#
+

	

	
�

                                                         (6.15) 

����
����� ��� ��� ����� ��� ������ (6.8) 

  
1+ +

%
& % % %

��� � �
	 �� � �� �

                                                    (6.16) 

�� 

  
1     

1

',- & % '
+

( ',- & ' %
.... ....... 	 /0......1$ � �

	 � �

 .. ....... 	 /0...... � �� �

                                (6.17) 

  0 0
+

',- % 234 ',- % &
%

�
	 .. ... 	1... . .. 	 /0... 5

�
                              (6.18) 

         H ����� ��	������	 ������	��� ���� �
������ ���� ��� ��������� Bessel; �	 

�������	� Bessel ��� ��!��� ������ (�
���� 0 ��	 1 ������	��) J0 ��	 J1 ����	 ���	� ��� 

������� �	����	��� ������. ' ���	�� ��� �	� �� % ������	 � �������	�
 ��	 

����
����� �	� �	�
 ��� ������ ��	����	!� ����!�. ' ������� ���	���!�	� 

������	����	 ��� ����������, � ���	��� ���	��!�	� ��	 �
�� ��� ��	����� 

���������	�, �� ������	���� � ���	���!�	� �������
��� �� ����	������ �����. 

 

 

6.2  ��,�� ��� �!� "�#$!� %�&'���( �,�#� %*�)�( (Jet) 

 ���� ���	������� ��� ��������	�!� �������!� �.�. ��� ������������, � 

�	��	���	�, ����� ��	 ��������, �������, ������� ������ ramjet, ����	���	������� � 

����� ��	 � ������	�� ����	 ��	������ �������	�� �	������� �	� ���� ������ 

������� �� �������	 � ���	���	�� ������	��.  3�� ��� ���4����� ��	 ��� ��
���	 

���
�	� ��� � ����	��� ���
��	�,  ��	 ��	 � ���	�
���� ����� ���	 ���
����� ���� �� 

���	�� � ����	 ��������,  � ����� �	
���� jet ����	 ��	��	�
 � ��	� �� ��� 
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������������� ����� Burke-Schumann �� � ����� ��� ������	�� ����� ��� �������� 

���� ����.  ' �	������� �	�� ������ ����� ����� ������� �������� ��������	 �� 

���� 6.3.  )��5����� �� ���������� ��	 ��������� �� ��������	�	�
 ��
�	��� �	�� 

�������� ������ ����� (jet) �� ����. 

 

6.2.1 ��&)�-� ��� �#, �%���#,( Jet 

         #	� ���	� ���� �� ���	������ ������ ��������� �����	 ��� ����� ������� ro ��	 

����	������	 �� ��� �	��
%���� ���� ���� �������	 �� ���� 6.4. �� �
��	� ����� 

���
��	 ��� ������ ������ �� ������ ��� ��������� �� ���	 �
��	� ���	�� ��� ����	�� 

������ ��	 �� ��	����	  ����	��� ���	�	�
  ��
������ �� ����� �� ��	� ��� ���	���� 

��
�	���.   ����� ��� ���	�
������� �� �	���	 �	� ��� ��� ����� ��� %!��� ��
�	��� 

(entrainment).  �	� ��� ��������� ��� ��
���� �
����� �	� ��������� ������	�: 

1.   ���	�
���� ����� ����	
 ��� �� jet ����	 ��������. 

2. .�� ��
����� ���	��� ���	��
�	� 

3. 0����� ��� �� ���	������� 	�	������ (�,  �,  cp ���.). 

4. ' ��� ����	 ���	��. 

5. *�������� ����	��� ���
��	�. 

6.  ��	������ ����. 

7. .	
��� �
%��,  ����� ���������� ��	 ������� 	�!���� ��� ����	�� �	������ ����	 

���������. 

8. Le=Sc=Pr=1. 

          	 ��	!�	� �����	��, x-����� ��	 �	������� ��� �������� ����	��� (��� ��! 

����
����	 �� �� ��
�� ��������, f, ���� ������� �� ���
��	� 1.8) ��
�����	 �� ����: 

   0vr
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x
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�
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��
�
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r
ruv

r
ru

x

2                                                           (6.19) 

    
f

ruf rvf Dr
x r r r

� � �
� � � � ��� 	 � � � � �� �

        

&���!���� �, �, D ���	������ ������������ ��	 �������� Sc=Pr=1, (�/�=D) �	 �����
�� 

��	!�	� ��
�����	:  

 0
r

v

r

v

x

u
	�

�
�

�
�
�

 

 
( )u u u

u v r
x r r r r

6 �� � � � ��� 	 � � � � �� �
                                                                 (6.20) 
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( )f f f

u v r
x r r r r

6 �� � � � ��� 	 � � � � �� �
 

 

 	 ��	���� ������� ��� ����� ����	: 

x=0,     r R$ :       / 1
e

u u f	 	  

                                                                                                                              (6.21) 

x=0,       r>R    :        / 0eu u f	 	  

�� ���
��� ������� ������: 

:r 78           / 0eu u f	 	                                                

              (6.22) 

r=0, x  
( )

0, 0
eu u f

v
r r

� �
	 	 	

� �
 

' ����	�� ���� ��	 �� ��
�� �
%�� ����	 �	���������� ������
 ������. 3�
����� ��� 

����
������ �������� �	� ���� �� ���� (jet invariants, Schlichting (1968), Spalding 

(1979), Turns (1996)), ��	����� �� �	������ ��� ����� ��	 ��� ����	���.  *���� �	 

����
������ ���%����	 �� ����: 

 

2 2 2

0

0
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0
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1 1 1
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u e

f e

I u rdr u R
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6 � 6 �

6 � 6 �

7

7

��	 	 � 
� �

��	 	 � 
� �

9

9
                             (6.23) 

         *����	������	 ��	 �	 ���	� �	� �	� ����������� ���������� ��� ���	�!� �	����	�!� 

��	!��� ���������� ��� �	� ��������� ��	!�	� (Schlichting, 1968, Spalding, 1979) ��	 

�	� ��	���� �������,  ��� ����������� �������,  �	� �� ����� ����
� ��� ������. 
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�	                                                           (6.24) 

 

2

3 Re 1
1

32 4

Do o

e

u D
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� �� �	 �� � 
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                                                       (6.25) 

 

1
2

2 223
( / ) 1 1

8 4 4
u

v I
x

: : :
6 �



� �� ���	 
 ��   � �� � � �� �

                                        (6.26) 

�  3 2 20

0

3 1 1
( )(1 )

8 4 4

v D

u x
: : : 
	 
 �                            (6.27)  

��	        

2
23

1
4 4

f
F

I
Y f

x

:


��

	 	 � �
� �

                                                   (6.28) 

���� � ��	
���� ���
������, �, ���%���	 �� : 
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#
��� �� �	 	 ��  � 

� �� �� �
                                        (6.29) 

         /���	 ������� ��� ��� �����
�� ���, ��	 �� ������ ��� ��������� ��	 ��� 

���������� ����	 ����-���	� (self-similar),  ������ �����!���	 ���� ��� �� r/x.  *�� �	� 

��. (6.24) ��	 (6.28),  ��������	 ��	 �	 ����	��� �	��� ��� u ��	 f ����	: 

  

f

u

I
4

3
xf

I
4

3
xu

	

	

3:

3:

                                                             (6.30) 

         /��	�� ��� 
���� � �
��	� ������ ��� �� ���	� ������ 	���	, u<u� , ��	 f<1 

������������ ��	 �	 x-�	���  ��� 	������	��� ��� �����
�� ���, ��. (6.30), �����	 �� 

	������	��� ��� ��	�����: 

  
3

4

u

e

I
x

u
5     �       0

0

3

8 ( / )

ex u R

R 6 �
5                                            (6.31) 

"� �	
������ ��� ������� 6.5 ���	�
 �� ������ ��� ��������� � ��� ����������.   

/���� 	���	 ��	: 

  5.0
u

u
	

3:

             �	�       �=1.287 

' ������,  ���� � �������� ��	!����	 �� �	� ��� ����	��� ��� �	���,  ������%���	 �� 

2
1r .  *�� ��� ��. (6.29) ������: 

  

1

2
1

2

0

8( / ) ( / )
1.287 2.97

3
u e

r

x I u D

6 � 6 ���
	 	�

� �
               ��	               

              (6.32) 

  ! "1

1/ 2
tana r x


	  

*��� � ����� ������� ��	 � ����� ���������� ��� jet ����	 ���	������ ��
���� ��� 

ReDo, ���� (6.5).  ' ��	�� ��� �
%�� �� jet, 
;

m ,  ������ �� ������	��� ��:  

  9
7;

�(	
0

udrr2m                                                     (6.33) 

*��	���	�!���� ��� ��. (6.24) ��� ��. (6.34) ��	 �������!������ ������: 

  9
7;

(6	


�

�
�
�

� :�

::

�

�
�
�

�

�

�
��
�

�
(�	

0

2

2

u

u

2 x8

4

1
1

d

x

I

4

3

I

x

3

8
x2m                                   (6.34) 

  ������ ��������� ����
����	 �� �	����	� ��� ��. (6.35) �� 
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  (6	

;

8
dx

md
                                                            (6.35) 

/
� ��	����� ��������� ��� ����� ������	�� �� Le=1 �������� ��	 �� ��������	��� 

����� �������	 �� �� ����� �������!���,  ��: 

                            f
TT

TT

0

	






7

7                                                               (6.36) 

/
� �� � ��	���� Schmidt (Sc) ��� 	����	 �� ��� ���
�� ���
 �� �	� �����
 ������ �� 

��	���� ��	 (Kuo, 1986): 

                               

Sc

u

u

f

f



�

�
�
�
�

�
	

3:3:

                                                               (6.37) 

6��� �� �, �, D �����
������	 �� �!��,  � ������	�� ������ ��� ����	 ������ ��	 �� 

�����	 �� ���	����	����� ��	����	��� ������	.  "� ����������� �� ���
���� ����	�
 

���
 ��	 ��	 ��	��	�
. 

 

6.2.2 ��&)�-� ��� �#, jet )� ��,�� 

           ' ���� �������	�� ��� ���� ��� �������� ����� ���� ������ ��� �����������, 

��� 	�!���� ��	 �����	��� ������ ��� ����������. *� �������� �	� ���	��,  

�����������	�� ����� jet ������� ��	���� Mach, ���
 �� ���� ��������� ������� 

���	��� ���������.  	 �	����	��� ��	!�	� ��� �	����� �� �����, ���� �� 

����������� ������  jet,  ����	:  

�����	��� �����	��: 

 0vr
r

xr
x

	�
�
�

��
�
�

                                                             (6.38) 

*���	��� �����: 

    
�

�
�
�

�
�
�

6
�
�

	�
�
�

��
�
�

r

u
r

r
ruv

r
ru

x

2                                                        (6.39) 

 

.	������� �	� �� ���	��: 

 F
F

FFF r
r

rD
r

rv
r

ru
x

��
�

�
��
�

�

�

��
�

�
�

	��
�
�

���
�
�

                                        (6.40) 

 

.	������� �	� �� ���	���	��: 

 A

A A A A
ru rv D r r

x r r r
� � � �

� � � �� ��� � � 	 �� � � � �� �
                                     (6.41) 
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.	������� ��� ������	��: 

 
�

�
�
�

�
�

��
�

�
�

��
�

�
�
�

�
�
��

&
�
�

	�
�
�

��
�
�

r
rD

r
H

r
r

r
rvh

r
ruh

x

F
Fr                         (6.42) 

����   

 rFPTch ����	                                                         (6.43) 

 

��	 .'r ����	 � ��������� ��������� ��
 ���
�� �������.  �	� �� �	����������� �� 

�%���� �� ��������������� ��� ����	� ��� �	������	��� ��
�	��� �������-���� ��	 

��� ��
����� ��������, f,  ()��
��	a 1 ��	 6.1).  �	� ����	� �������, �	���
����� ��� 

���
���� ��� �������� �������	 ��� ��
����� �������� ���������	 �� ���� 6.6.   

"� ������ 3F,u ��	 3F,b �� ���� 6.6 ���	���� �� ��
�� �
%�� ��� ������� �� 

����� ��� ������� ��	 �� ����� ��� ������� �������� ������	��. /���� ���	�� �=D=�,  

��	 !�� Sc=Pr=Le=1, �	 ��.(6.41-43) ������� �� ��������� ��� ���� ������� 

�	���������� �������� �������� ��: 

 
�

�
�
�

�
�
+�

6
�
�

	+�
�
�

�+�
�
�

r
r

r
rv

r
ru

x
                                                   (6.44) 

���� �� ������ �	���������� ������� ������� ������ �� ����	 

 
F A

st

F

A
+ ��	 � 
 �� 

� �
                                                                (6.45) 

"� ��
�� �������� ��� �������	 �� �� % (Turns, 1996),  ����� 	������	�� ��� ��. (6.45),  

���	: 

 
�

�
�
�

�
�
�

6
�
�

	�
�
�

��
�
�

r

f
r

r
rvf

r
ruf

x
                                       (6.45) 

' ��. (6.42) ����� ������ ������ �� ������ ��: 

   
�

�
�
�

�
�
�

6
�
�

	�
�
�

��
�
�

r

h
r

r
rvh

r
ruh

x
                                        (6.46) 

' ���	����� ��� ��	!��� �	� �� u,  f ��	 h,  ��	�����	 ��	�� ������ ���� ��	 �	� ���	� 

��	!�	�.   	 ���	� ����	 ��������� �� ����� ��� �������� ������ jet ��� ��������� 

6.2.1. 

 #������� �� �
����� �	� ���� ���������	� �	� ��� �������� ��� ���!� �� 

����.         

- � ��	�
��	� ��� ������ ��	%���	 �� � ���	��� ���� �=1 � f=1, ���� 6.7 

- �� ���	���� ��� ���
�����	 ’����� ��� ��	�
��	� �	�������	 ������	�
 ��	 �����	�
       

   ����� 
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- ����� ������ ���%���	 ���� ���� f(r=0, x=Lf )=1, ���� 6.7 

- � %!�� ��� ������ ����	 ����� ���
 ���� �������� ��� ����� ��� ������ ��������� 

- � ��������	��� �������� ��	��	����	 �	� ������	��	�� �������� ��� �������	 ���!�  

    ���	
%���� ��� ������ ��� 

*���!���� ��� ������� ��� ������������ ���������� �	 ���	� �	� ��� ���� �� ���� 

����	 ��	�� �� ����� ��� 	������� �����. #� ������ �������, QF =u0�R
2 

 ��	 �	� 

x/R>0.375ReD0 ������ ���	�
 ���	�� �����������. 

 2 2

,

3 1 1
(1 )

8 4

F

F �

Q
Y

D x
',-4<=4-6=,�42 :

(

	 �            (6.47) 

¨ ���  �� r=0 ����
����� �� ����� ��� ������ �� 

 
,

3

8

F

F

F �

Q
L

D ',-4<=4-6=,�42(
	

�
            (6.48) 

1	� ���	���� ��������	� ����� ����� �	� �	� �	�
 ��� �	������	��� �	������ �������� 

(�.�. ����	��, ��������	��, �����!�	� �	�� ���) ��� ��� Roper (1977) (���������	 ��� 

Turns (1996)). �	� ����	�� �	����� �.� � ������
 ���� ����	 

( )
1330

1
ln(1 )

F F

F

Q T T
L

S

7*
	

�
   ����   S=(�’A)/(�’F)          (6.49) 

#	� �	�
 ��� ����	�	���� ��	 ��	�����	���� ����	���� ������ ������ �	� �	� �	�
 

��� ���	�� �� ������
 �� ����� ������ ��� �������� ������	 �� ���� 6.8. 
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����� 6.1  .	������� �������� ������ ����� ����� 

����� 6.2  )������� ����	�!� ��� ��� ��� ����� �	�� ������ �	
���� 
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����� 6.3  ������ ����� ����� �������� �����  

����� 6.4  -�������	�	�
 ��� ��
������ ��� ��
�	��� �������� ����� 
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����� 6.5  *������	�� ��������� ��������� ��	 ���������� � ������ ���� 

����� 6.6   ' ���
���/���� ��� �������� �������	 ��� ��
����� �������� 

  f 

  fst 
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����� 6.7  .	������� ������� ������ ����� ����� ��	 ���	�	��� 

��������� ��� ����	�!� ��	 ��� ����
��� �
%�� � �	
����� ���	� 
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����� 6.8  /���	�	��� ��	 ��	�����	��� ����	��� ������ ������ �	� 

�	� �	�
 ��� ���	�� �� ������
 �� ���
�	� 

 

.���� ������� ������� 


