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5 Μη γραµµικές Σ.∆.Ε. τάξης µεγαλύτερης ή ί-
σης του δύο

Η γενική λύση των µη γραµµικών Σ.∆.Ε. τάξης µεγαλύτερης ή ίσης του δύο,
δεν µπορεί πάντα να ϐρεθεί αναλυτικά. ( Αυτό όπως είδαµε, ισχύει και για
γραµµικές Σ.∆.Ε. ακόµα και δεύτερης τάξης). Υπάρχουν όµως µερικές περι-
πτώσεις τις οποίες µπορούµε να αντιµετωπίσουµε. Αυτές είναι οι παρακάτω:

5.1 Σ.∆.Ε. της µορφής F (x, y(k)(x), ..., y(n)(x)) = 0

Παρατηρούµε ότι λείπει η y(x) και οι παράγωγοι αυτής µέχρι k − 1 τάξη.
Θέτουµε y(k)(x) = z(x), οπότε y(k+1)(x) = z′(x), ..., y(n)(x) = z(n−k)(x), ο-
πότε η δοθείσα Σ.∆.Ε. από n−στής τάξης ως προς y(x), γίνεται n − k τάξης
ως προς z(x), την οποία λύνουµε και µετά µε n διαδοχικές ολοκληρώσεις
ϐρίσκουµε την y(x).

Παράδειγµα 1 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. (1 + x2)
d2y

dx2
+

(
dy

dx

)2

+ 1 = 0

Λύση
Παρατηρούµε ότι λείπει η y(x), οπότε ϑέτουµε : y′(x) = z(x) και
y′′(x) = z′(x) και η δοθείσα Σ.∆.Ε. ϑα γίνει :

(1 + x2)
d2y

dx2
+

(
dy

dx

)2

+ 1 = 0⇒ (1 + x2)z′(x) + z2 + 1 = 0⇒

dz

z2 + 1
+

dx

x2 + 1
= 0⇒ tan−1z + tan−1x = c.

Παίρνοντας την εφαπτοµένη και στα δύο µέλη της ισότητας προκύπτει :

x+ z

1− xz
= c ⇒ z =

c− x
1 + cx

ή
dy

dx
=

c− x
1 + cx

, που είναι χωριζοµένων µετα-

ϐλητών και η λύση της είναι y =

∫ [
− 1

c
+

c2 + 1

c(1 + cx)

]
dx+ c1 ⇒

y = −x
c

+
c2 + 1

c2
ln|1 + cx|+ c1

Παράδειγµα 2 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y(4)(x)− (cotx)y′′′(x) = 0

Λύση
Παρατηρούµε ότι λείπουν οι y(x), y′(x), y′′(x), οπότε ϑέτουµε :
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y′′′(x) = z(x) και y(4)(x) = z′(x) και η δοθείσα Σ.∆.Ε. ϑα γίνει :

y(4)(x)− (cotx)y′′′(x) = 0⇒ z′(x)− (cotx)z(x) = 0⇒ dz

z
= cotxdx⇒

z(x) = c1e
lnsinx ⇒ z(x) = c1sinx. ΄Αρα: y′′′(x) = c1sinx.

Ολοκληρώνουµε διαδοχικά τρεις ϕορές ως προς x, οπότε :
y′′(x) = −c1cosx+ c2, y

′(x) = −c1sinx+ c2x+ c3,

y(x) = c1cosx+
c2x

2

2
+ c3x+ c4.

Παράδειγµα 3 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. (1 + x2)y′′ + (y′)2 + 1 = 0

Λύση
Παρατηρούµε ότι λείπει η y(x) οπότε ϑέτουµε :

y′(x) = z(x) και y′′(x) = z′(x) και η δοθείσα Σ.∆.Ε. ϑα γίνει :

(1 + x2)z′(x) + z2(x) + 1 = 0⇒ (1 + x2)
dz

dx
= −z2 − 1⇒ dz

z2 + 1
= − dx

x2 + 1
η οποία είναι χωριζοµένων µεταβλητών, οπότε ολοκληρώνοντας :∫

dz

z2 + 1
= −

∫
dx

x2 + 1
+ c⇒ arctanz + arctanx = c⇒

tan[arctanz + arctanx] = tanc⇒ tan(arctanz) + tan(arctanx)

1− tan(arctanz)tan(arctanx)
= c1 ⇒

z + x

1− zx
= c1 ⇒

y′ + x

1− y′x
= c1 ⇒ y′(x) =

c1 − x
1 + c1x

οπότε ολοκληρώνοντας, η γενική λύση ϑα είναι :

y(x) =

∫
c1 − x
1 + c1x

dx+ c2 =

∫
c1

1 + c1x
dx−

∫
x

1 + c1x
dx+ c2 =

= ln|c1x+ 1| − 1

c1

∫
x

1

c1
+ x

dx = ln|c1x+ 1| − 1

c1

∫ x+
1

c1
− 1

c1

x+
1

c1

dx+ c2 =

= ln|c1x+ 1| − 1

c1
x+

1

c21
ln|c1x+ 1| = c21 + 1

c21
ln|c1x+ 1| − 1

c1
x+ c2

5.2 Σ.∆.Ε. της µορφής F (y(x), y′(x), ..., y(n)(x)) = 0

Παρατηρούµε ότι λείπει η x, οπότε ϑέτουµε :
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y′(x) =
dy

dx
= p

y′′(x) =
d

dx

(
dy

dx

)
=
dp

dx
=
dp

dy

dy

dx
= p

dp

dy

y′′′(x) =
d

dx

(
p
dp

dy

)
=

d

dy

(
p
dp

dy

)
dy

dx
=

d

dy

(
p
dp

dy

)
p = p

(
dp

dy

)2

+ p2
d2p

dy2

Και συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο ελαττώνουµε την τάξη της προκύπτου-
σας Σ.∆.Ε. κατά µία µονάδα.

Παράδειγµα 4 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. yy′′ − (y′)2 + y′ = 0

Λύση
Επειδή λείπει η x ϑέτουµε

y′(x) =
dy

dx
= p

y′′(x) =
d

dx

(
dy

dx

)
=
dp

dx
=
dp

dy

dy

dx
= p

dp

dy

Οπότε η δοθείσα Σ.∆.Ε. γίνεται :

yp
dp

dy
− p2 + p = 0⇒ p

[
y
dp

dy
− p+ 1

]
= 0

΄Αρα: p = 0⇒ y = c ή

y
dp

dy
− p+ 1 = 0⇒ dp

1− p
+
dy

y
= 0⇒ −ln|1− p|+ ln|y| = 0⇒

ln

∣∣∣∣ y

1− p

∣∣∣∣ = c⇒ p = 1− y

c
⇒ y′ +

y

c
= 1.

Είναι γραµµική πρώτης τάξης, οπότε :(
e
x
c y

)′
= e

x
c ⇒ e

x
c y =

∫
e
x
c dx+ c1 ⇒ e

x
c y = ce

x
c + c1 ⇒ y = c+ c1e

−x
c .

Παράδειγµα 5 Να λυθεί το Π.Α.Τ. y3y′′ = −1, y(1) = 1, y′(1) = 0.

Λύση
Επειδή λείπει η x ϑέτουµε
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y′(x) =
dy

dx
= p

y′′(x) =
d

dx

(
dy

dx

)
=
dp

dx
=
dp

dy

dy

dx
= p

dp

dy

Οπότε η δοθείσα Σ.∆.Ε. γίνεται :

y3y′′ = −1⇒ y3p
dp

dy
= −1⇒ pdp = −dy

y3
⇒ p2

2
=

1

2y2
+ c1 ⇒

⇒ p2 =
1

y2
+ c1

y=1
==⇒
p=0

p2 =
1

y2
− 1⇒ y′ = ±

√
1− y2
y

.

Είναι χωριζοµένων µεταβλητών, οπότε :
y√

1− y2
dy = ±dx⇒

⇒ −
√

1− y2 = ±x+ c2 ⇒
√

1− y2 = ±x+ c2
x=1
==⇒
y=1

√
1− y2 = ±x∓ 1⇒

⇒ x2 + y2 = 2x

Παράδειγµα 6 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. yy′′ = (y′)2

Λύση
Επειδή λείπει η x ϑέτουµε

y′(x) =
dy

dx
= p

y′′(x) =
d

dx

(
dy

dx

)
=
dp

dx
=
dp

dy

dy

dx
= p

dp

dy

Οπότε η δοθείσα Σ.∆.Ε. γίνεται :

yp
dp

dy
= p2 ⇒ p

[
p− ydp

dy

]
= 0

΄Αρα: p = 0⇒ y = c ή

p− ydp
dy

= 0⇒ p = y
dp

dy
⇒ dp

p
=
dy

y
η οποία είναι χωριζοµένων µεταβλητών, οπότε ολοκληρώνοντας ϑα έχουµε:∫
dp

p
=

∫
dy

y
+ c⇒ ln|p| = ln|y|+ c⇒ ln

∣∣∣∣py
∣∣∣∣ = c⇒ p = c1y ⇒

⇒ dy

dx
= c1y ⇒

dy

y
= c1dx

η οποία είναι χωριζοµένων µεταβλητών, οπότε ολοκληρώνοντας η γενική λύση
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ϑα είναι :

ln|y| = c1x+ c⇒ y(x) = ec1x+c ⇒ y(x) = c2e
c1x

Παράδειγµα 7 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′′ = e2y, y(0) = 0, y′(0) = 1.

Λύση
Επειδή λείπει η x ϑέτουµε

y′(x) =
dy

dx
= p

y′′(x) =
d

dx

(
dy

dx

)
=
dp

dx
=
dp

dy

dy

dx
= p

dp

dy

Οπότε η δοθείσα Σ.∆.Ε. γίνεται :

p
dp

dy
= e2y ⇒ pdp = e2ydy

η οποία είναι χωριζοµένων µεταβλητών, οπότε ολοκληρώνοντας ϑα έχουµε:

p2

2
=
e2y

2
+ c1 ⇒ p2 = e2y + c

΄Οµως, y′ = 1 και y = 0 οπότε κάνοντας αντικατάσταση προκύπτει c = 0.

΄Αρα: p2 = e2y ⇒ p = ±ey ⇒ y′ = ±ey ⇒ e−ydy = ±dx

η οποία είναι χωριζοµένων µεταβλητών, οπότε ολοκληρώνοντας :

−e−y = ±x+ c⇒ e−y = ∓x+ c

΄Οµως, για x = 0, y = 0⇒ c = 1 και η λύση του Π.Α.Τ. ϑα είναι :

e−y = ∓x+ 1

5.3 Σ.∆.Ε. οµογενείς ως προς y, y′, ..., y(n)

Η Σ.∆.Ε. F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0 λέγεται οµογενής ϐαθµού k, ως προς
y, y′, ..., y(n), αν ισχύει : F (x, λy, λy′, ..., λy(n)) = λkF (x, y, y′, ..., y(n)).
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Για να την λύσουµε, ϑέτουµε :

y(x) = e
∫
u(x)dx ⇒ y′(x) = u(x)y(x)⇒ y′′(x) = uy′ + u′y ⇒

y′′(x) = u2y + u′y...

οπότε συνεχίζοντας, υποβιβάζουµε την τάξη της δοθείσας Σ.∆.Ε. κατά µία
µονάδα.

Παράδειγµα 8 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. x2yy′′ − (y − xy′)2 = 0.

Λύση
Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι οµογενής ϐαθµού 2, ως προς y, y′, y′′, διότι :

x2λyλy′′ − (λy − xλy′)2 = λ2
(
x2yy′′ − (y − xy′)2

)
.

Θέτουµε:

y(x) = e
∫
u(x)dx ⇒ y′(x) = u(x)y(x), y′′(x) = uy′ + u′y ⇒

y′′(x) = u2y + u′y

οπότε η δοθείσα Σ.∆.Ε. γίνεται :

x2yy′′ − (y − xy′)2 = 0⇒ x2y(u2 + u′)y − (y − xyu)2 = 0⇒
⇒ x2(u2 + u′)− (1− xu)2 = 0⇒ x2u′ + 2xu = 1
γραµµική πρώτης τάξης ως προς u(x). ΄Αρα:

(x2u)′ = 1⇒ x2u = x+ c⇒ u =
1

x
+

c

x2
.

΄Αρα: y = e
∫
( 1
x
+ c
x2

)dx+c1 ⇒ y = c1xe
− c
x

Παράδειγµα 9 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.
[
2yy′′ − (y′)2

]
x2 + y2 = 0.

Λύση
Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι οµογενής ϐαθµού 2, ως προς y, y′, y′′, διότι :[
2λyλy′′ − (λy′)2

]
x2 + (λy)2 = λ2

[
2yy′′ − (y′)2

]
x2 + y2.

Θέτουµε :

y(x) = e
∫
u(x)dx ⇒ y′(x) = u(x)y(x), y′′(x) = uy′ + u′y ⇒

y′′(x) = u2y + u′y
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οπότε η δοθείσα Σ.∆.Ε. γίνεται :

2(u′ + u2)x2 − u2x2 + 1 = 0⇒ u′ +
1

2
u2 +

1

2x2
= 0

η οποία είναι Riccati ως προς u(x) µε µερική λύση u1(x) =
1

x
.

Θέτουµε u =
1

x
+ w, u′ = − 1

x2
+ w′ οπότε κάνοντας αντικατάσταση στη

Riccati έχουµε:

− 1

x2
+ w′ +

1

2

1

x2
+
w2

2
+

2w

2x
+

1

x2
= 0⇒

w′ +
1

x
w = −w

2

2
(δ.ε. Bernoulli )⇒ w−2w′ +

1

x
w−1 = −1

2

w−1=v
====⇒

v′ − 1

x
v =

1

2
η οποία είναι γραµµική 1ης τάξης ως προς v(x) οπότε :(

1

x
v

)′
=

1

2x
⇒ 1

x
v =

ln|x|
2

+ c1 ⇒ v(x) =
xln|x|

2
+ c1x⇒

w−1 =
xln|x|

2
+ c1x⇒ w =

2

xln|x|+ 2c1x
⇒ u =

2

xln|x|+ 2c1x
+

1

x
⇒

u =
1

x

[
2

ln|x|+ 2c1
+ 1

]
΄Οµως, y(x) = e

∫
u(x)dx οπότε υπολογίζω το ολοκλήρωµα∫

1

x

[
2

ln|x|+ 2c1
+ 1

]
dx ϑέτοντας z = ln|x| + 2c1, dz =

1

x
dx έτσι το ολο-

κλήρωµα γίνεται :∫ (
2

z
+ 1

)
dz = 2ln|z|+ z

΄Αρα: y(x) = e2ln|ln|x|+2c1|+ln|x|+2c1 = e2c1(ln|x|+ 2c1)
2|x|

Παράδειγµα 10 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. x
[
yy′′ + (y′)2

]
− yy′ = 0.

Λύση
Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι οµογενής ϐαθµού 2, ως προς y, y′, y′′, διότι :

x

[
λyλy′′ + (λy′)2

]
− λyλy′ = λ2x

[
yy′′ + (y′)2

]
− yy′.
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Θέτουµε:

y(x) = e
∫
u(x)dx ⇒ y′(x) = u(x)y(x), y′′(x) = uy′ + u′y ⇒

y′′(x) = u2y + u′y

οπότε η δοθείσα Σ.∆.Ε. γίνεται :

x(y(u′y + u2y) + u2y2)− yuy = 0⇒ xu′ + 2xu2 − u = 0⇒ u′ − 1

x
u = −2u2

η οποία είναι Bernoulli ως προς u(x). Πολλαπλασιάζουµε µε u−2 έτσι :

u′u−2 − 1

x
u−1 = −2

Θέτουµε z = u−1, z′ = −u2u′ οπότε κάνοντας αντικατάσταση έχουµε:

z′ +
1

x
z = 2

η οποία ειναι γραµµική 1ης τάξης ως προς z(x), η λύση της οποίας είναι :

z = x− c1
x

΄Οµως, u−1 = z ⇒ u−1 = x− c1
x
⇒ u =

x

x2 + c1

Τέλος, y(x) = e
∫
u(x)dx, εποµένως y(x) = e

∫
x

x2+c1
dx+c

= c2
√
x2 + c1

5.4 Σ.∆.Ε. ακριβείς ανώτερης τάξης

Η Σ.∆.Ε. F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0 λέγεται ακριβής, όταν υπάρχει συνάρτηση
G(x, y, y′, ..., y(n−1), c) = 0, τέτοια ώστε :

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0⇒ d[G(x, y, y′, ..., y(n−1))] = 0⇒
⇒ G(x, y, y′, ..., y(n−1)) = c1

και έτσι υποβιβάζεται η τάξη της δοθείσας Σ.∆.Ε. κατά µια µονάδα.

Παράδειγµα 11 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. x3y′′ + 6x2y′ + 6xy = 0

Λύση
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Παρατηρούµε ότι η δοθείσα Σ.∆.Ε. γράφεται :

x3y′′ + 6x2y′ + 6xy = 0⇒ x3y′′ + 3x2y′ + 3x2y′ + 6xy = 0⇒
(x3y′)′ + (3x2y)′ = 0⇒ (x3y′ + 3x2y)′ = 0⇒ x3y′ + 3x2y = c1. Οµοίως :
(x3y)′ = c1 ⇒ x3y = c1x+ c2 ⇒ y = c1x

−2 + c2x
−3

Παράδειγµα 12 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. (1 + x2)y′′ + 2xy′ =
2

x3

Λύση
Παρατηρούµε ότι η δοθείσα Σ.∆.Ε. γράφεται :[
(1+x2)y′

]′
=

2

x3
⇒ (1+x2)y′ = − 1

x2
+ c1 ⇒ y′ = − 1

x2(1 + x2)
+

c1
1 + x2

⇒

y(x) =

∫ (
− 1

x2
+
c1 + 1

x2 + 1

)
dx+ c2 = c2 −

1

x
+ (c1 + 1)tan−1x

Παράδειγµα 13 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. (x2+2y′)y′′+2xy′ = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Λύση
Παρατηρούµε ότι η δοθείσα Σ.∆.Ε. γράφεται :

x2y′′ + 2xy′ + 2y′y′′ = 0⇒ (x2y′)′ + [(y′)2]′ = 0⇒ [x2y′ + (y′)2]′ = 0⇒

x2y′ + (y′)2 = c1
y′(0)=0
====⇒ c1 = 0

΄Αρα: x2y′ + (y′)2 = 0

Παράδειγµα 14 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε.xy′′′ + y′′ = 1 + x

Λύση

Παρατηρούµε ότι η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι ακριβής διότι γράφεται (xy′′)′ = 1+x,

άρα xy′′ =
∫

(1 + x)dx+ c1 ⇒ xy′′ = x+
x2

2
+ c1 ⇒ y′′ = 1 +

x

2
+
c1
x
.

Μετά από δύο διαδοχικές ολοκληρώσεις προκύπτει

y′(x) = x+
x2

4
+ c1lnx+ c2 και

y(x) =
x2

2
+
x3

12
+ c1(xlnx− x) + c2x+ c3
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5.5 Χρήση κατάλληλου µετασχηµατισµού

Κάθε ϕορά ο κατάλληλος µετασχηµατισµός υποδεικνύεται από την µορφή
της δοθείσης Σ.∆.Ε.

Παράδειγµα 15 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. x3y′′ = (y − xy′)2

Λύση
Παρατηρούµε ότι αν ϑέσουµε:

y − xy′ = u(x) (5.1)

και παραγωγίσουµε ως προς x, τότε :

y′ − y′ − xy′′ = u′ ⇒ xy′′ = −u′ (5.2)

Εξ αιτίας των (5.1) και (5.2) η δοθείσα Σ.∆.Ε. γίνεται :

x3y′′ = (y − xy′)2 ⇒ −x2u′ = u2, η οποία είναι χωριζοµένων µεταβλητών

ως προς u(x), άρα: −du
u2

=
dx

x2
⇒ 1

u
= −1

x
+ c⇒ u = − x

1 + cx
.

Η (5.1) ϑα πάρει την µορφή:

y − xy′ = − x

1 + cx
⇒ y′ − 1

x
y =

1

1 + cx
,

που είναι γραµµική πρώτης τάξης, άρα:
(
y

x

)′
=

1

x(1 + cx)
⇒

⇒ y

x
=

∫
1

x(1 + cx)
dx+ c1 ⇒ y = x

[
c1 + x

∫ (
1

x
− c

1 + cx

)
dx

]
⇒

y = x[c1 + ln|x| − ln|1 + cx|]⇒ y = x

[
c1 + ln

∣∣∣∣ x

1 + cx

∣∣∣∣].
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