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4.4 Επιλύσιµες µορφές γραµµικών Σ.∆.Ε. µε µη σταθερούς συντε-
λεστές

4.4.1 y(n)(x) = g(x), n ≥ 1

Αυτή η µορφή των Σ.∆.Ε. επειδή είναι µε σταθερούς συντελεστές µπορεί να
αντιµετωπισθεί µε την ϑεωρία που αναφέρεται σ΄ αυτήν την κατηγορία των
Σ.∆.Ε. ΄Οµως, λύνεται και µε n διαδοχικές ολοκληρώσεις, γιατί στηριζόµαστε

στο γεγονός ότι y(k)(x) =

(
y(k−1)(x)

)′
, k = 1, 2, ..., n.

Παράδειγµα 24 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′′′(x) = 24x+ cosx.

Λύση y′′′(x) = 24x+ cosx⇒
(
y′′(x)

)′
= 24x+ cosx,

y′′(x) =

∫
(24x+ cosx)dx+ c1 ⇒ y′′(x) = 12x2 + sinx+ c1,(

y′(x)

)′
= 12x2 + sinx+ c1 ⇒ y′(x) =

∫
(12x2 + sinx+ c1)dx+ c2 ⇒

⇒ y′(x) = 4x3 − cosx+ c1x+ c2, y(x) =

∫
(4x3 − cosx+ c1x+ c2) + c3 ⇒

⇒ y(x) = x4 − sinx+ c1x
2 + c2x+ c3

4.4.2 Σ.∆.Ε.Euler

Η Σ.∆.Ε. Euler έχει την µορφή:

(ax+b)ny(n)(x)+an−1(ax+b)n−1y(n−1)(x)+...+a1(ax+b)y′(x)+a0y(x) = g(x)
(4.26)

µε ax + b 6= 0 και ak, k = 0, 1, ..., n − 1 σταθερές. Η ανωτέρω Σ.∆.Ε. είναι
µε µη σταθερούς συντελεστές, αλλά µπορούµε πάντα να ϐρούµε την γενική
λύση, ανεξάρτητα µε την τάξη της, κάνοντας ένα κατάλληλο µετασχηµατισµό.
΄Ετσι, ϑέτουµε :

ax+ b = eat ⇒ adx = aeatdt⇒ dt

dx
=

1

eat
⇒ dt

dx
=

1

ax+ b
(4.27)

Οπότε, χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό (4.27) ϑα ϐρούµε τις παραγώ-
γους του y(x). ΄Ετσι :

dy

dx
=
dỹ

dt

dt

dx
=

1

ax+ b

dỹ

dt
, (ax+ b)

dy

dx
=
dỹ

dt
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d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
1

ax+ b

dỹ

dt

)
= − a

(ax+ b)2
dỹ

dt
+

1

ax+ b

d2ỹ

dt2
dt

dx
=

= − a

(ax+ b)2
dỹ

dt
+

1

(ax+ b)2
d2ỹ

dt2
, (ax+ b)2

d2y

dx2
= −dỹ

dt
+
d2ỹ

dt2

d3y

dx3
=

d

dx

(
− a

(ax+ b)2
dỹ

dt
+

1

(ax+ b)2
d2ỹ

dt2

)
=

=
2a2

(ax+ b)3
dỹ

dt
− a

(ax+ b)2
d2ỹ

dt2
dt

dx
− 2a

(ax+ b)3
d2ỹ

dt2
+

1

(ax+ b)2
d3ỹ

dt3
dt

dx
=

=
2a2

(ax+ b)3
dỹ

dt
− 3a

(ax+ b)3
d2ỹ

dt2
+

1

(ax+ b)3
d3ỹ

dt3
,

(ax+ b)3
d3y

dx3
= 2a2

dỹ

dt
− 3a

d2ỹ

dt2
+
d3ỹ

dt3

...
Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο τις παραγωγίσεις, αντικαθιστούµε στην δοθεί-
σα µη οµογενή Σ.∆.Ε. και την µετασχηµατίζουµε σε µη οµογενή, ίδιας τάξης
αλλά µε σταθερούς συντελεστές, οπότε µπορούµε να ϐρούµε την γενική της
λύση κατά τα γνωστά. Στην γενική λύση της προκύπτουσας δ.ε. ϑέτουµε
λόγω της (4.27)

t =
1

a
ln(ax+ b),

και έχουµε την γενική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. Euler.

Παράδειγµα 25 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε.
(x+ 2)2y′′(x)− (x+ 2)y′(x) + y(x) = 3x+ 4

Λύση
Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι Euler,οπότε ϑέτουµε :

x+ 2 = et ⇒ dx = etdt⇒ dt

dx
=

1

et
⇒ dt

dx
=

1

x+ 2

Υπολογίζουµε τις δύο πρώτες παραγώγους της y(x)
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dy

dx
=
dỹ

dt

dt

dx
=

1

x+ 2

dỹ

dt
, (x+ 2)

dy

dx
=
dỹ

dt

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
1

x+ 2

dỹ

dt

)
= − 1

(x+ 2)2
dỹ

dt
+

1

x+ 2

d2ỹ

dt2
dt

dx
=

= − 1

(x+ 2)2
dỹ

dt
+

1

(x+ 2)2
d2ỹ

dt2
, (x+ 2)2

d2y

dx2
= −dỹ

dt
+
d2ỹ

dt2

και αντικαθιστούµε στην δοθείσα Σ.∆.Ε., οπότε έχουµε:

d2ỹ

dt2
− dỹ

dt
− dỹ

dt
+ ỹ(t) = 3et − 2⇒ d2ỹ

dt2
− 2

dỹ

dt
+ ỹ(t) = 3et − 2

Η ανωτέρω Σ.∆.Ε. είναι µε σταθερούς συντελεστές µη οµογενής. Για να ϐρού-
µε την γενική της λύση, λύνουµε πρώτα την αντίστοιχη οµογενή:

d2ỹ

dt2
− 2

dỹ

dt
+ ỹ(t) = 0

Θέτουµε ỹ(t) = ert και η χαρακτηριστική εξίσωση ϑα είναι :

r2 − 2r + 1 = 0⇒ (r − 1)2 = 0⇒ {r1 = r2 = 1}

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς είναι : ỹ1(t) = et και
ỹ2(t) = tet και η γενική λύση αυτής είναι :

ỹ0(t) = c1e
t + c2te

t.

Την µερική λύση της µη οµογενούς, ϑα την ϐρούµε µε την µέθοδο προσ-
διορισµού των συντελεστών, ϑεωρώντας ότι η µερική λύση ϑα είναι άθροισµα
των µερικών λύσεων των δύο Σ.∆.Ε.:

d2ỹ

dt2
− 2

dỹ

dt
+ ỹ(t) = 3et και

d2ỹ

dt2
− 2

dỹ

dt
+ ỹ(t) = −2.

Επειδή 3et = e1t[3cos(0t) + 0sin(0t)] και ο µιγαδικός αριθµός 1 + 0i = 1
είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου πολλαπλότητας 2, η πρώτη µε-
ϱική λύση ϑα έχει την µορφή:

ỹµ1(t) = At2et
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Παραγωγίζουµε δύο ϕορές, αντικαθιστούµε στην µη οµογενή Σ.∆.Ε., οπό-
τε :

ỹ′µ1(t) = 2Atet + At2et

ỹ′′µ1(t) = 2Aet + 4Atet + At2et

ỹ′′µ1(t)− 2ỹ′µ1(t) + ỹµ1(t) = 3et ⇒

2Aet + 4Atet + At2et − 2(2Atet + At2et) + At2et = 3et ⇒ 2Aet = 3et ⇒

A =
3

2
, ỹµ1(t) =

3

2
t2et

Επίσης, επειδή −2 = e0t[−2cos(0t) + 0sin(0t)] και ο µιγαδικός αριθµός
0 + 0i = 0 δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, η πολλαπλότητα
ϑα είναι 0 και η δεύτερη µερική λύση ϑα έχει την µορφή:

ỹµ2(t) = A

Οπότε :

ỹ′µ2(t) = 0 = ỹ′′µ2(t)

ỹ′′µ2(t)− 2ỹ′µ2(t) + ỹµ2(t) = −2⇒ A = −2, ỹµ2(t) = −2

Η µερική λύση ϑα είναι το άθροισµα των δύο µερικών λύσεων:

ỹµ(t) =
3

2
t2et − 2

Η γενική λύση:

ỹ(t) = c1e
t + c2te

t +
3

2
t2et − 2

t=ln(x+2)
======⇒

y(x) = c1(x+ 2) + c2(x+ 2)ln(x+ 2) +
3

2
(x+ 2)ln2(x+ 2)− 2

Παράδειγµα 26 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε.
x3y′′′(x)− 3x2y′′(x) + 6xy′(x)− 6y(x) = 0

Λύση
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Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι της µορφής Euler και για την λύση της ϑα ϑέσου-
µε :

x = et ⇒ dx = etdt⇒ dt

dx
=

1

x

και

y′(x) =
1

x
ỹ′(t)⇒ xy′(x) = ỹ′(t)

y′′(x) = − 1

x2
ỹ′(t) +

1

x2
ỹ′′(t)⇒ x2y′′(x) = ỹ′′(t)− ỹ′(t)

y′′′(x) =
2

x3
ỹ′(t)− 3

x3
ỹ′′(t) +

1

x3
ỹ′′′(t)⇒ x3y′′′(x) = ỹ′′′(t)− 3ỹ′′(t) + 2ỹ′(t)

Αντικαθιστούµε στην Σ.∆.Ε. και έχουµε:

ỹ′′′(t)− 3ỹ′′(t) + 2ỹ′(t)− 3(ỹ′′(t)− ỹ′(t)) + 6ỹ′(t)− 6ỹ(t) = 0⇒

⇒ ỹ′′′(t)− 6ỹ′′(t) + 11ỹ′(t)− 6ỹ(t) = 0

Η προκύπτουσα Σ.∆.Ε. είναι µε σταθερούς συντελεστές οµογενής και για να
την λύσουµε ϑέτουµε : ỹ(t) = ert, η χαρακτηριστική εξίσωση ϑα είναι :

r3 + 6r2 + 11r − 6 = 0⇒ {r1 = 1, r2 = 2, r3 = 3}

Και η γενική λύση της οµογενούς ϑα είναι :

ỹ(t) = c1e
t + c2e

2t + c3e
3t t=lnx

===⇒

y(x) = c1x+ c2x
2 + c3x

3

Παράδειγµα 27 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε. x2y′′ − xy′ = −x+
3

x
.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι της µορφής Euler και για την λύση της ϑα ϑέσου-
µε :

x = et ⇒ dx = etdt⇒ dt

dx
=

1

x
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και

y′(x) =
1

x
ỹ′(t)⇒ xy′(x) = ỹ′(t)

y′′(x) = − 1

x2
ỹ′(t) +

1

x2
ỹ′′(t)⇒ x2y′′(x) = ỹ′′(t)− ỹ′(t)

Αντικαθιστούµε στην Σ.∆.Ε. και έχουµε:

ỹ′′(t)− 2ỹ′(t) = −et + 3e−t

Η ανωτέρω Σ.∆.Ε. είναι µε σταθερούς συντελεστές µη οµογενής. Για να ϐρού-
µε την γενική της λύση, λύνουµε πρώτα την αντίστοιχη οµογενή:

ỹ′′(t)− 2ỹ′(t) = 0

Θέτουµε ỹ(t) = ert και η χαρακτηριστική εξίσωση ϑα είναι :

r2 − 2r = 0⇒ r(r − 2) = 0⇒ {r1 = 0, r2 = 2}

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς είναι : ỹ1(t) = 1 και
ỹ2(t) = e2t και η γενική λύση αυτής είναι :

ỹ0(t) = c1 + c2e
2t.

Την µερική λύση της µη οµογενούς, ϑα την ϐρούµε µε την µέθοδο προσ-
διορισµού των συντελεστών, ϑεωρώντας ότι η µερική λύση ϑα είναι άθροισµα
των µερικών λύσεων των δύο Σ.∆.Ε.:

ỹ′′(t)− 2ỹ′(t) = −et και ỹ′′(t)− 2ỹ′(t) = 3e−t.

Επειδή −et = e1t[(−1)cos(0t) + 0sin(0t)] και ο µιγαδικός αριθµός 1 + 0i = 1
δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, η πολλαπλότητα ϑα είναι 0
και η πρώτη µερική λύση ϑα έχει την µορφή:

ỹµ1(t) = Aet

Παραγωγίζουµε δύο ϕορές, αντικαθιστούµε στην µη οµογενή Σ.∆.Ε., οπό-
τε :
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ỹ′µ1(t) = Aet

ỹ′′µ1(t) = Aet

ỹ′′µ1(t)− 2ỹ′µ1(t) = −et ⇒ −Aet = −et ⇒ A = 1

ỹµ1(t) = et

Επίσης, επειδή 3e−t = e−t[3cos(0t) + 0sin(0t)] και ο µιγαδικός αριθµός
−1 + 0i = −1 δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, η πολλα-
πλότητα ϑα είναι 0 και η δεύτερη µερική λύση ϑα έχει την µορφή:

ỹµ2(t) = Ae−t

Οπότε :

ỹ′µ2(t) = −Ae−t

ỹ′′µ2(t) = Ae−t

ỹ′′µ2(t)− 2ỹ′µ2(t) = 3e−t ⇒ 3Ae−t = 3e−t ⇒ A = 1

ỹµ2(t) = e−t

Η µερική λύση ϑα είναι το άθροισµα των δύο µερικών λύσεων:

ỹµ(t) = et + e−t

Η γενική λύση:

ỹ(t) = c1 + c2e
2t + et + e−t

t=lnx
===⇒

y(x) = c1 + c2x
2 + x+

1

x

Παράδειγµα 28 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε. x2y′′−xy′+y = 2x+1+
1

x
.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι της µορφής Euler και για την λύση της ϑα ϑέσου-
µε :
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x = et ⇒ dx = etdt⇒ dt

dx
=

1

x

και

y′(x) =
1

x
ỹ′(t)⇒ xy′(x) = ỹ′(t)

y′′(x) = − 1

x2
ỹ′(t) +

1

x2
ỹ′′(t)⇒ x2y′′(x) = ỹ′′(t)− ỹ′(t)

Αντικαθιστούµε στην Σ.∆.Ε. και έχουµε:

ỹ′′(t)− 2ỹ′(t) + ỹ(t) = 2et + e−t + 1

Η ανωτέρω Σ.∆.Ε. είναι µε σταθερούς συντελεστές µη οµογενής. Για να ϐρού-
µε την γενική της λύση, λύνουµε πρώτα την αντίστοιχη οµογενή:

ỹ′′(t)− 2ỹ′(t) + ỹ(t) = 0

Θέτουµε ỹ(t) = ert και η χαρακτηριστική εξίσωση ϑα είναι :

r2 − 2r + 1 = 0⇒ (r − 1)2 = 0⇒ {r1 = r2 = 1}

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς είναι : ỹ1(t) = et και
ỹ2(t) = tet και η γενική λύση αυτής είναι :

ỹ0(t) = c1e
t + c2te

t.

Την µερική λύση της µη οµογενούς, ϑα την ϐρούµε µε την µέθοδο προσ-
διορισµού των συντελεστών, ϑεωρώντας ότι η µερική λύση ϑα είναι άθροισµα
των µερικών λύσεων των τριών Σ.∆.Ε.:

ỹ′′(t)−2ỹ′(t) + ỹ(t) = 2et, ỹ′′(t)−2ỹ′(t) + ỹ(t) = e−t, ỹ′′(t)−2ỹ′(t) + ỹ(t) = 1

Επειδή 2et = e1t[2cos(0t) + 0sin(0t)] και ο µιγαδικός αριθµός 1 + 0i = 1
είναι διπλή ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, η πολλαπλότητα ϑα είναι
2 και η πρώτη µερική λύση ϑα έχει την µορφή:

ỹµ1(t) = At2et

Παραγωγίζουµε δύο ϕορές, αντικαθιστούµε στην µη οµογενή Σ.∆.Ε., οπό-
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τε :

ỹ′µ1(t) = 2Atet + At2et

ỹ′′µ1(t) = 2Aet + 4Atet + At2et

ỹ′′µ1(t)− 2ỹ′µ1(t) + ỹµ1(t) = 2et ⇒ A = 1

ỹµ1(t) = t2et

Επίσης, επειδή e−t = e−t[cos(0t) + 0sin(0t)] και ο µιγαδικός αριθµός −1 +
0i = −1 δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, η πολλαπλότητα
ϑα είναι 0 και η δεύτερη µερική λύση ϑα έχει την µορφή:

ỹµ2(t) = Ae−t

Οπότε :

ỹ′µ2(t) = −Ae−t

ỹ′′µ2(t) = Ae−t

ỹ′′µ2(t)− 2ỹ′µ2(t) + ỹµ2(t) = e−t ⇒ A =
1

4

ỹµ2(t) =
1

4
e−t

Επίσης, επειδή 1 = e0t[cos(0t)+0sin(0t)] και ο µιγαδικός αριθµός 0+0i = 0
δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, η πολλαπλότητα ϑα είναι 0
και η τρίτη µερική λύση ϑα έχει την µορφή:

ỹµ3(t) = A

Οπότε :

ỹ′µ3(t) = 0

ỹ′′µ3(t) = 0

ỹ′′µ3(t)− 2ỹ′µ3(t) + ỹµ3(t) = 1⇒ A = 1
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ỹµ3(t) = 1

Η µερική λύση ϑα είναι το άθροισµα των δύο µερικών λύσεων:

ỹµ(t) = t2et +
1

4
e−t + 1

Η γενική λύση:

ỹ(t) = c1e
t + c2te

t + t2et +
1

4
e−t + 1

t=lnx
===⇒

y(x) = c1x+ c2xlnx+ xln2x+
1

4x
+ 1
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