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4.2 Επίλυση της µη οµογενούς γραµµικής Σ.∆.Ε.

Θεώρηµα 4.6 Αν yµ(x) είναι µια λύση της µη οµογενούς γραµµικής Σ.∆.Ε.
L(y(x)) = g(x) και y0(x) είναι η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς
L(y(x)) = 0, τότε η γενική λύση της µη οµογενούς L(y(x)) = g(x) δίνεται
από την σχέση: y(x) = y0(x) + yµ(x).

Απόδειξη. ΄Εστω y(x) λύση της µη οµογενούς L(y(x)) = g(x). Αφού και η
yµ(x) είναι µια λύση της ίδιας Σ.∆.Ε., έπεται ότι η διαφορά y(x)− yµ(x) είναι
λύση της οµογενούς L(y(x)) = 0, άρα γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός
των γραµµικώς ανεξάρτητων λύσεων της οµογενούς ή y(x)−yµ(x) = y0(x)⇒
y(x) = y0(x) + yµ(x).

(α) Εύρεση µερικής λύσης της µη οµογενούς γραµµικής Σ.∆.Ε.
Μέθοδος µεταβολής των παραµέτρων ή µέθοδος Lagrange

Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται ανεξαρτήτως της µορφής της g(x), (σε γραµµι-
κές Σ.∆.Ε. µε σταθερούς ή µε µη σταθερούς συντελεστές), αρκεί να γνωρί-
Ϲουµε τις γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της αντίστοιχης οµογενούς.

΄Εστω ότι έχουµε µια γραµµική µη οµογενή Σ.∆.Ε. n-στής τάξης. ∆ιαιρούµε
µε τον συντελεστή της n-στής παραγώγου (πάντα είναι µη µηδενική συνάρ-
τηση) και την ϕέρνουµε στην µορφή:

L(y(x)) = y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + ...+ a0(x)y(x) = g(x) (4.12)

και έστω yi(x), i = 1, ..., n οι n γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της αντίστοιχης
οµογενούς Σ.∆.Ε. L(y(x)) = 0, οπότε η γενική λύση της οµογενούς ϑα είναι

y0(x) = c1y1(x) + ...+ cnyn(x), ci, i = 1, ..., n σταθερές. (4.13)

Ο Lagrange ϑεώρησε ότι η µερική λύση της (4.12) ϑα έχει την µορφή της
(4.13), αν στη ϑέση των σταθερών, ϐάλουµε συναρτήσεις του x, τις οποίες
ϑα προσδιορίσουµε, έτσι ώστε, µε κάποιες προϋποθέσεις, η µερική λύση να
ικανοποιεί την (4.12).

Θα δουλέψουµε πρώτα σε µια Σ.∆.Ε. δεύτερης τάξης και µετά ϑα το γενι-
κεύσουµε για την (4.12). ΄Ετσι :

L(y(x)) = y′′(x) + a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = g(x)
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και έστω yi, i = 1, 2 οι δύο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της αντίστοιχης
οµογενούς Σ.∆.Ε. L(y(x)) = 0, οπότε η γενική λύση της οµογενούς ϑα είναι

y0(x) = c1y1(x) + c2y2(x), ci, i = 1, 2 σταθερές.

Η µερική λύση ϑα έχει την µορφή:

yµ(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x)

Παραγωγίζουµε, οπότε :

y′µ(x) = c′1(x)y1(x) + c1(x)y′1(x) + c′2(x)y2(x) + c2(x)y′2(x)

Θέτοντας :

c′1(x)y1(x) + c′2(x)y2(x) = 0 (4.14a)

΄Εχουµε:

y′µ(x) = c1(x)y′1(x) + c2(x)y′2(x) (4.14ϐ)

Παραγωγίζουµε την (4.14.β)

y′′µ(x) = c′1(x)y′1(x) + c1(x)y′′1(x) + c′2(x)y′2(x) + c2(x)y′′2(x) (4.14γ)

και αντικαθιστούµε στην µη οµογενή, την yµ(x) και τις (2),(3), οπότε

c′1(x)y′1(x)+c1(x)y′′1(x)+c′2(x)y′2(x)+c2(x)y′′2(x)+a1(x)(c1(x)y′1(x)+c2(x)y′2(x))+
+a0(x)(c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x)) = g(x)⇒

⇒ c1(x)L(y1(x)) + c2(x)L(y2(x)) + c′1(x)y′1(x) + c′2(x)y′2(x) = g(x)
L(yi(x))=0
======⇒

i=1,2

c′1(x)y′1(x) + c′2(x)y′2(x) = g(x) (4.14δ)

Οι ισότητες (4.14.α) και (4.14.δ) δηµιουργούν ένα σύστηµα µε αγνώστους
τις συναρτήσεις c′i(x), i = 1, 2:

c′1(x)y1(x) + c′2(x)y2(x) = 0
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c′1(x)y′1(x) + c′2(x)y′2(x) = g(x)

που έχει πάντα λύση, γιατί είναι µη οµογενές και η ορίζουσα των συντε-
λεστών των αγνώστων είναι η ορίζουσα Wronski των γραµµικώς ανεξαρτήτων
λύσεων της οµογενούς, άρα διάφορη από το µηδέν. Λύνουµε το σύστηµα,
ϐρίσκουµε τις συναρτήσεις c′i(x), i = 1, 2. Ολοκληρώνουµε και υπολογίζουµε
τις συναρτήσεις ci(x), i = 1, 2. Την σταθερά της ολοκλήρωσης την παίρνου-
µε ίση µε το µηδέν, διότι µας ενδιαφέρει να ϐρούµε µια µερική λύση της
δοθείσας Σ.∆.Ε. Αντικαθιστούµε στην yµ(x) και έχουµε την µερική λύση της
Σ.∆.Ε. Προσθέτουµε και την λύση της αντίστοιχης οµογενούς και παίρνουµε
την γενική λύση αυτής.

Οµοίως δουλεύουµε για την (4.12). ΄Ετσι, η µερική λύση αυτής ϑα είναι :

yµ(x) = c1(x)y1(x) + ...+ cn(x)yn(x), ci, i = 1, ..., n σταθερές. (4.15)

Παραγωγίζουµε την (4.15), οπότε :

y′µ(x) = c′1(x)y1(x) + c1(x)y′1(x) + ...+ c′n(x)yn(x) + cn(x)y′n(x)

Θέτοντας :

c′1(x)y1(x) + ...+ c′n(x)yn(x) = 0 (4.15.1α)

΄Εχουµε:

y′µ(x) = c1(x)y′1(x) + ...+ cn(x)y′n(x) (4.15.1ϐ)

Παραγωγίζοντας την (4.15.1β) και ϑέτοντας

c′1(x)y′1(x) + ...+ c′n(x)y′n(x) = 0 (4.15.2α)

Η (4.15.1β) γίνεται :

y′′µ(x) = c1(x)y′′1(x) + ...+ cn(x)y′′n(x) (4.15.2ϐ)

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο και ϑέτοντας µετά από κάθε παραγώγιση

c′1(x)y
(k)
1 (x) + ...+ c′n(x)y

(k)
n (x) = 0 k = 2, ..., n− 2 (4.15.kα)

προκύπτουν οι παράγωγοι :
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y
(k)
µ (x) = c1(x)y

(k)
1 (x) + ...+ cn(x)y

(k)
n (x) = 0 k = 2, ..., n− 2 (4.15.kϐ)

Και για την n− 1 παράγωγο της yµ(x) έχουµε:

y
(n−1)
µ (x) = c1(x)y

(n−1)
1 (x) + ...+ cn(x)y

(n−1)
n (x) = 0 (4.15.(n− 1)ϐ)

Αντικαθιστούµε στην (4.12) τις (4.15),(4.15.1β),(4.15.2β),(4.15.kϐ) για
k = 2, ..., n − 2,(4.15.(n − 1)ϐ), και την παράγωγο της (4.15.(n − 1)ϐ) και
λαµβάνοντας υπ΄ όψιν µας ότι L(yi(x)) = 0, i = 1, ..., n, έχουµε:

n∑
i=1

ci(x)L(yi(x)) + c′1(x)y
(n−1)
1 (x) + ...+ c′n(x)y

(n−1)
n (x) = g(x)⇒

⇒ c′1(x)y
(n−1)
1 (x) + ...+ c′n(x)y

(n−1)
n (x) = g(x) (4.15.nα)

Παίρνοντας τις n εξισώσεις (4.15.iα), i = 1, ..., n σχηµατίζουµε ένα σύστη-
µα γραµµικό, µη οµογενές, n εξισώσεων µε n αγνώστους, τις συναρτήσεις
c′i(x), i = 1, ..., n. Το σύστηµα αυτό είναι :

c′1(x)y′1(x) + ...+ c′n(x)y′n(x) = 0

c′1(x)y′′1(x) + ...+ c′n(x)y′′n(x) = 0

...

c′1(x)y
(n−1)
1 (x) + ...+ c′n(x)y

(n−1)
n (x) = g(x)

που έχει πάντα λύση µη µηδενική διότι η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώ-
στων είναι η ορίζουσα Wronski των yi(x), i = 1, ..., n, που είναι διάφορη από
το µηδέν, αφού είναι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς Σ.∆.Ε.
Αφού λύσουµε το σύστηµα ϐρίσκουµε τις συναρτήσεις ci(x), i = 1, ..., n ολο-
κληρώνοντας. Την σταθερά της ολοκλήρωσης την παίρνουµε ίση µε το µηδέν,
διότι, όπως προαναφέραµε µας ενδιαφέρει να ϐρούµε µια µερική λύση της
(4.12). Αντικαθιστούµε στην (4.13) και έχουµε την µερική λύση της Σ.∆.Ε.
Προσθέτουµε και την λύση της αντίστοιχης οµογενούς και παίρνουµε την γε-
νική λύση της (4.12).

(ϐ) Γραµµικές Σ.∆.Ε. οµογενείς µε σταθερούς συντελεστές.
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Αυτές τις Σ.∆.Ε. µπορούµε να τις ϕέρουµε στην µορφή:

L(y(x)) = y(n)(x) + an−1y
(n−1)(x) + ...+ a0y(x) = 0 (4.16)

όπου ai, i = 0, 1, ..., n− 1 είναι σταθερές.

Θα µελετήσουµε πρώτα µια γραµµική οµογενή Σ.∆.Ε. δεύτερης τάξης και µε-
τά ϑα ϐγάλουµε συµπεράσµατα για την Σ.∆.Ε. (4.16). Θεωρούµε την Σ.∆.Ε.:

L(y(x)) = y′′(x) + a1y
′(x) + a0y(x) = 0 (4.17)

Ζητούµε λύσεις της µορφής:

y(x) = erx (4.18)

οπότε παραγωγίζουµε και αντικαθιστούµε στην (4.17) και έχουµε:

L(erx) = erx(r2 + a1r + a0) = 0⇒ L(erx) = erxf(r) = 0 (4.19)

Από την (4.19), επειδή erx 6= 0, έπεται ότι

f(r) = 0⇒ r2 + a1r + a0 = 0 (4.20)

Η εξίσωση (4.20) λέγεται χαρακτηριστική εξίσωση της Σ.∆.Ε. (4.17) και το
πολυώνυµο f(r) λέγεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο, το οποίο είναι δεύ-
τερου ϐαθµού και διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις για τις ϱίζες του, r1, r2:

(α) r1 6= r2 ∈ R. Τότε από την (4.18) παίρνουµε τις συναρτήσεις y1(x) = er1x

και y2(x) = er2x, που είναι λύσεις της (4.17) και είναι και γραµµικώς α-
νεξάρτητες, διότι η ορίζουσα Wronski αυτών είναι διάφορη από το µηδέν.
Πράγµατι :

W [er1x, er2x] =

∣∣∣∣ er1x er2x

r1e
r1x r2e

r2x

∣∣∣∣ = (r2 − r1)e(r1+r2)x 6= 0.

Οπότε η γενική λύση της (4.17), σ΄ αυτή την περίπτωση είναι :

y0(x) = c1e
r1x + c2e

r2x, c1, c2 : σταθερές. (4.21)

(ϐ) r1 = r2 = r ∈ R. Τότε από την (4.18) η µια λύση ϑα είναι η y1(x) = erx.
Εφ΄ όσον η r είναι διπλή ϱίζα της f(r), έπεται ότι ϑα ισχύει : f(r) = f ′(r) = 0,
οπότε αν παραγωγίσουµε ως προς r την (4.19), ϑα προκύψει :

L(erx) = erxf(r) = 0⇒
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L(xerx) = xerxf(r) + erxf ′(r) = 0

δηλαδή η συνάρτηση y2(x) = xerx είναι επίσης λύση της (4.17) και επει-
δή η ορίζουσα Wronski αυτών είναι διάφορη από το µηδέν

W [erx, xerx] =

∣∣∣∣ erx xerx

rerx erx + rxerx

∣∣∣∣ = e2rx 6= 0

αυτές είναι γραµµικώς ανεξάρτητες και η γενική λύση της (4.17) σ΄ αυτή
την περίπτωση ϑα είναι :

y0(x) = c1e
rx + c2xe

rx, c1, c2 : σταθερές. (4.22)

(γ) r1 = k + iλ, r2 = k − iλ, λ 6= 0. Τότε από την (4.18) παίρνουµε τις συ-
ναρτήσεις e(k+iλ)x και e(k−iλ)x, που είναι λύσεις της (4.17). Χρησιµοποιώντας
τον τύπο του Euler, eiλx = cos(λx) + isin(λx), µπορούµε να δείξουµε ότι
οι ανωτέρω συναρτήσεις αντιστοιχούν στις συναρτήσεις y1(x) = ekxcos(λx)
και y2(x) = ekxsin(λx), που είναι λύσεις της (4.17) και είναι γραµµικώς
ανεξάρτητες, διότι η ορίζουσα Wronski αυτών είναι διάφορη από το µηδέν.
Πράγµατι :

W [ekxcos(λx), ekxsin(λx)] =

=

∣∣∣∣ ekxcos(λx) ekxsin(λx)
kekxcos(λx)− λekxsin(λx) kekxsin(λx) + λekxcos(λx)

∣∣∣∣ = λekx 6= 0

΄Ετσι, η γενική λύση της (4.17) σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα είναι :

y0(x) = c1e
kxcos(λx) + c2e

kxsin(λx), c1, c2 : σταθερές. (4.23)

Στην γενική περίπτωση, για την Σ.∆.Ε. (4.16), η χαρακτηριστική εξίσωση ϑα
είναι

f(r) = rn+an−1r
n−1+...+a0 = 0⇒ f(r) = (r−r1)p1(r−r2)p2 ...(r−rm)pm = 0

όπου pi, i = 1, ...,m είναι η πολλαπλότητα της ϱίζας ri, i = 1, ...,m και
p1 + ... + pm = n. Αν pi = 1, τότε στη ϱίζα ri του χαρακτηριστικού πολυω-
νύµου ϑα αντιστοιχεί η λύση yi(x) = erix. Αν pi 6= 1, τότε στην πραγµατική
ϱίζα ri του χαρακτηριστικού πολυωνύµου ϑα αντιστοιχούν οι pi το πλήθος
λύσεις : yi1(x) = erix, yi2(x) = xerix, yi3(x) = x2erix, ..., yipi−1(x) = xpi−1erix.
Αν pi 6= 1, τότε στις µιγαδικές ϱίζες ri = k + iλx και ri = k − iλx του χαρα-
κτηριστικού πολυωνύµου ϑα αντιστοιχούν οι λύσεις :
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yi1(x) = erixcos(λx), yi2(x) = xerixcos(λx), ..., yipi−1(x) = xpi−1erixcos(λx)
yi1(x) = erixsin(λx), yi2(x) = xerixsin(λx), ..., yipi−1(x) = xpi−1erixsin(λx).
Ο γραµµικός συνδυασµός όλων των ανωτέρω λύσεων, που αποδεικνύεται ότι
είναι γραµµικώς ανεξάρτητες, ϑα αποτελεί την γενική λύση της οµογενούς
Σ.∆.Ε. (4.16).

(γ) Εύρεση µερικής λύσης της µη οµογενούς γραµµικής Σ.∆.Ε. µε στα-
ϑερούς συντελεστές. Μέθοδος προσδιορισµού των συντελεστών.

Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται µόνο σε γραµµικές Σ.∆.Ε. µε σταθερούς συν-
τελεστές και αν η συνάρτηση g(x) στο µη οµογενές µέρος της Σ.∆.Ε., είναι ή
µπορούµε να την ϕέρουµε στη µορφή:

g(x) = eax[Pm1(x)cos(bx) + Pm2(x)sin(bx)] (4.24)

όπου Pm1(x), Pm2(x) είναι πολυώνυµα του x, ϐαθµού m1,m2 αντίστοιχα.
Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Euler, µπορούµε να γράψουµε:

cos(bx) =
eibx + e−ibx

2
και sin(bx) =

eibx − e−ibx

2i
, τα οποία αν αντικαταστή-

σουµε στην (4.24), αυτή ϑα πάρει την µορφή:

g(x) =

[
1

2
Pm1(x) +

1

2i
Pm2(x)

]
e(a+ib)x +

[
1

2
Pm1(x)− 1

2i
Pm2(x)

]
e(a−ib)x ⇒

g(x) = Q1k(x)e(a+ib)x +Q2k(x)e(a−ib)x

µε Q1k(x), Q2k(x) είναι πολυώνυµα του x, ϐαθµού k = max{m1,m2} καθ΄
ένα. Αν ο µιγαδικός, εν γένει αριθµός, a+ ib είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού
πολυωνύµου, πολλαπλότητας s, (αν δεν είναι ϱίζα, τότε s = 0), τότε Ϲητούµε
η µερική λύση της µη οµογενούς Σ.∆.Ε. να είναι της µορφής:

yµ(x) = xseax[R1k(x)cos(bx) +R2k(x)sin(bx)] (4.25)

όπου R1k(x), R2k(x) είναι πολυώνυµα του x, ϐαθµού k = max{m1,m2} καθ΄
ένα. Παραγωγίζουµε την (4.25) τόσες ϕορές όσες και η τάξη της Σ.∆.Ε., αν-
τικαθιστούµε σ΄ αυτήν και υπολογίζουµε τους συντελεστές των πολυωνύµων
R1k(x) και R2k(x), αντικαθιστούµε στην (4.25) και έχουµε την µερική λύση
που Ϲητούµε.

Παρατήρηση 4.5 Αν η συνάρτηση που έχουµε στο δεύτερο µέλος της µη
οµογενούς Σ.∆.Ε. αποτελείται από άθροισµα συναρτήσεων, κάθε µία από τις
οποίες ανήκει στην µορφή (4.24), τότε η µερική λύση ϑα αποτελείται από
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άθροισµα µερικών λύσεων, που κάθε µία εξ΄ αυτών ϑα αντιστοιχεί σε µία συ-
νάρτηση από το ανωτέρω άθροισµα.

Παράδειγµα 7 Να ϐρεθεί η γενική λύση των κάτωθι Σ.∆.Ε.:

1) y′′(x) + 3y′(x)− 4y(x) = 0.

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r2 + 3r − 4 = 0⇒

{
r1 = 1

r2 = −4
.

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = ex και
y2(x) = e−4x και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1e
x + c2e

−4x, c1, c2 σταθερές.

2) y′′′(x)− y′(x) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r3 − r = 0⇒ r(r2 − 1) = 0⇒


r1 = 0

r2 = 1

r3 = −1

.

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = 1,
y2(x) = ex και y3(x) = e−x και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1 + c2e
x + c3e

−x, c1, c2, c3 σταθερές.

3) y′′′(x)− 3y′(x) + 2y(x) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r3−3r+2 = 0⇒ (r−1)(r2+r−2) = 0⇒ (r−1)2(r+2) = 0⇒


r1 = 1

r2 = 1

r3 = −2

.

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = ex,
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y2(x) = xex και y3(x) = e−2x και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1e
x + c2xe

x + c3e
−2x, c1, c2, c3 σταθερές.

4) y(4)(x)− y(x) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r4 − 1 = 0⇒ (r2 + 1)(r2 − 1) = 0⇒

{
r1 = 1, r2 = −1

r3 = i, r4 = −i
.

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = ex,
y2(x) = e−x, y3(x) = cosx και y4(x) = sinx και η γενική λύση αυτής, ϑα
είναι :

y0(x) = c1e
x + c2e

−x + c3cosx+ c4sinx, c1, c2, c3, c4 σταθερές.

5) y′′′ − y′′ − y′ + y = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r3 − r2 − r + 1 = 0⇒ r2(r − 1)− (r − 1) = 0⇒

(r − 1)(r2 − 1) = 0⇒ (r − 1)2(r + 1) = 0⇒

{
r1 = −1

r2 = r3 = 1

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = e−x,
y2(x) = ex και y3(x) = xex και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1e
−x + (c2 + c3x)ex

6) y(4) − 4y′′′ + 4y′′ = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r4−4r3 + 4r2 = 0⇒ r2(r2−4r+ 4) = 0⇒ r2(r−2)2 = 0⇒

{
r1 = r2 = 0

r3 = r4 = 2

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = 1,
y2(x) = x, y3(x) = e2x, y4(x) = xe2x και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1 + c2x+ (c3 + c4x)e2x
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7) 2y′′′ − 4y′′ − 2y′ + 4y = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

2r3 − 4r2 − 2r + 4 = 0⇒ 2r2(r− 2)− 2(r− 2) = 0⇒ (r2 − 1)(r− 2) = 0⇒

(r + 1)(r − 1)(r − 2) = 0⇒


r1 = −1

r2 = 1

r3 = 2

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = e−x,
y2(x) = ex και y3(x) = e2x και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1e
−x + c2e

x + c3e
2x

8) y(4) − 8y′ = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r4 − 8r = 0⇒ r(r3 − 8) = 0⇒ r(r3 − 23) = 0⇒ r(r − 2)(r2 + 2r + 4) = 0

⇒


r1 = 0

r2 = 2

r3 = −1 + i
√

3

r4 = −1− i
√

3

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = 1,
y2(x) = e2x, y3(x) = e−xcos

√
3x και y4(x) = e−xsin

√
3x και η γενική λύση

αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1 + c2e
2x + e−x(c3cos

√
3x+ c4sin

√
3x)

Παράδειγµα 8 Να κατασκευαστεί η γραµµική δ.ε. µε σταθερούς συντελεστές
που η γενική της λύση είναι : y(x) = c1e

x + c2xe
x + c3x

2ex + c4e
−x.

Λύση

Οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου ϑα είναι : r1 = r2 = r3 = 1
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και r4 = −1.

΄Αρα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ϑα είναι :

(r − 1)3(r + 1) = 0⇒ r4 − 2r3 + 2r − 1 = 0

και η δ.ε.:

y(4) − 2y′′′ + 2y′ − y = 0.

Παράδειγµα 9 Να κατασκευαστεί η γραµµική δ.ε. µε σταθερούς συντελεστές
που η γενική της λύση είναι : y(x) = c1coshx+ c2sinhx+ c3e

2x.

Λύση

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν µας ότι coshx =
ex + e−x

2
και sinhx =

ex − e−x

2
η

λύση µπορεί να γραφεί ως εξής : y(x) = c1
ex + e−x

2
+ c2

ex − e−x

2
+ c3e

2x ⇒

y(x) =
c1 + c2

2
ex +

c1 − c2
2

e−x + c3e
2x

Οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου ϑα είναι : r1 = 1, r2 = −1 και
r3 = 2.

΄Αρα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ϑα είναι :

(r − 1)(r + 1)(r − 2) = 0⇒ (r2 − 1)(r − 2) = 0⇒ r3 − 2r2 − r + 2 = 0

και η δ.ε.:

y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y = 0.

Παράδειγµα 10 Να ϐρεθεί η γραµµική, οµογενής 3ης τάξης δ.ε. µε σταθε-
ϱούς συντελεστές, της οποίας το χαρακτηριστικό πολυώνυµο έχει διπλή ϱίζα
το −1 και απλή το 2. Να γραφεί η γενική λύση αυτής.

Λύση
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Οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι : r1 = r2 = −1 και r3 = 2.

΄Αρα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ϑα είναι :

(r + 1)2(r − 2) = 0⇒ (r2 + 2r + 1)(r − 2) = 0⇒ r3 − 3r − 2 = 0

και η δ.ε.:

y′′′ − 3y′ − 2y = 0.

Η γενική λύση είναι :

y(x) = c1e
−x + c2xe

−x + c3e
2x.

Παράδειγµα 11 Να κατασκευαστεί γραµµική, οµογενής 2ης τάξης δ.ε. µε
σταθερούς συντελεστές, όπου µια λύση της είναι η y1(x) = xe−5x. Να ϐρείτε
τη γενική λύση αυτής.

Λύση

Η Ϲητούµενη Σ.∆.Ε. ϑα έχει τη µορφή ay′′ + by′ + cy = 0.

Η y1(x) είναι λύση της οπότε ϑα την ικανοποιεί. ΄Ετσι :

a(−10e−5x + 25xe−5x) + b(e−5x − 5xe−5x) + c(xe−5x) = 0⇒

a(−10+25x)+b(1−5x)+cx = 0⇒

{
b− 10a = 0

c− 5b+ 25a = 0
⇒

{
b = 10a

c = −25a+ 50a = 25a

Οπότε η δ.ε. είναι :

y′′ + 10y′ + 25y = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r2 + 10r + 25 = 0⇒ (r + 5)2 = 0⇒ r1 = r2 = −5

Η γενική λύση είναι :
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y(x) = c1e
−5x + c2xe

−5x

Παράδειγµα 12 α) Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις y1(x) = 1, y2(x) = e2x,
y3(x) = e−2x είναι γραµµικώς ανεξάρτητες ∀x ∈ R.
ϐ) Να ϐρείτε την οµογενή γραµµική 3ης τάξης δ.ε. που έχει για ϑεµελιώδες
σύνολο λύσεων τις y1, y2, y3.
γ) Να ϐρείτε τη λύση της δ.ε. που ικανοποιεί τις συνθήκες y(0) = 0,
y′(0) = 1, y′′(0) = 0.

Λύση

α) Παίρνουµε την ορίζουσα Wronski των συναρτήσεων y1(x), y2(x), y3(x):∣∣∣∣∣∣
1 e2x e−2x

0 2e2x −2e−2x

0 4e2x 4e−2x

∣∣∣∣∣∣ = 8 + 8 = 16 6= 0, άρα είναι γραµµικώς ανεξάρτητες.

ϐ) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ϑα είναι : r(r−2)(r+2) = 0⇒ r3−4r = 0

και η δ.ε.:

y′′′ − 4y′ = 0

ή ϑεωρώντας ay′′′ + by′′ + cy′ + dy = 0.

΄Οµως η y(x) = 1 είναι λύση της οπότε d = 0 και η δ.ε. γίνεται :

ay′′′ + by′′ + cy′ = 0

Η y(x) = e2x είναι λύση της οπότε :

8ae2x + 4be2x + c2e2x = 0⇒ 8a+ 4b+ 2c = 0⇒ 4a+ 2b+ c = 0

Επίσης, η y(x) = e−2x είναι λύση της οπότε :

−8ae−2x + 4be−2x − c2e−2x = 0⇒ −8a+ 4b− 2c = 0⇒ −4a+ 2b− c = 0

Από αυτές τις δύο σχέσεις προκύπτει b = 0 και c = −4a οπότε η δ.ε. γί-
νεται :
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ay′′′ − 4ay′ = 0⇒ y′′′ − 4y′ = 0.

γ) Η γενική λύση της δ.ε. ϑα έχει την µορφή: y(x) = c1 + c2e
2x + c3e

−2x.
Επειδή οι αρχικές συνθήκες αναφέρονται στις y, y′, y′′ υπολογίζουµε τις πα-
ϱαγώγους :
y(x) = c1 + c2e

2x + c3e
−2x

y′(x) = 2c2e
2x − 2c3e

−2x

y′′(x) = 4c2e
2x + 4c3e

−2x

Θέτοντας τις συνθήκες προκύπτει το σύστηµα:
y(0) = 0⇒ c1 = 0

y′(0) = 1⇒ 2c2 − 2c3 = 1

y′′(0) = 0⇒ 4c2 + 4c3 = 0

⇒


c1 = 0

c2 =
1

4

c3 = −1

4

΄Αρα η λύση της δ.ε. είναι :

y(x) =
1

4
(e2x − e−2x) =

sinh2x

2
.

Παράδειγµα 13 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε.:
y′′′(x)− 4y′(x) = x+ 3cosx+ e−2x

Λύση

Κατ΄ αρχάς ϑα λύσουµε την αντίστοιχη οµογενή:

y′′′(x)− 4y′(x) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r3 − 4r = 0⇒ r(r − 2)(r + 2) = 0⇒


r1 = 0

r2 = 2

r3 = −2

.

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = 1,
y2(x) = e2x, y3(x) = e−2x και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1 + c2e
2x + c3e

−2x, c1, c2, c3 σταθερές.
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Η συνάρτηση g(x) = x + 3cosx + e−2x είναι άθροισµα τριών συναρτήσεων
κάθε µία της µορφής (4.24), οπότε και η µερική λύση ϑα είναι άθροισµα των
µερικών λύσεων των Σ.∆.Ε.

y′′′(x)− 4y′(x) = x (4.25.a)

y′′′(x)− 4y′(x) = 3cosx (4.25.ϐ)

y′′′(x)− 4y′(x) = e−2x (4.25.γ)

Για την µερική λύση y1(x) της (4.25.α): Η συνάρτηση x είναι της µορφής
(4.24), διότι γράφεται :

x = e0x[xcos(0x) + 0sin(0x)].

Παρατηρούµε επίσης ότι ο µιγαδικός αριθµός 0 + 0i είναι απλή ϱίζα του
χαρακτηριστικού πολυωνύµου, δηλαδή πολλαπλότητας s = 1. ΄Αρα η µορφή
της µερικής λύσης της (4.25.α), ϑα είναι, λόγω της (4.25):

y1(x) = x(Ax+B).

Παραγωγίζουµε τρείς ϕορές, αντικαθιστούµε στην (4.25.α) και υπολογίζουµε
τα A,B. ΄Ετσι :

y1(x) = Ax2 +Bx, y′1(x) = 2Ax+B, y′′1(x) = 2A, y′′′1 (x) = 0

y′′′1 (x)− 4y′1(x) = x⇒ −4(2Ax+B) = x⇒ −8Ax− 4B = x⇒

A = −1

8
B = 0

΄Αρα: y1(x) = −1

8
x2

Για την µερική λύση y2(x) της (4.25.β): Η συνάρτηση cosx είναι της µορ-
ϕής (4.24), διότι γράφεται :

3cosx = e0x[3cos(x) + 0sin(x)].

Παρατηρούµε επίσης ότι ο µιγαδικός αριθµός 0 + i = i δεν είναι ϱίζα του
χαρακτηριστικού πολυωνύµου, δηλαδή είναι πολλαπλότητας s = 0. ΄Αρα η
µορφή της µερικής λύσης της (4.25.β), ϑα είναι, λόγω της (4.25):
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y2(x) = Acosx+Bsinx

Παραγωγίζουµε :

y′2(x) = −Asinx+Bcosx, y′′2(x) = −Acosx−Bsinx, y′′′2 (x) = Asinx−Bcosx

και αντικαθιστούµε στην (4.25.β)
y′′′2 (x)− 4y′2(x) = 3cosx⇒ Asinx−Bcosx+ 4Asinx− 4Bcosx = 3cosx⇒

⇒ 5Asinx− 5Bcosx = 3cosx⇒

A = 0

B = −3

5

΄Αρα: y2(x) = −3

5
sinx

Για την µερική λύση y3(x) της (4.25.γ): Η συνάρτηση e−2x είναι της µορ-
ϕής (4.24), διότι γράφεται :

e−2x = e−2x[1cos(0x) + 0sin(0x)].

Παρατηρούµε επίσης ότι ο µιγαδικός αριθµός −2 + 0i = −2 είναι απλή
ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, δηλαδή πολλαπλότητας s = 1. ΄Αρα
η µορφή της µερικής λύσης της (4.25.γ), ϑα είναι, λόγω της (4.25):

y3(x) = Axe−2x.

Παραγωγίζουµε τρείς ϕορές, αντικαθιστούµε στην (4.25.γ) και υπολογίζου-
µε τα A,B. ΄Ετσι :

y′3(x) = −2Axe−2x + Ae−2x, y′′3(x) = 4Axe−2x − 4Ae−2x,
y′′′3 (x) = −8Axe−2x + 12Ae−2x

y′′′3 (x)−4y′3(x) = e−2x ⇒ −8Axe−2x+12Ae−2x+8Axe−2x−4Ae−2x = e−2x ⇒

⇒ 8Ae−2x = e−2x ⇒ A =
1

8

΄Αρα: y3(x) =
1

8
e−2x

Οπότε η µερική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι το άθροισµα:

yµ = −1

8
x2 − 3

5
sinx+

1

8
e−2x
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και η γενική λύση αυτής :

y(x) = c1 + c2e
2x + c3e

−2x − 1

8
x2 − 3

5
sinx+

1

8
e−2x ⇒

y(x) = c1 + c2e
2x + c3e

−2x − 1

8
x2 − 3

5
sinx

Παράδειγµα 14 Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις : y1(x) = x και y2(x) = e−x

είναι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της Σ.∆.Ε. (x+1)y′′(x)+xy′(x)−y(x) =
0, x > 0. Κατόπιν να ϐρείτε την γενική λύση της Σ.∆.Ε.:
(x+ 1)y′′(x) + xy′(x)− y(x) = (x+ 1)2.

Λύση
Επειδή
y1(x) = x, y′1(x) = 1, y′′1(x) = 0,
αντικαθιστούµε στο πρώτο µέλος της δοθείσας οµογενούς Σ.∆.Ε.:

(x+ 1)y′′1(x) + xy1(x)− y1(x) = x− x = 0,

οπότε η y1(x) = x είναι λύση αυτής. Οµοίως,

y2(x) = e−x, y′2(x) = −e−x, y′′2(x) = e−x,
(x+ 1)y′′2(x) + xy2(x)− y2(x) = (x+ 1)e−x + xe−x − e−x = 0

και η y2(x) = e−x είναι λύση της ίδιας οµογενούς Σ.∆.Ε. Η ορίζουσα
Wronski αυτών είναι :

W [x, e−x] =

∣∣∣∣x e−x

1 −e−x
∣∣∣∣ = −(x+ 1)e−x 6= 0

΄Αρα είναι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς, οπότε η γενική λύση
της οµογενούς Σ.∆.Ε. είναι

y0(x) = c1x+ c2e
−x, c1, c2 σταθερές

Η µερική λύση της µη οµογενούς, σύµφωνα µε τη µέθοδο Lagrange ϑα έχει
την µορφή:

yµ(x) = c1(x)x+ c2(x)e−x

Οι παράγωγοι των συναρτήσεων c1(x), c2(x), ικανοποιούν το σύστηµα:
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c′1(x)x+ c′2(x)e−x = 0

c′1(x)− c′2(x)e−x = x+ 1

Λύνουµε το σύστηµα και ϐρίσκουµε:

c′1(x) = 1⇒ c1(x) = x
c′2(x) = −xex ⇒ c2(x) = (−x+ 1)ex

Οπότε η µερική λύση ϑα είναι :

yµ(x) = xx+ (−x+ 1)exe−x = x2 − x+ 1

και η γενική λύση της µη οµογενούς, ϑα είναι :

y(x) = c1x+ c2e
−x + x2 − x+ 1⇒ y(x) = c1x+ c2e

−x + x2 + 1.

Παράδειγµα 15 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε.
(x′′′(t) + x′(t))sint+ (x′′(t) + x(t))cost = 0.

Λύση
Παρατηρούµε ότι η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι µε µη σταθερούς συντελεστές, όµως
µπορεί να γραφεί :

(x′′′(t) + x′(t))sint+ (x′′(t) + x(t))cost = 0⇒
(x′′(t) + x(t))′sint+ (x′′(t) + x(t))(sint)′ = 0⇒
((x′′(t) + x(t))sint)′ = 0⇒ (x′′(t) + x(t))sint = c⇒
x′′(t) + x(t) =

c

sint

Η Σ.∆.Ε. x′′(t) + x(t) =
c

sint
είναι µε σταθερούς συντελεστές µη οµογενής.

Λύνουµε πρώτα την αντίστοιχη οµογενή: x′′(t) +x(t) = 0. Ζητούµε λύση της
µορφής x(t) = ert και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι r2 + 1 = 0 που έχει
ϱίζες το ±i, άρα οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς ϑα είναι
x1(t) = cost και x2(t) = sint και η γενική λύση της οµογενούς :

x0(t) = c1cost+ c2sint, c1, c2 σταθερές.

Για την µερική λύση της µη οµογενούς δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε την
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µέθοδο προσδιορισµού των συντελεστών, γιατί η συνάρτηση
c

sint
δεν ανήκει

στην µορφή (4.24). Θα χρησιµοποιήσουµε λοιπόν τη µέθοδο µεταβολής των
παραµέτρων. Η µερική λύση λοιπόν, ϑα έχει την µορφή

xµ(t) = c1(t)cost+ c2(t)sint

Οι παράγωγοι των συναρτήσεων c1(t), c2(t), ικανοποιούν το σύστηµα:

c′1(t)cost+ c′2(t)sint = 0

−c′1(t)sint+ c′2(t)cost =
c

sint

Λύνουµε το σύστηµα και ϐρίσκουµε:

c′1(t) = −c⇒ c1(t) = −ct

c′2(t) = c
cost

sint
⇒ c2(t) = cln|sint|

Οπότε η µερική λύση ϑα είναι :

xµ(t) = −ctcost− csintln|sint|

και η γενική λύση της µη οµογενούς, ϑα είναι :

x(t) = c1cost+ c2sint− ctcost− csintln|sint|.

Παράδειγµα 16 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y′′(x) + 9y(x) = x2e3x + 6.

Λύση

Κατ΄ αρχάς ϑα λύσουµε την αντίστοιχη οµογενή:

y′′(x) + 9y(x) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r2 + 9 = 0⇒ r2 = −9⇒

{
r1 = 3i

r2 = −3i
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Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = cos3x
και y2(x) = sin3x και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1cos3x+ c2sin3x, c1, c2 σταθερές.

Η συνάρτηση g(x) = x2e3x + 6 είναι άθροισµα δύο συναρτήσεων κάθε µία
της µορφής (4.24), οπότε και η µερική λύση ϑα είναι άθροισµα των µερικών
λύσεων των Σ.∆.Ε.

y′′(x) + 9y(x) = x2e3x (1)

y′′(x) + 9y(x) = 6 (2)

Για την µερική λύση y1(x) της (1): Η συνάρτηση x είναι της µορφής (4.24),
διότι γράφεται :

x2e3x = e3x[x2cos(0x) + 0sin(0x)].

Παρατηρούµε επίσης ότι ο µιγαδικός αριθµός 3 + 0i δεν είναι ϱίζα του χαρα-
κτηριστικού πολυωνύµου, δηλαδή πολλαπλότητας s = 0. ΄Αρα η µορφή της
µερικής λύσης της (1), ϑα είναι, λόγω της (4.25):

y1(x) = e3x(Kx2 + Λx+M).

Παραγωγίζουµε δύο ϕορές, αντικαθιστούµε στην (1) και υπολογίζουµε τα
K,Λ,M . ΄Ετσι :

y1(x) = e3x(Kx2 + Λx+M), y′1(x) = 3e3x(Kx2 + Λx+M) + e3x(2Kx+ Λ),

y′′1(x) = 9e3x(Kx2 + Λx+M) + 6e3x(2Kx+ Λ) + e3x2K

y′′1(x) + 9y(x) = x2e3x ⇒

9e3x(Kx2+Λx+M)+6e3x(2Kx+Λ)+e3x2K+9e3x(Kx2+Λx+M) = x2e3x ⇒

18(Kx2 + Λx+M) + 6(2Kx+ Λ) + 2K = x2 ⇒

18Kx2 + (18Λ + 12K)x+ (18M + 6Λ + 2K) = x2 ⇒
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⇒


18K = 1

18Λ + 12K = 0

18M + 6Λ + 2K = 0

⇒


K =

1

18

Λ = − 1

27

M =
1

162

΄Αρα: y1(x) = e3x
(
x2

18
− x

27
+

1

162

)
Για την µερική λύση y2(x) της (2): Η συνάρτηση x είναι της µορφής (4.24),
διότι γράφεται :

6 = e0x[6cos(0x) + 0sin(0x)].

Παρατηρούµε επίσης ότι ο µιγαδικός αριθµός 0 + 0i δεν είναι ϱίζα του χαρα-
κτηριστικού πολυωνύµου, δηλαδή πολλαπλότητας s = 0. ΄Αρα η µορφή της
µερικής λύσης της (2), ϑα είναι, λόγω της (4.25):

y2(x) = K.

Παραγωγίζουµε δύο ϕορές, αντικαθιστούµε στην (2) και υπολογίζουµε το K.
΄Ετσι :

y2(x) = k, y′2(x) = 0, y′′2(x) = 0

y′′2(x) + 9y2(x) = 6⇒ 9K = 6⇒ K =
2

3

΄Αρα: y2(x) =
2

3

Οπότε η µερική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι το άθροισµα:

yµ(x) = e3x
(
x2

18
− x

27
+

1

162

)
+

2

3

και η γενική λύση αυτής :

y(x) = c1cos3x+ c2sin3x+ e3x
(
x2

18
− x

27
+

1

162

)
+

2

3

Παράδειγµα 17 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y′′(x) + 4y′(x) + 4y(x) = 8e−2x.
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Λύση

Κατ΄ αρχάς ϑα λύσουµε την αντίστοιχη οµογενή:

y′′(x) + 4y′(x) + 4y(x) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r2 + 4r + 4 = 0⇒ (r + 2)2 = 0⇒ r1 = r2 = −2

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = e−2x

και y2(x) = xe−2x και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1e
−2x + c2xe

−2x, c1, c2 σταθερές.

Για την µερική λύση yµ(x): Η συνάρτηση x είναι της µορφής (4.24), διότι
γράφεται :

8e−2x = e−2x[8cos(0x) + 0sin(0x)].

Παρατηρούµε επίσης ότι ο µιγαδικός αριθµός −2 + 0i είναι διπλή ϱίζα του
χαρακτηριστικού πολυωνύµου, δηλαδή πολλαπλότητας s = 2. ΄Αρα η µορφή
της µερικής λύσης, ϑα είναι, λόγω της (4.25):

yµ(x) = Kx2e−2x.

Παραγωγίζουµε δύο ϕορές, αντικαθιστούµε στην αρχική δ.ε. και υπολο-
γίζουµε το K. ΄Ετσι :

yµ(x) = Kx2e−2x, y′µ(x) = 2Kxe−2x − 2Kx2e−2x,
y′′µ(x) = 4Kx2e−2x − 8Kxe−2x + 2Ke−2x

y′′µ(x) + 4y′µ(x) + 4yµ(x) = 8e−2x ⇒

4Kx2e−2x−8Kxe−2x+2Ke−2x+4(2Kxe−2x−2Kx2e−2x)+4Kx2e−2x = 8e−2x

⇒ 2Ke−2x = 8e−2x ⇒ 2K = 8⇒ K = 4

Οπότε η µερική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι :

yµ(x) = 4x2e−2x
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και η γενική λύση αυτής :

y(x) = c1e
−2x + c2xe

−2x + 4x2e−2x

Παράδειγµα 18 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y′′(x) + y(x) = 4xcosx.

Λύση

Κατ΄ αρχάς ϑα λύσουµε την αντίστοιχη οµογενή:

y′′(x) + y(x) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r2 + 1 = 0⇒ r2 = −1⇒

{
r1 = i

r2 = −i

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = cosx
και y2(x) = sinx και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1cosx+ c2sinx, c1, c2 σταθερές.

Για την µερική λύση yµ(x): Η συνάρτηση x είναι της µορφής (4.24), διότι
γράφεται :

4xcosx = e0x[4xcos(x) + 0sin(x)].

Παρατηρούµε επίσης ότι ο µιγαδικός αριθµός 0+ i είναι απλή ϱίζα του χαρα-
κτηριστικού πολυωνύµου, δηλαδή πολλαπλότητας s = 1. ΄Αρα η µορφή της
µερικής λύσης, ϑα είναι, λόγω της (4.25):

yµ(x) = x[(Ax+B)cosx+(Kx+Λ)sinx] = (Ax2+Bx)cosx+(Kx2+Λx)sinx.

Παραγωγίζουµε δύο ϕορές, αντικαθιστούµε στην αρχική δ.ε. και υπολο-
γίζουµε τα A,B,K,Λ. ΄Ετσι :

yµ(x) = (Ax2 +Bx)cosx+ (Kx2 + Λx)sinx,
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y′µ(x) = [Kx2 + (2A+ Λ)x+B]cosx− [Ax2 + (B − 2K)x− Λ]sinx,

y′′µ(x) = (−Ax2+4Kx−Bx+2A+2Λ)cosx−(Kx2+4Ax+Λx+2B−2K)sinx

y′′µ(x) + yµ(x) = 4xcosx⇒

(−Ax2 + 4Kx−Bx+ 2A+ 2Λ)cosx− (Kx2 + 4Ax+ Λx+ 2B − 2K)sinx+
(Ax2 +Bx)cosx+ (Kx2 + Λx)sinx = 4xcosx⇒

(4Kx+ 2A+ 2Λ)cosx+ (−4Ax− 2B + 2K)sinx = 4xcosx⇒

⇒

{
4Kx+ 2A+ 2Λ = 4x

−4Ax− 2B + 2K = 0
⇒


4K = 4

2A+ 2Λ = 0

−4A = 0

−2B + 2K = 0

⇒


K = 1

Λ = 0

A = 0

B = 1

Οπότε η µερική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι :

yµ(x) = xcosx+ x2sinx

και η γενική λύση αυτής :

y(x) = c1cosx+ c2sinx+ xcosx+ x2sinx

Παράδειγµα 19 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y(4)(x) + y′′(x) = x2 + x.

Λύση

Κατ΄ αρχάς ϑα λύσουµε την αντίστοιχη οµογενή:

y(4)(x) + y′′(x) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r4 + r2 = 0⇒ r2(r2 + 1) = 0⇒


r1 = r2 = 0

r3 = i

r4 = −i

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = 1,
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y2(x) = x, y3(x) = cosx και y4(x) = sinx και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1 + c2x+ c3cosx+ c4sinx, c1, c2, c3, c4 σταθερές.

Για την µερική λύση yµ(x): Η συνάρτηση x είναι της µορφής (4.24), διότι
γράφεται :

x2 + x = e0x[(x2 + x)cos(0x) + 0sin(0x)].

Παρατηρούµε επίσης ότι ο µιγαδικός αριθµός 0 + 0i είναι διπλή ϱίζα του
χαρακτηριστικού πολυωνύµου, δηλαδή πολλαπλότητας s = 2. ΄Αρα η µορφή
της µερικής λύσης, ϑα είναι, λόγω της (4.25):

yµ(x) = x2(Kx2 + Λx+M).

Παραγωγίζουµε τέσσερις ϕορές, αντικαθιστούµε στην αρχική δ.ε. και υπολο-
γίζουµε τα K,Λ,M . ΄Ετσι :

yµ(x) = x2(Kx2 + Λx+M),

y′µ(x) = 4Kx3 + 3Λx2 + 2Mx,

y′′µ(x) = 12Kx2 + 6Λx+ 2M,

y′′′µ (x) = 24Kx+ 6Λ,

y
(4)
µ (x) = 24K

y
(4)
µ (x) + y′′µ(x) = x2 + x⇒ 24K + 12Kx2 + 6Λx+ 2M = x2 + x⇒

⇒


12K = 1

6Λ = 1

24K + 2M = 0

⇒


K =

1

12

Λ =
1

6
M = −1

Οπότε η µερική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι :

yµ(x) =
x4

12
+
x3

6
− x2

και η γενική λύση αυτής :
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y(x) = c1 + c2x+ c3cosx+ c4sinx+
x4

12
+
x3

6
− x2

Παράδειγµα 20 Να λυθεί το Π.Α.Τ.: u′′(t)+u(t) = f(t) =

{
1− t2, 0 ≤ t ≤ 1

0, t > 1
,

u(0) = 0, u′(0) = 0.

Λύση

Κατ΄ αρχάς ϑα λύσουµε την αντίστοιχη οµογενή:

u′′(t) + u(t) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής u(t) = ert και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r2 + 1 = 0⇒

{
r1 = i

r2 = −i

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι u1(t) = cost,
u2(t) = sint και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

u0(t) = c1cost+ c2sint, c1, c2, σταθερές.

i) 0 ≤ t ≤ 1 : u′′ + u = 1− t2, u(0) = u′(0) = 0

Η µορφή της µερικής λύσης, ϑα είναι

uµ(t) = At2 +Bt+ Γ

Παραγωγίζουµε δύο ϕορές, αντικαθιστούµε στην αρχική δ.ε. και υπολο-
γίζουµε τα A,B,Γ. ΄Ετσι :

u′µ(t) = 2At+B

u′′µ(t) = 2A

u′′µ(t) + uµ(t) = 1− t2 ⇒ 2A+ At2 +Bt+ Γ = 1− t2 ⇒


2A+ Γ = 1

B = 0

A = −1
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⇒


A = −1

B = 0

Γ = 3

Οπότε η µερική λύση της είναι :

uµ(t) = −t2 + 3

΄Αρα: u(t) = c1cost+ c2sint− t2 + 3, u′(t) = −c1sint+ c2cost− 2t{
u(0) = 0

u′(0) = 0
⇒

{
c1 + 3 = 0

c2 = 0
⇒

{
c1 = −3

c2 = 0

΄Αρα: u(t) = −3cost− t2 + 3, u′(t) = 3sint− 2t

ii) t > 1 : u′′ + u = 0⇒ u(t) = c1cost+ c2sint

Η υποχρεωτική συνέχεια της u(t) και της u′(t) στο σηµείο 1 µας οδηγεί στις
σχέσεις : lim
t→1−

u(t) = lim
t→1+

u(t)

lim
t→1−

u′(t) = lim
t→1+

u′(t)
⇒

{
−3cos1− 1 + 3 = c1cos1 + c2sin1

3sin1− 2 = −c1sin1 + c2cos1
⇒

⇒

{
−3cos1 + 2 = c1cos1 + c2sin1

3sin1− 2 = −c1sin1 + c2cos1

⇒

{
−3sin1cos1 + 2sin1 = c1cos1sin1 + c2sin

21

3sin1cos1− 2cos1 = −c1sin1cos1 + c2cos
21

⇒ c2 = 2(sin1− cos1)

c1 =
−3cos1 + 2− 2(sin1− cos1)sin1

cos1
= −3 +

2− 2sin21 + 2sin1cos1

cos1
⇒

c1 = −3 + cos1 + 2sin1

΄Αρα: u(t) =

{
−3cost+ 3− t2, 0 ≤ t ≤ 1

(−3 + cos1 + 2sin1)cost+ 2(sin1− cos1)sint, t > 1

Παράδειγµα 21 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y′′(x)− 2y′(x) + y(x) =
ex

(1− x)2
.

Λύση
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Κατ΄ αρχάς ϑα λύσουµε την αντίστοιχη οµογενή:

y′′(x)− 2y′(x) + y(x) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r2 − 2r + 1 = 0⇒ (r − 1)2 = 0⇒ r1 = r2 = 1

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = ex,
y2(x) = xex και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1e
x + c2xe

x, c1, c2, σταθερές.

Η µερική λύση της δ.ε. ϑα ϐρεθεί εφαρµόζοντας τη µέθοδο Lagrange δη-
λαδή ϑα έχει τη µορφή:

yµ(x) = c1(x)ex + c2(x)xex

Οπότε, δηµιουργούµε το σύστηµα:c
′
1(x)ex + c′2(x)xex = 0

c′1(x)ex + c′2(x)(ex + xex) =
ex

(1− x)2
⇒

c
′
1(x) + c′2(x)x = 0

c′1(x) + c′2(x)(1 + x) =
1

(1− x)2

⇒


c′2(x) =

1

(1− x)2

c′1(x) = − x

(1− x)2

c1(x) = −
∫

x

(1− x)2
dx⇒ c1(x) = −

∫
dx

x− 1
−
∫

dx

(x− 1)2
⇒

c1(x) = ln

(
1

x− 1

)
+

1

x− 1

c2(x) =

∫
dx

(x− 1)2
⇒ c2(x) = − 1

x− 1

Οπότε, κάνοντας αντικατάσταση τα c1(x), c2(x) η µερική λύση ϑα είναι :

yµ(x) =

(
ln

(
1

x− 1

)
+

1

x− 1

)
ex +

xex

1− x

και η γενική λύση είναι :
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y(x) = c1e
x + c2xe

x +

(
ln

(
1

x− 1

)
+

1

x− 1

)
ex +

xex

1− x

Παράδειγµα 22 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y′′′(x) + y′′(x) =
x− 1

x2
.

Λύση

Κατ΄ αρχάς ϑα λύσουµε την αντίστοιχη οµογενή:

y′′′(x) + y′′(x) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r3 + r2 = 0⇒ r2(r + 1) = 0⇒

{
r1 = r2 = 0

r3 = −1

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = 1,
y2(x) = x, y3(x) = e−x και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1 + c2x+ c3e
−x, c1, c2, c3 σταθερές.

Η µερική λύση της δ.ε. ϑα ϐρεθεί εφαρµόζοντας τη µέθοδο Lagrange δη-
λαδή ϑα έχει τη µορφή:

yµ(x) = c1(x) + c2(x)x+ c3(x)e−x

Οπότε, δηµιουργούµε το σύστηµα:


c′1(x) + c′2(x)x+ c′3(x)e−x = 0

c′2(x)− c′3(x)e−x = 0

c′3(x)e−x =
x− 1

x2

⇒


c′3(x) =

ex(x− 1)

x2
=
ex

x
− ex

x2

c′2(x) =
x− 1

x2
=

1

x
− 1

x2

c′1(x) = −x− 1

x
− x− 1

x2
= −1 +

1

x2

c1(x) =

∫ (
− 1 +

1

x2

)
dx⇒ c1(x) = −x− 1

x

c2(x) =

∫ (
1

x
− 1

x2

)
dx⇒ c2(x) = lnx− 1

x
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c3(x) =

∫
ex

x
dx−

∫
ex

x2
dx⇒ c3(x) =

∫
ex

x
dx+

∫
ex
(

1

x

)′
dx⇒

c3(x) =
ex

x
−
∫
ex

x
dx+

∫
ex

x
dx⇒ c3(x) =

ex

x

Οπότε, κάνοντας αντικατάσταση τα c1(x), c2(x), c3(x) η µερική λύση ϑα είναι :

yµ(x) = −x− 1

x
+ xlnx− 1 +

1

x
= −x− 1 + xlnx

και η γενική λύση είναι :

y(x) = c1 + c2x+ c3e
−x − x− 1 + xlnx = c1 + c2x+ c3e

−x + xlnx

Παράδειγµα 23 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y′′(x) + 4y(x) =
4

sin2x
.

Λύση

Κατ΄ αρχάς ϑα λύσουµε την αντίστοιχη οµογενή:

y′′(x) + 4y(x) = 0

Ζητούµε λύση της µορφής y(x) = erx και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

r2 + 4 = 0⇒ r2 = −4⇒

{
r1 = 2i

r2 = −2i

Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι y1(x) = cos2x,
y2(x) = sin2x και η γενική λύση αυτής, ϑα είναι :

y0(x) = c1cos2x+ c2sin2x, c1, c2, σταθερές.

Η µερική λύση της δ.ε. ϑα ϐρεθεί εφαρµόζοντας τη µέθοδο Lagrange δη-
λαδή ϑα έχει τη µορφή:

yµ(x) = c1(x)cos2x+ c2(x)sin2x

Οπότε, δηµιουργούµε το σύστηµα:
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c
′
1(x)cos2x+ c′2(x)sin2x = 0

−2c′1(x)sin2x+ 2c′2(x)cos2x =
4

sin2x

⇒

c
′
1(x) = −2

c′2(x) =
2cos2x

sin2x

c1(x) = −
∫

2dx = −2x

c2(x) = 2

∫
cos2x

sin2x
dx =

∫
cos(2x)

sin(2x)
d(2x) = ln|sin2x|

Οπότε, κάνοντας αντικατάσταση τα c1(x), c2(x) η µερική λύση ϑα είναι :

yµ(x) = −2xcos2x+ ln|sin2x|sin2x

και η γενική λύση είναι :

y(x) = c1cos2x+ c2sin2x− 2xcos2x+ ln|sin2x|sin2x
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