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2 Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις πρώτης τά-
ξης

Οι Σ.∆.Ε. πρώτης τάξης έχουν τη µορφή F (x, y(x), y′(x)) = 0. Αν µπορούν
να γραφούν στη µορφή y′(x) = f(x, y(x)) τότε λέµε ότι είναι γραµµένες στην
κανονική τους µορφή.

Οι ϐασικές κατηγορίες Σ.∆.Ε. πρώτης τάξης της µορφής y′(x) = f(x, y(x))
µε τις οποίες ϑα ασχοληθούµε είναι οι Σ.∆.Ε. χωριζοµένων µεταβλητών, ακρι-
ϐείς ( ή πλήρεις), γραµµικές και συγκεκριµένες µορφές Σ.∆.Ε. που ανάγονται
σ΄ αυτές. Θα εξετάσουµε επίσης και κάποιες Σ.∆.Ε. πρώτης τάξης και ανωτέ-
ϱου ϐαθµού.

2.1 Σ.∆.Ε. χωριζοµένων µεταβλητών

Ορισµός 2.1 Σ.∆.Ε. χωριζοµένων µεταβλητών, λέγεται κάθε Σ.∆.Ε. η οποία
είναι ή µπορούµε να τη ϕέρουµε στη µορφή:

g(y)y′(x) = f(x) (2.1)

όπου g(y) και f(x) είναι πραγµατικές συναρτήσεις.

Για να ϐρούµε τη γενική λύση η το γενικό ολοκλήρωµα της Σ.∆.Ε. (2.1) ολο-
κληρώνουµε ως προς x και τα δύο µέλη αυτής και προσθέτουµε µια σταθερά,
λόγω της ολοκλήρωσης. ∆ηλαδή:∫

g(y)y′(x)dx =

∫
f(x)dx+ c (2.2)

Από τον ορισµό dy = y′dx του διαφορικού µιας συνάρτησης y = y(x), κατα-
λήγουµε: ∫

g(y)dy =

∫
f(x)dx+ c (2.3)

Η ισότητα (2.3) µας δίνει το γενικό ολοκλήρωµα της (2.2).

Σηµείωση 2.1 Η Σ.∆.Ε. (2.1) µπορεί να γραφεί ισοδύναµα στη διαφορική
µορφή:

g(y)dy = f(x)dx (2.4)

Σηµείωση 2.2Στη µορφή (2.1) µπορούµε να ϕέρουµε κάθε Σ.∆.Ε. της µορφής

a(x)b(y)y′(x) = k(x)h(y) (2.5)
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Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε a(x) 6= 0,h(y) 6= 0 τότε η (2.5) γράφεται :

b(y)

h(y)
y′(x) =

k(x)

a(x)
η οποία είναι της µορφής (2.1), ϑέτοντας

g(y) =
b(y)

h(y)
και f(x) =

k(x)

a(x)
.

Αν οι συναρτήσεις a(x) και h(y) είναι ίσες µε µηδέν, τότε παίρνουµε ιδιά-
Ϲουσες λύσεις της Σ.∆.Ε (2.5), αν αυτές δεν εµπεριέχονται στη γενική λύση
αυτής.

Παράδειγµα 1 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y′ =
y

x
, x 6= 0.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. για y 6= 0 γράφεται
y′

y
=

1

x
η οποία είναι χωριζοµένων

µεταβλητών. ΄Αρα η γενική της λύση προκύπτει από την ισότητα∫
dy

y
=

∫
dx

x
+ c⇒ ln|y| = ln|x|+ c⇒ ln

∣∣∣y
x

∣∣∣ = c⇒ y = cx

Η y = 0 είναι ιδιάζουσα λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε.

Παράδειγµα 2 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y − xdy
dx

=
y

x
, x 6= 0.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. γράφεται

y − x
dy

dx
=

y

x
⇒ y − y

x
= x

dy

dx
⇒ y

(
x− 1

x

)
= x

dy

dx
η οποία είναι χω-

ϱιζοµένων µεταβλητών, διότι για y 6= 0 γράφεται(
x− 1

x2

)
dx =

dy

y

Το γενικό της ολοκλήρωµα ϑα είναι :∫ (
x− 1

x2

)
dx =

∫
dy

y
+ c⇒ ln|x|+ 1

x
= ln|y|+ c

Η y = 0 είναι ιδιάζουσα λύση αυτής.
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Παράδειγµα 3 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: (x− y2x)dx− (y − x2y)dy = 0

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. γράφεται

(x− y2x)dx− (y − x2y)dy = 0⇒ x(1− y2)dx− y(1− x2)dy = 0

Για 1− y2 6= 0 και 1− x2 6= 0 µπορεί να γραφεί
x

1− x2
dx =

y

1− y2
dy, η οποία είναι χωριζοµένων µεταβλητών και το γενικό

της ολοκλήρωµα ϑα προκύψει από την ισότητα:∫
x

1− x2
dx =

∫
y

1− y2
dy + c οπότε

1

2

∫
1

1− x
dx− 1

2

∫
1

1 + x
dx =

1

2

∫
1

1− y
dy − 1

2

∫
1

1 + y
dy + c⇒

⇒ −1

2
ln|1− x|+ 1

2
ln|1 + x| = −1

2
ln|1− y|+ 1

2
ln|1 + y|+ c⇒

⇒ ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣1 + y

1− y

∣∣∣∣+ c⇒ 1 + x

1− x
= c

1 + y

1− y

Οι x = ±1, y = ±1 είναι ιδιάζουσες λύσεις της δοθείσας Σ.∆.Ε.

Παράδειγµα 4 Να ϐρεθεί η λύση του Π.Α.Τ.:

(1 + ex)yy′ = ex, y(0) = 1

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. µπορεί να γραφεί στη µορφή: ydy =
ex

1 + ex
dx, η οποία

είναι χωριζοµένων µεταβλητών και το γενικό της ολοκλήρωµα ϑα προκύψει
παίρνοντας τα ολοκληρώµατα:∫
ydy =

∫
ex

1 + ex
dx+ c1 ⇒

y2

2
= ln(1 + ex) + c1

Χρησιµοποιώντας την αρχική συνθήκη y(0) = 1 έχουµε:
1

2
= ln2 + c1 ⇒ c1 =

1

2
− ln2
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Κάνοντας αντικατάσταση στην προηγούµενη σχέση το c1 η λύση του Π.Α.Τ
είναι :
y2

2
= ln(1+ex)+

1

2
− ln2⇒ y2 = 2ln

(
1 + ex

2

)
+1⇒ y2 = ln

(
1 + ex

2

)2

+1.

Παράδειγµα 5 Να ϐρεθεί η λύση του Π.Α.Τ.:
y′ = xey−x

2, όταν για x = 0, y = 0

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. γράφεται : e−ydy = xe−x
2
dx, που είναι χωριζοµένων µε-

ταβλητών. Το γενικό της ολοκλήρωµα ϑα είναι :
∫
e−ydy =

∫
xe−x

2
dx+ c1 ⇒

−e−y = −1

2
e−x

2

+ c1 ⇒ 2e−y − e−x2 = c.

Επειδή για x = 0⇒ y = 0, έχουµε:
2− 1 = c⇒ c = 1.
΄Αρα η λύση του Π.Α.Τ. είναι :
2e−y = 1 + e−x

2.

2.2 Μορφές Σ.∆.Ε πρώτης τάξης που ανάγονται σε Σ.∆.Ε.
χωριζοµένων µεταβλητών

2.2.1 Σ.∆.Ε. πρώτης τάξης οµογενείς ως προς x, y
Θεωρούµε την Σ.∆.Ε. της µορφής:

y′(x) =
P (x, y)

Q(x, y)
(2.6)

όπου P (x, y), Q(x, y) συναρτήσεις συνεχείς σ΄ ένα υποσύνολο του R2, και
Q(x, y) 6= 0. Η Σ.∆.Ε. (2.6) µπορεί να γραφεί στη διαφορική µορφή

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (2.7)

µε M(x, y) και N(x, y) συνεχείς σ΄ ένα υποσύνολο του R2.

Ορισµός 2.2 Η Σ.∆.Ε. της µορφής (2.6) ή ισοδύναµα (2.7) λέγεται οµογε-
νής ως προς x και y αν οι συναρτήσεις P (x, y) και Q(x, y) είναι οµογενείς ως
προς x, y του ίδιου ϐαθµού οµογενείας.
(Υπενθυµίζουµε ότι µια συνάρτηση φ(x, y) λέγεται οµογενής ως προς x και y,
ϐαθµού οµογενείας n ∈ R αν ισχύει : φ(tx, ty) = tnφ(x, y)).
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΄Οταν η φ(x, y) είναι οµογενής ϐαθµού n, τότε ϑέτοντας t =
1

x
, x 6= 0 έχουµε:

φ
(

1,
y

x

)
= φ(tx, ty) = tnφ(x, y) =

φ(x, y)

xn

΄Αρα: φ(x, y) = xnφ
(

1,
y

x

)
Συνεπώς η οµογενής Σ.∆.Ε. ως προς x, y (2.6) γράφεται :

y′(x) =
xnP (1, y

x
)

xnQ(1, y
x
)
⇒ y′(x) =

P (1, y
x
)

Q(1, y
x
)

(2.8)

Θέτουµε λοιπόν
y(x)

x
= z(x), µε z(x) 6= 0, ή y(x) = xz(x), παραγωγίζουµε

ως προς x: y′(x) = z(x) + xz′(x) και αντικαθιστούµε στη (2.8), οπότε αυτή
µετατρέπεται στην Σ.∆.Ε.

z(x) + xz′(x) =
P (1, z)

Q(1, z)
⇒ xz′(x) =

P (1, z)

Q(1, z)
− z (2.9)

η οποία είναι χωριζοµένων µεταβλητών ως προς z(x).
Λύνουµε την (2.9) και στη γενική της λύση ή το γενικό της ολοκλήρωµα, ϑέ-

τουµε z(x) =
y(x)

x
και παίρνουµε την λύση της αρχικής Σ.∆.Ε. (2.6).

Παράδειγµα 6 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. xydx+ (x2 + y2)dy = 0 (1)

Λύση

Παρατηρούµε ότι : M(x, y) = xy, N(x, y) = x2 + y2 και

M(tx, ty) = txty = t2xy = t2M(x, y)

N(tx, ty) = (tx)2 + (ty)2 = t2x2 + t2y2 = t2(x2 + y2) = t2N(x, y)

∆ηλαδή οι συναρτήσεις M(x, y) και N(x, y) είναι οµογενείς συναρτήσεις ως
προς x και y ϐαθµού οµογενείας 2 η κάθε µία, άρα η Σ.∆.Ε. (1) είναι οµογενής
ως προς x και y. Για να την λύσουµε, ϑέτουµε

y

x
= u, x 6= 0, u 6= 0⇒ y = ux,

y′ = u′x+ u και η (1) γίνεται :

xydx+ (x2 + y2)dy = 0⇒ ux2dx+ (x2 + u2x2)(udx+ xdu) = 0⇒
udx+ (1 + u2)(udx+ xdu) = 0⇒ (2u+ u3)dx+ x(1 + u2)du = 0 (2)

Η Σ.∆.Ε. (2) είναι χωριζοµένων µεταβλητών και µπορεί να γραφεί :
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1 + u2

2u+ u3
du+

dx

x
= 0

Το γενικό της ολοκλήρωµα ϑα ϐρεθεί παίρνοντας τα ολοκληρώµατα:∫
1 + u2

2u+ u3
du+

∫
dx

x
= c οπότε :

1

2

∫
du

u
+

1

2

∫
u

u2 + 2
du = −

∫
dx

x
+ c⇒

1

2
ln|u|+ 1

4
ln
∣∣u2 + 2

∣∣ = ln|x|+ c⇒ ln|u|2 + ln
∣∣u2 + 2

∣∣ = ln|x|−4 + c⇒
ln
∣∣u2(u2 + 2)x4

∣∣ = c⇒ u2(u2 + 2)x4 = c

Θέτοντας u =
y

x
ϐρίσκουµε το γενικό ολοκλήρωµα της δοθείσας δ.ε.

΄Αρα:(y
x

)2((y
x

)2
+ 2

)
x4 = c⇒ y2(y2 + 2x2) = c

Παράδειγµα 7 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.
(

1 + e
x
y

)
dx+e

x
y

(
1− x

y

)
dy = 0, y 6= 0 (1)

µε την συνθήκη y(0) = 1.

Λύση

Αν καλέσουµε M(x, y) = 1 + e
x
y και N(x, y) = e

x
y

(
1− x

y

)
, τότε :

M(tx, ty) = 1 + e
tx
ty = 1 + e

x
y = M(x, y)

N(tx, ty) = e
tx
ty

(
1− tx

ty

)
= e

x
y

(
1− x

y

)
= N(x, y),

δηλαδή οι συναρτήσεις είναι οµογενείς ως προς x, y ϐαθµού οµογενείας 0.
΄Αρα η Σ.∆.Ε. (1) είναι οµογενής ως προς x, y και ϑέτουµε

x

y
= u⇒ x = yu⇒ dx = udy + ydu, οπότε :(

1 + e
x
y

)
dx+e

x
y

(
1− x

y

)
dy = 0⇒ (1+eu)(udy+ydu)+eu(1−u)dy = 0⇒

(u+ eu)dy + y(1 + eu)du = 0

Η δ.ε. είναι χωριζοµένων µεταβλητών ως προς u(x) και γράφεται
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dy

y
+

1 + eu

u+ eu
du = 0

Το γενικό ολοκλήρωµα ϑα είναι :∫
dy

y
+

∫
1 + eu

u+ eu
du = c⇒ ln|y|+ ln |u+ eu| = c⇒ ln |y (u+ eu)| = c⇒

y(u+ eu) = c

Θέτοντας u =
x

y
παίρνουµε το γενικό ολοκλήρωµα της δοθείσης δ.ε.

x+ ye
x
y = c.

Χρησιµοποιώντας την αρχική συνθήκη, προκύπτει : c = 1, οπότε η λύση
του δοθέντος Π.Α.Τ. είναι : x+ ye

x
y = 1.

Παράδειγµα 8 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: x2ydx− (x3 + y3)dy = 0

Λύση
Η Σ.∆.Ε. είναι οµογενής ως προς x, y, διότι : αν M(x, y) = x2y και
N(x, y) = −(x3 + y3) ισχύει :
M(tx, ty) = t3x2y = t3M(x, y)
N(tx, ty) = t3(x3 + y3) = t3N(x, y),
οπότε ϑέτουµε y = xu, u 6= 0, x 6= 0, dy = xdu+ udx.
Αντικαθιστούµε στην αρχική οπότε :
x3udx− (x3 + x3u3)(xdu+ udx)⇒ udx− (1 + u3)xdu− u(1 + u3)dx = 0

⇒ dx

x
+

1 + u3

u4
du = 0 η οποία είναι δ.ε. χωριζοµένων µεταβλητών.

Το γενικό ολοκλήρωµα είναι :

ln|x|− 1

3u3
+ ln|u| = c1 ⇒ ln|xu| = 1

3u3
+c1 ⇒ ln|y| = x3

3y3
+c1 ⇒ y = ce

x3

3y3 .

Παράδειγµα 9 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: (x− 2y)dx+ (2x+ y)dy = 0.

Λύση
Θέτουµε M(x, y) = x− 2y και N(x, y) = 2x+ y. Επειδή
M(tx, ty) = tx− 2ty = tM(x, y) και N(tx, ty) = 2tx+ ty = tN(x, y)
η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι οµογενής ως προς x, y, οπότε ϑέτουµε y = xu, u 6=
0, x 6= 0, dy = xdu+ udx.
Αντικαθιστούµε στην αρχική οπότε :
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(x− 2xu)dx+ (2x+ xu)(udx+ xdu) = 0⇒
(1 − 2u)dx + (2 + u)(udx + xdu) = 0 ⇒ (1 + u2)dx + (2 + u)xdu = 0 ⇒
dx

x
+

2 + u

1 + u2
du = 0 η οποία είναι δ.ε. χωριζοµένων µεταβλητών.

Το γενικό ολοκλήρωµα αυτής είναι :∫ dx
x

+

∫
2 + u

1 + u2
du = c1 ⇒

∫
dx

x
+ 2

∫
1

1 + u2
du +

∫
u

1 + u2
du = c1 ⇒

ln|x| + 2arctanu +
1

2
ln(1 + u2) = c1 ⇒ ln

(
x2(1 + u2)

)
= c − 4arctanu ⇒

ln(x2 + y2) + 4arctan

(
y

x

)
= c.

Παράδειγµα 10 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: 2(2x2 + y2)dx− xydy = 0.

Λύση

Η Σ.∆.Ε. είναι οµογενής οπότε ϑέτουµε y = xu, u 6= 0, x 6= 0, dy = xdu+udx.
Αντικαθιστούµε στην αρχική οπότε :
2(2x2 +x2u2)dx−x2u(xdu+udx) = 0⇒ 2(2 +u2)dx−u(xdu+udx) = 0⇒
(4 + u2)dx− uxdu = 0⇒ dx

x
− u

4 + u2
du = 0 η οποία είναι δ.ε. χωριζοµένων

µεταβλητών. Το γενικό ολοκλήρωµα αυτής είναι :∫
dx

x
−
∫

u

4 + u2
du = c1 ⇒ ln|x|− 1

2
ln(4+u2) = c1 ⇒ ln

(
x2

4 + u2

)
= 2c1 ⇒

x2

4 + u2
= c⇒ x4 = c(4x2 + y2).

2.2.2 Σ.∆.Ε. της µορφής y′(x) = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)

(α) Αν
∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ = 0, δηλαδή
a1
a2

=
b1
b2

= k οπότε a1 = ka2, b1 = kb2 και η

Σ.∆.Ε. γίνεται y′(x) = f

(
k(a2x+ b2y) + c1
a2x+ b2y + c2

)
και ανάγεται σε Σ.∆.Ε. χωριζο-

µένων µεταβλητών ως προς z(x), ϑέτοντας a2x+ b2y = z ⇒ y′ =
1

b2
(z′ − a2).

(ϐ) Αν
∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ 6= 0, τότε λύνουµε το σύστηµα

{
a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0
και έστω
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(x0, y0) η λύση του. Θέτουµε x = x0 + X και y = y0 + Y , οπότε
dy

dx
=
dY

dX
και η δοθείσα Σ.∆.Ε. µετασχηµατίζεται σε οµογενή ως προς Y (X).

Παράδειγµα 11 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′(x)− x− 2y + 9

3x− 6y + 19
= 0, 3x−6y+19 6= 0.

Λύση

Παρατηρούµε ότι
∣∣∣∣1 −2

3 −6

∣∣∣∣ = 0, άρα ϑέτουµε x − 2y = z και 1 − 2y′ = z′ ⇒

y′ =
1

2
(1− z′), οπότε αντικαθιστούµε στην δοθείσα Σ.∆.Ε. και έχουµε:

1

2
(1− z′) =

z + 9

3z + 19
⇒ 1− z′ = 2z + 18

3z + 19
⇒ dz

dx
=

z + 1

3z + 19

Για z + 1 6= 0 έχουµε:

3z + 19

z + 1
dz = dx η οποία είναι χωριζοµένων µεταβλητών ως προς z(x) και

το γενικό της ολοκλήρωµα ϑα προκύψει ολοκληρώνοντας,∫ (
3 +

16

z + 1

)
dz = x+ c⇒ 3z + 16ln |z + 1| = x+ c⇒

⇒ 3(x− 2y) + 16ln |x− 2y + 1| = x+ c⇒ x− 3y + 8ln |x− 2y + 1| = c

Για z + 1 = 0 ⇒ x − 2y + 1 = 0 ⇒ y =
x+ 1

2
προκύπτει ειδική λύση

αυτής.

Παράδειγµα 12 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′(x) =
x+ 2y + 2

y − 2x+ 6
, y − 2x+ 6 6= 0.

Λύση

Παρατηρούµε ότι
∣∣∣∣ 1 2

−2 1

∣∣∣∣ = 5 6= 0, οπότε λύνουµε το σύστηµα

{
x+ 2y + 2 = 0

−2x+ y + 6 = 0

και (2,−2) είναι η λύση του. Θέτουµε x = 2 + X και y = −2 + Y , οπότε
dy

dx
=
dY

dX
και η δοθείσα Σ.∆.Ε. παίρνει τη µορφή:
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dY

dX
=

X + 2Y

−2X + Y
⇒ dY

dX
=

1 + 2
Y

X

−2 +
Y

X

η οποία είναι οµογενής και για την

λύση της ϑέτουµε :
Y

X
= U ⇒ Y ′(X) = U ′(X)X + U(X) και η οµογενής

Σ.∆.Ε. παίρνει την µορφή:

U ′X + U =
1 + 2U

−2 + U
⇒ U ′X =

1 + 4U − U2

−2 + U
⇒ 2− U

1 + 4U − U2
dU = −dX

X
,

για U2 − 4U − 1 6= 0 η οποία είναι χωριζοµένων µεταβλητών ως προς U(X).

Οπότε ολοκληρώνοντας έχουµε:∫
2− U

1 + 4U − U2
dU =

∫
dX

X
+ c⇒ 1

2
ln
∣∣1 + 4U − U2

∣∣ = −ln |X|+ c

⇒ ln |(1 + 4U − U2)X2| = c⇒ (1 + 4U − U2)x2 = c
U= Y

X===⇒(
1 + 4

Y

X
− Y 2

X2

)
X2 = c⇒ X2 + 4XY − Y 2 = c

Για να ϐρούµε το γενικό ολοκλήρωµα της δοθείσης δ.ε. ϑέτουµε : X = x− 2
και Y = y + 2, οπότε προκύπτει :
⇒ (x− 2)2 + 4(x− 2)(y + 2)− (y + 2)2 = c
⇒ x2 − y2 − 12y + 4x− 4xy = c.
Η ισότητα: U2 − 4U − 1 = 0 µας δίνει ιδιάζον ολοκλήρωµα, δηλαδή:(
Y

X

)2

− 4
Y

X
− 1 = 0⇒ Y 2 − 4Y X −X2 = 1

⇒ (y + 2)2 − 4(y + 2)(x− 2)− (x− 2)2 = 1.

Παράδειγµα 13 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′ =
x+ 2y − 3

2x+ y − 3
.

Λύση

Παρατηρούµε ότι
∣∣∣∣1 2

2 1

∣∣∣∣ = −3 6= 0, οπότε λύνουµε το σύστηµα

{
x+ 2y − 3 = 0

2x+ y − 3 = 0

και (1, 1) είναι η λύση του. Θέτουµε x = u+ 1 και y = v+ 1, οπότε
dy

dx
=
dv

du
και η δοθείσα Σ.∆.Ε. παίρνει τη µορφή:

dv

du
=

u+ 1 + 2v + 2− 3

2u+ 2 + v + 1− 3
⇒ dv

du
=

u+ 2v

2u+ v
, η οποία είναι οµογενής. Για
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να την λύσουµε, ϑέτουµε
v

u
= w ⇒ v = uw ⇒ dv = udw + wdu, οπότε

παίρνει τη µορφή:

u
dw

du
+ w =

1 + 2w

2 + w
⇒ u

dw

du
=

1 + 2w − 2w − w2

2 + w
⇒ (2 + w)dw

1− w2
=
du

u
, για

1 − w2 6= 0 η οποία είναι χωριζοµένων µεταβλητών ως προς w(u). Οπότε
ολοκληρώνοντας έχουµε:

2

∫
dw

1− w2
− 1

2

∫
(−2w)

1− w2
dw =

∫
du

u
+ c1 ⇒∫

dw

1 + w
+

∫
dw

1− w
− 1

2
ln|1− w2| = ln|u|+ c1 ⇒

ln|1 + w| − ln|1− w| − 1
2
ln|1− w2| = ln|u|+ c1 ⇒

ln

∣∣∣∣ (1 + w)2

(1− w)2(1− w2)

∣∣∣∣ = ln|u2c1| ⇒
(1 + w)2

(1− w)2(1− w2)
= u2c1 ⇒

1 + w

(1− w)3
= u2c1 ⇒

1 +
v

u(
1− v

u

)3 = u2c1 ⇒
u+ v

(u− v)3
= c1 ⇒

x− 1 + y − 1

(x− 1− y + 1)3
= c1 ⇒ x+ y − 2 = c1(x− y)3.

Αν w2 = 1⇒ w = ±1 οπότε v = ±u⇒ y − 1 = ±(x− 1)⇒ y = 1± (x− 1)
είναι ιδιάζουσες λύσεις.

Παράδειγµα 14 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′ =
(
x− y + 3

x− y + 1

)2

.

Λύση

Παρατηρούµε ότι
∣∣∣∣1 −1

1 −1

∣∣∣∣ = 0, οπότε ϑέτουµε x− y = u,
dy

dx
= 1− du

dx
και η

δοθείσα Σ.∆.Ε. παίρνει τη µορφή:

1−du
dx

=

(
u+ 3

u+ 1

)2

⇒ du

dx
= 1−(u+ 3)2

(u+ 1)2
⇒ du

dx
=
u2 + 2u+ 1− u2 − 6u− 9

(u+ 1)2
⇒

du

dx
= − 4u+ 8

(u+ 1)2
⇒ (u+ 1)2

u+ 2
du = −4dx,

η οποία είναι δ.ε. χωριζοµένων µεταβλητών ως προς u(x). Οπότε ολοκληρώ-
νοντας έχουµε:∫
u2 + 2u+ 1

u+ 2
du = −4x+ c1 ⇒

∫ (
u+

1

u+ 2

)
du = −4x+ c1 ⇒

u2

2
+ ln|u+ 2| = −4x+ c1 ⇒ u2 + ln(u+ 2)2 = 2(c1 − 4x)⇒

(x− y)2 + ln(x− y + 2)2 = c− 8x
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Σηµείωση 2.3 Οι Σ.∆.Ε. της µορφής y′ = f(ax + by + c), ή της µορφής

y′ = f

(
1

ax+ by + c

)
ανάγονται σε Σ.∆.Ε. χωριζοµένων µεταβλητών της µορ-

ϕής z′(x) = g(z), ϑέτοντας z = ax+ by + c.

Οι µορφές αυτές προκύπτουν από την προηγούµενη περίπτωση, αν ϑέσουµε
a2 = b2 = 0, c2 6= 0, ή a1 = b1 = 0, c1 6= 0 αντίστοιχα.

Παράδειγµα 15 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y′ = (y − x)2.

Λύση

Θέτουµε y − x = z. Παραγωγίζουµε ως προς x: y′ − 1 = z′ ⇒ y′ = z + 1,
οπότε η δ.ε. γίνεται :

y′ = (y − x)2 ⇒ z′ + 1 = z2 ⇒ z′ = z2 − 1⇒ dz

z2 − 1
= dx, z2 − 1 6= 0

είναι χωριζοµένων µεταβλητών ως προς z(x). Ολοκληρώνουµε ως προς x και
έχουµε∫

dz

z2 − 1
= x+ c⇒ 1

2

∫
1

z − 1
dz − 1

2

∫
1

z + 1
dz = x+ c⇒

1

2
ln |z − 1| − 1

2
ln |z + 1| = x+ c⇒ ln

∣∣∣∣z − 1

z + 1

∣∣∣∣ = 2x+ c⇒

z − 1

z + 1
= ce2x ⇒ z =

ce2x + 1

1− ce2x

Θέτουµε z = y − x, οπότε η γενική λύση της αρχικής είναι

y = x+
ce2x + 1

1− ce2x

Η ισότητα z2 − 1 = 0 ⇒ z = ±1 ⇒ y = x ± 1 δίνει ιδιάζουσες λύσεις
της αρχικής.

Παράδειγµα 16 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′ =
1

x+ y + 1
, x+ y + 1 6= 0.

Λύση

Θέτουµε x+ y + 1 = z ⇒ y′ = z′ − 1. ΄Αρα:
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y′ =
1

x+ y + 1
⇒ z′ − 1 =

1

z
⇒ z′ =

z + 1

z

z+16=0
===⇒ z

z + 1
dz = dx⇒(

1− 1

z + 1

)
dz = dx,

είναι χωριζοµένων µεταβλητών ως προς z(x) και ολοκληρώνοντας ως προς x
έχουµε:∫ (

1− 1

z + 1

)
dz = x+ c⇒ z + ln|z + 1| = x+ c⇒

y + ln |x+ y + 2| = c, αφού z = x+ y + 1.

Η συνάρτηση y = −x− 2 είναι ιδιάζουσα λύση της δοθείσας.

24



Ελληνική ϐιβλιογραφία

[1] Γ. ∆άσιος, Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις, Πάτρα, 1985

[2] Θ. Κυβεντίδης, ∆ιαφορικές εξισώσεις, Εκδόσεις Ζήτη, Θεσ/κη, 1993

[3] Β. Μπαρµπάνης, Μαθήµατα ∆ιαφορικών Εξισώσεων, Πάτρα, 1976

[4] Π. Σιαφαρίκας, Εφαρµογές των Σ.∆.Ε., Τόµος Ι, Πάτρα, 2002

[5] Ν. Σταυρακάκης, Σ∆Ε : γραµµική και µη γραµµική ϑεωρία από τη ϕύση
και τη Ϲωή, Παπασωτηρίου, Αθήνα, 1997

Ξενόγλωσση ϐιβλιογραφία

[1] W. E. Boyce, R. C. Di Prima, Elementary differential equations and
boundary value problems, N. Y. John Wiley & Sons, 1977

[2] M. Braun, Differential equations and their Applications, Springer-Verlag,
1993

[3] Abell and Braselton, Modern Differential equations, Theory, Applica-
tion, Technology, Saunders College Publishing, 1996

[4] B. Rai and D. P. Choudhury, Ordinary Differential Equations, An intro-
duction, Alpha Science, International Ltd, 2005

[5] Rice and Strange, Ordinary Differential Equations with Application,
Brooks/Cole Publishing Company, 1996


