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1 Εισαγωγικές έννοιες και ταξινόµηση Σ.∆.Ε.

Με τον όρο διαφορική εξίσωση ϑεωρούµε κάθε εξίσωση που εκφράζει µια
σχέση µεταξύ ανεξάρτητης, εξαρτηµένης µεταβλητής (άγνωστη συνάρτηση)
και κάποιων παραγώγων αυτής.
Αν η άγνωστη συνάρτηση είναι συνάρτηση µιας µεταβλητής, η διαφορική ε-
ξίσωση λέγεται Συνήθης ∆ιαφορική Εξίσωση (Σ.∆.Ε.).
Αν η άγνωστη συνάρτηση είναι δύο ή περισσοτέρων µεταβλητών, οι παράγω-
γοι είναι µερικές παράγωγοι και η διαφορική εξίσωση λέγεται ∆ιαφορική
Εξίσωση µε µερικές παραγώγους ή Μερική ∆ιαφορική Εξίσωση (Μ.∆.Ε.).

Παράδειγµα 1: Οι διαφορικές εξισώσεις :

y′′(x) + 4y(x) = cosx,
dy

dx
= x2 + 1

είναι Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις, ενώ οι διαφορικές εξισώσεις

∂2f(x, y)

∂x2
+
∂2f(x, y)

∂y2
= 0, x

∂f(x, y)

∂y
+ y

∂f(x, y)

∂x
= 2f(x, y)

είναι Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις.

Εδώ ϑα ασχοληθούµε µε πραγµατικές Σ.∆.Ε. Αυτές χρησιµοποιούνται, για
να περιγράψουν πολλά προβλήµατα της ϕυσικής, της γεωµετρίας, της χηµεί-
ας, της ϐιολογίας, της ιατρικής, της τεχνολογίας και κοινωνικών επιστηµών.
Η περιγραφή κάθε διαδικασίας π.χ. στη ϕύση, γίνεται µέσω µεταβλητών,
που συνδέονται µε τον ϱυθµό µεταβολής τους, µέσω των ϕυσικών νόµων, που
διέπουν την διαδικασία και η σχέση αυτή εκφράζεται µε συναρτήσεις και τις
παραγώγους αυτών. Πολλές εφαρµογές των Σ.∆.Ε. σε όλους τους τοµείς της
επιστήµης µπορείτε να ϐρείτε στο ϐιβλίο "Εφαρµογές των Συνήθων ∆ιαφορι-
κών εξισώσεων, Τόµος I" του Π.Σιαφαρίκα.

Ορισµός 1.1: Πραγµατική Συνήθης ∆ιαφορική εξίσωση (Σ.∆.Ε.) λέγεται
µια εξίσωση της µορφής:

F
(
x, y(x), y′(x), ..., y(n)(x)

)
= 0, (1.1)

όπου n ≥ 1 ϕυσικός αριθµός (οσοδήποτε µεγάλος αλλά όχι άπειρο), η F :
I × Ω→ R, I ⊂ R, Ω ⊂ Rn+1, y : I → R µια άγνωστη συνάρτηση και

y(k)(x) =
dky(x)

dxk
, k = 1, ..., n.
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Ορισµός 1.2: Τάξη της Σ.∆.Ε. λέγεται η µεγαλύτερη τάξη παραγώγιση της
άγνωστης συνάρτησης, που εµπεριέχεται στην Σ.∆.Ε.

Παράδειγµα 2: Η Σ.∆.Ε. (1.1) είναι n-οστής τάξης, η Σ.∆.Ε. y′′(x) = 2xy2(x)
είναι δεύτερης τάξης και η Σ.∆.Ε. dy = ex+ydx είναι πρώτης τάξης.

Ορισµός 1.3: Αν η Σ.∆.Ε. (1.1) είναι πολυώνυµο ως προς την y(x) και τις
παραγώγους της, τότε η (1.1) λέγεται πολυωνυµική Σ.∆.Ε. και η δύναµη
στην οποία είναι υψωµένη η y(n)(x) λέγεται ϐαθµός αυτής.

Παράδειγµα 3: Η Σ.∆.Ε. y′′(x) + (y′(x))3 = x2y(x) είναι δεύτερης τάξης
και πρώτου ϐαθµού, ενώ η Σ.∆.Ε. y′(x) + xy′′(x) − 2(y(4)(x))3 = 2x είναι
τέταρτης τάξης και τρίτου ϐαθµού.

Ορισµός 1.4: Αν η Σ.∆.Ε. (1.1) είναι γραµµική συνάρτηση ως προς την y(x)
και τις παραγώγους της, τότε η (1.1) λέγεται γραµµική Σ.∆.Ε.. Η µορφή της
γραµµικής Σ.∆.Ε. n-οστής τάξης είναι :

an(x)y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + ...+ a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = σ(x) (1.2)

όπου οι ai(x), i = 0, 1, ..., n είναι συνεχείς συναρτήσεις στο I ⊂ R, an(x) 6= 0
και λέγονται συντελεστές της γραµµικής Σ.∆.Ε. (1.2). Αν όλοι οι συντελεστές
είναι σταθεροί αριθµοί, τότε η (1.2) λέγεται γραµµική Σ.∆.Ε. µε σταθερούς
συντελεστές, ενώ αν και ένας τουλάχιστον είναι συνάρτηση του x τότε η (1.2)
λέγεται γραµµική Σ.∆.Ε. µε µη σταθερούς συντελεστές. Αν σ(x) = 0, τότε
η (1.2) λέγεται οµογενής γραµµική Σ.∆.Ε., ένω αν σ(x) 6= 0, τότε η (1.2)
λέγεται µη οµογενής γραµµική Σ.∆.Ε..

Παράδειγµα 4: Η Σ.∆.Ε. y′(x) + xy′′(x)− 2y(4)(x) = 0 είναι γραµµική, 4-ης
τάξης, µε µη σταθερούς συντελεστές, οµογενής, ενώ η Σ.∆.Ε. y′′(x)− y′(x) +
2y(x) = 0 είναι γραµµική, 2-ης τάξης, µε σταθερούς συντελεστές, οµογενής.

Ορισµός 1.5: Η Σ.∆.Ε. (1.1) µε την απαίτηση η y(x) να ικανοποιεί τις συν-
ϑήκες : y(x0) = y0, ..., y

(n−1)(x0) = yn−1, x0 ∈ I, yi, i = 0, 1, ..., n − 1, πραγ-
µατικοί δοσµένοι αριθµοί (αρχικές συνθήκες), λέµε ότι αποτελεί Πρόβληµα
Αρχικών Τιµών (Π.Α.Τ.). Ενώ η Σ.∆.Ε. (1.1) µε την απαίτηση η y(x) να ικα-
νοποιεί κάποιες συνθήκες στα άκρα ενός διαστήµατος (a, b) ⊂ I (συνοριακές
συνθήκες), λέµε ότι αποτελεί Πρόβληµα Συνοριακών Τιµών (Π.Σ.Τ.).
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Παράδειγµα 5: Η Σ.∆.Ε. y′+1 = xy2 µε την αρχική συνθήκη y(1) = 2, x ≥ 1,
είναι Π.Α.Τ., ενώ η Σ.∆.Ε y′′(x) + y(x) = 1, x ∈ [1, 2], µε τις συνοριακές συν-
ϑήκες y(1) = 1, y′(2) = 0 είναι Π.Σ.Τ.

Ορισµός 1.6: Λύση της Σ.∆.Ε. (1.1) λέγεται µια συνάρτηση y = φ(x), της
οποίας υπάρχουν οι παράγωγοι µέχρι και n τάξης, το στοιχείο(
x, φ(x), φ′(x), ..., φ(n)(x)

)
∈ I × Ω,Ω ⊂ Rn+1 και ικανοποιεί την (1.1).

Γενική Λύση της (1.1) λέγεται µια συνάρτηση η οποία είναι λύση της (1.1)
και είναι της µορφής y = φ(x, c1, c2, ..., cn) όπου ci, i = 1, ..., n είναι αυθαίρε-
τες σταθερές (τόσες όσες και η τάξη της Σ.∆.Ε.) και για οποιεσδήποτε αρχικές
συνθήκες y(x0) = y0, ..., y

(n−1)(x0) = yn−1, x0 ∈ I, να µπορούµε να επιλέ-
γουµε τις σταθερές ci, i = 1, ..., n, µε µοναδικό τρόπο, ώστε να ισχύουν οι
αρχικές συνθήκες.
Αν η συνάρτηση f(x, φ(x), c1, ..., cn) = 0, όπου ci, i = 1, ..., n είναι αυθαίρετες
σταθερές, είναι λύση της (1.1), αυτή λέγεται γενικό ολοκλήρωµα της (1.1).
Ειδική λύση της (1.1) λέγεται µια λύση αυτής που προκύπτει από την γενική
λύση για κάποια συγκεκριµένη τιµή των σταθερών, ενώ η λύση της (1.1) που
δεν περιέχει αυθαίρετες σταθερές και δεν προκύπτει από την γενική λύση της
(1.1) για καµιά τιµή των σταθερών, λέγεται ιδιάζουσα λύση αυτής.

Παράδειγµα 6: ∆ίνεται η Σ.∆.Ε. y′′(x)− y(x) = 0. Η συνάρτηση y1(x) = ex,
είναι λύση αυτής, διότι είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη και πολύ εύκολα ϐλέ-
πουµε ότι την ικανοποιεί. Η συνάρτηση y(x) = c1e

x + c2e
−x, c1, c2 σταθερές,

είναι η γενική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε., διότι εύκολα διαπιστώνουµε ότι ικα-
νοποιούνται οι προϋποθέσεις της λύσης και επιπλέον, αν ισχύουν οι αρχικές
συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 2, τότε οι σταθερές υπολογίζονται µε µοναδικό
τρόπο. Πράγµατι, από τις συνθήκες δηµιουργείται το σύστηµα c1 + c2 = 0,
c1− c2 = 2 και η µοναδική λύση του συστήµατος είναι c1 = 1 και c2 = −1. Η
συνάρτηση y1(x) = ex είναι ειδική λύση της Σ.∆.Ε., διότι προκύπτει από την
γενική λύση αυτής, για c1 = 1 και c2 = 0.

Σηµείωση 1.1: Κάθε συνάρτηση f(x, y(x), c1, ..., cn) = 0, για µια συγκεκρι-
µένη τιµή των σταθερών ci, i = 1, ..., n, παριστάνει µια καµπύλη στο xy επί-
πεδο. Από την n παραµετρική οικογένεια καµπυλών f(x, y(x), c1, ..., cn) = 0,
µετά από n διαδοχικές παραγωγίσεις και απαλοιφή των n παραµέτρων από
τις προκύπτουσες εξισώσεις και την δοθείσα, µπορούµε να ϐρούµε µια δια-
ϕορική εξίσωση n-οστής τάξης, που έχει για γενικό ολοκλήρωµα την δοθείσα
οικογένεια καµπυλών.
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΄Ασκηση 1. Να χαρακτηρίσετε κάθε µία από τις παρακάτω Σ.∆.Ε.:

α)
d2y

dx2
+
dy

dx
− 2y = x3 ϐ)

dy

dx
+ y4 = sinx γ)x2

d2y

dx2
− xdy

dx
− 2y = 0

δ)x

(
d2y

dx2

)4

+ 2y = 2x ε)2x− y − dy

dx
= 0

Λύση

α) Είναι Σ.∆.Ε., 2ης τάξης, γραµµική, µε σταθερούς συντελεστές, µη οµο-
γενής.

ϐ) Είναι Σ.∆.Ε., 1ης τάξης, µη γραµµική, πολυωνυµική, 1ου ϐαθµού.

γ) Είναι Σ.∆.Ε., 2ης τάξης, γραµµική, µε µη σταθερούς συντελεστές, οµο-
γενής.

δ) Είναι Σ.∆.Ε., 2ης τάξης, µη γραµµική, πολυωνυµική, 4ου ϐαθµού.

ε) Παρατηρούµε ότι η δοθείσα Σ.∆.Ε. γράφεται :

2x− y − dy

dx
= 0⇒ dy

dx
+ y = 2x

΄Αρα, είναι Σ.∆.Ε., 1ης τάξης, γραµµική, µε σταθερούς συντελεστές, µη οµο-
γενής.

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί η τάξη και ο ϐαθµός των κάτωθι Σ.∆.Ε.:

α)
d2y

dx2
=

(
1 +

dy

dx

)2

, ϐ)

(
d2y

dx2

)2

=

(√
1 +

dy

dx

)2

, γ)

(
1 +

d3y

dx3

)2

=

(
d2y

dx2

)3

δ)
{ y′′

[1 + (y′)2]
1
2

}6

=
(

3
√
y′′′
)6

.

Λύση

α) Η Σ.∆.Ε. είναι δεύτερης τάξης και πρώτου ϐαθµού.

ϐ) Η Σ.∆.Ε. είναι δεύτερης τάξης και δεύτερου ϐαθµού.

γ) Η Σ.∆.Ε. είναι τρίτης τάξης και δεύτερου ϐαθµού.
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δ) Η Σ.∆.Ε. είναι τρίτης τάξης και δεύτερου ϐαθµού.

΄Ασκηση 3. Να χαρακτηρίσετε κάθε µία από τις κάτωθι Σ.∆.Ε :

1) y′ = x2 − y, 2) y′′ − (y′)2 + xy = 0, 3) (y′)2 + xy′ − y2 = 0,
4) x3y′′ − xy′ + 5y = 2x, 5) y(6) − y′′ = 0, 6) sin(y′′) + ey

′
= 1,

7)
d2x

dt2
+ k2x = 0, 8) (x2 + y2)dx+ 2xydy = 0, 9) yy′′ = x,

10) x(y′′)3+(y′)4−y = 0, 11)
dy

dx
= 1−xy+y2, 12) y′′+2y′−8y = x2+cosx

Λύση

1) y′ + y = x2: γραµµική, 1ης τάξης, µε σταθερούς συντελεστές, µη οµο-
γενής
2) 2ης τάξης, µη γραµµική, 1ου ϐαθµού
3) 1ης τάξης, µη γραµµική, 2ου ϐαθµού
4) 2ης τάξης, γραµµική, µε µη σταθερούς συντελεστές, µη οµογενής
5) 6ης τάξης, γραµµική, µε σταθερούς συντελεστές, οµογενής
6) 2ης τάξης, µη γραµµική
7) 2ης τάξης, γραµµική, µε σταθερούς συντελεστές, οµογενής
8) x2 + y2 + 2xyy′ = 0: 1ης τάξης, µη γραµµική, 1ου ϐαθµού
9) 2ης τάξης, µη γραµµική, 1ου ϐαθµού
10) 2ης τάξης, µη γραµµική, 3ου ϐαθµού
11) 1ης τάξης, µη γραµµική, 1ου ϐαθµού
12) 2ης τάξης, γραµµική, µε σταθερούς συντελεστές, µη οµογενής

΄Ασκηση 4. Να δείξετε ότι κάθε µία από τις δοθείσες συναρτήσεις, ή δοθείσες
σχέσεις, ικανοποιεί την αντίστοιχη Σ.∆.Ε. (Α,Β, είναι αυθαίρετες σταθερές):

α) y(x) = e−
x2

2 ,
dy

dx
+xy = 0, ϐ) y(x) = Acosx+Bsinx+ex,

d2y

dx2
+y = 2ex,

γ) x+
x2

y
= A,

dy

dx
=
y2 + 2xy

x2
,

Λύση

α) Θα παραγωγίσουµε την δοθείσα συνάρτηση ως προς x

y′(x) = −xe−
x2

2
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και ϑα αντικαταστήσουµε αυτήν και την παράγωγό της στο πρώτο µέλος της
δοθείσας Σ.∆.Ε.΄Ετσι έχουµε:

dy

dx
+ xy = −xe−

x2

2 + xe−
x2

2 = 0,

δηλαδή πράγµατι η συνάρτηση y(x) = e−
x2

2 είναι λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε.

ϐ) Θα παραγωγίσουµε την δοθείσα συνάρτηση δύο ϕορές

y′(x) = −Asinx+Bcosx+ ex

y′′(x) = −Acosx−Bsinx+ ex

και ϑα αντικαταστήσουµε αυτήν και την δεύτερη παράγωγό της στο πρώτο
µέλος της δοθείσας Σ.∆.Ε. ΄Εχουµε λοιπόν :

d2y

dx2
+ y = −Acosx−Bsinx+ ex + Acosx+Bsinx+ ex = 2ex,

που είναι το δεύτερο µέλος της δοθείσας Σ.∆.Ε., άρα πράγµατι η συνάρτηση
y(x) = Acosx+Bsinx+ ex είναι λύση της

d2y

dx2
+ y = 2ex.

γ) Η δοθείσα εξίσωση γράφεται :

x+
x2

y
= A

y 6=0
==⇒ (A− x)y = x2

A−x6=0
====⇒ y =

x2

A− x
(1)

Παραγωγίζουµε την προκύπτουσα συνάρτηση ως προς x,

y′ =
2x(A− x)− x2(−1)

(A− x)2
⇒ y′ =

2Ax− x2

(A− x)2
(2)

Το δεύτερο µέλος της δοθείσας Σ.∆.Ε., λόγω της (1), παίρνει την µορφή

y2 + 2xy

x2
=

(
x2

A− x

)2

+ 2x
x2

A− x
x2

=
x2

(A− x)2
+

2x

A− x
=
x2 + 2x(A− x)

(A− x)2
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=
2Ax− x2

(A− x)2
= y′, λόγω της (2).

΄Ασκηση 5. ∆ίνεται το Π.Α.Τ.
d3y

dx3
− 4

dy

dx
= 0, y(0) = 1, y′(0) = −1, y′′(0) = 0.

(i) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση y(x) = A + Be2x + Ce−2x είναι γενική λύση
της δ.ε.
(ii) Να προσδιοριστούν οι σταθερές A,B,C ώστε να ικανοποιούνται οι αρχι-
κές συνθήκες.

Λύση

(i) Παραγωγίζουµε τη συνάρτηση y(x) οπότε :
y′ = 2Be2x − 2Ce−2x, y′′ = 4Be2x + 4Ce−2x, y′′′ = 8Be2x − 8Ce−2x.
΄Αρα παίρνοντας το πρώτο µέλος της δ.ε. και κάνοντας αντικατάσταση τις πα-
ϱαγώγους έχουµε:
y′′′ − 4y′ = 8Be2x − 8Ce−2x − 8Be2x + 8Ce−2x = 0.

(ii)


y(0) = 1

y′(0) = −1

y′′(0) = 0

⇒


A+B + C = 1

2B − 2C = −1

4B + 4C = 0

⇒


A+B + C = 1

2B − 2C = −1

2B + 2C = 0

⇒

4B = −1⇒ B = −1

4
, C = −B =

1

4
, A = 1− 1

4
+

1

4
= 1

Συνεπώς, y(x) = 1− 1

4
e2x +

1

4
e−2x

΄Ασκηση 6. ∆ίνεται το Π.Σ.Τ:
d2y

dx2
+ 9y = 0, y(0) = 0, y

(
π

2

)
= 1.

(i) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση y(x) = Acos3x + Bsin3x είναι γενική λύση
της δ.ε.
(ii) Να προσδιοριστεί η λύση του δοθέντος Π.Σ.Τ.

Λύση

(i) Παραγωγίζουµε τη συνάρτηση y(x) οπότε :
y′ = −3Asin3x+ 3Bcos3x, y′′ = −9Acos3x− 9Bsin3x
΄Αρα παίρνοντας το πρώτο µέλος της δ.ε. και κάνοντας αντικατάσταση τις πα-
ϱαγώγους έχουµε:
y′′ + 9y = −9Acos3x− 9Bsin3x+ 9Acos3x+ 9Bsin3x = 0.
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(ii)

y(0) = 0

y

(
π

2

)
= 1

⇒

{
Acos0 +Bsin0 = 0

Acos
π

2
+Bsin

π

2
= 1

⇒

{
A = 0

B = 1

Συνεπώς, y(x) = sin3x.

΄Ασκηση 7. Να δείξετε ότι :
(i) η συνάρτηση y(x) = c1e

−xcos2x+ c2e
−xsin2x, c1, c2 αυθαίρετες σταθερές

είναι λύση της δ.ε y′′ + 2y′ + 5y = 0.
(ii) το Π.Α.Τ. y′′(x) + 2y′(x) + 5y(x) = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1 έχει µοναδική
µη µηδενική λύση.

(iii) το Π.Σ.Τ. y′′(x) + 2y′(x) + 5y(x) = 0, y(0) = 0, y

(
π

2

)
= 0 έχει άπειρες

λύσεις.

(iv) το Π.Σ.Τ. y′′(x) + 2y′(x) + 5y(x) = 0, y(0) = 0, y

(
π

4

)
= 0 έχει µόνο τη

µηδενική λύση.

(v) το Π.Σ.Τ. y′′(x) + 2y′(x) + 5y(x) = 0, y(0) = 1, y

(
π

4

)
= 0 έχει µοναδική

µη µηδενική λύση.

Λύση

(i) Παραγωγίζουµε τη συνάρτηση y(x) οπότε :
y′ = −c1e−xcos2x− 2c1e

−xsin2x− c2e−xsin2x+ 2c2e
−xcos2x

y′′ = −3c1e
−xcos2x+ 4c1e

−xsin2x− 3c2e
−xsin2x− 4c2e

−xcos2x
΄Αρα παίρνοντας το πρώτο µέλος της δ.ε. και κάνοντας αντικατάσταση τις πα-
ϱαγώγους έχουµε:
y′′+ 2y′+ 5y = −3c1e

−xcos2x+ 4c1e
−xsin2x− 3c2e

−xsin2x− 4c2e
−xcos2x−

2c1e
−xcos2x − 4c1e

−xsin2x − 2c2e
−xsin2x + 4c2e

−xcos2x + 5c1e
−xcos2x +

5c2e
−xsin2x = 0.

(ii)

{
y(0) = 0

y′(0) = 1
⇒

{
c1 = 0

−c20 + 2c2 = 1
⇒

c1 = 0

c2 =
1

2

Συνεπώς, y(x) =
1

2
e−xsin2x.

(iii)

y(0) = 0

y

(
π

2

)
= 0

⇒

{
c1 = 0

c2e
−π

2 sinπ = 0
⇒

{
c1 = 0

c2 αυθαίρετο
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Συνεπώς, y(x) = c2e
−xsin2x.

(iv)

y(0) = 0

y

(
π

4

)
= 0

⇒

{
c1 = 0

c2e
−π

4 sin
π

2
= 0

⇒

{
c1 = 0

c2 = 0

Συνεπώς, y(x) = 0.

(v)

y(0) = 1

y

(
π

4

)
= 0

⇒

{
c1 = 1

c2e
−π

4 sin
π

2
= 0

⇒

{
c1 = 1

c2 = 0

Συνεπώς, y(x) = e−xcos2x.

΄Ασκηση 8. α) Να ϐρεθεί η Σ.∆.Ε. η οποία έχει γενικό ολοκλήρωµα
lny = Ax2 +B, A,B σταθερές.

ϐ) Να ϐρεθεί η Σ.∆.Ε. της οικογενείας των καµπυλών: y = Ae3x+Be5x.

Λύση

α) Παραγωγίζουµε την δοθείσα εξίσωση ως προς x . ΄Ετσι :

y′

y
= 2Ax⇒ y′ = 2Axy (1)

΄Εχει ήδη απαλειφθεί η σταθερά B. Παραγωγίζουµε την (1) ξανά ως προς x
και απαλείφουµε την σταθερά A χρησιµοποιώντας την (1). ΄Ετσι :

y′′ = 2A(y + xy′)
(1)
=⇒ y′′ =

y′

xy
(y + xy′)⇒ xyy′′ = yy′ + x(y′)2 (2)

Η (2) είναι η Σ.∆.Ε. δεύτερης τάξης που έχει για γενικό ολοκλήρωµα την
δοθείσα εξίσωση.

ϐ) Παραγωγίζουµε την δοθείσα συνάρτηση ως προς x. ΄Ετσι :

y′ = 3Ae3x + 5Be5x (1)

Παραγωγίζουµε την (1) ως προς x, οπότε :
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y′′ = 9Ae3x + 25Be5x (2)

Από την δοθείσα συνάρτηση και τις (1) και (2) ϑα απαλείψουµε τις σταθερές
A,B, έτσι :

y = Ae3x +Be5x ⇒ Ae3x = y −Be5x

(1)⇒ y′ = 3(y −Be5x) + 5Be5x ⇒ y′ = 3y + 2Be5x ⇒ Be5x = y′ − 3y

(2)⇒ y′′ = 9 (y − (y′ − 3y)) + 25(y′ − 3y)⇒ y′′ = 16y′ − 39y ⇒

y′′ − 16y′ + 39y = 0

Η Σ.∆.Ε. y′′ − 16y′ + 39y = 0 είναι η Ϲητούµενη Σ.∆.Ε.

΄Ασκηση 9. Να ϐρεθεί η δ.ε. της 3-παραµετρικής οικογένειας :
y = Ax2 +Bx+ C.

Λύση
Η οικογένεια των καµπυλών περιέχει τρεις αυθαίρετες σταθερές A,B,C οπό-
τε παραγωγίζουµε τρεις ϕορές και απαλείφουµε τις σταθερές. Οπότε :
y′ = 2Ax+B, y′′ = 2A, y′′′ = 0
΄Αρα, η Ϲητούµενη δ.ε. είναι η y′′′ = 0.

΄Ασκηση 10. Να ϐρεθεί η δ.ε. όλων των κύκλων που ϐρίσκονται σ΄ ένα επίπε-
δο
x2 + y2 + 2Ax+ 2By + C = 0.

Λύση
Η οικογένεια των κύκλων περιέχει τρεις αυθαίρετες σταθερές A,B,C οπότε
παραγωγίζουµε τρεις ϕορές και απαλείφουµε τις σταθερές. Οπότε :
2x+ 2yy′ + 2A+ 2By′ = 0⇒ x+ yy′ + A+By′ = 0
1 + (y′)2 + yy′′ +By′′ = 0 (1)
3y′y′′ + yy′′′ +By′′′ = 0 (2)
Για να απαλείψουµε τη σταθερά B πολλαπλασιάζουµε την (1) µε y′′′ και την
(2) µε y′′ και τις αφαιρούµε κατά µέλη οπότε προκύπτει η Ϲητούµενη δ.ε.
y′′′ + (y′)2y′′′ − 3y′(y′′)2 = 0.
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΄Ασκηση 11 Να ϐρεθεί η δ.ε. της µονοπαραµετρικής οικογένειας
y = cx2 + c2 (1).

Λύση
Η οικογένεια των καµπυλών περιέχει µια αυθαίρετη σταθερά οπότε παραγω-
γίζουµε µία ϕορά και απαλείφουµε την σταθερά. Οπότε :

y′ = 2cx⇒ c =
y′

2x
(2)

Κάνοντας αντικατάσταση στην (1) την (2) έχουµε:

y =

(
y′

2x

)
x2 +

(y′)2

(2x)2
⇒ y =

y′x

2
+

(y′)2

4x2
⇒ 4x2y = 2x2y′ + (y′)2.
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