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Ενότητα 11

17 Εφαρµογές

17.1 Πολυώνυµα Legendre

΄Ασκηση 1. ∆οθέντος ότι ο τύπος του Rodrigues για τα πολυώνυµα Legendre είναι

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (17.1)

να δειχθεί ότι :

i)

∫ 1

−1

f(x)Pn(x)dx =
(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

(x2 − 1)nf (n)(x)dx, (17.2)

όπου f(x) είναι µια συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε και οι παράγωγοί της µέχρι n
τάξη να είναι συνεχείς στο [−1, 1] και

ii) d2
n =

∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

2

2n+ 1
. (17.3)

Λύση: i) ΄Εχουµε:∫ 1

−1

f(x)Pn(x)dx =

∫ 1

−1

f(x)
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)ndx

=
1

2nn!

{ dn−1

dxn−1
(x2 − 1)nf(x)

∣∣∣1
x=−1

−
∫ 1

−1

f ′(x)
dn−1

dxn−1
(x2 − 1)ndx

}
= −

∫ 1

−1

f ′(x)
dn−1

dxn−1
(x2 − 1)ndx

= − 1

2nn!

{ dn−2

dxn−2
(x2 − 1)nf ′(x)

∣∣∣1
x=−1

−
∫ 1

−1

f ′′(x)
dn−2

dxn−2
(x2 − 1)ndx

}
=

(−1)2

2nn!

∫ 1

−1

f ′′(x)
dn−2

dxn−2
(x2 − 1)ndx = . . .

=
(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

f (n)(x)(x2 − 1)ndx.

ii) Θέτουµε στην ισότητα (17.2) f(x) = Pn(x), οπότε :

d2
n =

∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

dn

dxn
Pn(x)(x2 − 1)ndx. (17.4)

΄Οµως, απ΄ τον τύπο (17.1) παραγωγίζοντας ως προς x, προκύπτει :

dnPn(x)

dxn
=

1

2nn!

d2n

dx2n
(x2 − 1)n =

(2n)!

2nn!
. (17.5)
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και αντικαθιστώντας στην (17.4) παίρνουµε:

d2
n =

(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

(2n)!

2nn!
(x2 − 1)ndx⇒ d2

n =
(2n)!

(2nn!)2

∫ 1

−1

(1− x2)ndx⇒

d2
n =

(2n)!

(2nn!)2
2

∫ 1

0

(1− x2)ndx. (17.6)

΄Οµως:∫ 1

0

(1− x2)ndx
x2=t
=

2xdx=dt

∫ 1

0

(1− t)n dt

2t1/2
=

1

2

∫ 1

0

t−1/2(1− t)ndt =
1

2

∫ 1

0

t1/2−1(1− t)n+1−1dt

=
1

2
B
(1

2
, n+ 1

)
=

1

2

Γ
(

1
2

)
Γ(n+ 1)

Γ
(
n+ 3

2

) =
1

2

√
πn!

(2n+1)(2n−1)(2n−3)···3·1·
√
π

2n+1

.

(17.7)

Εποµένως, η (17.6) ϑα πάρει τη µορφή:

d2
n =

(2n)!2

22n(n!)2
· 1

2

n!2n+1

(2n+ 1)(2n− 1) · · · 3 · 1
⇒ d2

n =
(2n)!!2n+1

22nn!(2n+ 1)(2n− 1) · · · 3 · 1

⇒ d2
n =

2n(2n− 1)2(n− 1)(2n− 3)2(n− 2) · · · 3 · 2 · 1 · 2n+1

22nn!(2n+ 1)(2n− 1) · · · 3 · 1

⇒ d2
n =

2nn!2n+1

22nn!(2n+ 1)
⇒ d2

n =
22n+1

22n(2n+ 1)
⇒ d2

n =
2

2n+ 1
,

πράγµα που ϑέλαµε να αποδείξουµε. 2

΄Ασκηση 2. Με τη ϐοήθεια της γεννήτριας συνάρτησης των πολυωνύµων Legendre να

δειχθεί ότι :
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

2

2n+ 1
.

Λύση:

Ισχύει

(1− 2tx+ t2)−1/2 =
∞∑
n=0

Pn(x)tn, (∗)

οπότε για n και m η (∗) γίνεται :

(1− 2tx+ t2)−1 =
( ∞∑
n=0

Pn(x)tn
)( ∞∑

m=0

Pm(x)tm
)
⇒

(1− 2tx+ t2)−1 =
∞∑
n=0

P 2
n(x)t2n + 2

∞∑
n=0

∞∑
m=0
n6=m

Pm(x)Pn(x)tm+n (∗∗)
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Ολοκληρώνουµε την (∗∗) ως προς x από −1 έως 1:∫ 1

−1

dx

1− 2tx+ t2
=
∞∑
n=0

∫ 1

−1

P 2
n(x)t2ndx+ 2

∞∑
n=0

∞∑
m=0
n6=m

∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)tm+ndx⇒

∫ 1

−1

dx

1− 2tx+ t2
=
∞∑
n=0

t2n
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx⇒ − 1

2t
ln|1− 2tx+ t2|

∣∣∣1
x=−1

=
∞∑
n=0

t2n
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx⇒

− 1

2t
ln|1− 2t+ t2

1 + 2t+ t2
| =

∞∑
n=0

t2n
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx⇒ − 1

2t
ln|(1− t)

2

(1 + t)2
| =

∞∑
n=0

t2n
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx⇒

ln|t+ 1| − ln|t− 1| =
∞∑
n=0

t2n+1

∫ 1

−1

P 2
n(x)dx (∗ ∗ ∗)

Παραγωγίζουµε την (∗ ∗ ∗) ως προς t:

1

t+ 1
− 1

t− 1
=
∞∑
n=0

(2n+ 1)t2n
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx⇒ t− 1− t− 1

t2 − 1
=
∞∑
n=0

(2n+ 1)t2n
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx

− 2

t2 − 1
=
∞∑
n=0

(2n+ 1)t2n
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx⇒

∞∑
n=0

2t2n =
∞∑
n=0

(2n+ 1)t2n
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx⇒

2 = (2n+ 1)

∫ 1

−1

P 2
n(x)dx⇒

∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

2

2n+ 1
.

΄Ασκηση 3. Να δειχθεί ότι :
i) (1− x2)P ′n(x) = nPn−1(x)− nxPn(x),

ii)

∫ 1

−1

xPn(x)Pm(x)dx =


2(n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)
αν m = n+ 1,

2n

(2n− 1)(2n+ 1)
αν m = n− 1

,

iii)

∫ 1

−1

(x2 − 1)Pn+1(x)P ′n(x)dx =
2n(n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)
,

iv)

∫ 1

−1

(1− x2)P ′n(x)P ′m(x)dx =

0 αν m 6= n,
2n(n+ 1)

2n+ 1
αν m = n

.

Λύση:

i) Γνωρίζουµε ότι ισχύουν οι αναδροµικές σχέσεις xP ′n(x) = P ′n−1(x) + nPn(x) και
P ′n+1(x)−xP ′n(x) = (n+1)Pn(x). Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη µε x και στη δεύτερη
ϑέτουµε όπου n το n− 1, οπότε προκύπτουν, αντίστοιχα, οι ισότητες :
x2P ′n(x) = xP ′n−1(x) + nxPn(x), (∗)
P ′n(x)− xP ′n−1(x) = nPn−1(x)⇒ xP ′n−1(x) = P ′n(x)− nPn−1(x). (∗∗)

89



Από την ισότητα (∗) έχουµε:

(1− x2)P ′n(x) = P ′n(x)− xP ′n−1(x)− nxPn(x)
(∗∗)⇒

(1− x2)P ′n(x) = P ′n(x)− P ′n(x) + nPn−1(x)− nxPn(x)⇒
(1− x2)P ′n(x) = nPn−1(x)− nxPn(x).

ii) Ισχύει η αναδροµική σχέση (n+1)Pn+1(x) = (2n+1)xPn(x)−nPn−1(x), την οποία
πολλαπλασιάζουµε µε Pm(x) και ολοκληρώνουµε ως προς x από −1 έως 1:

(n+ 1)

∫ 1

−1

Pn+1(x)Pm(x)dx = (2n+ 1)

∫ 1

−1

xPn(x)Pm(x)dx− n
∫ 1

−1

Pn−1(x)Pm(x)dx.

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις : αν m = n+ 1 τότε

(n+1)
2

2n+ 3
= (2n+1)

∫ 1

−1

xPn(x)Pn+1(x)dx⇒
∫ 1

−1

xPn(x)Pn+1(x)dx =
2(n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)
,

ενώ αν m = n− 1 τότε

0 = (2n+1)

∫ 1

−1

xPn(x)Pn−1(x)dx−n 2

2n− 1
⇒
∫ 1

−1

xPn(x)Pn−1(x)dx =
2n

(2n− 1)(2n+ 1)
.

iii) Πολλαπλασιάζουµε την ισότητα που δείξαµε στο ερώτηµα i) µε Pn+1(x) και ολο-
κληρώνουµε ως προς x από −1 έως 1:∫ 1

−1

(1− x2)P ′n(x)Pn+1(x)dx = n

∫ 1

−1

Pn−1(x)Pn+1(x)dx− n
∫ 1

−1

xPn(x)Pn+1(x)dx
ii)⇒

m=n+1∫ 1

−1

(x2 − 1)P ′n(x)Pn+1(x)dx =
2n(n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)
.

iv) Τα πολυώνυµα Legendre ικανοποιούν τη δ.ε.

(1− x2)P ′′n (x)− 2xP ′n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0⇒ d

dx
[(1− x2)P ′n(x)] = −n(n+ 1)Pn(x)

Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία ισότητα µε Pm(x) και ολοκληρώνουµε ως προς x
από −1 έως 1:∫ 1

−1

d

dx
[(1− x2)P ′n(x)]Pm(x)dx = −n(n+ 1)

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx⇒

(1− x2)P ′n(x)Pm(x)
∣∣∣1
x=−1

−
∫ 1

−1

(1− x2)P ′n(x)P ′m(x)dx = −n(n+ 1)

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx⇒

∫ 1

−1

(1− x2)P ′n(x)P ′m(x)dx = n(n+ 1)

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =

0 αν m 6= n,
2n(n+ 1)

2n+ 1
αν m = n

.
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΄Ασκηση 4. Χρησιµοποιώντας τη γεννήτρια συνάρτηση

(1− 2xt+ t2)−1/2 =
∞∑
n=0

Pn(x)tn, (17.8)

των πολυωνύµων Legendre Pn(x), να αποδειχθούν οι αναδροµικές σχέσεις :
i) (n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)Pn(x) + nPn−1(x) = 0, n = 1, 2, . . .

ii) xP ′n(x)− P ′n−1(x) = nPn(x).

Λύση: i) Παραγωγίζουµε τη γεννήτρια συνάρτηση ως προς t:(
− 1

2

)
(2t− 2x)(1− 2xt+ t2)−3/2 =

∞∑
n=1

nPn(x)tn−1 ⇒

(x− t)(1− 2xt+ t2)−3/2 =
∞∑
n=1

nPn(x)tn−1 ⇒

(x− t)(1− 2xt+ t2)−1/2 = (1− 2xt+ t2)
∞∑
n=1

nPn(x)tn−1 (17.8)
=⇒

(x− t)
∞∑
n=0

Pn(x)tn = (1− 2xt+ t2)
∞∑
n=1

nPn(x)tn−1 ⇒

x
∞∑
n=0

Pn(x)tn −
∞∑
n=0

Pn(x)tn+1 =
∞∑
n=1

nPn(x)tn−1 − 2x
∞∑
n=1

nPn(x)tn +
∞∑
n=1

nPn(x)tn+1 ⇒

x
∞∑
n=0

Pn(x)tn −
∞∑
n=1

Pn−1(x)tn =
∞∑
n=0

(n+ 1)Pn+1(x)tn − 2x
∞∑
n=1

nPn(x)tn

+
∞∑
n=2

(n− 1)Pn−1(x)tn. (17.9)

Η ισότητα (17.9) µας δίνει :

για n = 0 : xP0(x) = P1(x) (17.10)
για n = 1 : xP1(x)− P0(x) = 2P2(x)− 2xP1(x) (17.11)

και για n = 2 :

xPn(x)− Pn−1(x) = (n+ 1)Pn(x)− 2xnPn(x) + (n− 1)Pn−1(x)⇒
(2n+ 1)xPn(x) = (n+ 1)Pn+1(x) + nPn−1(x).

Λόγω των ισοτήτων (17.10) και (17.11), έπεται η Ϲητούµενη αναδροµική σχέση ∀n ≥ 0.
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ii) Παραγωγίζουµε τη γεννήτρια συνάρτηση ως προς x:(
− 1

2

)
(−2t)(1− 2xt+ t2)−3/2 =

∞∑
n=0

P ′n(x)tn ⇒ t(1− 2xt+ t2)−3/2 =
∞∑
n=0

P ′n(x)tn ⇒

(1− 2xt+ t2)−3/2 =
∞∑
n=0

P ′n(x)tn−1 πολ/µε
=⇒

µε (x− t)

(x− t)(1− 2xt+ t2)−3/2 = (x− t)
∞∑
n=0

P ′n(x)tn−1 ⇒

∞∑
n=0

nPn(x)tn−1 = x
∞∑
n=0

P ′n(x)tn−1 −
∞∑
n=0

P ′n(x)tn ⇒

∞∑
n=0

nPn(x)tn−1 = x
∞∑
n=0

P ′n(x)tn−1 −
∞∑
n=1

P ′n−1(x)tn−1.

Για n = 0 η ισότητα δίνει : 0 = P ′0(x), που ισχύει διότι το P0(x) είναι πολυώνυµο
µηδενικού ϐαθµού και για n ≥ 1:

nPn(x) = xP ′n(x)− P ′n−1(x).

2

17.2 Πολυώνυµα Tchebychev

Η δ.ε. Tchebychev έχει τη µορφή:

(1− x2)y′′(x)− xy′(x) + n2y(x) = 0. (17.1)

Θέτοντας x = cos θ, έχουµε dx = − sin θdθ, οπότε :
dy

dx
=
dy

dθ

dθ

dx
= − 1

sin θ

dy

dθ
και

d2y

dx2
=

d

dθ

(
− 1

sin θ

dy

dθ

)dθ
dx

= − 1

sin θ

( cos θ

sin2 θ

dy

dθ

)
+

1

sin2 θ

d2y

dθ2
.

΄Αρα η (17.1) γράφεται :

(1− cos2 θ)
[ 1

sin2 θ

d2y

dθ2
− cos θ

sin3 θ

dy

dθ

]
+

cos θ

sin θ

dy

dθ
+ n2y(θ) = 0⇒

⇒ d2y

dθ2
− cos θ

sin θ

dy

dθ
+

cos θ

sin θ

dy

dθ
+ n2y(θ) = 0

⇒ d2y

dθ2
+ n2y(θ) = 0. (17.2)

Η (17.2) είναι δ.ε. µε σταθερούς συντελεστές και γενική λύση:

y(θ) = c1 cos(nθ) + c2 sin(nθ).

∆ηλαδή οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της (17.2) είναι cos(nθ) και sin(nθ), άρα οι
γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της (17.1) ϑα είναι

cos(n cos−1 x) και sin(n cos−1 x).
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Θα δείξουµε ότι το cos(nθ) είναι ένα πολυώνυµο n ϐαθµού ως προς cos θ. Πράγµατι :

cos(nθ) + i sin(nθ) = (cos θ + i sin θ)n

= cosn θ + n cosn−1 θ(i sin θ) +
n(n− 1)

2
cosn−2 θ(i sin θ)2 + · · ·+ (i sin θ)n

=
n∑

m=0

(
n

m

)
cosn−m θ(i sin θ)m. (17.3)

Από την (17.3) έπεται ότι το cos(nθ) είναι ίσο µε το πραγµατικό µέρος του δεξιού
µέλους της (17.3), δηλαδή µε τους όρους που περιέχουν άρτιες δυνάµεις του i sin θ κι
επειδή sin2 θ = 1 − cos2 θ, έπεται ότι το cos(nθ) είναι πολυώνυµο ϐαθµού n ως προς
cos θ.
Επίσης απ΄ την (17.3) έπεται ότι το sin(nθ) δεν είναι ένα πολυώνυµο ως προς cos θ,

αλλά το
sin(nθ)

sin θ
είναι ένα πολυώνυµο n− 1 ϐαθµού ως προς το cos θ. Πράγµατι, για

m = 2k, k = 0, 1, . . . ,
[n

2

]
, έχουµε:

(i sin θ)m = (i sin θ)2k = (−1)k(sin2 θ)k = (−1)k(1− cos2 θ)k. ΄Αρα:

cos(nθ) =

[n
2

]∑
k=0

(
n

2k

)
cosn−2k θ(−1)k(1− cos2 θ)k (17.4)

και για m = 2k + 1, k = 0, 1, . . . ,
[n− 1

2

]
, προκύπτει :

sin(nθ) =

[n−1
2

]∑
k=0

(
n

2k + 1

)
cosn−2k−1 θ sin θ(−1)k(1− cos2 θ)k ⇒

sin(nθ)

sin θ
=

[n−1
2

]∑
k=0

(
n

2k + 1

)
cosn−2k−1 θ(−1)k(1− cos2 θ)k. (17.5)

Οπότε ορίζουµε ως πολυώνυµα Tchebychev 1ου είδους Tn(cos θ) = cos(nθ) από την

ισότητα (17.4) και 2ου είδους Un(cos θ) =
sin((n+ 1)θ)

sin θ
από την ισότητα (17.5), ϑέτον-

τας όπου n το n+ 1.
Αν x ∈ [−1, 1] και x = cos θ µε 0 ≤ θ ≤ π, τότε οι σχέσεις για τα πολυώνυµα ϑα
γίνουν :

Tn(x) = cos(n cos−1 x) =

[n
2

]∑
k=0

(−1)kn!

(2k)!(n− 2k)!
xn−2k(1− x2)k (17.6)

και

Un(x) =
sin(n cos−1 x)√

1− x2
=

[n
2

]∑
k=0

(−1)k(n+ 1)!

(2k + 1)!(n− 2k)!
xn−2k(1− x2)k. (17.7)
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΄Ασκηση 1. Να δειχθεί ότι :

i)

∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

=


0, m 6= n

π
2
, m = n 6= 0
π, m = n = 0

,

ii) Tn+1(x)− 2xTn(x) + Tn−1(x) = 0,
iii) (1− x2)T ′n(x) = −nxTn(x) + nTn−1(x).

Λύση: i) Θέτουµε x = cos θ, dx = − sin θ, οπότε Tn(x) = cos(nθ), για x = −1 το
θ = π και για x = 1 το θ = 0, εποµένως το ολοκλήρωµα παίρνει τη µορφή:∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

=

∫ 0

π

cos(mθ) cos(nθ)

sin(nθ)

(
− sin(nθ)

)
dθ =

∫ π

0

cos(mθ) cos(nθ)dθ

=
1

2

∫ π

0

[cos(m+ n)θ + cos(m− n)θ]dθ = I

• Για m 6= n: I =
1

2

[sin(m+ n)θ

m+ n
+

sin(m− n)θ

m− n

]∣∣∣π
θ=0

= 0

• Για m = n 6= 0: I =
1

2

∫ π

0

[cos(2nθ) + 1]dθ =
1

2

[sin(2nθ)

2n
+ θ
]∣∣∣π
θ=0

=
π

2

• Για m = n = 0: I =
1

2

∫ π

0

2dθ = θ
∣∣∣π
θ=0

= π.

ii) Θέτουµε x = cos θ, οπότε Tn(x) = cos(nθ), εποµένως η αποδεικτέα γίνεται :
cos(n+ 1)θ − 2 cos θ cos(nθ) + cos(n− 1)θ = 0, η οποία ισχύει διότι :

cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = cos(nθ) cos θ − sin(nθ) sin θ + cos(nθ) cos θ + sin(nθ) sin θ

= 2 cos θ cos(nθ).

iii) Θέτουµε x = cos θ, οπότε Tn(x) = cos(nθ), εποµένως η δοθείσα ισότητα γίνεται :

(1− cos2 θ)
d cos(nθ)

d cos θ
= −n cos θ cos(nθ) + n cos(n− 1)θ,

όµως,
dTn(x)

dx
=
d cos(nθ)

d cos θ
=
d cos(nθ)

dθ

dθ

dx
= − 1

sin θ

(
− n sin(nθ)

)
= n

sin(nθ)

sin θ
,

οπότε προκύπτει ότι :

n sin2 θ
sin(nθ)

sin θ
= −n cos θ cos(nθ) + n cos(n− 1)θ ⇒

sin θ sin(nθ) + cos θ cos(nθ) = cos(n− 1)θ, που ισχύει. 2
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΄Ασκηση 2. Να δειχθεί ότι τα πολυώνυµα Tchebychev Tn(x) ικανοποιούν τη δ.ε.
(1− x2)y′′(x)− xy′(x) + n2y(x) = 0.

Λύση:

Γνωρίζουµε ότι Tn(x) = cos(n cos−1 x). Παραγωγίζουµε την ισότητα αυτή ως προς x:

T ′n(x) = −n(cos−1 x)′ sin(n cos−1 x) =
−n

−
√

1− x2
sin(n cos−1 x) =

n sin(n cos−1 x)√
1− x2

⇒

[
√

1− x2T ′n(x)]2 = n2 sin2(n cos−1 x)⇒ (1− x2)(T ′n(x))2 = n2[1− cos2(n cos−1 x)]⇒
(1− x2)(T ′n(x))2 = n2(1− T 2

n(x))

Παραγωγίζουµε ως προς x την τελευταία ισότητα:

−2x(T ′n(x))2 + 2(1− x2)T ′′n (x)T ′n(x) = n2(−2Tn(x)T ′n(x))
T ′n(x)6=0

=⇒
(1− x2)T ′′n (x)− xT ′n(x) + n2Tn(x) = 0.

17.3 Πολυώνυµα Hermite

΄Ασκηση 1. Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια συνάρτηση τέτοια ώστε :

Ψ(x, t) =
∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
, (17.1)

όπου Hn(x) είναι τα πολυώνυµα Hermite. Να δειχθεί ότι : Ψ(x, t) = e2xt−t2,
αν ισχύει η αναδροµική σχέση:

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x). (17.2)

Λύση: Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της (17.2) µε
tn

n!
και αθροίζουµε ως προς

n από 0 έως∞:

∞∑
n=0

Hn+1(x)
tn

n!
= 2x

∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
− 2

∞∑
n=0

nHn−1(x)
tn

n!
. (17.3)

Παραγωγίζουµε την (17.1) ως προς t:

∂Ψ(x, t)

∂t
=
∞∑
n=1

Hn(x)
tn−1

(n− 1)!
=
∞∑
n=0

Hn+1(x)
tn

n!
. (17.4)
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Οπότε, η ισότητα (17.3), λόγω των (17.1) και (17.4), γίνεται :

∂Ψ(x, t)

∂t
= 2xΨ(x, t)− 2

∞∑
n=1

Hn−1(x)
tn

(n− 1)!
⇒

∂Ψ(x, t)

∂t
= 2xΨ(x, t)− 2t

∞∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
⇒ ∂Ψ(x, t)

∂t
= 2xΨ(x, t)− 2tΨ(x, t)⇒

∂Ψ(x, t)

∂t
= 2(x− t)Ψ(x, t)⇒

∂Ψ(x,t)
∂t

Ψ(x, t)
= 2(x− t) ολ/ντας

=⇒

ln Ψ(x, t) = 2xt− t2 + φ(x)⇒ Ψ(x, t) = eφ(x)e2xt−t2

Ψ(x, 0) = H0(x) = 1

}
⇒ φ(x) = 0.

΄Αρα, Ψ(x, t) = e2xt−t2.

2

΄Ασκηση 2. Με τη ϐοήθεια της αναδροµικής σχέσης

Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0,

να δειχθεί ότι :
∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
n(x)dx = 2nn!

√
π.

Λύση:

Στη δοθείσα αναδροµική σχέση ϑέτουµε όπου n το n− 1:
Hn(x)− 2xHn−1(x) + 2(n− 1)Hn−2(x) = 0. (∗)
Πολλαπλασιάζουµε τη (∗) µε e−x2Hn(x) και ολοκληρώνουµε ως προς x από −∞ έως
∞:∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
n(x)dx− 2

∫ ∞
−∞

xe−x
2

Hn(x)Hn−1(x)dx+ 2(n− 1)

∫ ∞
−∞

e−x
2

Hn(x)Hn−2(x)dx = 0∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
n(x)dx = 2

∫ ∞
−∞

xe−x
2

Hn(x)Hn−1(x)dx. (∗∗)

Πολλαπλασιάζουµε τη δοθείσα αναδροµική σχέση µε e−x2Hn−1(x) και ολοκληρώνου-
µε ως προς x από −∞ έως∞:∫ ∞
−∞

xe−x
2

Hn+1(x)Hn−1(x)dx− 2

∫ ∞
−∞

xe−x
2

Hn(x)Hn−1(x)dx+ 2n

∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
n−1(x)dx = 0

2

∫ ∞
−∞

xe−x
2

Hn(x)Hn−1(x)dx = 2n

∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
n−1(x)dx. (∗ ∗ ∗)

Από τις (∗∗) και (∗ ∗ ∗) έχουµε:∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
n(x)dx = 2n

∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
n−1(x)dx

n→n−1
= 2n2(n− 1)

∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
n−2(x)dx

= · · · = 2nn!

∫ ∞
−∞

e−x
2

H2
0 (x)dx = 2nn!

∫ ∞
−∞

e−x
2

dx

= 2nn!
√
π.
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17.4 Πολυώνυµα Laguerre

΄Ασκηση 1. ∆εδοµένου ότι η γεννήτρια συνάρτηση των πολυωνύµων Laguerre είναι :

ψ(x, t) =
e−

xt
1−t

(1− t)a+1
=
∞∑
n=0

Lan(x)tn

να δειχθούν οι αναδροµικές σχέσεις :
i) (n+ 1)Lan+1(x)− (2n+ a+ 1− x)Lan(x) + (n+ a)Lan−1(x) = 0, n ≥ 1

ii) Lan−1(x) =
d

dx
[Lan−1(x)− Lan(x)], n ≥ 1,

iii) x
d

dx
Lan(x) = nLan(x)− (n+ a)Lan−1(x).

Λύση:

i) Παραγωγίζουµε τη γεννήτρια συνάρτηση ως προς t και ισχύει
( t

1− t
)′

=
1

(1− t)2
,

οπότε :

− x

(1− t)2

e−
xt
1−t

(1− t)a+1
+ (a+ 1)

e−
xt
1−t

(1− t)a+2
=
∞∑
n=1

nLan(x)tn−1 ⇒

− x

(1− t)2

∞∑
n=0

Lan(x)tn +
a+ 1

1− t

∞∑
n=0

Lan(x)tn =
∞∑
n=1

nLan(x)tn−1 ⇒

−x
∞∑
n=0

Lan(x)tn + (a+ 1)(1− t)
∞∑
n=0

Lan(x)tn = (1− t)2

∞∑
n=1

nLan(x)tn−1 ⇒

− x
∞∑
n=0

Lan(x)tn + (a+ 1)
∞∑
n=0

Lan(x)tn − (a+ 1)
∞∑
n=0

Lan(x)tn+1 =

=
∞∑
n=1

nLan(x)tn−1 − 2
∞∑
n=1

nLan(x)tn +
∞∑
n=1

nLan(x)tn+1 ⇒

− x
∞∑
n=0

Lan(x)tn + (a+ 1)
∞∑
n=0

Lan(x)tn − (a+ 1)
∞∑
n=1

Lan−1(x)tn =

=
∞∑
n=0

(n+ 1)Lan+1(x)tn − 2
∞∑
n=1

nLan(x)tn +
∞∑
n=2

(n− 1)Lan−1(x)tn.

΄Αρα:
n = 0 : −xLa0(x) + (a+ 1)La0(x) = La1(x)⇒ (a+ 1− x)La0(x) = La1(x)

n = 1 : −xLa1(x) + (a+ 1)La1(x)− (a+ 1)La0(x) = 2La2(x)− 2La1(x)⇒
⇒ (a+ 3− x)La1(x)− (a+ 1)La0(x) = 2La2(x)

n ≥ 2 :
−xLan(x)+(a+1)Lan(x)−(a+1)Lan−1(x) = (n+1)Lan+1(x)−2nLan(x)+(n−1)Lan−1(x)
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⇒ (a+ 1 + 2n− x)Lan(x) = (n+ 1)Lan+1(x) + (n+ a)Lan−1(x),
η αναδροµική σχέση ισχύει για n ≥ 1.

ii) Παραγωγίζουµε τη γεννήτρια συνάρτηση ως προς x:

∂ψ

∂x
= − t

1− t
e−

xt
1−t

(1− t)a+1
=
∞∑
n=0

La
′

n (x)tn ⇒ − t

1− t

∞∑
n=0

Lan(x)tn =
∞∑
n=0

La
′

n (x)tn ⇒

−
∞∑
n=0

Lan(x)tn+1 =
∞∑
n=0

La
′

n (x)tn −
∞∑
n=0

La
′

n (x)tn+1 ⇒

−
∞∑
n=1

Lan−1(x)tn =
∞∑
n=0

La
′

n (x)tn −
∞∑
n=1

La
′

n−1(x)tn

Για n = 0 : La
′

0 (x) = 0, ισχύει και
για n ≥ 1 : −Lan−1(x) = La

′
n (x)− La′n−1(x).

iii) Παραγωγίζουµε την ισότητα που δείξαµε στο i) ως προς x:

(n+ 1)
d

dx
Lan+1(x) + Lan(x)− (a+ 1 + 2n− x)

d

dx
Lan(x) + (n+ a)

d

dx
Lan−1(x) = 0 (∗)

Από την ισότητα που δείξαµε στο ii) αν ϑέσουµε όπου n το n− 1, προκύπτει :

Lan(x) =
d

dx
Lan(x)− d

dx
Lan+1(x)⇒ d

dx
Lan+1(x) =

d

dx
Lan(x)− Lan(x)

Αντικαθιστούµε στην (∗) και παίρνουµε (χρησιµοποιώντας ξανά την ισότητα ii)):

(n+ 1)
d

dx
Lan(x)− (n+ 1)Lan(x) + Lan(x)− (a+ 1 + 2n− x)

d

dx
Lan(x)

+ (n+ a)[Lan−1(x) +
d

dx
Lan(x)] = 0⇒

(n+ 1− 2n− a− 1 + x+ n+ a)
d

dx
Lan(x) + (1− n− 1)Lan(x) + (n+ a)Lan−1(x) = 0

⇒ x
d

dx
Lan(x)− nLan(x) + (n+ a)Lan−1(x) = 0.

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση ψ(x, t) =
∞∑
n=0

Lan(x)tn, όπου Lan(x)

είναι τα Ο.Π. Laguerre, που ικανοποιούν την αναδροµική σχέση:

(n+ 1)Lan+1(x)− (2n+ a+ 1− x)Lan(x) + (n+ a)Lan−1(x) = 0, (∗)

µε La0(x) = 1, La−1(x) = 0.
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Λύση:

Παραγωγίζουµε τη δοθείσα συνάρτηση ως προς t:

∂ψ

∂t
=
∞∑
n=1

nLan(x)tn−1 =
∞∑
n=0

(n+ 1)Lan+1(x)tn (∗∗)

Πολλαπλασιάζουµε την (∗) µε tn και αθροίζουµε από n = 0 έως∞:

∞∑
n=0

(n+ 1)Lan+1(x)tn − 2
∞∑
n=0

nLan(x)tn − (a+ 1− x)
∞∑
n=0

Lan(x)tn +
∞∑
n=0

nLan−1(x)tn

+ a

∞∑
n=0

Lan−1(x)tn = 0
La−1(x)=0

=⇒

∞∑
n=0

(n+ 1)Lan+1(x)tn − 2
∞∑
n=1

nLan(x)tn − (a+ 1− x)
∞∑
n=0

Lan(x)tn +
∞∑
n=1

nLan−1(x)tn

+ a

∞∑
n=1

Lan−1(x)tn = 0⇒

∞∑
n=0

(n+ 1)Lan+1(x)tn − 2
∞∑
n=0

(n+ 1)Lan+1(x)tn+1 − (a+ 1− x)
∞∑
n=0

Lan(x)tn

+
∞∑
n=0

(n+ 1)Lan(x)tn+1 + a
∞∑
n=0

Lan(x)tn+1 = 0
(∗∗)⇒

∂ψ

∂t
− 2t

∂ψ

∂t
− (a+ 1− x)ψ + atψ +

∞∑
n=1

nLan(x)tn+1 +
∞∑
n=0

Lan(x)tn+1 = 0⇒

∂ψ

∂t
− 2t

∂ψ

∂t
− (a+ 1− x)ψ + atψ +

∞∑
n=0

(n+ 1)Lan+1(x)tn+2 + tψ = 0⇒

∂ψ

∂t
− 2t

∂ψ

∂t
− (a+ 1− x)ψ + atψ + t2

∂ψ

∂t
+ tψ = 0⇒

∂ψ

∂t
[1− 2t+ t2] = [a+ 1− x− at− t]ψ ⇒ ∂ψ

∂t
(1− t)2 = [(a+ 1)− x− (a+ 1)t]ψ ⇒

∂ψ

∂t
=
[(a+ 1)(1− t)

(1− t)2
− x

(1− t)2

]
ψ ⇒

∂ψ

∂t
ψ

=
a+ 1

1− t
− x

(1− t)2
⇒

lnψ = −(a+ 1) ln(1− t)− x

1− t
+ φ(x)⇒ ln[ψ(1− t)a+1] = − x

1− t
+ φ(x)⇒

ψ(1− t)a+1 = A(x)e−
x

1−t ⇒ ψ(x, t) =
A(x)e−

x
1−t

(1− t)a+1
.

΄Οµως, για t = 0 έχουµε: ψ(x, 0) = La0(x) = 1 ⇒ 1 = A(x)e−x ⇒ A(x) = ex,
εποµένως :

ψ(x, t) =
exe−

x
1−t

(1− t)a+1
⇒ ψ(x, t) =

e−
xt
1−t

(1− t)a+1
.
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