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Ενότητα 10

13 Συνθήκες ορθογωνιότητας πολυωνύµων και τριών
όρων αναδροµική σχέση

Θεωρούµε το σύνολο P των πολυωνύµων µιας µεταβλητής x, µε πραγµατικούς συντε-
λεστές, όπου x ∈ (a, β) ⊂ R. (Το a µπορεί να είναι το −∞ και το β µπορεί να είναι
το∞). Το σύνολο αυτό εφοδιασµένο µε τη συνήθη πρόσθεση και τον πολλαπλασιαµό
πολυωνύµων αποτελεί ένα διανυσµατικό χώρο στο σώµα R.

Ορισµός 13.1 Συνάρτηση ϐάρους λέγεται µια συνάρτηση w(x), w : (a, β) → [0,∞),
µε την ιδιότητα : τα ολοκληρώµατα∫ β

a

w(x)xndx = µn, n = 0, 1, 2, . . . , µ0 > 0, (13.1)

να υπάρχουν και να είναι πεπερασµένα. Οι αριθµοί µn λέγονται ϱοπές της συνάρτησης
w(x).
Ο διανυσµατικός χώρος των πολυωνύµων P , που ορίσαµε πιο πάνω, εφοδιασµένος µε
το εσωτερικό γινόµενο :(

p(x), q(x)
)

=

∫ β

a

p(x)q(x)w(x)dx, p(x), q(x) ∈ P, (13.2)

αποτελεί χώρο εσωτερικού γινοµένου και norm (στάθµη) του P (x) ονοµάζεται ο αριθ-
µός :

‖p(x)‖ =
√(

p(x), p(x)
)
. (13.3)

Ορισµός 13.2 Τα πολυώνυµα p(x), q(x) ∈ P λέγονται ορθογώνια, ως προς τη συνάρ-
τηση ϐάρους w(x) αν

(
p(x), q(x)

)
= 0, και ορθοκανονικά αν ‖p(x)‖ = 1.

Μπορούµε να κατασκευάσουµε µια ακολουθία ορθογωνίων πολυωνύµων (Ο.Π.) χρη-
σιµοποιώντας τη µέθοδο Gram-Schmidt:
Θεωρούµε ένα γραµµικώς ανεξάρτητο σύνολο πολυωνύµων: 1, x, x2, . . . , xn,. . . .
΄Εστω {φn(x)}∞n=0 η ακολουθία των Ο.Π. που ϑέλουµε να κατασκευάσουµε, στο διά-
στηµα (a, β), ως προς τη συνάρτηση ϐάρους w(x).

Θέτουµε φ0(x) =
1

‖1‖
, φ1(x) =

x− (x, φ0(x))φ0(x)

‖x− (x, φ0(x))φ0(x)‖
,

φ2(x) =
x2 − [(x2, φ0(x))φ0(x) + (x2, φ1(x))φ1(x)]

‖x2 − [(x2, φ0(x))φ0(x) + (x2, φ1(x))φ1(x)]‖
, . . .

φk(x) =

xk −
k−1∑
i=0

(xk, φi(x))φi(x)∥∥∥∥∥xk −
k−1∑
i=0

(xk, φi(x))φi(x)

∥∥∥∥∥
, k = 1, 2, . . . , n. (13.4)
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Προφανώς, από την (13.4) προκύπτει ότι το πολυώνυµο φk(x) είναι ϐαθµού k και ότι
‖φk(x)‖ = 1, k = 0, 1, 2, . . . , n. Επίσης

(φ1(x), φ0(x)) =
(x, φ0(x))− (x, φ0(x))(φ0(x), φ0(x))

‖x− (x, φ0(x))φ0(x)‖
=

(x, φ0(x))− (x, φ0(x))

‖x− (x, φ0(x))φ0(x)‖
= 0.

Με επαγωγή δείχνουµε ότι (φk(x), φm(x)) = 0, k 6= m. Θεωρούµε ότι όλα τα ε-
σωτερικά γινόµενα (φk(x), φj(x)) = 0 για j = 0, 1, . . . , n − 1 και δείχνουµε ότι
(φk(x), φn(x)) = 0.

Πρόταση 13.1: ΄Εστω {φn(x)}∞n=0 µια ακολουθία Ο.Π. στο (a, β) ως προς τη συνάρτη-
ση ϐάρους w(x). Κάθε πολυώνυµο πn(x), ϐαθµού n, µπορεί να γραφεί, µε µοναδικό
τρόπο, ως γραµµικός συνδυασµόςτων πολυωνύµων {φk(x)}nk=0. ∆ηλαδή:

πn(x) =
n∑
k=0

ckφk(x), όπου ck =

(
πn(x), φk(x)

)
‖φk(x)‖2 , k = 0, . . . , n. (13.5)

Απόδειξη. Είναι γνωστό, ότι κάθε πολυώνυµο πn(x) = anx
n + · · · + a0, µπορεί να

γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός πολυωνύµων {σn(x)}∞n=0 µελών µιας ακολουθίας
πολυωνύµων σn(x) = βnx

n + · · · + β0, βn 6= 0. Πράγµατι, το πολυώνυµο πn(x)
γράφεται :

πn(x) = anx
n + · · ·+ a0 = an

[σn(x)

βn
− βn−1

βn
xn−1 − · · · − β0

βn

]
+ · · ·+ a0 =

= an
σn(x)

βn
+
(
an−1 −

anβn−1

βn

)
xn−1 + · · ·+

(
a0 −

anβ0

βn

)
=

= cnσn(x) + πn−1(x).

Συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία, καταλήγουµε:

πn(x) = cnσn(x) + cn−1σn−1(x) + · · ·+ c0σ0(x)⇒

πn(x) =
n∑
k=0

ckσk(x).

Αν η ακολουθία των πολυωνύµων είναι η ακολουθία των Ο.Π. {φn(x)}∞n=0, το πολυώ-
νυµο πn(x) ϑα γράφεται :

πn(x) =
n∑
k=0

ckφk(x). (13.6)

Οι συντελεστές ck στην ισότητα (13.6) υπολογίζονται ως εξής : Παίρνουµε το εσωτερικό
γινόµενο στην (13.6) µε το φm(x),

(
πn(x), φm(x)

)
=

n∑
k=0

ck
(
φk(x), φm(x)

)
, 0 ≤ m ≤ n.

Λόγω ορθογωνιότητας :
(
φk(x), φm(x)

)
= 0 για k 6= m. ΄Αρα:

(
πn(x), φk(x)

)
= ck

(
φk(x), φk(x)

)
⇒ ck =

(
πn(x), φk(x)

)
‖φk(x)‖2 , k = 0, 1, . . . , n.
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Πρόταση 13.2: Η οικογένεια των πολυωνύµων {φn(x)}∞n=0 είναι ορθογώνια στο (a, β)
ως προς τη συνάρτηση ϐάρους w(x), αν και µόνο αν(

φn(x), xk
)

= 0, k = 0, 1, . . . , n− 1. (13.7)

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η οικογένεια των πολυωνύµων {φn(x)}∞n=0 είναι ορθογώνια στο
(a, β) ως προς τη συνάρτηση ϐάρους w(x). Τότε ισχύει :(

φn(x), φm(x)
)

= 0, n 6= m. (13.8)

Χρησιµοποιώντας την ισότητα (13.6) για το πολυώνυµο xk, ϑα έχουµε:

xk =
k∑

m=0

cmφm(x). (13.9)

Για k < n, παίρνουµε στην (13.9) το εσωτερικό γινόµενο µε φn(x):

(
xk, φn(x)

)
=

k∑
m=0

cm
(
φm(x), φn(x)

)
. (13.10)

Αφού m < k και k < n τότε m < n, δηλαδή m 6= n, οπότε λόγω της (13.8), η (13.10)
δίνει την ισότητα (13.7).
΄Εστω ότι ισχύει η ισότητα (13.7). Χρησιµοποιώντας την ισότητα (13.5) για το πολυώ-
νυµο φm(x) και σk(x) = xk:

φm(x) =
m∑
k=0

ckx
k. (13.11)

Παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο στην (13.11) µε φn(x) και έστω m < n, οπότε :

(
φm(x), φn(x)

)
=

m∑
k=0

ck
(
xk, φn(x)

)
. (13.12)

Αφού k < m και m < n τότε k < n, οπότε απ΄ την (13.12), λόγω της (13.7), έχουµε(
φm(x), φn(x)

)
= 0, για m < n. Εργαζόµενοι οµοίως, ϑέτοντας όπου m το n, τότε

παίρνουµε πάλι
(
φn(x), φm(x)

)
= 0 για n < m, και απο αυτές τις δύο ισότητες

πάιρνουµε την (13.8).

Σηµείωση 13.1: Είναι προφανές ότι η ισότητα (13.7) ισχύει και για οποιοδήποτε πο-
λυώνυµο πk(x) ϐαθµού k < n, δηλαδή

(
φn(x), πk(x)

)
= 0, k < n, διότι το πολυώνυµο

πk(x) γράφεται : πk(x) =
k∑
i=0

aix
i και η ισότητα (13.7) ισχύει για κάθε 0 ≤ i ≤ k < n.

Θεώρηµα 13.1: Κάθε οικογένεια Ο.Π. {φn(x)}∞n=0 στο (a, β) ως προς τη συνάρτηση
ϐάρους w(x), ικανοποιεί µια τριών όρων αναδροµική σχέση της µορφής:

xφn(x) = anφn+1(x) + βnφn(x) + γnφn−1(x), n = 0, 1, 2, . . . (13.13)

µε an 6= 0, γ 6= 0 και φ−1(x) = 0.
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Απόδειξη. Το πολυώνυµο xφn(x) είναι ϐαθµού n + 1, εποµένως µπορούµε να το εκ-
ϕράσουµε σαν γραµµικό συνδυασµό των Ο.Π. {φn(x)}∞n=0, χρησιµοποιώντας την Πρό-
ταση 13.1. ∆ηλαδή

xφn(x) =
n+1∑
k=0

ckφk(x), cn+1 6= 0, (13.14)

µε

ck =

(
xφn(x), φk(x)

)
‖φk(x)‖2 . (13.15)

Από τον ορισµό (13.2) του εσωτερικού γινοµένου:(
xφn(x), φk(x)

)
=
(
φn(x), xφk(x)

)
. (13.16)

Αν k + 1 < n από την Πρόταση 13.2,
(
φn(x), xφk(x)

)
= 0 και λόγω της (13.16) ϑα

είναι
(
xφn(x), φk(x)

)
= 0, οπότε από την (13.15) προκύπτει ότι : ck = 0 για k+ 1 < n

ή k < n− 1. Η ισότητα (13.14) τότε γίνεται :

xφn(x) = cn−1φn−1(x) + cnφn(x) + cn+1φn+1(x), µε cn+1 6= 0.

Θέτοντας cn+1 = an 6= 0, cn = βn και cn−1 = γn, προκύπτει η ισότητα (13.13).

Παρατηρούµε, δε, ότι επειδή από την (13.15): an =

(
xφn(x), φn+1(x)

)
‖φn+1(x)‖2 και γn =(

xφn(x), φn−1(x)
)

‖φn−1(x)‖2 , οι συντελεστές της αναδροµικής σχέσης γn και an συνδέονται µέσω

της ισότητας :

γn =
an−1‖φn(x)‖2

‖φn−1(x)‖2 , (13.17)

οπότε αφού an 6= 0 τότε και γn 6= 0.

Σηµείωση 13.2: Αν η οικογένεια των Ο.Π. {φn(x)} είναι ορθοκανονική, δηλαδή
‖φn(x)‖ = 1 τότε η αναδροµική σχέση τριών όρων (13.13) παίρνει, λόγω της (13.17),
τη µορφή:

xφn(x) = anφn+1(x) + βnφn(x) + an−1φn−1(x), n = 0, 1, . . . , an 6= 0, φ−1(x) = 0
(13.18)

΄Αρα, δοθείσης της αναδροµικής σχέσης (13.13) µπορούµε να ϐρούµε σταθερά κα-
νονικοποίησης λn, τέτοια ώστε η οικογένεια {λnφn(x)}∞n=0 = {yn(x)}∞n=0, να είναι
ορθοκανονική, δηλαδή να ικανοποιεί την (13.18). Πράγµατι, η (13.13) γίνεται :

x
yn(x)

λn
= an

yn+1(x)

λn+1

+ βn
yn(x)

λn
+ γn

yn−1(x)

λn−1

⇒

xyn(x) = an
λn
λn+1

yn+1(x) + βnyn(x) + γn
λn
λn−1

yn−1(x).

Αφού η {yn(x)} είναι ορθοκανονική ϑα πρέπει :

an−1
λn−1

λn
= γn

λn
λn−1

⇒ an−1λ
2
n−1 = γnλ

2
n ⇒ λ2

n =
an−1

γn
λ2
n−1. (13.19)
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Εφαρµόζοντας αναδροµικά την (13.19) για n−1, n−2, . . . , καταλήγουµε σε µια σχέση
της µορφής: λ2

n =
an−1

γn

an−2

γn−1

. . .
a0

γ0

λ2
0, απ΄ όπου υπολογίζουµε το λn, λαµβάνοντας υπ΄

όψιν µας ότι : ‖yn(x)‖2 = 1 ⇒ ‖λnφn(x)‖2 = 1 ⇒ λ2
n‖φn(x)‖2 = 1, n = 0, 1, 2, . . . .

΄Αρα: λ2
0 =

1

‖φ0(x)‖2 .

Σηµείωση 13.3: Το αντίστροφο του Θεωρήµατος 13.1 είναι το λεγόµενο ϑεώρηµα του
Favard:
Κάθε ακολουθία πολυωνύµων {φn(x)}∞n=0 που ικανοποιεί µια αναδροµική σχέση της
µορφής (13.13) είναι ορθογώνια ως προς µια συνάρτηση κατανοµής µ(x), (αν ϑεωρή-
σουµε αντί για το ολοκλήρωµα Riemann το ολοκλήρωµα ως προς ένα µέτρο Lebesgue-
Stieltjes), µε διάστηµα ολοκλήρωσης το ελάχιστο [a, β] που περιέχει το στήριγµα του
µ. ΄Οµως δεν υπάρχει γενική µέθοδος για την εύρεση της µ(x) και του αντίστοιχου
διαστήµατος [a, β].

14 Ρίζες ορθογωνίων πολυωνύµων

Θεώρηµα 14.1: (τύπος Darboux-Christoffel) ΄Εστω {φn(x)}∞n=0 µια ακολουθία Ο.Π.

στο (a, β) ως προς τη συνάρτηση ϐάρους w(x), και Kn(x, y) =
n∑
k=0

φk(x)φk(y)

‖φk(x)‖2 .

Να δειχθεί ότι

(i) Kn(x, y) =
an

‖φn(x)‖2

[φn(y)φn+1(x)− φn(x)φn+1(y)]

x− y
(14.1)

και
(ii) Kn(x, x) =

an

‖φn(x)‖2 [φn(x)φ′n+1(x)− φ′n(x)φn+1(x)]. (14.2)

Απόδειξη. (i) Εφ΄ όσον η ακολουθία {φn(x)} είναι ορθογώνια, ϑα ισχύει η τριών όρων
αναδροµική σχέση (13.13), την οποία γράφουµε για x και y, δηλαδή:

xφk(x) = akφk+1(x) + βkφk(x) + γkφk−1(x) (14.3)

και
yφk(y) = akφk+1(y) + βkφk(y) + γkφk−1(y). (14.4)

Πολλαπλασιάζουµε την (14.3) µε φk(y), την (14.4) µε φk(x) και αφαιρούµε κατά µέλη,
οπότε :

xφk(x)φk(y) = akφk+1(x)φk(y) + βkφk(x)φk(y) + γkφk−1(x)φk(y)

yφk(y)φk(x) = akφk+1(y)φk(x) + βkφk(y)φk(x) + γkφk−1(y)φk(x)

(x− y)φk(x)φk(y) = ak[φk+1(x)φk(y)− φk+1(y)φk(x)] + γk[φk−1(x)φk(y)− φk−1(y)φk(x)].
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και χρησιµοποιώντας την (13.17) καταλήγουµε:

(x− y)φk(x)φk(y) = ak[φk+1(x)φk(y)− φk+1(y)φk(x)]

+
ak−1‖φk(x)‖2

‖φk−1(x)‖2

[
φk−1(x)φk(y)− φk−1(y)φk(x)

]
⇒

φk(x)φk(y)

‖φk(x)‖2 =
1

x− y

[
ak

‖φk(x)‖2

[
φk+1(x)φk(y)− φk+1(y)φk(x)

]
+

ak−1

‖φk−1(x)‖2

[
φk−1(x)φk(y)− φk−1(y)φk(x)

]]
. (14.5)

Θέτουµε
ak

‖φk(x)‖2

[
φk+1(x)φk(y)− φk+1(y)φk(x)

]
= Ak+1(x, y), (14.6)

οπότε αθροίζοντας ως προς k από 0 έως n, η (14.5), λόγω της (14.6), δίνει την ισότητα:
n∑
k=0

φk(x)φk(y)

‖φk(x)‖2 =
1

x− y

n∑
k=0

[Ak+1(x, y)−Ak(x, y)] =
1

x− y
[
An+1(x, y)−A0(x, y)

]
=
An+1(x, y)

x− y
,

διότι A0(x, y) = 0, αφού φ−1(x) = 0 = φ−1(y).

΄Αρα: Kn(x, y) =
an

‖φn(x)‖2

[φn(y)φn+1(x)− φn(x)φn+1(y)]

x− y
, που είναι η αποδεικτέα.

(ii) Η ισότητα (14.2) αποδεικνύεται από την (14.1) παίρνοντας το όριο του y → x και
εφαρµόζοντας τον κανόνα του L’ Hopitâl. Πράγµατι :

Kn(x, x) =
an

‖φn(x)‖2 limy→x

[φ′n(y)φn+1(x)− φn(x)φ′n+1(y)]

(−1)

=
an

‖φn(x)‖2 [φn(x)φ′n+1(x)− φ′n(x)φn+1(x)].

Θεώρηµα 14.2: ΄Ολες οι ϱίζες xj των Ο.Π. {φn(x)}∞n=0, στο διάστηµα (a, β) ως προς τη
συνάρτηση ϐάρους w(x), είναι πραγµατικές, απλές και ϐρίσκονται µέσα στο διάστηµα
(a, β).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το πολυώνυµο φn(x) έχει µια ϱίζα µιγαδική x = x1 + ix2, τότε ϑα
γράφεται : φn(x) = (x− x1 − ix2)qn−1(x), όπου qn−1(x) µη µηδενικό πολυώνυµο του
x ϐαθµού n− 1. Παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο της ισότητας µε qn−1(x), τότε :(
φn(x), qn−1(x)

)
=
(
(x − x1 − ix2)qn−1(x), qn−1(x)

)
, όµως λόγω της ορθογωνιότητας

των πολυωνύµων φn(x),
(
φn(x), qn−1(x)

)
= 0, οπότε :(

(x− x1 − ix2)qn−1(x), qn−1(x)
)

= 0⇒(
(x− x1)qn−1(x), qn−1(x)

)
− ix2

(
qn−1(x), qn−1(x)

)
= 0. (14.7)

Απ΄ την (14.7) προκύπτει ότι : x2 = 0, αφού qn−1(x) 6= 0, δηλαδή η ϱίζα είναι πραγ-

µατική και
(
(x− x1)qn−1(x), qn−1(x)

)
= 0⇒

∫ β

a

(x− x1)q2
n−1(x)w(x)dx = 0. ∆ηλαδή
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a < x < β ⇒ x ∈ (a, β).
Αν η ϱίζα x1 είναι διπλή, τότε το πολυώνυµο φn(x) ϑα γράφεται :
φn(x) = (x−x1)2qn−2(x), όπου qn−2(x) µη µηδενικό πολυώνυµο ϐαθµού n−2. Οπότε
παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο της ισότητας µε qn−2(x), έχουµε:(
φn(x), qn−2(x)

)
=
(
(x − x1)2qn−2(x), qn−2(x)

)
και λόγω της ορθογωνιότητας των πο-

λυωνύµων φn(x):
(
(x− x1)2qn−2(x), qn−2(x)

)
= 0, άτοπο, διότι το εσωτερικό γινόµενο

είναι :
∫ β

a

(x− x1)2q2
n−2(x)w(x)dx, που είναι διάφορο από το µηδέν.

Πρόταση 14.1: Οι ϱίζες των Ο.Π. φn(x) και φn+1(x) εναλλάσονται στο διάστηµα
(a, β).

Απόδειξη. Κατ΄ αρχήν τα πολυώνυµα φn(x) και φn+1(x) δεν µπορεί να έχουν κοινή ϱί-
Ϲα, διότι αν είχαν, έστω την xj, τότε από την αναδροµική σχέση τριών όρων (13.13) η xj
ϑα ήταν ϱίζα και του φn−1(x) και επαναλαµβάνοντας διαδοχικά την αναδροµική σχέση
για n− 1, n− 2, . . . , ϑα καταλήγαµε ότι η xj είναι ϱίζα των φi(x), i = 1, . . . , n− 1 και
του φ0(x), πράγµα άτοπο, διότι το φ0(x) είναι µια σταθερά µη µηδενική. ΄Εστω τώρα
ότι xj, xj+1 είναι δύο διαδοχικές ϱίζες του πολυωνύµου φn+1(x). Τότε από τον τύπο
(14.2) έχουµε για x = xj και x = xj+1: Kn(xj, xj) =

an

‖φn(xj)‖2 [φn(xj)φ
′
n+1(xj)] ≥ 0

και Kn(xj+1, xj+1) =
an

‖φn(xj+1)‖2 [φn(xj+1)φ′n+1(xj+1)] ≥ 0. Εφ΄ όσον οι xj, xj+1 είναι

διαδοχικές ϱίζες του φn+1(x), οι συναρτήσεις φ′n+1(xj) και φ′n+1(xj+1) έχουν αντίθετα
πρόσηµα, άρα και οι συνεχείς συναρτήσεις φn(xj) και φn(xj+1) έχουν αντίθετα πρό-
σηµα, άρα η φn(x) µηδενίζεται τουλάχιστον µια ϕορά στο διάστηµα [xj, xj+1]. ΄Οµοια
αποδεικνύεται ότι και η φn+1(x) µηδενίζεται τουλάχιστον µια ϕορά µεταξύ δύο διαδο-
χικών ϱιζών της φn(x), οπότε έπεται ότι µεταξύ δύο ϱιζών του φn+1(x) υπάρχει ακριβώς
µία ϱίζα του φn(x).

Σηµείωση 14.1: Αν εφαρµόσουµε την αναδροµική σχέση (13.13) για n = 0, 1, . . . , N−
1, τότε παίρνουµε:

xφ0(x) = a0φ1(x) + β0φ0(x)

xφ1(x) = a1φ2(x) + β1φ1(x) + γ1φ0(x)

xφ2(x) = a2φ3(x) + β2φ2(x) + γ2φ1(x)

...
xφN−1(x) = aN−1φN(x) + βN−1φN−1(x) + γN−1φN−2(x).

Αν ϑέσουµε Φ(x) =


φ0(x)
φ1(x)

...
φN−1(x)

, J =


β0 a0

γ1 β1 a1

γ2 β2 a2

. . .
γN−2 βN−1

,
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F (x) =

 0
...

aN−1φN(x)

, τότε οι ανωτέρω σχέσεις µπορούν να γραφούν ως εξής :

xΦ(x) = JΦ(x) + F (x). (14.8)

Αν xi είναι ϱίζες του φN(x), δηλαδή φN(xi) = 0, τότε F (xi) = 0 και η (14.8) µας
δίνει : xiΦ(xi) = JΦ(xi), δηλαδή οι xi είναι ιδιοτιµές του τριδιαγώνιου πίνακα J (άρα

πραγµατικές) µε αντίστοιχο ιδιοστοιχείο το Φ(xi) =

 φ0(xi)
...

φN−1(xi)

.
Αντίστροφα, αν xiΦ(xi) = JΦ(xi), τότε η (14.8) µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι
F (xi) = 0⇒ φN(xi) = 0, δηλαδή οι ιδιοτιµές του πίνακα J είναι ϱίζες του πολυωνύ-
µου φN(x).

15 Τύπος Rodrigues για τα Ο.Π.

Θεώρηµα 15.1: ΄Εστω G(x) µια συνεχής συνάρτηση για x ∈ (a, β), η οποία είναι
2n+ 1 ϕορές παραγωγίσιµη και ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες

G(a) = G′(a) = · · · = G(n−1)(a) = 0

G(β) = G′(β) = · · · = G(n−1)(β) = 0. (15.1)

Επίσης, η ρ(x) είναι µια απείρως διαφορίσιµη συνάρτηση ϐάρους στο διάστηµα (a, β).
Τότε τα πολυώνυµα

φn(x) =
cn
ρ(x)

dnG(x)

dxn
, cn = σταθερά (15.2)

σχηµατίζουν µια ακολουθία Ο.Π. ως προς τη συνάρτηση ϐάρους ρ(x) στο διάστηµα
(a, β). Ο δε τύπος (15.2) λέγεται τύπος του Rodrigues για τα Ο.Π..

Απόδειξη. Για να δείξουµε ότι τα φn(x), όπως ορίζονται από την (15.2), σχηµατίζουν
µια οικογένεια Ο.Π., ϑα χρησιµοποιήσουµε τον ισοδύναµο ορισµό της ορθογωνιότη-

τας. Οπότε, αρκεί να δείξουµε ότι
∫ β

a

ρ(x)φn(x)xmdx = 0, m ≤ n− 1.

Αντικαθιστούµε στο ολοκλήρωµα το φn(x) από την (15.1) και εφαρµόζουµε την κατά
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παράγοντες ολοκλήρωση:∫ β

a

ρ(x)φn(x)xmdx = cn

∫ β

a

xm
dn

dxn
[G(x)]dx = cn

dn−1G(x)

dxn−1
xm
∣∣∣β
x=a
− cn

∫ β

a

mxm−1d
n−1G(x)

dxn−1
dx

(15.1)
= −cnm

∫ β

a

xm−1d
n−1G(x)

dxn−1
dx

= −cnm
dn−2G(x)

dxn−2
xm−1

∣∣∣β
x=a

+ cnm(m− 1)

∫ β

a

xm−2d
n−2G(x)

dxn−2
dx

(15.1)
= cnm(m− 1)

∫ β

a

xm−2d
n−2G(x)

dxn−2
dx = . . .

= cn(−1)nm!G(x)
∣∣∣β
x=a

(15.1)
= 0,

πράγµα που ϑέλαµε να δείξουµε.

Σηµείωση 15.1: 1) ΄Εστω f(x) µια συνεχής συνάρτση για x ∈ (a, β) µε συνεχείς
µερικές παραγώγους έως τουλάχιστον τάξης n και φn(x) µια οικογένεια Ο.Π. στο

διάστηµα (a, β) ως προς τη συνάρτηση ϐάρους ρ(x). Αν f(x) =
∞∑
n=0

anφn(x), τότε

για να υπολογίσουµε τους συντελεστές an, χρησιµοποιώντας ανάλογη ισότητα µε την
(13.5), ϑα πρέπει να υπολογίσουµε το εσωτερικό γινόµενο

(
f(x), φn(x)

)
. ΄Ετσι :

(
f(x), φn(x)

)
=

∫ β

a

ρ(x)f(x)φn(x)dx
(15.2)
= cn

∫ β

a

f(x)
dn

dxn
[G(x)]dx

= cnf(x)
dn−1G(x)

dxn−1

∣∣∣β
x=a
− cn

∫ β

a

f ′(x)
dn−1G(x)

dxn−1
dx

(15.1)
= −cnf ′(x)

dn−2G(x)

dxn−2

∣∣∣β
x=a

+ cn

∫ β

a

f ′′(x)
dn−2G(x)

dxn−2
dx = . . .

= (−1)ncn

∫ β

a

f (n)(x)G(x)dx. (15.3)

΄Αρα δοθείσης της συνάρτησης G(x), γνωρίζουµε το
(
f(x), φn(x)

)
, εποµένως απ΄ τον

τύπο (13.5) και τους συντελεστές an.

2) Αν f(x) = φm(x), m < n, τότε απ΄ την (15.3) προκύπτει :(
φm(x), φn(x)

)
= (−1)n

∫ β

a

φ(n)
m (x)G(x)dx = 0. Οµοίως, εναλλάσσοντας τη ϑέση των

m και n, για n < m:
(
φn(x), φm(x)

)
= (−1)m

∫ β

a

φ(m)
n (x)G(x)dx = 0. ΄Αρα αποδει-

κνύεται η ορθογωνιότητα των φn(x).

Αν f(x) = φn(x) τότε : d2
n = ‖φn(x)‖2 =

(
φn(x), φn(x)

)
= (−1)ncn

∫ β

a

φ(n)
n (x)G(x)dx.
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16 Γεννήτριες συναρτήσεις Ο.Π.

Η γεννήτρια συνάρτηση των Ο.Π. είναι µια συνάρτηση δύο µεταβλητών Φ(x, t), η
οποία µπορεί να αναπτυχθεί σε δυναµοσειρά ως προς t, για |t| αρκετά µικρό και οι
συντελεστές της σειράς είναι η ακολουθία των Ο.Π.. ∆ηλαδή:

Φ(x, t) =
∞∑
n=0

φn(x)tn. (16.1)

Η γεννήτρια συνάρτηση µιας ακολουθίας Ο.Π. µπορεί να ϐρεθεί µε διάφορους τρό-
πους. ΄Ενας, εξ αυτών, είναι η χρησιµοποίηση της αναδροµικής σχέσης τριών όρων,
που ικανοποιούν τα Ο.Π., µε την παρακάτω διαδικασία :
Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της αναδροµικής σχέσης µε tn και αθροίζουµε ως
προς n, κάθε όρο, για n από το µηδέν έως το άπειρο. Αλλάζοντας την αρίθµηση στα
αθροίσµατα, δηµιουργούµε την Φ(x, t) χρησιµοποιώντας την (16.1), και την µερική
παράγωγο αυτής

∂Φ(x, t)

∂t
=
∞∑
n=0

nφn(x)tn−1 (16.2)

και καταλήγουµε σε µία Μ.∆.Ε. 1ης τάξης ως προς Φ(x, t), την οποία λύνουµε χρησι-
µοποιώντας το γεγονός ότι : φ0(x) = 1, υπολογίζουµε τη γεννήτρια συνάρτηση Φ(x, t).
Επίσης, από τη γεννήτρια συνάρτηση των Ο.Π. µπορούµε να ϐρούµε την τριών όρων
αναδροµική σχέση, την οποία ικανοποιούν τα Ο.Π., καθώς, επίσης, και αναδροµικές
σχέσεις που συνδέουν την παράγωγο ως προς x Ο.Π. µε τα ίδια ή και µε µεγαλύτερου
ή µικρότερου ϐαθµού Ο.Π. ίδιας οικογένειας. Για την πρώτη περίπτωση, την εύρεση
της αναδροµικής σχέσης τριών όρων, παραγωγίζουµε τη γεννήτρια συνάρτηση ως προς
t και δηµιουργούµε ισότητα αθροισµάτων. Αλλάζουµε την αρίθµηση για να δηµιουρ-
γήσουµε σε όλα τα αθροίσµατα tn και εξισώνουµε τους συντελεστές. Για τη δεύτερη
περίπτωση, παραγωγίζουµε τη γεννήτρια συνάρτηση ως προς x, και ακολουθούµε ίδια
διαδικασία, όπως προηγούµενα.
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Ενότητα 11

17 Εφαρµογές

17.1 Πολυώνυµα Legendre

΄Ασκηση 1. ∆οθέντος ότι ο τύπος του Rodrigues για τα πολυώνυµα Legendre είναι

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (17.1)

να δειχθεί ότι :

i)

∫ 1

−1

f(x)Pn(x)dx =
(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

(x2 − 1)nf (n)(x)dx, (17.2)

όπου f(x) είναι µια συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε και οι παράγωγοί της µέχρι n
τάξη να είναι συνεχείς στο [−1, 1] και

ii) d2
n =

∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

2

2n+ 1
. (17.3)

Λύση: i) ΄Εχουµε:∫ 1

−1

f(x)Pn(x)dx =

∫ 1

−1

f(x)
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)ndx

=
1

2nn!

{ dn−1

dxn−1
(x2 − 1)nf(x)

∣∣∣1
x=−1

−
∫ 1

−1

f ′(x)
dn−1

dxn−1
(x2 − 1)ndx

}
= −

∫ 1

−1

f ′(x)
dn−1

dxn−1
(x2 − 1)ndx

= − 1

2nn!

{ dn−2

dxn−2
(x2 − 1)nf ′(x)

∣∣∣1
x=−1

−
∫ 1

−1

f ′′(x)
dn−2

dxn−2
(x2 − 1)ndx

}
=

(−1)2

2nn!

∫ 1

−1

f ′′(x)
dn−2

dxn−2
(x2 − 1)ndx = . . .

=
(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

f (n)(x)(x2 − 1)ndx.

ii) Θέτουµε στην ισότητα (17.2) f(x) = Pn(x), οπότε :

d2
n =

∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

dn

dxn
Pn(x)(x2 − 1)ndx. (17.4)

΄Οµως, απ΄ τον τύπο (17.1) παραγωγίζοντας ως προς x, προκύπτει :

dnPn(x)

dxn
=

1

2nn!

d2n

dx2n
(x2 − 1)n =

(2n)!

2nn!
. (17.5)
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