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Ενότητα 9

12 Ανάπτυξη συναρτήσεων σε σειρές Fourier-Bessel

Θεώρηµα 12.1: Οι συναρτήσεις Jν(ρνnx), όπου ρνn, n = 1, 2, . . . είναι οι ϑετικές
ϱίζες της συνάρτησης Jν(x) ή της J ′ν(x), είναι ορθογώνιες για 0 < x < 1, ως προς τη
συνάρτηση ϐάρους x.

Απόδειξη. Θεωρούµε τα ολοκληρώµατα Lommel για γ = 1, α = jνn και β = jνm, όπου
jνn, jνm, n,m = 1, 2, . . . είναι ϑετικές ϱίζες της συνάρτησης Bessel Jν(x), δηλαδή
Jν(jνn) = Jν(jνm) = 0. ΄Ετσι, αν n 6= m, τότε : jνn 6= jνm και το πρώτο ολοκλήρωµα
του Lommel µας δίνει :

(j2
νn − j2

νm)

∫ 1

0

xJν(jνnx)Jν(jνmx)dx = jνnJ
′
ν(jνn)Jν(jνm)− jνmJ ′ν(jνm)Jν(jνn).

΄Αρα: ∫ 1

0

xJν(jνnx)Jν(jνmx)dx = 0. (12.1)

Αν n = m, τότε : jνn = jνm και το δεύτερο ολοκλήρωµα του Lommel µας δίνει :

2j2
νn

∫ 1

0

xJ2
ν (jνnx)dx = j2

νn[J ′ν(jνn)]2 + (j2
νn − ν2)J2

ν (jνn)

ή ∫ 1

0

xJ2
ν (jνnx)dx =

[J ′ν(jνn)]2

2
. (12.2)

Από τις ισότητες (12.1) και (12.2) µπορούµε να συµπεράνουµε ότι οι συναρτήσεις
Jν(jνnx), n = 1, 2, . . . είναι ορθογώνιες για 0 < x < 1, ως προς τη συνάρτηση ϐάρους
x.
Οµοίως, αν στα ολοκληρώµατα του Lommel, ϑέσουµε γ = 1, α = j′νn και β = j′νm,
όπου j′νn, j′νm, n,m = 1, 2, . . . είναι ϑετικές ϱίζες της παραγώγου Bessel J ′ν(x), δηλαδή
J ′ν(jνn) = J ′ν(jνm) = 0, τότε προκύπτουν ανάλογα:∫ 1

0

xJν(j
′
νnx)Jν(j

′
νmx)dx = 0, n 6= m (12.3)

και ∫ 1

0

xJ2
ν (j′νnx)dx =

[(j′νn)2 − ν2]

2(j′νn)2
J2
ν (j′νn). (12.4)

Από τις (12.3) και (12.4) συµπεραίνουµε ότι οι συναρτήσεις Jν(j′νnx), n = 1, 2, . . .
είναι ορθογώνιες για 0 < x < 1, ως προς τη συνάρτηση ϐάρους x.

Αποδεικνύεται ότι οι συναρτήσεις Jν(ρνnx), όπου ρνn, n = 1, 2, . . . είναι οι ϑετικές
ϱίζες της Jν(x) ή J ′ν(x), αποτελούν πλήρες ορθοκανονικό σύστηµα, άρα µπορούµε να
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αναπτύξουµε µια συνάρτηση f(x) συνεχή (ή κατά τµήµατα συνεχή) σε σειρά µε όρους
τις συναρτήσεις Jν(ρνnx), n = 1, 2, . . . , δηλαδή

f(x) =
∞∑
κ=1

aκJν(ρνκx) (12.5)

και η σειρά αυτή ονοµάζεται σειρά Fourier-Bessel.
Για να υπολογίσουµε τους συντελεστές aκ της σειράς εργαζόµαστε ως εξής : πολλα-
πλασιάζουµε και τα δύο µέλη της (12.5) µε Jν(ρνnx) και ολοκληρώνουµε όρο προς
όρο από x = 0 έως 1. ∆ηλαδή∫ 1

0

xf(x)Jν(ρνnx)dx =
∞∑
κ=1

aκ

∫ 1

0

xJν(ρνκx)Jν(ρνnx)dx. (12.6)

Λόγω της ορθογωνιότητας των συναρτήσεων Jν(ρνnx), από την (12.6) όλοι οι όροι του
δεξιού µέλους αυτής µηδενίζονται εκτός απ΄ την περίπτωση κ = n, οπότε έχουµε:∫ 1

0

xf(x)Jν(ρνnx)dx = an

∫ 1

0

xJ2
ν (ρνnx)dx

(12.2)
=⇒

an =

∫ 1

0
xf(x)Jν(ρνnx)dx∫ 1

0
xJ2

ν (ρνnx)dx
, n ≥ 1.

Θεώρηµα 12.2: ΄Εστω ότι οι συναρτήσεις f(x) καιf ′(x) είναι συνεχείς ή κατά τµήµατα

συνεχείς για x ∈ (0, 1). Τότε η σειρά
∞∑
n=1

anJν(ρνnx), όπου ρνn, n = 1, 2, . . . είναι οι

ϑετικές ϱίζες της Jν(x) ή J ′ν(x), συγκλίνει στην f(x0) αν το x0 είναι σηµείο συνέχειας

ή στο
1

2

[
lim
x→x−0

f(x) + lim
x→x+0

f(x)
]

αν το x0 είναι σηµείο ασυνέχειας. Τη σύγκλιση της

σειράς για τα σηµεία x0 = 0 ή x0 = 1, την εξετάζουµε ξεχωριστά.
Επίσης, ισχύει για τη σειρά Fourier-Bessel η ταυτότητα του Parseval:∫ 1

0

x[f(x)]2dx =
∞∑
n=1

dna
2
n,

όπου an =

∫ 1

0
xf(x)Jn(ρνnx)dx∫ 1

0
xJ2

ν (ρνnx)dx
και dn =

∫ 1

0

xJ2
ν (ρνnx)dx.
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =


1, 0 < x < 1,
1
2
, x = 1,

0, 1 < x < 2.
Να δειχθεί ότι :

f(x) =
1

2

∞∑
κ=1

J1(rκ)

rκJ2
1 (2rκ)

J0(rκx), 0 < x < 2

όπου rκ οι ϱίζες της J0(2x).

Λύση:

f(x) =
∞∑
κ=1

aκJ0(rκx).

Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία σχέση µε xJ0(rmx) και ολοκληρώνουµε ως προς x
από 0 εως 2:∫ 2

0

xf(x)J0(rmx)dx =
∞∑
κ=1

aκ

∫ 2

0

xJ0(rκx)J0(rmx)dx
ορθ.
=⇒ aκ =

∫ 2

0
xf(x)J0(rκx)dx∫ 2

0
xJ2

0 (rκx)dx
.

Από το ϐ΄ ολοκλήρωµα Lommel για γ = 2, α = rκ και n = 0, έχουµε:∫ 2

0

xJ2
0 (rκx)dx =

r2
κ4[J ′0(2rκ)]

2 + (4r2
κ − 0)J2

0 (2rκ)

2r2
κ

= 2[J ′0(2rκ)]
2 = 2J2

1 (2rκ).

Επιπλέον,∫ 2

0

xf(x)J0(rκx)dx =

∫ 1

0

x · 1 · J0(rκx)dx+

∫ 2

1

x · 0 · J0(rκx)dx =

∫ 1

0

xJ0(rκx)dx.

Στο τελευταίο ολοκλήρωµα ϑέτουµε rκx = u, dx =
du

rκ
, για x = 0 το u = 0 και για

x = 1 το u = rκ. Οπότε το ολοκλήρωµα γίνεται :
1

r2
κ

∫ rκ

0

uJ0(u)du =
1

r2
κ

∫ rκ

0

d

du
{uJ1(u)}du =

1

r2
κ

uJ1(u)
∣∣∣rκ
u=0

=
1

rκ
J1(rκ).

΄Αρα:

aκ =
1
rκ
J1(rκ)

2J2
1 (2rκ)

=
J1(rκ)

2rκJ2
1 (2rκ)

.

Τελικά:

f(x) =
1

2

∞∑
κ=1

J1(rκ)

rκJ2
1 (2rκ)

J0(rκx).

΄Ασκηση 2. ΄Εστω rκ, κ = 1, 2, . . . οι ϑετικές ϱίζες της J0(x). ∆είξτε ότι για 0 ≤ x ≤ 1
έχουµε:

i)
x

4
=
∞∑
κ=1

1

r2
κJ1(rκ)

J1(rκx).

ii) ∆είξτε ότι η ταυτότητα του Parseval της σειράς του ερωτήµατος i) είναι :
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1

64
=
∞∑
κ=1

r2
κ[J
′
1(rκ)]

2 + (r2
κ − 1)J2

1 (rκ)

2r6
κJ

2
1 (rκ)

.

Λύση: i)

x =
∞∑
κ=1

aκJ1(rκx).

Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία σχέση µε xJ1(rmx) και ολοκληρώνουµε ως προς x
από 0 εως 1:∫ 1

0

x2J1(rmx)dx =
∞∑
κ=1

aκ

∫ 1

0

xJ1(rκx)J1(rmx)dx
ορθ.
=⇒ aκ =

∫ 1

0
x2J1(rκx)dx∫ 1

0
xJ2

1 (rκx)dx
.

Από το ϐ΄ ολοκλήρωµα Lommel για γ = 1, α = rκ και n = 1, έχουµε:∫ 1

0

xJ2
1 (rκx)dx =

r2
κ[J
′
1(rκ)]

2 + (r2
κ − 1)J2

1 (rκ)

2r2
κ

.

Επιπλέον, για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα
∫ 1

0

x2J1(rκx)dx, ϑέτουµε rκx = u,

dx =
du

rκ
, για x = 0 το u = 0 και για x = 1 το u = rκ, οπότε αυτό γίνεται :

1

r3
κ

∫ rκ

0

uJ1(u)du =
1

r3
κ

∫ rκ

0

d

du
{u2J2(u)}du =

1

r3
κ

u2J2(u)
∣∣∣rκ
u=0

=
1

rκ
J2(rκ).

Εκ της σχέσεως : 2J ′1(rκ) = J0(rκ)− J2(rκ)⇒ 2J ′1(rκ) = −J2(rκ)

⇒ 4[J ′1(rκ)]
2 = J2

2 (rκ).

Εποµένως,
∫ 1

0

xJ2
1 (rκx)dx =

r2κ
4
J2

2 (rκ) + (r2
κ − 1)J2

1 (rκ)

2r2
κ

.

Επιπλέον, J0(rκ) + J2(rκ) =
2

rκ
J1(rκ)⇒ J1(rκ) =

rκ
2
J2(rκ), οπότε :∫ 1

0

xJ2
1 (rκx)dx =

r2κ
4
J2

2 (rκ) + (r2
κ − 1) r

2
κ

4
J2

2 (rκ)

2r2
κ

=
r2
κ

8
J2

2 (rκ).

΄Αρα:

aκ =
1
rκ
J2(rκ)

r2κ
8
J2

2 (rκ)
=

8

r3
κJ2(rκ)

=
4

r2
κJ1(rκ)

.

Τελικά:

x = 4
∞∑
κ=1

1

r2
κJ1(rκ)

J1(rκx).
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ii) Για την ταυτότητα του Parseval της σειράς του ερωτήµατος i) έχουµε:∫ 1

0

x3

16
dx =

∞∑
κ=1

1

r4
κJ

2
1 (rκ)

∫ 1

0

xJ2
1 (rκx)dx⇒ 1

64
=
∞∑
κ=1

1

r4
κJ

2
1 (rκ)

∫ 1

0

xJ2
1 (rκx)dx

⇒ 1

64
=
∞∑
κ=1

1

r4
κJ

2
1 (rκ)

r2
κ[J
′
1(rκ)]

2 + (r2
κ − 1)J2

1 (rκ)

2r2
κ

⇒ 1

64
=
∞∑
κ=1

r2
κ[J
′
1(rκ)]

2 + (r2
κ − 1)J2

1 (rκ)

2r6
κJ

2
1 (rκ)

.

΄Ασκηση 3. Αναπτύξτε τη σειρά f(x) = 1, 0 < x < 1 σε σειρά συναρτήσεων Bessel
J0(rκx) όπου rκ, κ = 1, 2, . . . οι ϑετικές ϱίζες της xJ ′0(x) + J0(x) = 0.

Λύση:

1 =
∞∑
κ=1

aκJ0(rκx).

Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία σχέση µε xJ0(rmx) και ολοκληρώνουµε ως προς x
από 0 εως 1:∫ 1

0

xJ0(rmx)dx =
∞∑
κ=1

aκ

∫ 1

0

xJ0(rκx)J0(rmx)dx
ορθ.
=⇒ aκ =

∫ 1

0
xJ0(rκx)dx∫ 1

0
xJ2

0 (rκx)dx
.

Από το ϐ΄ ολοκλήρωµα Lommel για γ = 1, α = rκ και n = 0, έχουµε:∫ 1

0

xJ2
0 (rκx)dx =

r2
κ[J
′
0(rκ)]

2 + (r2
κ − 0)J2

0 (rκ)

2r2
κ

=
r2
κ[J
′
0(rκ)]

2 + r2
κJ

2
0 (rκ)

2r2
κ

.

Επειδή rκ είναι ϱίζα της xJ ′0(x) + J0(x) = 0, έχουµε: rκJ ′0(rκ) = −J0(rκ). Αντικαθι-
στώντας στο τελευταίο ολοκλήρωµα, παίρνουµε:∫ 1

0

xJ2
0 (rκx)dx =

[−J0(rκ)]
2 + r2

κJ
2
0 (rκ)

2r2
κ

=
(r2
κ + 1)J2

0 (rκ)

2r2
κ

.

Επιπλέον, για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα
∫ 1

0

xJ0(rκx)dx, ϑέτουµε rκx = u,

dx =
du

rκ
, για x = 0 το u = 0 και για x = 1 το u = rκ, οπότε αυτό γίνεται :

1

r2
κ

∫ rκ

0

uJ0(u)du =
1

r2
κ

∫ rκ

0

d

du
{uJ1(u)}du =

1

r2
κ

uJ1(u)
∣∣∣rκ
u=0

=
1

rκ
J1(rκ).

΄Αρα:

aκ =
1
rκ
J1(rκ)

(r2κ+1)J2
0 (rκ)

2r2κ

=
2rκJ1(rκ)

(r2
κ + 1)J2

0 (rκ)
.

Τελικά:

1 = 2
∞∑
κ=1

rκJ1(rκ)

(r2
κ + 1)J2

0 (rκ)
J0(rκx).
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΄Ασκηση 4. ∆είξτε ότι για 0 ≤ x ≤ 1 ισχύει :

x

2
=
∞∑
κ=1

rκJ2(rκ)

(r2
κ − 1)J2

1 (rκ)
J1(rκx),

όπου rκ, κ = 1, 2, . . . οι ϑετικές ϱίζες της J ′1(x) = 0.

Λύση:

x =
∞∑
κ=1

aκJ1(rκx).

Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία σχέση µε xJ1(rmx) και ολοκληρώνουµε ως προς x
από 0 εως 1:∫ 1

0

x2J1(rmx)dx =
∞∑
κ=1

aκ

∫ 1

0

xJ1(rκx)J1(rmx)dx
ορθ.
=⇒ aκ =

∫ 1

0
x2J1(rκx)dx∫ 1

0
xJ2

1 (rκx)dx
.

Από το ϐ΄ ολοκλήρωµα Lommel για γ = 1, α = rκ και n = 1, έχουµε:∫ 1

0

xJ2
1 (rκx)dx =

r2
κ[J
′
1(rκ)]

2 + (r2
κ − 1)J2

1 (rκ)

2r2
κ

=
(r2
κ − 1)J2

1 (rκ)

2r2
κ

.

Επιπλέον, για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα
∫ 1

0

x2J1(rκx)dx, ϑέτουµε rκx = u,

dx =
du

rκ
, για x = 0 το u = 0 και για x = 1 το u = rκ, οπότε αυτό γίνεται :

1

r3
κ

∫ rκ

0

uJ1(u)du =
1

r3
κ

∫ rκ

0

d

du
{u2J2(u)}du =

1

r3
κ

u2J2(u)
∣∣∣rκ
u=0

=
1

rκ
J2(rκ).

΄Αρα:

aκ =
1
rκ
J2(rκ)

(r2κ−1)J2
1 (rκ)

2r2κ

=
2rκJ2(rκ)

(r2
κ − 1)J2

1 (rκ)
.

Τελικά:

x = 2
∞∑
κ=1

rκJ2(rκ)

(r2
κ − 1)J2

1 (rκ)
J1(rκx).

΄Ασκηση 5. i) ∆είξτε ότι για 0 < x ≤ 1:

lnx = −2
∞∑
κ=1

1

r2
κJ

2
1 (rκ)

J0(rκx),

όπου rκ, κ = 1, 2, . . . οι ϑετικές ϱίζες της J0(x) = 0.
ii) Χρησιµοποιείστε την ταυτότητα του Parseval για να δείξετε ότι

∞∑
κ=1

1

r4
κJ

2
1 (rκ)

=
1

8
.
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Λύση: i)

lnx =
∞∑
κ=1

aκJ0(rκx).

Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία σχέση µε xJ0(rmx) και ολοκληρώνουµε ως προς x
από 0 εως 1:∫ 1

0

x lnxJ0(rmx)dx =
∞∑
κ=1

aκ

∫ 1

0

xJ0(rκx)J0(rmx)dx
ορθ.
=⇒ aκ =

∫ 1

0
x lnxJ0(rκx)dx∫ 1

0
xJ2

0 (rκx)dx
.

Από το ϐ΄ ολοκλήρωµα Lommel για γ = 1, α = rκ και n = 0, έχουµε:∫ 1

0

xJ2
0 (rκx)dx =

r2
κ[J
′
0(rκ)]

2 + (r2
κ − 0)J2

0 (rκ)

2r2
κ

=
r2
κ[J
′
0(rκ)]

2

2r2
κ

=
J2

1 (rκ)

2
.

Επιπλέον, για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα
∫ 1

0

x lnxJ0(rκx)dx, ϑέτουµε rκx = u,

dx =
du

rκ
, για x = 0 το u = 0 και για x = 1 το u = rκ, οπότε αυτό γίνεται :

1

r2
κ

∫ rκ

0

u ln
u

rκ
J0(u)du =

1

r2
κ

∫ rκ

0

ln
u

rκ
[uJ1(u)]′du =

1

r2
κ

{
ln
u

rκ
[uJ1(u)]

∣∣∣rκ
u=0
−
∫ rκ

0

1

u
uJ1(u)du

}
= − 1

r2
κ

∫ rκ

0

J1(u)du =
1

r2
κ

J0(u)
∣∣∣rκ
u=0

=
J0(rκ)− J0(0)

r2
κ

= − 1

r2
κ

.

΄Αρα:

aκ =
− 1
r2κ

J2
1 (rκ)

2

= − 2

r2
κJ

2
1 (rκ)

.

Τελικά:

lnx = −2
∞∑
κ=1

1

r2
κJ

2
1 (rκ)

J0(rκx).

ii) Για την ταυτότητα του Parseval της σειράς του ερωτήµατος i) έχουµε:∫ 1

0

x ln2 xdx = 4
∞∑
κ=1

1

r4
κJ

4
1 (rκ)

∫ 1

0

xJ2
0 (rκx)dx⇒

∫ 1

0

x ln2 xdx = 4
∞∑
κ=1

1

r4
κJ

4
1 (rκ)

J2
1 (rκ)

2

⇒
∫ 1

0

x ln2 xdx = 2
∞∑
κ=1

1

r4
κJ

2
1 (rκ)

⇒ 1

4
= 2

∞∑
κ=1

1

r4
κJ

2
1 (rκ)

,

αφού
∫ 1

0

x ln2 xdx =

∫ 1

0

(x2

2

)′
ln2 xdx =

x2

2
ln2 x

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

(x2

2

)
2 lnx

1

x
dx = −

∫ 1

0

x lnxdx

= −
∫ 1

0

(x2

2

)′
lnxdx =

x2

2
lnx
∣∣∣1
0

+

∫ 1

0

(x2

2

)1

x
dx =

∫ 1

0

x

2
dx =

x2

4

∣∣∣1
0

=
1

4
.

΄Ασκηση 6. i) ∆είξτε ότι

J0(ax)

2J0(a)
=
∞∑
κ=1

rκ
(r2
κ − a2)J1(rκ)

J0(rκx),

όπου rκ, κ = 1, 2, . . . οι ϑετικές ϱίζες της J0(x) = 0.
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ii) Βρείτε την ταυτότητα του Parseval που αντιστοιχεί στην ανωτέρω σειρά και δείξτε
ότι :

∞∑
κ=1

r2
κ

(r2
κ − a2)2

=
J2

0 (a) + J2
1 (a)

4J2
0 (a)

.

Λύση: i)

J0(ax) =
∞∑
κ=1

aκJ0(rκx).

Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία σχέση µε xJ0(rmx) και ολοκληρώνουµε ως προς x
από 0 εως 1:∫ 1

0

xJ0(ax)J0(rmx)dx =
∞∑
κ=1

aκ

∫ 1

0

xJ0(rκx)J0(rmx)dx
ορθ.
=⇒ aκ =

∫ 1

0
xJ0(ax)J0(rκx)dx∫ 1

0
xJ2

0 (rκx)dx
.

Από το ϐ΄ ολοκλήρωµα Lommel για γ = 1, α = rκ και n = 0, έχουµε:∫ 1

0

xJ2
0 (rκx)dx =

r2
κ[J
′
0(rκ)]

2 + (r2
κ − 0)J2

0 (rκ)

2r2
κ

=
r2
κ[J
′
0(rκ)]

2

2r2
κ

=
J2

1 (rκ)

2
.

Από το α΄ ολοκλήρωµα Lommel για γ = 1, β = rκ, α = α και n = 0, έχουµε:∫ 1

0

xJ0(ax)J0(rκx)dx =
aJ ′0(a)J0(rκ)− rκJ ′0(rκ)J0(a)

r2
κ − a2

= −rκJ
′
0(rκ)J0(a)

r2
κ − a2

=
rκJ1(rκ)J0(a)

r2
κ − a2

.

΄Αρα:

aκ =

rκJ1(rκ)J0(a)
r2κ−a2

J2
1 (rκ)

2

=
2rκJ0(a)

(r2
κ − a2)J1(rκ)

.

Τελικά:

J0(ax) =
∞∑
κ=1

2rκJ0(a)

(r2
κ − a2)J1(rκ)

J0(rκx).

ii) Για την ταυτότητα του Parseval της σειράς του ερωτήµατος i) έχουµε:

1

4J2
0 (a)

∫ 1

0

xJ2
0 (ax)dx =

∞∑
κ=1

r2
κ

(r2
κ − a2)2J2

1 (rκ)

∫ 1

0

xJ2
0 (rκx)dx.

Από το ϐ΄ ολοκλήρωµα Lommel για γ = 1, α = rκ ή α = α και n = 0, έχουµε:∫ 1

0

xJ2
0 (rκx)dx =

J2
1 (rκ)

2
και

∫ 1

0

xJ2
0 (ax)dx =

a2[J ′0(a)]2 + (a2 − 0)J2
0 (a)

2a2
=

[J ′0(a)]2 + J2
0 (a)

2
.

΄Αρα, η ταυτότητα του Parseval:

1

4J2
0 (a)

[J ′0(a)]2 + J2
0 (a)

2
=
∞∑
κ=1

r2
κ

(r2
κ − a2)2J2

1 (rκ)

J2
1 (rκ)

2

και
∞∑
κ=1

r2
κ

(r2
κ − a2)2

=
J2

1 (a) + J2
0 (a)

4J2
0 (a)

.
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΄Ασκηση 7. ∆είξτε ότι για 0 ≤ x ≤ 1:

x3 = 2
∞∑
κ=1

J3(rκx)

rκJ4(rκ)
,

όπου rκ, κ = 1, 2, . . . οι ϑετικές ϱίζες της J3(x) = 0.

Λύση:

f(x) = x3 =
∞∑
κ=1

aκJ3(rκx)

και ϑα είναι aκ =

∫ 1

0
xf(x)J3(rκx)dx∫ 1

0
xJ2

3 (rκx)dx
.

Εκ του τύπου∫ a

0

rJν(xνm
r

a
)Jν(xνn

r

a
) =

0 m 6= n,
a2

2
[(J ′ν(xνn))2 + (1− ν2

x2
νn

)J2
ν (xνn)] m = n

,

έχουµε
∫ 1

0

xJ2
3 (rκx)dx =

1

2
(J ′3(rκ))

2, διότι J3(rκ) = 0 και
∫ 1

0

xJ2
3 (rκx)dx =

1

2
J2

4 (rκ),

λόγω της αναδροµικής σχέσης J ′n(x) =
n

x
Jn(x) − Jn+1(x) για n = 3. Επιπλέον,∫ 1

0

x4J3(rκx)dx =
1

r5
κ

∫ 1

0

[r4
κx

4J4(rκx)]′d(rκx) =
1

r5
κ

r4
κJ4(rκ) =

J4(rκ)

rκ
.

Εποµένως,
J4(rκ)

1
2
rκJ2

4 (rκ)
=

2

rκJ4(rκ)
και τελικά

x3 =
∞∑
κ=1

aκJ3(rκx).

΄Ασκηση 8. ∆είξτε ότι για 0 ≤ x ≤ 1:

i)
xn+1

4(n+ 1)
=
∞∑
κ=1

Jn+1(rκx)

r2
κJn+1(rκ)

, όπου rκ, κ = 1, 2, . . . οι ϱίζες της Jn(x) = 0, n ≥ 0,

ii)
∞∑
κ=1

1

r2
κ

=
1

4(n+ 1)
, όπου rκ, κ = 1, 2, . . . οι ϱίζες της Jn(x) = 0, n ≥ 0,

iii)
∞∑
κ=1

1

κ2
=
π2

6
.

Λύση:

i) Θα αναπτύξουµε το xn+1 σε σειρά συναρτήσεων Bessel Jn+1(rκx). Οπότε :

xn+1 =
∞∑
κ=1

aκJn+1(rκx), όπου aκ =

∫ 1

0
xn+2Jn+1(rκx)dx∫ 1

0
xJ2

n+1(rκx)dx
. ΄Εχουµε:
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∫ 1

0

xn+2Jn+1(rκx)dx
rκx=u

=
1

rn+3
κ

∫ rκ

0

d[un+2Jn+2(u)]du =
1

rκ
Jn+2(rκ)

και
∫ 1

0

xJ2
n+1(rκx)dx =

1

2

[
(J ′n+1(rκ))

2 +
(
1− (n+ 1)2

r2
κ

)
J2
n+1(rκ)

]
.

Απ΄ τις σχέσεις J ′n(x) = Jn−1(x)− n

x
Jn(x) και Jn−1(x) + Jn+1(x) =

2n

x
Jn(x) ϑέτοντας

όπου n το n+ 1 και x = rκ κι επειδή Jn(rκ) = 0, έχουµε:

J ′n+1(rκ) = −n+ 1

rκ
Jn+1(rκ) και Jn+2(rκ) =

2(n+ 1)

rκ
Jn+1(rκ).

Εποµένως, aκ =
1
rκ

2(n+1)
rκ

Jn+1(rκ)

1
2
[ (n+1)2

r2κ
J2
n+1(rκ) +

(
1− (n+1)2

r2κ

)
J2
n+1(rκ)]

⇒ aκ =
4(n+ 1)

r2
κJn+1(rκ)

.

΄Αρα,
xn+1

4(n+ 1)
=
∞∑
κ=1

Jn+1(rκx)

r2
κJn+1(rκ)

.

ii) Εάν στη σειρά του ερωτήµατος i) ϑέσουµε όπου x = 1 έχουµε:

1

4(n+ 1)
=
∞∑
κ=1

1

r2
κ

.

iii) Εάν rκ είναι οι ϱίζες της J1/2(x), τότε : rκ = κπ, κ = 1, 2, . . . διότι J1/2(x) = 0 ⇒

sinx = 0 ⇒ x = κπ. ΄Αρα στη σειρά του ερωτήµατος ii) για rκ = κπ και n =
1

2
έχουµε:

1

43
2

=
∞∑
κ=1

1

(κπ)2
⇒ π2

6
=
∞∑
κ=1

1

κ2
.
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