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Ενότητα 6

9 ∆ιαφορικές Εξισώσεις η λύση των οποίων δίνεται
µε τη ϐοήθεια των συναρτήσεων Bessel

Θεώρηµα 9.1: Η γενική λύση της δ.ε.

z2y′′(z) + (1− 2α)zy′(z) + {β2γ2z2γ + (α2 − ν2γ2)}y(z) = 0, (9.1)

όπου α, β, γ, ν είναι σταθερές, είναι η

y(z) = zα[AJν(βz
γ) +BJ−ν(βz

γ)], αν ν /∈ Z (9.2)

και
y(z) = zα[AJn(βzγ) +BYn(βzγ)], αν ν = n ∈ Z (9.3)

µε A, B αυθαίρετες σταθερές.

Απόδειξη. Θέτουµε y(z) = zαu(z). Παίρνουµε την πρώτη και δεύτερη παράγωγο
αυτής :
y′(z) = αzα−1u(z) + zαu′(z),
y′′(z) = α(α− 1)zα−2u(z) + 2αzα−1u′(z) + zαu′′(z),
αντίστοιχα, και αντικαθιστούµε στη δοθείσα δ.ε., οπότε προκύπτει :

z2[α(α− 1)zα−2u(z) + 2αzα−1u′(z) + zαu′′(z)] + (1− 2α)z[αzα−1u(z) + zαu′(z)]+

+ {β2γ2z2γ + (α2 − ν2γ2)}zαu(z) = 0

⇒zα+2u′′(z) + zα+1u′(z) + {β2γ2zα+2γ − ν2γ2zα}u(z) = 0

⇒z2u′′(z) + zu′(z) + {β2γ2z2γ − ν2γ2}u(z) = 0 (9.4)

Θέτουµε βzγ = t⇒ zγ =
t

β
⇒ z =

t1/γ

β1/γ
και dz =

1

γ

( t
β

) 1
γ dt

t
,

u′(z) =
du

dz
=
dũ

dt

dt

dz
=
dũ

dt
γt
(β
t

) 1
γ
,

u′′(z) =
d2u

dz2
=

d

dt

(
γt
(β
t

) 1
γ dũ

dt

)
γt
(β
t

) 1
γ

=

=

(
γ
(β
t

) 1
γ dũ

dt
+ γtβ1/γ

(
− 1

γ

)
t−

1
γ
−1dũ

dt
+ γt

(β
t

) 1
γ d2ũ

dt2

)
γt
(β
t

) 1
γ

=

= γ2t
(β
t

) 2
γ dũ

dt
− γt

(β
t

) 2
γ dũ

dt
+ γ2t2

(β
t

) 2
γ d2ũ

dt2
.
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Αντικαθιστώντας στην (9.4):( t
β

) 2
γ
{
γ2t2

(β
t

) 2
γ d2ũ

dt2
− γt

(β
t

) 2
γ dũ

dt
+ γ2t

(β
t

) 2
γ dũ

dt

}
+
( t
β

) 1
γ
{
γt
(β
t

) 1
γ dũ

dt

}
+ γ2(t2 − ν2)ũ = 0

⇒ γ2t2
d2ũ

dt2
+ γ2t

dũ

dt
+ γ2(t2 − ν2)ũ = 0

⇒ t2
d2ũ

dt2
+ t

dũ

dt
+ (t2 − ν2)ũ = 0. (9.5)

Η γενική λύση της (9.5) είναι :

ũ(t) = AJν(t) +BJ−ν(t), αν ν /∈ Z

και
ũ(t) = AJn(t) +BYn(t), αν ν = n ∈ Z.

Οπότε, η λύση της (9.4) είναι :

u(z) = AJν(βz
γ) +BJ−ν(βz

γ), αν ν /∈ Z

ή
u(z) = AJn(βzγ) +BYn(βzγ), αν ν = n ∈ Z

και τελικά η γενική λύση της αρχικής δ.ε. (9.1) είναι :

y(z) = zα[AJν(βz
γ) +BJ−ν(βz

γ)], αν ν /∈ Z

ή
y(z) = zα[AJn(βzγ) +BYn(βzγ)], αν ν = n ∈ Z.

Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Να λυθούν οι παρακάτω ∆.Ε. µε τη ϐοήθεια των συναρτήσεων Bessel:

1) y′′(x) +
3

x
y′(x) + 4y(x) = 0, 2) xy′′(x) + y(x) = 0,

3) x4y′′(x) + 2x3y′(x)− 4y(x) = 0, 4) x2y′′(x)− xy′(x) +
(
x2 − 5

4

)
y(x) = 0,

5) x1/2y′′(x) + y(x) = 0, 6) xy′′(x) + (n+ 1)y′(x) + y(x) = 0,

7) y′′(x) +
(
x2 +

1

4x2

)
y(x) = 0, y(0) = 0, y′(α) =

√
α,

8) x2y′′(x) + xy′(x) +
(
x2 − 9

4

)
y(x) = 0,

9) x2y′′(x)− 2xy′(x) + (4x4 − 4)y(x) = 0, 10) x2y′′(x) + x3/2y(x) = 0,

11) x2y′′(x) + (1−2n)xy′(x) +x2y(x) = 0, 12) x2y′′(x) +xy′(x) +
(x2

2
− 1

4

)
y(x) = 0,
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13) x2y′′(x) +
(
n2x2 +

1

4

)
y(x) = 0, y(0) = 0, y′(α) =

√
α.

Λύση:

Κάθε Σ.∆.Ε. προσπαθούµε να τη ϕέρουµε στην µορφή (9.1). ΄Ετσι :

1) Πολλαπλασιάζουµε µε x2 τη δοθείσα ∆.Ε., η οποία γίνεται :
x2y′′(x) + 3xy′(x) + 4x2y(x) = 0.
Συγκρίνοντας την προκύπτουσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) έχουµε: 1−2a = 3⇒ a = −1,
2γ = 2⇒ γ = 1, β2γ2 = 4⇒ β = 2 και a2 − n2γ2 = 0⇒ n = 1.
Συνεπώς, η γενική λύση της δοθείσας δίνεται από τη σχέση

y(x) = x−1[C1J1(2x) + C2Y1(2x)].

2) Πολλαπλασιάζουµε µε x τη δοθείσα ∆.Ε., η οποία γίνεται : x2y′′(x) + xy(x) = 0.

Συγκρίνοντας την προκύπτουσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) έχουµε: 1−2a = 0⇒ a =
1

2
,

2γ = 1⇒ γ =
1

2
, β2γ2 = 1⇒ β = 2 και a2 − n2γ2 = 0⇒ n = 1.

Συνεπώς, η γενική λύση της δοθείσας δίνεται από τη σχέση

y(x) = x
1
2 [C1J1(2x

1
2 ) + C2Y1(2x

1
2 )].

3) ∆ιαιρούµε µε x2 τη δοθείσα ∆.Ε., η οποία γίνεται :

x2y′′(x) + 2xy′(x)− 4

x2
y(x) = 0.

Συγκρίνοντας την προκύπτουσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) έχουµε: 1 − 2a = 2 ⇒ a =

−1

2
, 2γ = −2 ⇒ γ = −1, β2γ2 = −4 ⇒ β = 2i και a2 − n2γ2 = 0 ⇒ n =

1

2
.

Συνεπώς, η γενική λύση της δοθείσας δίνεται από τη σχέση

y(x) = x−
1
2 [C1J1/2(2ix−1) + C2J−1/2(2ix−1)].

΄Οµως, In(x) = i−nJn(ix), έτσι : J1/2(2ix−1) = i1/2I1/2(2x−1) και
J−1/2(2ix−1) = i−1/2I−1/2(2x−1). ΄Αρα, η γενική λύση της ∆.Ε. δίνεται από τη σχέση

y(x) = x−
1
2 [C1i

1/2I1/2(2x−1) + C2i
−1/2I−1/2(2x−1)

⇒ y(x) = x−
1
2 [AI1/2(2x−1) +BI−1/2(2x−1).

4) Συγκρίνουµε τη δοθείσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) κι έχουµε: 1− 2a = −1⇒ a = 1,

2γ = 2 ⇒ γ = 1, β2γ2 = 1 ⇒ β = 1 και a2 − n2γ2 = −5

4
⇒ n =

3

2
. Συνεπώς, η

γενική της λύση δίνεται από τη σχέση

y(x) = x[C1J3/2(x) + C2J−3/2(x)].

΄Οµως, γνωρίζουµε ότι

J3/2(x) =

√
2

πx

(1

x
sinx− cosx

)
και J−3/2(x) = −

√
2

πx

(1

x
cosx+ sinx

)
.
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΄Αρα, η γενική λύση της ∆.Ε. δίνεται από τη σχέση

y(x) =

√
2x

π

[
C1

(1

x
sinx− cosx

)
− C2

(1

x
cosx+ sinx

)]
.

5) Πολλαπλασιάζουµε µε x3/2 τη δοθείσα ∆.Ε., η οποία γίνεται : x2y′′(x)+x3/2y(x) = 0.

Συγκρίνοντας την προκύπτουσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) έχουµε: 1−2a = 0⇒ a =
1

2
,

2γ =
3

2
⇒ γ =

3

4
, β2γ2 = 1⇒ β = 4

3
και a2 − n2γ2 = 0⇒ n = 2

3
/∈ Z.

Συνεπώς, η γενική λύση της δοθείσας δίνεται από τη σχέση

y(x) = x
1
2 [C1J2/3

(4

3
x

3
4

)
+ C2J−2/3

(4

3
x

3
4

)
].

6) Πολλαπλασιάζουµε µε x τη δοθείσα ∆.Ε., η οποία γίνεται :
x2y′′(x) + (n+ 1)xy′(x) + xy(x) = 0.
Συγκρίνοντας την προκύπτουσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) έχουµε: 1 − 2a = n + 1 ⇒
a = −n

2
, 2γ = 1⇒ γ =

1

2
, β2γ2 = 1⇒ β = 2 και a2 − n2γ2 = 0⇒ n2

4
− n2

4
= 0 ∀n.

Συνεπώς, η γενική λύση της δοθείσας δίνεται από τη σχέση

y(x) = x−
n
2 [C1Jn(2x

1
2 ) + C2J−n(2x

1
2 )] αν n /∈ Z,

και
y(x) = x−

n
2 [C1Jn(2x

1
2 ) + C2Yn(2x

1
2 )] αν n ∈ Z.

7) Πολλαπλασιάζουµε µε x2 τη δοθείσα ∆.Ε., η οποία γίνεται :

x2y′′(x) +
(
x4 +

1

4

)
y(x) = 0, y(0) = 0.

Συγκρίνοντας την προκύπτουσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) έχουµε: 1−2a = 0⇒ a = 1
2
,

2γ = 4⇒ γ = 2, β2γ2 = 1⇒ β = 1
2
και a2 − n2γ2 = 1

4
⇒ n = 0. Συνεπώς,

y(x) =
√
x[C1J0

(1

2
x2
)

+ C2Y0

(1

2
x2
)
].

Επειδή y(0) = 0 και Yn(0) απειρίζεται, άρα και η Y0(0), ϑα πρέπει C2 = 0. Εποµένως,

y(x) = C1

√
xJ0

(1

2
x2
)
. Επίσης, y′(x) =

C1

2
x−1/2J0

(1

2
x2
)

+ C1x
√
xJ ′0
(1

2
x2
)

=⇒

y′(x) =
C1

2
x−1/2J0

(1

2
x2
)

+ C1x
3/2J ′0

(1

2
x2
)
, όµως y′(α) =

√
α, οπότε

√
α =

C1

2
α−1/2J0

(α2

2

)
+ C1α

3/2J ′0
(α2

2

)
⇒ α =

C1

2
J0

(α2

2

)
+ C1α

2J ′0
(α2

2

)
⇒

C1 =
2α

J0

(
α2

2

)
− 2α2J ′0

(
α2

2

) . Τελικά:

y(x) =
2α
√
x

J0

(
α2

2

)
− 2α2J ′0

(
α2

2

)J0

(x2

2

)
.
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8) Συγκρίνουµε τη δοθείσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) κι έχουµε: 1 − 2a = 1 ⇒ a = 0,

2γ = 2 ⇒ γ = 1, β2γ2 = 1 ⇒ β = 1 και a2 − n2γ2 = −9

4
⇒ n =

3

2
. Συνεπώς, η

γενική της λύση δίνεται από τη σχέση

y(x) = C1J3/2(x) + C2J−3/2(x).

΄Οµως, γνωρίζουµε ότι

J3/2(x) =

√
2

πx

(1

x
sinx− cosx

)
και J−3/2(x) = −

√
2

πx

(1

x
cosx+ sinx

)
.

΄Αρα, η γενική λύση της ∆.Ε. δίνεται από τη σχέση

y(x) = x−1/2

√
2

π

[(C1

x
− C2

)
sinx−

(
C1 +

C2

x

)
cosx

]
.

9) Συγκρίνουµε τη δοθείσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) κι έχουµε: 1−2a = −2⇒ a =
3

2
,

2γ = 4 ⇒ γ = 2, β2γ2 = 4 ⇒ β = 1 και a2 − n2γ2 = −4 ⇒ n =
5

4
/∈ Z. Συνεπώς, η

γενική της λύση δίνεται από τη σχέση

y(x) = x3/2[C1J5/4(x2) + C2J−5/4(x2)].

10) Συγκρίνουµε τη δοθείσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) κι έχουµε: 1− 2a = 0⇒ a =
1

2
,

2γ =
3

2
⇒ γ =

3

4
, β2γ2 = 1 ⇒ β = 4

3
και a2 − n2γ2 = 0 ⇒ n = 2

3
/∈ Z. Συνεπώς, η

γενική της λύση δίνεται από τη σχέση

y(x) = x
1
2 [C1J2/3

(4

3
x

3
4

)
+ C2J−2/3

(4

3
x

3
4

)
].

11) Συγκρίνουµε τη δοθείσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) κι έχουµε: 1 − 2a = 1 − 2n ⇒
a = n, 2γ = 2 ⇒ γ = 1, β2γ2 = 1 ⇒ β = 1 και a2 − n2γ2 = 0 ισχύει ∀n. Συνεπώς,
η γενική της λύση δίνεται από τη σχέση

y(x) = xn[C1Jn(x) + C2J−n(x)] αν n /∈ Z,

και
y(x) = xn[C1Jn(x) + C2Yn(x)] αν n ∈ Z.

12)Συγκρίνουµε τη δοθείσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) κι έχουµε: 1− 2a = 1⇒ a = 0,

2γ = 2 ⇒ γ = 1, β2γ2 = 1
2
⇒ β =

√
2

2
και a2 − n2γ2 = −1

4
⇒ n =

1

2
. Συνεπώς, η

γενική της λύση δίνεται από τη σχέση

y(x) = x[C1J1/2

(√2

2
x
)

+ C2J−1/2

(√2

2
x
)
].

΄Οµως, γνωρίζουµε ότι J1/2(x) =

√
2

πx
sinx και J−1/2(x) = −

√
2

πx
cosx.
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΄Αρα, η γενική λύση της ∆.Ε. δίνεται από τη σχέση

y(x) =
2√
πx
√

2

[
C1 sin

(√2

2
x
)

+ C2 cos
(√2

2
x
)]
.

Θέτοντας A =
2C1√
π
√

2
και B =

2C2√
π
√

2
, έχουµε:

y(x) =
1√
x

[
A sin

(√2

2
x
)

+B cos
(√2

2
x
)]
.

13) Συγκρίνουµε τη δοθείσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) κι έχουµε: 1− 2a = 0⇒ a = 1
2
,

2γ = 2⇒ γ = 1, β2γ2 = n2 ⇒ β = n και a2 − n2γ2 = 1
4
⇒ n = 0. Συνεπώς,

y(x) =
√
x[C1J0(nx) + C2Y0(nx)].

Επειδή y(0) = 0 και η Y0(x) απειρίζεται στο µηδέν, έπεται ότι C2 = 0. Εποµένως,

y(x) = C1

√
xJ0(nx). Επίσης, y′(x) =

C1

2
x−1/2J0(nx) + C1n

√
xJ ′0(nx), όµως y′(α) =

√
α, οπότε

√
α = C1

[1

2
α−1/2J0(nα) + n

√
αJ ′0(nα)⇒ C1 =

2α

J0(nα) + 2nαJ ′0(nα)
.

Επειδή J ′0(x) = −J1(x), έχουµε: C1 =
2α

J0(nα)− 2nαJ1(nα)
.

Τελικά:

y(x) =
2α
√
x

J0(nα)− 2nαJ1(nα)
J0(nx).

΄Ασκηση 2. Να λυθούν οι παρακάτω ∆.Ε. µε τη ϐοήθεια των συναρτήσεων Bessel:

1) y′′(x) + (e2x − n2)y(x) = 0, 2) y′′(x) +
λ2

x4
e

2λ
x y(x) = 0,

3) y′′(x) +
α

x
y′(x) +

(
be2x +

α(α− 2)

4x2
− n2

)
y(x) = 0.

Λύση:

1) Θέτουµε e2x = t⇒ 2e2xdx = dt⇒ dt

dx
= 2e2x ⇒ dt

dx
= 2t, οπότε

dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
= 2e2xdy

dt
= 2t

dy

dt
και

d2y

dx2
= 4e2xdy

dt
+ 2e2xd

2y

dt2
2e2x = 4e4xd

2y

dt2
+ 4e2xdy

dt
= 4t2

d2y

dt2
+ 4t

dy

dt
.

Εποµένως, η αρχική δ.ε. γίνεται :

4t2
d2y

dt2
+ 4t

dy

dt
+ (t− n2)y(t) = 0⇒ t2

d2y

dt2
+ t

dy

dt
+
( t

4
− n2

4

)
y(t) = 0.

Συγκρίνοντας την προκύπτουσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) έχουµε: 1− 2a = 1⇒ a = 0,

2γ = 1 ⇒ γ =
1

2
, β2γ2 =

1

4
⇒ β = 1 και a2 − n2γ2 = −n

2

4
ισχύει ∀n. Συνεπώς, η

γενική λύση της δοθείσας δίνεται από τη σχέση

y(t) = [C1Jn(t
1
2 ) + C2J−n(t

1
2 )] αν n /∈ Z,
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και
y(t) = [C1Jn(t

1
2 ) + C2Yn(t

1
2 )] αν n ∈ Z.

΄Αρα:
y(x) = [C1Jn(ex) + C2J−n(ex)] αν n /∈ Z,

και
y(x) = [C1Jn(ex) + C2Yn(ex)] αν n ∈ Z.

2) Θέτουµε
λ

x
= t⇒ λ

t
= x⇒ − λ

t2
dt = dx⇒ dx

dt
= − λ

t2
, οπότε

dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
= −t

2

λ

dy

dt
και

d2y

dx2
=

d

dx

(
− t2

λ

dy

dt

)
=

d

dt

(
− t2

λ

dy

dt

) dt
dx

= −t
2

λ

(
− 2t

λ

dy

dt
− t2

λ

d2y

dt2
)

=
2t3

λ2

dy

dt
+
t4

λ2

d2y

dt2
.

Εποµένως, η αρχική δ.ε. γίνεται :
t4

λ2

d2y

dt2
+

2t3

λ2

dy

dt
+
t4

λ2
e2ty(t) = 0⇒ d2y

dt2
+

2

t

dy

dt
+ e2ty(t) = 0.

Αν ϑέσουµε y(t) = u(t)e
−1

2

∫
2

t
dt

=
u(t)

t
, τότε αντικαθιστώστας προκύπτει η δ.ε.

u′′(t) + e2tu(t) = 0. Εδώ ϑέτουµε e2t = z ⇒ 2e2t = dz, οπότε
du

dt
=
du

dz

dz

dt
= 2e2tdu

dz
= 2z

du

dz
και

d2u

dt2
=

d

dt

(
2e2tdu

dz

)
= 4e2tdu

dz
+ 4e4td

2u

dz2
= 4z

du

dz
+ 4z2d

2u

dz2
.

Εποµένως, η δ.ε. γίνεται :

4z2d
2u

dz2
+ 4z

du

dz
+ zu(z) = 0⇒ z2d

2u

dz2
+ z

du

dz
+

1

4
zu(z) = 0.

Συγκρίνοντας την προκύπτουσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) έχουµε: 1− 2a = 1⇒ a = 0,

2γ = 1⇒ γ =
1

2
, β2γ2 =

1

4
⇒ β = 1 και a2 − n2γ2 = 0⇒ n = 0. Συνεπώς, η γενική

λύση της δοθείσας δίνεται από τη σχέση

u(z) = C1J0(z1/2) + C2Y0(z1/2)

ή
u(t) = C1J0(et) + C2Y0(et)

ή

y(t) =
1

t

[
C1J0(et) + C2Y0(et)

]
.

΄Αρα:
y(x) =

x

λ

[
C1J0(eλ/x) + C2Y0(eλ/x)

]
.

3) Αν ϑέσουµε y(x) = u(x)e
−1

2

∫
α

x
dx

= u(x)x−α/2 και παραγωγίζοντας καταλήγου-
µε στη δ.ε.
u′′(x) + (be2x − n2)u(x) = 0. Εδώ ϑέτουµε e2x = z ⇒ 2e2x = dz, οπότε
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du

dx
=
du

dz

dz

dx
= 2z

du

dz
και

d2u

dx2
= 4z

du

dz
+ 4z2d

2u

dz2
. Εποµένως, η δ.ε. γίνεται :

4z2d
2u

dz2
+ 4z

du

dz
+ (bz − n2)u(z) = 0⇒ z2d

2u

dz2
+ z

du

dz
+
( b

4
z − n2

4

)
u(z) = 0.

Συγκρίνοντας την προκύπτουσα ∆.Ε. µε την Σ.∆.Ε. (9.1) έχουµε: 1− 2a = 1⇒ a = 0,

2γ = 1⇒ γ =
1

2
, β2γ2 =

b

4
⇒ β =

√
b και a2 − n2γ2 = −n

2

4
ισχύει ∀n. Συνεπώς, η

γενική λύση της δοθείσας δίνεται από τη σχέση

u(z) = C1Jn(
√
b
√
z) + C2J−n(

√
b
√
z) αν n /∈ Z

και
u(z) = C1Jn(

√
b
√
z) + C2Yn(

√
b
√
z) αν n ∈ Z

ή
u(x) = C1Jn(

√
bex) + C2J−n(

√
bex) αν n /∈ Z

και
u(x) = C1Jn(

√
bex) + C2Yn(

√
bex) αν n ∈ Z.

΄Αρα:
y(x) = x−α/2[C1Jn(

√
bex) + C2J−n(

√
bex)] αν n /∈ Z

και
y(x) = x−α/2[C1Jn(

√
bex) + C2Yn(

√
bex)] αν n ∈ Z.
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