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Ενότητα 5

8 Τροποποιηµένες Συναρτήσεις Bessel

Η διαφορική εξίσωση

z2y′′(z) + zy′(z)− (z2 + ν2)y(z) = 0 (8.1)

λέγεται τροποποιηµένη δ.ε. Bessel και προκύπτει από την δ.ε. Bessel
t2ỹ′′(t) + tỹ′(t) + (t2 − ν2)ỹ(t) = 0, αν ϑέσουµε όπου t το iz. Πράγµατι, ϑα έχουµε:

dt = idz, άρα:
dỹ

dt
=
dy

dz

dz

dt
=

1

i

dy

dz
και

d2ỹ

dt2
=

1

i2
d2y

dz2
= −d

2y

dz2
.

΄Αρα, −i2z2d
2y

dz2
+ i

z

i

dy

dz
+ (i2z2 − ν2)y(z) = 0⇒ z2d

2y

dz2
+ z

dy

dz
− (z2 + ν2)y(z) = 0.

Οπότε, η γενική λύση της (8.1) είναι η συνάρτηση:

y(z) = AJν(iz) +BYν(iz). (8.2)

Επειδή,

Jν(iz) =
∞∑
κ=0

(−1)κ

Γ(ν + κ+ 1)κ!

( iz

2

)2κ+ν

= iν
∞∑
κ=0

(−1)κ i2κ

Γ(ν + κ+ 1)κ!

(z
2

)2κ+ν

= iν
∞∑
κ=0

1

Γ(ν + κ+ 1)κ!

(z
2

)2κ+ν

, (8.3)

ορίζουµε τη συνάρτηση Iν(z) =
∞∑
κ=0

1

Γ(ν + κ+ 1)κ!

(z
2

)2κ+ν

, την ονοµάζουµε τροπο-

ποιηµένη συνάρτηση Bessel πρώτου είδους και τάξης ν, και λόγω της (8.3) συνδέεται
µε την Jν(iz) µέσω της σχέσης :

Iν(z) = i−ν Jν(iz). (8.4)

Πρόταση 8.1: Για ν = n ∈ Z, ισχύει η ισότητα:

I−n(z) = In(z). (8.5)

Απόδειξη. Για ν = n ∈ Z, ισχύει :

I−n(z)
(8.4)
= inJ−n(iz)

Πρ.
=
5.3

in (−1)nJn(iz) = in (−1)n inIn(z) = In(z).

Οπότε οι συναρτήσεις I−n(z), In(z) είναι γραµµικώς εξαρτηµένες. Για ν = n ∈ Z, η
γραµµικώς ανεξάρτητη λύση της δ.ε. (8.1) είναι η συνάρτηση Kn(z), που ονοµάζεται
τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel δευτέρου είδους και τάξης n και ορίζεται ως :

Kn(z) =
π

2

I−n(z)− In(z)

sin(nπ)
. (8.6)
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Αποδεικνύεται ότι ικανοποιεί την (8.1), εγαζόµενοι µε όµοιο τρόπο όπως στην Yn(z).
Επίσης, είναι γραµµικώς ανεξάρτητη της In(z), διότι, αποδεικνύεται ότι :

W [In(z), Kn(z)] = In(z)K ′n(z)− I ′n(z)Kn(z) = −1

z
6= 0.

Σηµείωση 8.1: Οι τροποποιηµένες συναρτήσεις Bessel πρώτου και δευτέρου είδους
ικανοποιούν αντίστοιχες αναδροµικές σχέσεις µε τις συναρτήσεις Bessel πρώτου και
δευτέρου είδους. Η απόδειξη αυτών ϐασίζεται στη σχέση που συνδέει τις Iν(z) και
Jn(z), καθώς και τον ορισµό της Kn(z).

Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Να δειχθούν οι παρακάτω αναδροµικές σχέσεις :

i)
d

dx
{x−nIn(x)} = x−nIn+1(x),

ii)
d

dx
{x−nKn(x)} = −x−nKn+1(x).

Λύση:

i) Στην αναδροµική σχέση (6.2) του ϑεωρήµατος 6.1, αντικαθιστούµε όπου x το ix,
απ΄ την οποία προκύπτει :

d

d(ix)
{i−nx−nJn(ix)} = −i−nx−nJn+1(ix)

κι επειδή In(x) = i−nJn(ix), τότε παίρνουµε:

1

i

d

dx
{i−nx−ninIn(x)} = −i−nx−nin+1In+1(x)⇒ −i

d

dx
{x−nIn(x)} = −ix−nIn+1(x)

⇒ d

dx
{x−nIn(x)} = x−nIn+1(x).

ii) Η απόδειξη για την αναδροµική σχέση
d

dx
{x−nKn(x)} = −x−nKn+1(x) ϐασίζεται

στην ισότητα:
Kn(x) =

π

2
in+1[Jn(ix) + iYn(ix)]. (να δειχθεί !)

Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της παραπάνω ισότητας µε x−n και παραγωγί-
Ϲουµε ως προς x:
d

dx
{x−nKn(x)} =

π

2
in+1

[ d
dx
{x−nJn(ix)}+ i

d

dx
{x−nYn(ix)}

]
. (∗)

΄Οµως, γνωρίζουµε ότι ισχύουν οι παρακάτω αναδροµικές σχέσεις για τις συναρτήσεις
Jn(x), Yn(x) αντίστοιχα:

d

dx
{x−nJn(x)} = −x−nJn+1(x),

d

dx
{x−nYn(x)} = −x−nYn+1(x).
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Θέτουµε στην πρώτη από τις παραπάνω αναδροµικές σχέσεις όπου x το ix, απ΄ την
οποία παίρνουµε:

d

d(ix)
{i−nx−nJn(ix)} = −i−nx−nJn+1(ix)⇒ 1

i
i−n

d

dx
{x−nJn(ix)} = −i−nx−nJn+1(ix)

⇒ d

dx
{x−nJn(ix)} = −ix−nJn+1(ix),

οµοίως :
d

dx
{x−nYn(ix)} = −ix−nYn+1(ix).

Αντικαθιστούµε τα παραπάνω στην (∗):

d

dx
{x−nKn(x)} =

π

2
in+1

[
− ix−nJn+1(ix)− i2x−nYn+1(ix)

]
= −x−nπ

2
in+2[Jn+1(ix) + iYn+1(ix)]

= −x−nKn+1(x).

΄Ασκηση 2. Να δειχθούν οι παρακάτω σχέσεις :

i) I ′0(x) = I1(x), I1/2(x) =

√
2

πx
sinhx, I−1/2(x) =

√
2

πx
coshx,

ii) K ′0(x) = −K1(x), K−n(x) = Kn(x), K1/2(x) = K−1/2(x) =

√
π

2x
e−x,

iii) K3/2(x) =
(

1 +
1

x

)
K1/2(x).

Λύση:

i) Στην αναδροµική σχέση
d

dx
[x−nIn(x)] = x−nIn+1(x) ϑέτουµε n = 0, οπότε :

d

dx
[x−0I0(x)] = x−0I1(x)⇒ I ′0(x) = I1(x).

Γνωρίζουµε ότι J1/2(x) =

√
2

πx
sinx, οπότε ϑέτουµε όπου x το ix. ΄Ετσι,

J1/2(ix) =

√
2

πix
sin(ix) =

√
2

πix

ei(ix) − e−i(ix)

2i
=

√
2

πix

e−x − ex

2i
.

Επιπλέον

I1/2(x) = i−1/2J1/2(ix) =
1

i

√
2

πx

e−x − ex

2i
=

√
2

πx

e−x − ex

2
=

√
2

πx
sinhx.

Επίσης, γνωρίζουµε ότι J−1/2(x) =

√
2

πx
cosx, εποµένως

I−1/2(x) = i1/2J−1/2(ix) = i1/2
√

2

πix
cos(ix) =

√
2

πx

ei(ix) + e−i(ix)

2
=

√
2

πx
coshx.
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ii) Στην αναδροµική σχέση
d

dx
[x−nKn(x)] = −x−nKn+1(x) ϑέτουµε n = 0, οπότε :

d

dx
[x0K0(x)] = −x0K1(x)⇒ K ′0(x) = −K1(x).

Εξ ορισµού Kn(x) =
π

2

I−n(x)− In(x)

sin(nπ)
, ϑέτουµε όπου n το −n, οπότε :

K−n(x) =
π

2

In(x)− I−n(x)

sin(−nπ)
= −π

2

In(x)− I−n(x)

sin(nπ)
=
π

2

I−n(x)− In(x)

sin(nπ)
= Kn(x).

Επιπλέον,

K1/2(x) = K−1/2(x) =
π

2

I−1/2(x)− I1/2(x)

sin(π/2)
=
π

2

√
2

πx
[coshx− sinhx] =

√
π

2x
e−x.

iii) Στην αναδροµική σχέση Kn−1(x)−Kn+1(x) = −2n

x
Kn(x) ϑέτουµε n =

1

2
, οπότε :

K−1/2(x)−K3/2(x) = −1

x
K1/2(x)⇒ K3/2(x) = K1/2(x)+

1

x
K1/2(x) =

(
1+

1

x

)
K1/2(x).

΄Ασκηση 3. Να δειχθεί ότι :

i) In(x)K ′n(x)− I ′n(x)Kn(x) = −1

x
,

ii) Kn+1(x)In(x) +Kn(x)In+1(x) =
1

x
.

Λύση:

i) W [In(x), Kn(x)] = In(x)K ′n(x)− I ′n(x)Kn(x)

= In(x)
[π

2

I ′−n(x)− I ′n(x)

sin(nπ)

]
− I ′n(x)

[π
2

I−n(x)− In(x)

sin(nπ)

]
=

π

2 sin(nπ)

[
In(x)I ′−n(x)− I ′n(x)I−n(x)

]
=

π

2 sin(nπ)

[
i−nJn(ix)[inJ−n(ix)]′ − [i−nJn(ix)]′inJ−n(ix)

]
=

π

2 sin(nπ)

[
iJn(ix)J ′−n(ix)− iJ ′n(ix)J−n(ix)

]
=

πi

2 sin(nπ)

(
− 2 sin(nπ)

πix

)
= −1

x

αφού W [Jn(x), J−n(x)] = −2 sin(nπ)

πx
, n /∈ Z.

ii) Για να δείξουµε τη Ϲητούµενη ισότητα, αντικαθιστούµε στην ισότητα του προη-
γούµενου ερωτήµατος που δείξαµε τα K ′n(x), I ′n(x) από τις αναδροµικές σχέσεις
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K ′n(x) =
n

x
Kn(x)−Kn+1(x) και I ′n(x) =

n

x
In(x) + In+1(x), αντίστοιχα. Οπότε :

In(x)
[n
x
Kn(x)−Kn+1(x)

]
−Kn(x)

[n
x
In(x) + In+1(x)

]
= −1

x
⇒

In(x)Kn+1(x) +Kn(x)In+1(x) =
1

x
.

΄Ασκηση 4. Να δειχθεί ότι ισχύει : e
x
2

(
t+ 1

t

)
=

∞∑
n=−∞

In(x)tn και να επαληθευτούν οι

παρακάτω ταυτότητες :

i) cos(x sinhφ) = I0(x) + 2
∞∑
n=1

(−1)nI2n(x) cosh(2nφ),

ii) sin(x sinhφ) = 2
∞∑
n=0

(−1)nI2n+1(x) sinh((2n+ 1)φ).

Λύση:

Η γεννήτρια συνάρτηση των Jn(x) δίνεται από την ισότητα e
x
2

(t− 1
t
) =

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn και

αντικαθιστώντας στο
∞∑

n=−∞

In(x)tn τη σχέση In(x) = i−nJn(ix), τότε :

∞∑
n=−∞

In(x)tn =
∞∑

n=−∞

i−nJn(ix)tn =
∞∑

n=−∞

Jn(ix)
(t

i

)n
= e

ix
2

(
t
i
− i
t

)
= e

x
2

(
t+ 1

t

)
.

Στη συνέχεια, ϑέτουµε t = ieφ:

e
x
2

(
ieφ+ 1

ieφ

)
=

∞∑
n=−∞

In(x)(ieφ)n ⇒

e
ix
2

(
eφ−e−φ

)
=

∞∑
n=−∞

In(x)inenφ ⇒

eix sinhφ =
∞∑

n=−∞

inIn(x)enφ ⇒

cos(x sinhφ) + i sin(x sinhφ) =
∞∑

n=−∞

inIn(x)[cosh(nφ) + sinh(nφ)]

Αν n είναι άρτιος, τότε cos(x sinhφ) =
∞∑

n=−∞

i2nI2n(x)[cosh(2nφ)+sinh(2nφ)], ενώ αν n

είναι περιττός, τότε sin(x sinhφ) =
∞∑

n=−∞

i2nI2n+1(x)[cosh((2n+1)φ)+sinh((2n+1)φ)].
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΄Ετσι,

cos(x sinhφ) = I0(x)[cosh 0 + sinh 0] +
−1∑

n=−∞

(−1)nI2n(x)[cosh(2nφ) + sinh(2nφ)]

+
∞∑
n=1

(−1)nI2n(x)[cosh(2nφ) + sinh(2nφ)]

Θέτοντας στο πρώτο άθροισµα της παραπάνω ισότητας όπου n το −n και λαµβάνοντας
υπ΄ όψιν ότι In(x) = I−n(x), τότε

cos(x sinhφ) = I0(x) +
∞∑
n=1

(−1)−nI−2n(x)[cosh(−2nφ) + sinh(−2nφ)]

+
∞∑
n=1

(−1)nI2n(x)[cosh(2nφ) + sinh(2nφ)]⇒

cos(x sinhφ) = I0(x) + 2
∞∑
n=1

(−1)nI2n(x) cosh(2nφ).

Ανάλογα, έχουµε sin(x sinhφ) = 2
∞∑
n=0

(−1)nI2n+1(x) sinh((2n+ 1)φ).
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