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PANEPISTHMIO PATRWN∗ TMHMA MAJHMATIKWN∗ TOMEAS JEWR. MAJHMATIKWN

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ Ι 14-6-10

Διδάσκων: Α. Αρβανιτογεώργος

SumbolÐzoume me F to s¸ma twn pragmatik¸n   twn migadik¸n arijm¸n kai me Mm×n(F) ton dianusmatikì

q¸ro twn m× n pin�kwn me stoiqeÐa apì to F.

1. ΄Εστω W1 και W2 τα υποσύνολα του M2×2(F) που αποτελούνται από στοιχεία της μορφής(
a b
2b a

)
και

(
a −a
b c

)
αντίστοιχα.

(α) Αποδείξτε ότι τα W1,W2 είναι υπόχωροι του M2×2(F) .

(β) Βρείτε βάσεις για τους υποχώρους W1,W2 και W1 ∩W2.

(γ) Να βρεθούν οι διαστάσεις των W1,W2,W1 ∩W2 και W1 +W2. [15]

2. (α) Να ελέγξετε κατά πόσον τα διανύσματα (−2, 1 − 2), (3, 2,−1), (−1,−1, 1) είναι γραμμικώς
ανεξάρτητα στον R3

(β) ΄Εστω T : R3 → R3
γραμμική απεικόνιση με T (−2, 1− 2) = (−3, 1, 2), T (3, 2,−1) = (2,−2, 1),

T (−1,−1, 1) = (−1, 2, 4). Βρείτε την τιμή T (1, 1,−1). [20]

3. (α) ΄Εστω A =

 2 123 −1
1 456 1
2 789 1

 . Αν γνωρίζετε ότι detA = −420, βρείτε την τιμή του x2 της

λύσης του συστήματος A

 x1

x2

x3

 =

 1
0
1

 .

(β) ΄Εστω A ένας n×n πίνακας με At = −A και n περιττός. Αποδείξτε ότι ο A δεν είναι αντιστρέψιμος.
[10]

4. ΄Εστω T : C→M2×2(R) η απεικόνιση με τύπο T (a+ ib) =

(
a b
−b a

)
.

(α) Αποδείξτε ότι η T είναι γραμμική.
(β) Βρείτε τον πίνακα της T ως προς τις κανονικές βάσεις των αντίστοιχων διανυσματικών χώρων
(δηλ. {(1, 0), (0, 1)} και {E11, E12, E21, E22}).
(γ) Βρείτε τον πυρήνα και την εικόνα της T . Ποιά η τάξη της T ;
(δ) Να ελέγξετε αν η T είναι 1-1 ή επί. [20]

5. Δίνεται ο πίνακας A =

(
4 6
−3 −5

)
.

(α) Βρείτε τον πίνακα A2010
.

(β) Ισχύει ότι αν A είναι ένας n × n διαγωνιοποιήσιμος πίνακας, τότε κάθε διάνυσμα x ∈ Rn
είναι

ένα ιδιοδιάνυσμα του A; Αποδείξτε ή δώστε αντιπαράδειγμα. [20]

6. ΄Εστω c ∈ R, n ∈ N σταθεροί αριθμοί και συμβολίζουμε με V τον διανυσματικό χώρο όλων
των πραγματικών συναρτήσεων της μορφής p(x)ecx, όπου p(x) πολυώνυμο βαθμού το πολύ n − 1.
Θεωρούμε τον γραμμικό τελεστή T : V → V με T = d

dx .

(α) Αποδείξτε ότι το σύνολο {ecx, xecx, x2ecx, . . . , xn−1ecx} αποτελεί βάση του V .
(β) Βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του T .
(γ) Είναι ο T διαγωνιοποιήσιμος; [15]

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ!



PANEPISTHMIO PATRWN∗ TMHMA MAJHMATIKWN ∗ TOMEAS JEWRHTIKWN
MAJHMATIKWN

GRAMMIKH ALGEBRA I 20-6-11

Did�skwn: A. Arbanitoge¸rgoc

1. (a) ApodeÐxte ìti to sÔnolo V = {(w, x, y, z) ∈ R4 : w = x + y + z} eÐnai
upìqwroc tou R4.
(b) BreÐte th di�stash tou V kai mia b�sh tou.
(g)D¸ste par�deigma enìc disdi�statou mh tetrimmènou upìqwrou W tou V . [15]

2. (a) Exet�ste an ta dianÔsmata v1 = (1,−2, 4, 3), v2 = (4,−7, 9, 7), v3 =
(5,−8, 6, 5) tou R4 eÐnai grammik¸c exarthmèna.

(b) Exhg ste giatÐ tèssera opoiad pote dianÔsmata tou R3 eÐnai grammik¸c exarth-
mèna. [10]

3. 'Estw T : R4 → R3 grammik  apeikìnish me pÐnaka [T ] =

 1 1 2 2
2 2 5 5
0 0 3 3

 .

Na breÐte ton pur na kai thn eikìna thc T kaj¸c kai b�seic aut¸n. [15]

4. Na brejeÐ h genik  lÔsh tou grammikoÔ sust matoc


x1 + x2 − 2x3 + x4 + 3x5 = 1
2x1 − x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 2
3x1 + 2x2 − 4x3 − 3x4 − 9x5 = 3

[10]

5. Na brejoÔn oi idiotimèc kai ta idiodianÔsmata tou pÐnaka A =

 0 1 −1
−1 −2 5
0 0 3

 .

EÐnai o A diagwniopoi simoc; [20]

6. 'Estw T : R3 → R3 grammikìc telest c me tÔpo T (x, y, z) = (0, x, y). BreÐte ta
qarakthristik� polu¸numa twn telest¸n T , T 2 = T ◦ T , T 3 = T ◦ T ◦ T . EÐnai o T
diagwniopoi simoc; [15]

7. 'Estw A ènac n× n pragmatikìc pÐnakac.
(a) DeÐxte ìti an At = −A kai n perittìc, tìte det(A) = 0.
(b) DeÐxte ìti an A2 + I = 0, tìte o n eÐnai �rtioc.
(g) IsqÔei to (b) gia migadikoÔc pÐnakec; [15]

KALH EPITUQIA!



PANEPISTHMIO PATRWN∗ TMHMA MAJHMATIKWN∗ TOMEAS JEWR. MAJHMATIKWN

GRAMMIKH ALGEBRA I 18-6-09

Did�skwn: A. Arbanitoge¸rgoc

SumbolÐzoume me F to s¸ma twn pragmatik¸n   twn migadik¸n arijm¸n kai me Mm×n(F) ton dianusmatikì
q¸ro twn m× n pin�kwn me stoiqeÐa apì to F.

1. Na exet�sete an ta parak�tw uposÔnola eÐnai upìqwroi tou M3×3(R):
W1 = {A = (aij) ∈ M3×3(R) : a11 = 1},
W2 = to sÔnolo twn summetrik¸n 3× 3 pin�kwn.

Se katafatik  ap�nthsh na dojeÐ mia b�sh aut¸n. [10]
2. (a) Pìte ta dianÔsmata v1, v2, . . . , vn enìc dianusmatikoÔ q¸rou V onom�zontai grammik¸c exarthmèna;

(b) Na dojeÐ o orismìc thc t�xhc miac grammik c apeikìnishc T : V → W kai enìc pÐnaka A ∈ Mm×n(F).

(g) Na elègxete kat� pìson ta dianÔsmata A1 =

(
1 2
1 1

)
, A2 =

(
3 −1
10 2

)
, A3 =

(
1 −5
8 0

)
tou

M2×2(R) eÐnai grammik¸c exarthmèna. [10]

3. Na brejeÐ gia poièc timèc thc paramètrou λ ∈ R to sÔsthma

x1 + x2 + λx3 = λ2

x1 + λx2 + x3 = λ

λx1 + x2 + x3 = 1

(a) èqei akrib¸c mÐa lÔsh kai na dojeÐ h lÔsh aut , (b) den èqei lÔseic, (g) èqei �peirec lÔseic.

[15]

4. 'Estw T : R3 → R3 h grammik  apeikìnish me pÐnaka [T ]β =

(
2 1 −1
0 1 1
−1 0 1

)
wc proc thn kanonik 

diatetagmènh b�sh β = {e1, e2, e3} tou R3.

(a) Na upologistoÔn ta T (e1), T (e2), T (e3) kai na brejeÐ o tÔpoc thc T .
(b) Na brejeÐ h t�xh thc T .
(g) ApodeÐxte ìti h T den eÐnai epÐ. [20]

5. JewroÔme th grammik  apeikìnish T : V → W . ApodeÐxte ta ex c:

(a) E�n dim V > dim W h T den eÐnai 1-1.

(b) E�n dim V < dim W h T den eÐnai epÐ. [10]

6. DÐnetai o pÐnakac A =

(
1 1 1
1 1 1
1 1 1

)
.

(a) BreÐte to qarakthristikì polu¸numo kai tic idiotimèc tou A.

(b) Gia k�je idiotim  tou A breÐte èna idiodi�nusma.

(g) EÐnai o A diagwniopoi simoc; [15]

7. 'Estw A ∈ M2×2(F) kai λ1, λ2 dÔo diaforetikèc metaxÔ touc idiotimèc tou A me antÐstoiqa idiodianÔsmata

x1 kai x2. ApodeÐxte ìti ta x1, x2 eÐnai grammik¸c anex�rthta. Diatup¸ste kai apodeÐxte genÐkeush gia

pÐnaka A ∈ Mn×n(F). [20]

KALH EPITUQIA!



PANEPISTHMIO PATRWN∗ TMHMA MAJHMATIKWN∗ TOMEAS JEWR. MAJHMATIKWN

GRAMMIKH ALGEBRA I **-9-09

Did�skwn: A. Arbanitoge¸rgoc

SumbolÐzoume me F to s¸ma twn pragmatik¸n   twn migadik¸n arijm¸n kai me Mm×n(F)

ton dianusmatikì q¸ro twn m× n pin�kwn me stoiqeÐa apì to F.

1. Poiì apì ta parak�tw uposÔnola tou R3 eÐnai upìqwroc tou R3;

W1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x + y = 1, z = 0}
W2 = {(x, y, z) ∈ R3 : 2x− 3y + z = 0}

Se katafatik  ap�nthsh na brejeÐ mia b�sh tou. [10]

2. (a) Pìte ta dianÔsmata v1, v2, . . . , vn enìc dianusmatikoÔ q¸rou V onom�-
zontai grammik¸c anex�rthta;
(b) Na dojeÐ o orismìc thc t�xhc miac grammik c apeikìnishc T : V → W kai
enìc pÐnaka A ∈ Mm×n(F).
(g) Na elègxete kat� pìson ta dianÔsmata (1 1 0), (1 2 2), (2 0 1), (1 1 2) tou
R3 eÐnai grammik¸c anex�rthta. [15]

3. 'Estw a 6= b 6= c. ApodeÐxte ìti to sÔsthma

x + y + z = 1

ax + by + cz = 2

a2x + b2y + c2z = −1

èqei p�nta monadik  lÔsh. [10]

4. 'Estw T : M2×3(R) → M2×2(R) h grammik  apeikìnish me tÔpo

T

(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
=

(
2a11 − a12 a13 + 2a12

0 0

)
.

(a) BreÐte ton pÐnaka thc T wc proc tic kanonikèc b�seic twn antÐstoiqwn di-
anusmatik¸nn q¸rwn.
(b) BreÐte b�seic tou pur na kai thc eikìnac thc T . (g) Na elègxete an h T
eÐnai 1-1   epÐ. [20]

5. DÐnetai o pÐnakac A =

 2 0 1
3 −1 1
0 0 2

 .

(a) BreÐte tic idiotimèc tou A. (b) Gia k�je idiotim  tou A breÐte èna idiodi�nus-
ma. (g) BreÐte to qarakthristikì polu¸numo tou A.
(d) EÐnai o A diagwniopoi simoc; [20]

6. DÔo pÐnakec A,B ∈ Mn×n(F) onom�zontai ìmoioi e�n up�rqei ènac n × n
antistrèyimoc pÐnakac Q me thn idiìthta A = Q−1BQ.
(a) ApodeÐxte ìti an o pÐnakac A eÐnai ìmoioc me ton λIn (λ ∈ F) tìte A = λIn.
(b) DeÐxte ìti ènac diagwniopoi simoc pÐnakac A o opoÐoc èqei mìno mÐa idiotim ,
eÐnai thc morf c A = λIn.

(g) DeÐxte ìti o pÐnakac

(
1 1
0 1

)
den eÐnai diagwniopoi simoc. [15]

7. 'Estw A,B ∈ M2×2(F). ApodeÐxte ìti (AB − BA)2 = −det(AB − BA)I2.
[10]

KALH EPITUQIA!



PANEPISTHMIO PATRWN∗ TMHMA MAJHMATIKWN∗ TOMEAS JEWR. MAJHMATIKWN

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ Ι 20-9-10

Διδάσκων: Α. Αρβανιτογεώργος

SumbolÐzoume me F to s¸ma twn pragmatik¸n   twn migadik¸n arijm¸n kai me Mm×n(F) ton dianusmatikì

q¸ro twn m× n pin�kwn me stoiqeÐa apì to F.

1. ΄Εστω W1 και W2 τα υποσύνολα του M2×2(F) που αποτελούνται από στοιχεία της μορφής(
a a+ b

a+ c b+ c

)
και

(
x x
−y y

)
αντίστοιχα.

(α) Αποδείξτε ότι τα W1,W2 είναι υπόχωροι του M2×2(F) .

(β) Βρείτε βάσεις για τους υπόχωρους W1,W2 και W1 ∩W2.

(γ) Να βρεθούν οι διαστάσεις των W1,W2,W1 ∩W2 και W1 +W2. [20]

2. (α) ΄Εστω S0 ο χώρος των λύσεων του ομογενούς γραμμικού συστήματος Ax = 0 όπου x το
διάνυσμα-στήλη των αγνώστων. Αποδείξτε ότι αν x0 είναι μια λύση του συστήματος Ax = B και S
το σύνολο των λύσεων αυτού, τότε ισχύει S = {x0}+ S0 ≡ {x0 + s : s ∈ S0}.

(β) Να λυθεί το γραμμικό σύστημα

{
3x1 − 3x2 − 6x3 − 2x4 = 1
x1 − x2 − 2x3 + 5x4 = 6

και να εκφραστεί το σύνολο

των λύσεων S στη μορφή {x0}+ S0, όπως στο ερώτημα (α). [20]

3. ΄Εστω T : R3 → R3
η απεικόνιση με τύπο T (x, y, z) = (x+ 2y − z, y + 2z, x+ y − z).

(α) Αποδείξτε ότι η T είναι γραμμική.

(β) Βρείτε τον πίνακα της T ως προς την κανονική βάση του R3
.

(γ) Βρείτε τον πυρήνα και την εικόνα της T , καθώς και βάσεις αυτών.

(δ) Να ελέγξετε αν η T είναι 1-1 ή επί. [25]

4. Δίνεται ο πίνακας A =

 4 0 1
2 3 2
1 0 4

 ∈M3×3(R).

(α) Δείξτε ότι το 3 και το 5 είναι ιδοτιμές του A.

(β) Βρείτε βάσεις για τους ιδιόχωρους E3 και E5.

(γ) Ισχύει ότι dimE3 + dimE5 = 3; Είναι ο A διαγωνιοποιήσιμος; [20]

5. Να υπολογιστεί η ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a 1 1 1
1 1− a 1 1
1 1 1 + b 1
1 1 1 1− b

∣∣∣∣∣∣∣∣ . [15]

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ!
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