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Kef�laio 1

Eisagwg 

To mikrì autì biblÐo apoteleÐtai apì di�forec prot�seic pou aforoÔn ta maj mata
thc Grammik c 'Algebrac pou did�skontai sto Majhmatikì Tm ma tou PanepisthmÐou
Patr¸n kai gia tic opoÐec o anagn¸sthc kaleÐtai na apofanjeÐ kat� pìson autèc
eÐnai alhjeÐc   yeudeÐc. Oi perissìterec èqoun lhfjeÐ apì to biblÐo [2], all� up�rqei
emploutismìc me epiplèon erwt seic. ApoteleÐ sunodeutikì bo jhma tou maj matoc
kai twn phg¸n pou proteÐnei o did�skwn.

H sÔstash gia th qrhsimopoÐhs  tou èqei wc ex c: Sthn arq  o anagn¸sthc eÐnai
kalì na melet sei kai na katano sei th sqetik  jewrÐa me paradeÐgmata, ask seic
klp. Sth sunèqeia, gia k�je mÐa apì tic prot�seic pou akoloujoÔn, tÐjetai o prob-
lhmatismìc kat� pìson k�poia prìtash eÐnai alhj c   yeud c. H kal  gn¸sh thc
jewrÐac odhgeÐ arqik� se mÐa upoyÐa gia th swst  ap�nthsh. Mia alhj c prìtash
basÐzetai sun jwc se k�poion orismì, se èna apotèlesma thc jewrÐac,   prèpei na
apodeiqjeÐ. Gia tic alhjeÐc prot�seic den dÐnw apodeÐxeic, kaj¸c autèc mporoÔn eÐte
na apodeiqjoÔn, eÐte na anazhthjoÔn sth bibliografÐa pou paratÐjetai.

H barÔthta dÐnetai stic yeudeÐc prot�seic, gia tic opoÐec, e�n den antibaÐnoun
se k�poion orismì, o anagn¸sthc kaleÐtai na d¸sei k�poio antipar�deigma. 'Ena
gnwstikì sf�lma pou parathr¸ taktik� stic t�xeic mou eÐnai ìti, h aitiolìghsh miac
yeudoÔc majhmatik c prìtashc prokÔptei apì to gegonìc ìti h sugkekrimènh prìtash
den sumpÐptei me èna gnwstì apotèlesma (p.q. je¸rhma, isìthta klp). To swstì ìmwc
eÐnai na dojeÐ èna sugkekrimèno paradeÐgma pou kajist� thn prìtash yeud  (dhlad 
èna antipar�deigma). Gia par�deigma, o lìgoc pou h isìthta (a + b)2 = a2 + b2 eÐnai
yeud c, den eÐnai ìti aut  antibaÐnei sth gnwst  tautìthta (a+b)2 = a2+b2+2ab, all�
ìti up�rqoun arijmoÐ, p.q. a = 2, b = 3, tètoioi ¸ste 25 = (2 + 3)2 6= 22 + 32 = 13.

Prosp�jhsa na d¸sw ìso to dunatìn apl� antiparadeÐgmata, all� endeqomènwc
o anagn¸sthc mporeÐ na skefteÐ kai k�poia aploÔstera.

Andrèac Arbanitoge¸rgoc
P�tra 2009

arvanito@math.upatras.gr

3



4 KEF�ALAIO 1. EISAGWG�H

SumbolismoÐ
? Oi dianusmatikoÐ q¸roi eÐnai peperasmènhc di�stashc, sumbolÐzontai me V, W, . . .
kai ta stoiqeÐa touc x1, . . . xn, y1, . . . , yn onom�zontai dianÔsmata.
? Ta stoiqeÐa a, b, c enìc s¸matoc F onom�zontai arijmoÐ. Sun jwc F = R  
C.
? P (F) o dianusmatikìc q¸roc (d.q.) twn poluwnÔmwn anexart twc bajmoÔ me
suntelestèc sto s¸ma F.
? Pn(F) o d.q.twn poluwnÔmwn bajmoÔ to polÔ n me suntelestèc sto s¸ma F.
? Mm×n(F) o d.q. twn m × n pin�kwn me stoiqeÐa sto s¸ma F. Ta stoiqeÐa
tou ta sumbolÐzoume me A, B, C, . . ..
? F(A, B) o d.q. twn sunart sewn apì to sÔnolo A sto sÔnolo B.
? span(S) o dianusmatikìc upìqwroc tou V pou par�getai apì to uposÔnolo
S ⊂ V .
? L(V, W ) o d.q. twn grammik¸n apeikonÐsewn apì ton d.q. V ston d.q. W .
'Ena stoiqeÐo tou L(V, V ) ≡L(V ) onom�zetai grammikìc telest c.
? IdV : V → V o tautotikìc grammikìc telest c.
? T0 : V → V o mhdenikìc grammikìc telest c.
? LA : Fn → Fm (A ∈ Mm×n(F) h grammik  apeikìnish me tÔpo LA(x) = Ax
(x ∈ Fn di�nusma-st lh).
? [T ]γβ o pÐnakac thc grammik c apeikìnishc T : V → W , wc proc tic diatetag-
mènec b�seic β, γ twn V, W antÐstoiqa.
? [x]β to di�nusma-st lh (λ1 λ2 · · · λn)t tou d.q. Fn, ìtan to stoiqeÐo x tou
d.q. V di�stashc n, ekfrasteÐ wc x =

∑
λixi, ìpou β = {x1, . . . , xn} eÐnai mia

diatetagmènh b�sh tou V .
? (A|B) o m × (n + 1) pÐnakac (epauxhmenoc pÐnakac) pou antistoiqeÐ sto
grammikì sÔsthma AX = B, m exis¸sewn me n agn¸stouc (x1 x2 · · · xn)t.
? Eλ o idiìqwroc tou grammikoÔ telest  T : V → V pou antistoiqeÐ sthn
idiotim  λ.



Kef�laio 2

Erwt seic

2.1 DianusmatikoÐ q¸roi
1. K�je dianusmatikìc q¸roc perièqei toul�qiston èna mhdenikì di�nusma.
2. K�je dianusmatikìc q¸roc perièqei perissìtera apì èna mhdenik� dianÔs-
mata.
3. Se k�je dianusmatikì q¸ro isqÔei h sunepagwg  ax = bx ⇒ a = b.
4. Se k�je dianusmatikì q¸ro isqÔei h sunepagwg  ax = ay ⇒ x = y.
5. K�je stoiqeÐo tou sunìlou Fn mporeÐ na jewrhjeÐ wc stoiqeÐo tou sunìlou
Mn×1(F).
6. 'Enac m× n pÐnakac perièqei m st lec kai n grammèc.
7. Sto sÔnolo P(F ) h prìsjesh poluwnÔmwn epitrèpetai mìnon ìtan aut� èqoun
ton Ðdio bajmì.
8. E�n f kai g eÐnai polu¸numa bajmoÔ n, tìte to polu¸numo f +g eÐnai bajmoÔ
n.
9. E�n f eÐnai èna polu¸numo bajmoÔ n kai c mia mh mhdenik  bajmwt  posìth-
ta, tìte to polu¸numo cf eÐnai bajmoÔ n.
10. K�je mh mhdenikì stoiqeÐo tou F mporeÐ na jewrhjeÐ wc stoiqeÐo tou P(F)
me bajmì mhdèn.
11. DÔo sunart seic tou sunìlou F(S,F) eÐnai Ðsec e�n kai mìno e�n paÐrnoun
thn Ðdia tim  gia k�je stoiqeÐo tou S.

2.2 DianusmatikoÐ upìqwroi
12. E�n V eÐnai dianusmatikìc q¸roc kai W èna uposÔnolo tou V to opoÐo eÐnai
dianusmatikìc q¸roc, tìte to W eÐnai upìqwroc tou V .
13. To kenì sÔnolo eÐnai upìqwroc k�je dianusmatikoÔ q¸rou.
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6 KEF�ALAIO 2. ERWT�HSEIS

14. K�je d.q. V 6= {0} perièqei ènan upìqwro W 6= V .
15. H tom  dÔo uposunìlwn enìc d.q. V eÐnai upìqwroc tou V .
16. 'Enac n × n diag¸nioc pÐnakac den mporeÐ na èqei perissìtera apì n mh
mhdenik� stoiqeÐa.
17. To Ðqnoc enìc tetragwnikoÔ pÐnaka isoÔtai me to ginìmeno twn stoiqeÐwn
thc diagwnÐou tou.

2.3 GrammikoÐ sundusmoÐ - Paragìmenoc q¸roc
18. To mhdenikì di�nusma gr�fetai wc grammikìc sunduasmìc opoiwnd pote
dianusm�twn.
19. O q¸roc pou par�getai apì to kenì sÔnolo eÐnai to kenì sÔnolo.
20. An S eÐnai èna uposÔnolo enìc d.q. V , tìte to span(S) isoÔtai me thn tom 
ìlwn twn upoq¸rwn tou V oi opoÐoi perièqoun to S.

2.4 Grammik  ex�rthsh - Grammik  anexarth-
sÐa

21. An S eÐnai èna grammik¸c exarthmèno sÔnolo, tìte k�je stoiqeÐo tou S
ekfr�zetai wc grammikìc sunduasmìc �llwn stoiqeÐwn tou S.
22. K�je sÔnolo to opoÐo perièqei to mhdenikì di�nusma eÐnai grammik¸c
anex�rthto.
23. To kenì sÔnolo eÐnai grammik¸c exarthmèno.
24. UposÔnola grammik¸c exarthmènwn sunìlwn eÐnai grammik¸c exarthmèna.
25. UposÔnola grammik¸c anex�rthtwn sunìlwn eÐnai grammik¸c anex�rthta.
26. E�n a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = 0 kai ta x1, x2, . . . , xn eÐnai grammik¸c
anex�rthta, tìte ìloi oi arijmoÐ ai eÐnai mhdèn.

2.5 B�sh kai di�stash
27. O mhdenikìc upìqwroc den perièqei kammÐa b�sh.
28. K�je d.q. o opoÐoc par�getai apì èna peperasmèno sÔnolo perièqei mia
b�sh.
29. K�je d.q. perièqei mia peperasmènh b�sh.
30. 'Enac d.q. den mporeÐ na perièqei perissìterec apì mia b�seic.
31. E�n ènac d.q. perièqei mia peperasmènh b�sh, tìte ìlec oi b�seic tou
perièqoun to Ðdio pl joc stoiqeÐwn.
32. H di�stash tou d.q. Pn(F) eÐnai n.
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33. H di�stash tou d.q. Mm×n(F) eÐnai m + n.
34. 'Estw V d.q. peperasmènhc di�stashc, S1 èna grammik¸c anex�rthto
uposÔnolo tou V kai S2 èna uposÔnolo tou V to opoÐo na par�gei ton V . Tìte
to S1 den mporeÐ na perièqei perissìtera stoiqeÐa apì to S2.
35. E�n o d.q. V par�getai apì to uposÔnolo S, tìte k�je stoiqeÐo tou V
gr�fetai wc grammikìc sunduasmìc stoiqeÐwn tou S kat� monadikì trìpo.
36. K�je upìqwroc enìc d.q. peperasmènhc di�stashc eÐnai peperasmènhc
di�stashc.
37. E�n o d.q. V èqei di�stash n, tìte o V perièqei akrib¸c ènan upìqwro
di�stashc 0 kai akrib¸c ènan upìqwro di�stashc n.

2.6 Grammikèc apeikonÐseic, pur nac, eikìna
Gia tic prot�seic 38 - 45 oi V, W eÐnai dianusmatikoÐ q¸roi (epÐ tou s¸matoc
F) kai h T mia sun�rthsh apì ton V ston W .
38. E�n h T eÐnai grammik , tìte h T diathreÐ ajroÐsmata kai bajmwtoÔc
pollaplasiasmoÔc.
39. E�n gia k�je x, y ∈ V isqÔei T (x + y) = T (x) + T (y), tìte h T eÐnai
grammik .
40. H T eÐnai 1− 1 e�n kai mìno e�n Ker(T ) = {0}.
41. E�n h T eÐnai grammik  tìte T (0V ) = 0W .
42. E�n h T eÐnai grammik  tìte dim KerT + dim ImT = dim W
43. E�n h T eÐnai grammik , tìte h T apeikonÐzei grammik¸c anex�rthta up-
osÔnola tou V se grammik¸c anex�rthta uposÔnola tou W .
44. E�n oi T, U : V → W eÐnai grammikèc apeikonÐseic oi opoÐec paÐrnoun thn
Ðdia tim  se mia b�sh tou V , tìte T = U .
45. E�n x1, x2 ∈ V kai y1, y2 ∈ W , tìte up�rqei grammik  apeikìnish T : V →
W tètoia ¸ste T (x1) = y1 kai T (x2) = y2.

2.7 O pÐnakac miac grammik c apeikìnishc
Gia tic prot�seic 46 - 51 oi β kai γ eÐnai diatetagmènec b�seic twn d.q. V kai
W antÐstoiqa kai T, U : V → W eÐnai grammikèc apeikonÐseic.
46. Gia k�je arijmì a ∈ F, h apeikìnish aT + U : V → W eÐnai grammik .
47. E�n [T ]γβ = [U ]γβ tìte T = U .
48. E�n dim V = m kai dim W = n tìte o [T ]γβ eÐnai pÐnakac m× n.
49. [T + U ]γβ = [T ]γβ + [U ]γβ.
50. To sÔnolo L(V, W ) eÐnai dianusmatikìc q¸roc.
51. L(V, W ) = L(W, V ).
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2.8 SÔnjesh grammik¸n apeikonÐsewn kai pol-
laplasiasmìc pin�kwn

Gia tic prot�seic 52 - 61 oi α, β kai γ eÐnai diatetagmènec b�seic twn d.q. V , W
kai Z antÐstoiqa. Oi T : V → W kai U : W → Z eÐnai grammikèc apeikonÐseic
kai oi A, B eÐnai pÐnakec.
52. [UT ]γα = [T ]βα[U ]γβ.

53. Gia k�je x ∈ V isqÔei [T (x)]β = [T ]βα[x]α.

54. Gia k�je y ∈ W isqÔei [U(y)]β = [U ]βα[y]β.

55. [IdV ]α = I.

56. [T 2]βα = ([T ]βα)2.

57. E�n A2 = I tìte eÐte A = I eÐte A = −I.

58. T = LA gia k�poion pÐnaka A.

59. E�n A2 = O tìte A = O.

60. LA+B = LA + LB.

61. E�n o pÐnakac A = (aij) eÐnai tetragwnikìc kai aij = δij gia k�je i, j, tìte
A = I.

2.9 Antistrèyimec grammikèc apeikonÐseic kai
isomorfismoÐ

Gia tic prot�seic 62 - 70 oi α kai β eÐnai diatetagmènec b�seic twn d.q. V
kai W antÐstoiqa, h T : V → W eÐnai grammik  apeikìnish kai oi A, B eÐnai
pÐnakec.
62. ([T ]βα)−1 = [T−1]βα.

63. H T eÐnai antistrèyimh e�n kai mìno e�n eÐnai 1− 1 kai epÐ.

64. T = LA, ìpou A = [T ]βα.

65. O d.q. M2×3(F) eÐnai isìmorfoc me ton F5.

66. O d.q. Pn(F) eÐnai isìmorfoc me ton d.q. Pm(F) e�n kai mìno e�n n = m.

67. E�n AB = I, tìte oi A kai B eÐnai antistrèyimoi.

68. (A−1)−1 = A.

69. O pÐnakac A eÐnai antistrèyimoc e�n kai mìno e�n o telest c LA eÐnai
antistrèyimoc.

70. Gia na eÐnai o A antistrèyimoc prèpei na eÐnai tetragwnikìc.
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2.10 Allag  b�shc
71. E�n Q eÐnai o pÐnakac allag c b�shc apì thn β′ = {x′1, . . . , x′n} sthn
β = {x1, . . . , xn} (diatetagmènec b�seic enìc d.q. V ), tìte h j-st lh tou Q
eÐnai h [xj]β.
72. K�je pÐnakac allag c b�shc eÐnai antistrèyimoc.
73. 'Estw T : V → V grammikìc metasqhmatismìc kai β, β′ diatetagmènec
b�seic tou V . Tìte [T ]β = Q[T ]β′Q−1, ìpou Q eÐnai o pÐnakac allag c b�shc
apì thn β′ sthn β.
74. DÔo pÐnakec A, B ∈ Mn×n(F) onom�zontai ìmoioi e�n B = QtAQ gia
k�poion pÐnaka Q ∈ Mn×n(F).
75. 'Estw T : V → V grammikìc metasqhmatismìc. Tìte gia opoiesd pote
diatetagmènec b�seic β, γ tou V , o pÐnakac [T ]β eÐnai ìmoioc me ton pÐnaka [T ]γ.

2.11 Stoiqei¸deic pr�xeic pin�kwn kai stoiqei¸deic
pÐnakec

76. 'Enac stoiqei¸dhc pÐnakac eÐnai p�nta tetragwnikìc.
77. Ta monadik� stoiqeÐa enìc stoiqei¸douc pÐnaka eÐnai to mhdèn kai to èna.
78. O n× n tautotikìc pÐnakac eÐnai ènac stoiqei¸dhc pÐnakac.
79. To ginìmeno dÔo n× n stoiqeiwd¸n pin�kwn eÐnai stoiqei¸dhc pÐnakac.
80. O antÐstrofoc enìc stoiqei¸douc pÐnaka eÐnai stoiqei¸dhc pÐnakac.
81. To �jroisma dÔo n× n stoiqeiwd¸n pin�kwn eÐnai stoiqei¸dhc pÐnakac.
82. O an�strofoc enìc stoiqei¸douc pÐnaka eÐnai stoiqei¸dhc pÐnakac.
83. E�n B eÐnai ènac pÐnakac o opoÐoc prokÔptei apì ton pÐnaka A me mia
stoiqei¸dh pr�xh stic grammèc tou A, tìte o B mporeÐ na prokÔyei me mia
stoiqei¸dh pr�xh stic st lec tou A .
84. E�n B eÐnai ènac pÐnakac o opoÐoc prokÔptei apì ton pÐnaka A me mia
stoiqei¸dh pr�xh stic grammèc tou A, tìte o A mporeÐ na prokÔyei me mia
stoiqei¸dh pr�xh stic grammèc tou B .

2.12 T�xh pÐnaka kai antÐstrofoc enìc pÐnaka
85. H t�xh enìc pÐnaka isoÔtai me ton arijmì twn mh mhdenik¸n sthl¸n tou.
86. H t�xh tou ginomènou dÔo pin�kwn isoÔtai me thn mikrìterh apì tic t�xeic
twn dÔo pin�kwn.
87. O monadikìc pÐnakac me t�xh 0 eÐnai o m× n mhdenikìc pÐnakac.
88. Oi stoiqei¸deic pr�xeic stic grammèc enìc pÐnaka diathroÔn thn t�xh.
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89. Oi stoiqei¸deic pr�xeic stic st lec enìc pÐnaka den diathroÔn genik� thn
t�xh.
90. H t�xh enìc pÐnaka isoÔtai me ton mègisto arijmì twn grammik¸c anex�rthtwn
gramm¸n tou.
91. O antÐstrofoc enìc pÐnaka eÐnai dunatìn na upologisteÐ me qr sh stoiqei-
wd¸n pr�xewn stic grammèc tou.
92. H t�xh enìc n× n pÐnaka eÐnai to polÔ n.
93. E�n ènac n× n pÐnakac èqei t�xh n tìte autìc eÐnai antistrèyimoc.

2.13 Sust mata grammik¸n exis¸sewn -
jewrÐa

94. K�je grammikì sÔsthma èqei toul�qiston mÐa lÔsh.
95. K�je grammikì sÔsthma èqei to polÔ mÐa lÔsh.
96. K�je omogenèc sÔsthma èqei toul�qiston mÐa lÔsh.
97. K�je grammikì sÔsthma n exis¸sewn me n agn¸stouc èqei to polÔ mÐa
lÔsh.
98. K�je grammikì sÔsthma n exis¸sewn me n agn¸stouc èqei toul�qiston
mÐa lÔsh.
99. E�n to omogenèc sÔsthma pou antistoiqeÐ se èna grammikì sÔsthma èqei
lÔsh, tìte kai to arqikì sÔsthma èqei lÔsh.
100. E�n o pÐnakac twn suntelest¸n enìc omogenoÔc sust matoc n exis¸sewn
me n agn¸stouc eÐnai antistrèyimoc, tìte to sÔsthma den èqei mh tetrimmènec
lÔseic.
101. To sÔnolo twn lÔsewn enìc grammikoÔ sust matoc m exis¸sewn me n
agn¸stouc eÐnai upìqwroc tou d.q. Fn.

2.14 Sust mata grammik¸n exis¸sewn -
upologismoÐ

102. E�n o pÐnakac (A′ | B′) prokÔptei apì ton (A | B) met� apì peperasmèno
pl joc stoiqeiwd¸n pr�xewn stic st lec, tìte ta sust mata AX = B kai
A′X = B′ eÐnai isodÔnama.
103. E�n o pÐnakac (A′ | B′) prokÔptei apì ton (A | B) met� apì peperasmèno
pl joc stoiqeiwd¸n pr�xewn stic grammèc, tìte ta sust mata AX = B kai
A′X = B′ eÐnai isodÔnama.
104. E�n o A eÐnai ènac n × n pÐnakac t�xhc n, tìte h klimakwt  morf  tou
A (met� apì stoiqei¸deic pr�xeic stic grammmèc tou) eÐnai In.
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105. K�je pÐnakac mporeÐ na ekfrasteÐ se klimakwt  morf , met� apì peperas-
mènec to pl joc stoiqei¸deic pr�xeic stic grammèc tou.
106. E�n o pÐnakac (A | B) brÐsketai se klimakwt  morf , tìte to sÔsthma
AX = B èqei lÔsh.
107. 'Estw AX = B èna grammikì sÔsthma m exis¸sewn me n agn¸stouc, gia
to opoÐo o epauxhmènoc pÐnakac brÐsketai se klimakwt  morf . Ean to sÔsthma
autì èqei lÔseic, tìte h di�stash tou q¸rou twn lÔsewn tou sust matoc AX =
0 eÐnai n−m′, ìpou m′ eÐnai o arijmìc twn mh mhdenik¸n gramm¸n tou A.
108. E�n ènac pÐnakac A mporeÐ na metasqhmatisteÐ ston pÐnaka A′ mèsw
stoiqeiwd¸n pr�xewn stic grammèc, tìte o arijmìc twn mh mhdenik¸n gramm¸n
tou A′ isoÔtai me thn t�xh tou A.

2.15 OrÐzousec t�xhc 2

109. H orÐzousa enìc 2 × 2 pÐnaka eÐnai grammik  apeikìnish wc proc k�je
gramm  tou pÐnaka, ìtan h �llh gramm  diathreÐtai stajer .
110. An I eÐnai o 2× 2 tautotikìc pÐnakac, tìte det(I) = 0
111. An kai oi dÔo grammèc enìc 2× 2 pÐnaka A eÐnai Ðdiec, tìte det(A) = 0.
112. E�n u, v eÐnai dÔo dianÔsmata tou R2 me shmeÐo efarmog c thn arq  twn
axìnwn, tìte to embadì tou parallhlogr�mmou me diadoqikèc pleurèc ta u kai

v isoÔtai me det

(
u
v

)
.

113. 'Ena sÔsthma suntetagmènwn {u, v} eÐnai dexiìstrofo e�n kai mìno e�n
èqei prosanatolismì 1.
114. H orÐzousa eÐnai ènac grammikìc metasqhmatismìc apì to M2×2(F) sto
F.

2.16 OrÐzousec t�xhc n

115. Mia sun�rthsh orÐzousac sto Mn×n(F) eÐnai mia grammik  apeikìnish wc
proc k�je gramm  enìc n × n pÐnaka me stoiqeÐa apì to F, ìtan oi upìloipec
n− 1 grammèc diathroÔntai stajerèc.
116. E�n δ eÐnai mia sun�rthsh orÐzousac kai dÔo grammèc tou pÐnaka A eÐnai
Ðdiec, tìte δ(A) = 0.
117. 'Estw δ : Mn×n(F) → F mia sun�rthsh orÐzousac. E�n B eÐnai ènac
pÐnakac pou prokÔptei apì ton pÐnaka A me enallag  dÔo gramm¸n, tìte δ(A) =
δ(B).
118. H sun�rthsh δ : Mn×n(F) → F me tÔpo δ(A) = 0 eÐnai mia sun�rthsh
orÐzousac.
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119. Gia k�je n ≥ 2 up�rqei mia sun�rthsh orÐzousac sto δ : Mn×n(F) → F.
120. K�je sun�rthsh orÐzousac δ : Mn×n(F) → F eÐnai ènac grammikìc
metasqhmatismìc.

2.17 Idiìthtec twn orizous¸n
121. E�n dÔo grammèc enìc pÐnaka A eÐnai Ðdiec, tìte det(A) = 0.
122. E�n o pÐnakac B prokÔptei ap' ton A me enallag  dÔo gramm¸n, tìte
det(B) = − det(A).
123. E�n o pÐnakac B prokÔptei ap' ton A me pollaplasiasmì miac gramm c
tou A me ènan arijmì c, tìte det(B) = det(A).
124. E�n o pÐnakac B prokÔptei ap' ton A prosjètontac èna pollapl�sio thc
i-gramm c sthn j-gramm  (i 6= j), tìte det(B) = det(A).
125. E�n E eÐnai ènac stoiqei¸dhc pÐnakac, tìte det(E) = ±1.
126. E�n A, B ∈ Mn×n(F), tìte det(AB) = det(A) det(B).
127. 'Enac pÐnakac M eÐnai antistrèyimoc e�n kai mìno e�n det(M) = 0.
128. 'Enac pÐnakac M ∈ Mn×n(F) èqei t�xh n e�n kai mìno e�n det(M) 6= 0.
129. H orÐzousa enìc pÐnaka eÐnai dunatìn na upologisteÐ me an�ptuxh wc proc
opoiad pote gramm    st lh.
130. det(At) = − det(A).
131. H orÐzousa enìc diag¸niou pÐnaka isoÔtai me to ginìmeno twn stoiqeÐwn
thc kentrik c diagwnÐou.
132. K�je grammikì sÔsthma n exis¸sewn me n agn¸stouc eÐnai dunatìn na
epilujeÐ me qr sh tou kanìna tou Cramer.
133. 'Estw AX = B èna grammikì sÔsthma n exis¸sewn me n agn¸stouc, ìpou
X = (x1, x2, . . . , xn)t. E�n det(A) 6= 0 kai Mk eÐnai o pÐnakac pou prokÔptei ap'
ton A me antikat�stash thc k gramm c tou A me Bt, tìte gia k�je k (1 ≤ k ≤
n), isqÔei ìti xk = (det(A))−1 · det(Mk).
134. H orÐzousa enìc �nw trigwnikoÔ pÐnaka isoÔtai me to ginìmeno twn s-
toiqeÐwn thc kentrik c diagwnÐou

2.18 Idiotimèc kai idiodianÔsmata
135. K�je grammikìc telest c se ènan d.q. di�stashc n èqei n diakekrimènec
idiotimèc.
136. E�n ènac pragmatikìc pÐnakac èqei èna idiodi�nusma, tìte èqei �peiro
pl joc idiodianusm�twn.
137. Up�rqei tetragwnikìc pÐnakac pou na mhn èqei idiodianÔsmata.
138. Oi idiotimèc eÐnai mh mhdenikoÐ arijmoÐ.
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139. DÔo opoiad pote idiodianÔsmata eÐnai grammik¸c anex�rthta.
140. To �jroisma dÔo idiotim¸n enìc grammikoÔ telest  T eÐnai epÐshc idiotim 
tou T .
141. GrammikoÐ telestèc se q¸rouc �peirhc di�stashc den èqoun potè idiotimèc.
142. 'Enac n × n pÐnakac A me stoiqeÐa apì to s¸ma F eÐnai ìmoioc me ènan
diag¸nio pÐnaka e�n kai mìno e�n o Fn èqei mia b�sh apì idiodianÔsmata tou A.
143. 'Omoioi pÐnakec èqoun tic Ðdiec idiotimèc.
144. 'Omoioi pÐnakec èqoun ta Ðdia idiodianÔsmata.
145. To �jroisma dÔo idiodianusm�twn enìc telest  T eÐnai p�nta èna id-
iodi�nusmta tou T .

2.19 DiagwniopoÐhsh
146. K�je grammikìc telest c se ènan d.q. di�stashc n me ligìterec apì n
diakekrimènec idiotimèc, den eÐnai diagwniopoi simoc
147. Ta idiodianÔsmata pou antistoiqoÔn sthn Ðdia idiotim  eÐnai p�nta gram-
mik¸c exarthmèna.
148. E�n λ eÐnai mia idiotim  enìc grammikoÔ telest  T , tìte k�je stoiqeÐo tou
idiìqwrou Eλ eÐnai èna idiodi�nusma tou T .
149. E�n λ1 kai λ2 eÐnai diakekrimènec idiotimèc tou telest  T , tìte Eλ1∩Eλ2 =
{0}.
150. 'Estw A ∈ Mn×n(F) kai β = {x1, . . . , xn} mia b�sh tou Fn apì idiodi-
anÔsmata tou A. E�n Q eÐnai o n × n pÐnakac tou opoÐou h i-st lh eÐnai to
di�nusma xi (i = 1, 2, . . . , n), tìte o pÐnakac Q−1AQ eÐnai diag¸nioc.
151. 'Enac grammikìc telest c T se ènan d.q. peperasmènhc di�stashc eÐnai
diagwniopoi simoc e�n kai mìno e�n h pollaplìthta k�je idiotim c λ tou T
isoÔtai me th di�stash tou Eλ.
152. K�je diagwniopoi simoc grammikìc telest c èqei toul�qiston mia idiotim .
153. E�n ènac d.q. eÐnai eujÔ �jroisma upoq¸rwn W1, W2, . . . ,Wk, tìte Wi ∩
Wj = {0} gia i 6= j.
154. E�n V =

∑k
i=1 Wi me Wi ∩ Wj = {0} gia i 6= j, tìte V = W1 ⊕ W2 ⊕

· · · ⊕Wk.

2.20 AnalloÐwtoi upìqwroi kai to je¸rhma
twn Cayley-Hamilton

155. Up�rqei grammikìc telest c T pou na mhn èqei kanènan T -analloÐwto
upìqwro.
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156. E�n T eÐnai ènac grammikìc telest c ston d.q. V kai W eÐnai ènac T -
analloÐwtoc upìqwroc tou V , tìte to qarakthristikì polu¸numo tou TW = T |W
diaireÐ to qarakthristimì polu¸numo tou T .
157. 'Estw T ènac grammikìc telest c ston d.q. V kai èstw x kai y stoiqeÐa
tou V . E�n W kai W ′ eÐnai oi T -kuklikoÐ upìqwroi pou par�gontai apì ta x
kai y antÐstoiqa kai epiplèon W = W ′, tìte x = y.
158. E�n T eÐnai ènac grammikìc telest c ston d.q. V , tìte gia k�je x ∈ V o
T -kuklikìc upìqwroc pou par�getai apì to x isoÔtai me ton T -kuklikì upìqwro
pou par�getai apì to T (x).
159. 'Estw T ènac grammikìc telest c se ènan d.q. di�stashc n. Tìte up�rqei
polu¸numo g(t) bajmoÔ n tètoio ¸ste g(T ) = T0.
160. K�je polu¸numo thc morf c (−1)n(a0 + a1t + · · · + an−1t

n−1 + tn) eÐnai
to qarakthristikì polu¸numo k�poiou grammikoÔ telest .
161. E�n T eÐnai ènac grammikìc telest c se ènan d.q. V kai e�n o V gr�fetai
wc eujÔ �jroisma apì k T -analloÐwtouc upoq¸rouc, tìte up�rqei b�sh β tou
V ètsi ¸ste o pÐnakac [T ]β na eÐnai eujÔ �jroisma apì k pÐnakec.

2.21 Q¸roi me eswterikì ginìmeno
'Estw V d.q. epÐ tou s¸matoc F.
162. 'Ena eswterikì ginìmeno eÐnai mia sun�rthsh epÐ tou sunìlou twn diate-
tagmènwn zeug¸n stoiqeÐwn tou V me timèc sto F.
163. 'Ena ewterikì ginìmeno orÐzetai eÐte epÐ tou s¸matoc twn pragmatik¸n eÐte
epÐ tou s¸matoc twn migadik¸n arijm¸n.
164. 'Ena eswterikì ginìmeno eÐnai grammik  sun�rthsh kai wc proc tic dÔo
metablhtèc.
165. Ston d.q. Rn orÐzetai èna kai monadikì eswterikì ginìmeno.
166. H trigwnik  anisìthta isqÔei mìno gia q¸rouc peperasmènhc di�stashc.
167. O suzugoan�strofoc orÐzetai mìno gia tetragwnikoÔc pÐnakec.
168. E�n se ènan q¸ro me eswterikì ginìmeno (V, 〈 , 〉) isqÔei ìti 〈x, y〉 = 0
gia k�je x ∈ V , tìte y = 0.

2.22 H diadikasÐa orjokanonikopoÐhshc Gram-

Schmidt

169. H diadikasÐa orjokanonikopoÐhshcGram-Schmidt mac epitrèpei na kataskeu�-
soume mia orjokanonik  b�sh apì èna opoiod pote sÔnolo dianusm�twn enìc
dianusmatikoÔ q¸rou.
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170. K�je dianusmatikìc q¸roc peperasmènhc di�stashc me eswterikì ginìmeno,
perièqei mia orjokanonik  b�sh.
171. To orjog¸nio sumpl rwma enìc uposunìlou enìc dianusmatikoÔ q¸rou
eÐnai upìqwroc.
172. E�n β = {x1, . . . , xn} eÐnai mia b�sh tou dianusmatikoÔ q¸rou V , tìte
gia k�je x ∈ V oi arijmoÐ 〈x, xi〉 (i = 1, . . . , n) eÐnai oi suntelestèc Fourier tou
x.
173. Mia orjokanonik  b�sh prèpei na eÐnai mia diatetagmènh b�sh.
174. K�je orjog¸nio sÔnolo eÐnai grammmik¸c anex�rthto.
175. K�je orjokanonikì sÔnolo eÐnai grammik¸c anex�rthto.

2.23 O suzug c enìc grammikoÔ telest 
Upojètoume ìti oi parak�tw q¸roi me eswterikì ginìmeno eÐnai peperasmènhc
di�stashc.
176. K�je grammikìc telest c èqei ènan suzug .
177. K�je grammikìc telest c se ènan dianusmatikì q¸ro V èqei th morf 
x 7→ 〈x, y〉, gia k�poio y ∈ V .
178. Gia k�je grammikì telest  T ∈ L(V ) kai gia k�je b�sh β tou V isqÔei
ìti [T ∗]β = ([T ]β)∗.
179. O suzug c enìc grammikoÔ telest  eÐnai p�nta monadikìc.
180. An T, U eÐnai grammikoÐ telestèc kai a, b ∈ F, tìte isqÔei h sqèsh
(aT + bU)∗ = aT ∗ + bU∗.
181. Gia k�je n× n pÐnaka A isqÔei ìti (LA)∗ = LA∗ .
182. Gia k�je grammikì telest  T isqÔei ìti (T ∗)∗ = T .

2.24 KanonikoÐ kai autosuzugeÐc telestèc
Upojètoume ìti oi parak�tw q¸roi me eswterikì ginìmeno eÐnai peperasmènhc
di�stashc.
183. K�je autosuzug c telest c eÐnai kanonikìc.
184. K�je telest c kai o antÐstoiqoc suzug c tou èqoun ta Ðdia idiodianÔsmata.
185. E�n T ∈ L(V ), tìte o T eÐnai kanonikìc e�n kai mìno e�n o pÐnakac [T ]β
eÐnai kanonikìc, ìpou β mia opoiad pote diatetagmènh b�sh tou V .
186. 'Enac pÐnakac A eÐnai kanonikìc e�n kai mìno e�n o telest c LA eÐnai
kanonikìc.
187. Oi idiotimèc enìc autosuzugoÔc telest  eÐnai p�nta pragmatikèc.
188. O tautotikìc kai o mhdenikìc telest c eÐnai autosuzugeÐc.
189. K�je kanonikìc telest c eÐnai diagwniopoi simoc.
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190. K�je autosuzug c telest c eÐnai diagwniopoi simoc.

2.25 MonadiaÐoi kai orjog¸nioi telestèc - an-
tÐstoiqoi pÐnakec

Upojètoume ìti oi parak�tw q¸roi me eswterikì ginìmeno eÐnai peperasmènhc
di�stashc.
191. K�je monadaÐoc telest c eÐnai kanonikìc.
192. K�je orjog¸nioc telest c eÐnai diagwniopoi simoc.
193. 'Enac pÐnakac eÐnai monadiaÐoc e�n kai mìno e�n eÐnai antistrèyimoc.
194. E�n dÔo pÐnakec eÐnai monadiaÐa ìmoioi, tìte eÐnai ìmoioi.
195. To �jroisma dÔo monadiaÐwn pin�kwn eÐnai monadiaÐoc pÐnakac.
196. O suzug c enìc monadiaÐou pÐnaka eÐnai monadiaÐoc pÐnakac.
197. E�n T ∈ L(V ) eÐnai ènac orjog¸nioc telest c, tìte gia k�je diatetagmènh
b�sh β tou V o pÐnakac [T ]β eÐnai orjog¸nioc.
198. E�n ìlec oi idiotimèc enìc telest  eÐnai 1, tìte o telest c eÐnai eÐte mona-
diaÐoc eÐte orjog¸nioc.
199. 'Enac telest c diathreÐ th nìrma (st�jmh) all� ìqi to eswterikì ginìmeno.

2.26 Orjog¸niec probolèc kai to fasmatikì
je¸rhma

Upojètoume ìti oi parak�tw dianusmatikoÐ q¸roi me eswterikì ginìmeno eÐnai
peperasmènhc di�stashc.
200. 'Olec oi probolèc eÐnai autosuzugeÐc telestèc.
201. Mia orjog¸nia probol  kajorÐzetai pl rwc apì to pedÐo tim¸n thc.
202. K�je autosuzug c telest c ekfr�zetai wc grammikìc sunduasmìc or-
jog¸niwn telest¸n.
203. E�n ènac telest c èqei mia fasmatik  an�lush, tìte to Ðdio isqÔei kai
gia ton suzug  tou.
204. E�n T eÐnai mia probol  ston upìqwro W , tìte to di�nusma T (x) tou W
eÐnai to plhsièstero di�nusma sto x.
205. K�je orjog¸nia probol  eÐnai monadiaÐoc telest c.

2.27 Digrammikèc kai tetragwnikèc morfèc
206. K�je tetragwnik  morf  eÐnai kai digrammik  morf .
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207. E�n dÔo pÐnakec eÐnai isìtimoi, tìte èqoun tic Ðdiec idiotimèc.
208. Oi pÐnakec pou antistoiqoÔn se summetrikèc digrammikèc morfèc eÐnai
summetrikoÐ pÐnakec.
209. K�je summetrikìc pÐnakac eÐnai isìtimoc me ènan diag¸nio pÐnaka.
210. To �jroisma dÔo summetrik¸n digrammik¸n morf¸n eÐnai mia summetrik 
digrammik  morf .
211. DÔo summetrikoÐ pÐnakec oi opoÐoi èqoun to Ðdio qarakthristikì polu¸nu-
mo, eÐnai pÐnakec thc Ðdiac digrammik c morf c.
212. Up�rqei digrammik  morf  H tètoia ¸ste H(x, y) 6= 0 gia k�je x kai y.
213. E�n h di�stash enìc dianusmatikoÔ q¸rou V eÐnai n, tìte h di�stash tou
dianusmatikoÔ q¸rou ìlwn twn digrammik¸n morf¸n epÐ tou V eÐnai 2n.
214. 'Estw H mia digrammik  morf  epÐ tou diansumatikoÔ q¸rou V , o opoÐoc
eÐnai peperasmènhc di�stashc. Tìte gia k�je x ∈ V , up�rqei èna y ∈ V tètoio,
¸ste y 6= 0 kai H(x, y) = 0.
215. E�n H eÐnai mia digrammik  morf  epÐ enìc pragmatikoÔ dianusmatikoÔ
q¸rou V peperasmènhc di�stashc me eswterikì ginìmeno, tìte up�rqei mia
b�sh β tou V tètoia ¸ste o pÐnakac thc H wc proc thn β na eÐnai diag¸nioc.

2.28 Genikeumèna idiodianÔsmata
216. Ta idiodianÔsmata enìc grammikoÔ telest  T eÐnai tautìqrona kai genikeumè-
na idiodianÔsmata tou T .
217. Up�rqei genikeumèno idiodi�nusma x enìc grammikoÔ telest  T (dhlad 
(T −λId)p(x) = 0 gia k�poion arijmì λ kai p jetikì akèraio), all� to λ na mhn
eÐnai idiotim  tou T .
218. K�je grammikìc telest c epÐ enìc dianusmatikoÔ q¸rou peperasmènhc
di�stashc èqei mia kanonik  morf  Jordan.
219. 'Enac kÔkloc apì genikeumèna idiodianÔsmata eÐnai dianÔsmata grammik¸c
anex�rthta.
220. Se k�je idiotim  enìc grammikoÔ telest  epÐ enìc dianusmatikoÔ q¸rou
peperasmènhc di�stashc, antistoiqeÐ akrib¸c ènac kÔkloc apì genikeumèna id-
iodianÔsmata.
221. 'Estw T ènac grammikìc telest c epÐ enìc dianusmatikoÔ q¸rou V
peperasmènhc di�stashc tou opoÐou to qarakthristikì polu¸numo ekfr�zetai
wc ginìmeno prwtobajmÐwn paragìntwn kai èstw λ1, λ2, . . . , λk oi diakekrimènec
idiotimèc tou T . E�n βi eÐnai mia b�sh tou genikeumènou idiìqwrou Kλi

(i =
1, . . . , k), tìte to sÔnolo β1 ∪ β2 ∪ · · · ∪ βk eÐnai mia kanonik  b�sh Jordan tou
telest  T .
222. Gia k�je stoiqei¸dh pÐnaka Jordan J , o telest c LJ èqei kanonik  morf 
Jordan J .
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223. 'Estw T ènac grammikìc telest c epÐ enìc dianusmatikoÔ q¸rou di�s-
tashc n, tou opoÐou to qarakthristikì polu¸numo eÐnai ginìmeno prwtobajmÐwn
paragìntwn. Tìte gia k�je idiotim  λ tou T isqÔei ìti Kλ = Ker((T −λId)n).

2.29 H kanonik  morf  Jordan

224. H kanonik  morf  Jordan enìc diag¸niou pÐnaka eÐnai o Ðdioc o pÐnakac.
225. 'Estw T ∈ L(V ) epÐ enìc dianusmatikoÔ q¸rou peperasmènhc di�stashc,
me kanonik  morf  Jordan J . E�n β eÐnai mia b�sh tou V , tìte h kanonik 
morf  Jordan tou pÐnaka [T ]β eÐnai o pÐnakac J .
226. GrammikoÐ telestèc me ta Ðdia qarakthristik� polu¸numa eÐnai ìmoioi.
227. PÐnakec me thn Ðdia kanonik  morf  Jordan eÐnai ìmoioi.
228. K�je pÐnakac eÐnai ìmoioc me thn kanonik  tou morf  Jordan.
229. 'Estw T ènac grammikìc telest c epÐ enìc dianusmatikoÔ q¸rou peperas-
mènhc di�stashc me qarakthristikì polu¸numo (−1)n(t − λ)n. An l�boume
upìyh ìti oi stoiqei¸deic pÐnakec Jordan diat�ssontai kat� fjÐnon mègejoc,
tìte o telest c T èqei monadik  kanonik  morf  Jordan.
230. E�n ènac telest c èqei mia kanonik  morf  Jordan, tìte up�rqei monadik 
kanonik  b�sh Jordan gia ton telest  autì.
231. E�n ènac grammikìc telest c èqei mia kanonik  morf  Jordan, tìte to
qarakthristikì tou di�gramma (apoteloÔmeno apì katakìrufec teleÐec) eÐnai
monadikì.

2.30 To el�qisto polu¸numo
Upojètoume ìti oi parak�tw dianusmatikoÐ q¸roi eÐnai peperasmènhc di�stashc.
232. Gia k�je grammikì telest  T up�rqei èna polu¸numo p(t) mègistou bajmoÔ
gia to opoÐo isqÔei p(T ) = T0.
233. K�je grammikìc telest c èqei èna monadikì el�qisto polu¸numo.
234. To qarakthristikì polu¸numo enìc grammikoÔ telest  diaireÐ to el�qisto
polu¸numì tou.
235. To el�qisto kai to qarakthristikì polu¸numo enìc diagwniopoi simou
telest  eÐnai Ðdia.
236. 'Estw T ∈ L(V ) me dim(V ) = n, p(t) to el�qisto polu¸numo tou T kai
f(t) to qarakthristikì polu¸numo tou T . E�n to polu¸numo f(t) gr�fetai wc
ginìmeno prwtobajmÐwn paragìntwn, tìte to f(t) diaireÐ to polu¸numo [p(t)]n.
237. To el�qisto kai to qarakthristikì polu¸numo enìc grammikoÔ telest 
èqoun p�nta ton Ðdio bajmì.
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238. E�n to el�qisto polu¸numo enìc grammikoÔ telest  gr�fetai wc ginìmeno
prwtobajmÐwn paragìntwn, tìte o telest c eÐnai diagwniopoi simoc.
239. 'Estw T ∈ L(V ). E�n o V eÐnai ènac T -kuklikìc upìqwroc tou eautoÔ
tou, tìte o bajmìc tou el�qistou poluwnÔmou tou T isoÔtai me th di�stash tou
q¸rou V .

2.31 H rht  kanonik  morf 
240. K�je rht  kanonik  b�sh enìc grammikoÔ telest  T eÐnai ènwsh apì
T -kuklikèc b�seic.
241. E�n mia b�sh β eÐnai ènwsh T -kuklik¸n b�sewn enìc grammikoÔ telest 
T , tìte h β eÐnai mia rht  kanonik  b�sh tou T .
242. Up�rqoun tetragwnikoÐ pÐnakec, oi opoÐoi na mhn èqoun rht  kanonik 
morf .
243. K�je tetragwnikìc pÐnakac eÐnai ìmoioc me thn kanonik  rht  morf  tou.
244. H kanonik  morf  Jordan kai h rht  kanonik  morf  enìc grammikoÔ
telest  tautÐzontai.
245. An T eÐnai ènac grammikìc telest c epÐ enìc q¸rou peperasmènhc di�s-
tashc, tìte k�je an�gwgoc par�gontac tou qarakthristikoÔ poluwnÔmou tou T
diaireÐ to el�qisto polu¸numo tou T .
246. 'Estw φ(t) ènac an�gwgoc diairèthc me suntelest  megistobajmÐou ìrou
mon�da, tou qarakthristikoÔ poluwnÔmou enìc grammikoÔ telest  T . Tìte
up�rqei mia 1 − 1 antistoiqÐa metaxÔ twn telei¸n sto di�gramma upologismoÔ
thc rht c kanonik c morf c tou telest  TKφ

kai twn dianusm�twn miac b�shc
tou upoq¸rou Kφ.

2.32 O duðkìc q¸roc
Upojètoume ìti oi parak�tw dianusmatikoÐ q¸roi eÐnai peperasmènhc di�stashc.
247. K�je grammikìc metasqhmatismìc eÐnai èna grammikì sunarthsoeidèc.
248. K�je grammikì sunarthsoeidèc pou orÐzetai se èna s¸ma eÐnai dunatìn na
parastajeÐ apì ènan 1× 1 pÐnaka.
249. K�je dianusmatikìc q¸roc eÐnai isìmorfoc me ton duðkì tou.
250. K�je dianusmatikìc q¸roc eÐnai o duðkìc k�poiou dianusmatikoÔ q¸rou.
251. E�n T : V → V ∗ eÐnai ènac isomorfismìc kai β mia peperasmènh diate-
tagmènh b�sh tou V , tìte T (β) = β∗

252. E�n T : V → W eÐnai ènac grammikìc metasqhmatismìc, tìte to pedÐo
orismoÔ tou telest  (T t)t eÐnai o V ∗∗.
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253. E�n oi dianusmatikoÐ q¸roi V , W eÐnai isìmorfoi, tìte kai oi dianusmatikoÐ
q¸roi V ∗, W ∗ eÐnai isìmorfoi.
254. H par�gwgoc miac sun�rthshc eÐnai dunatìn na jewrhjeÐ wc èna grammikì
sunarthsoeidèc ston dianusmatikì q¸ro ìlwn twn diaforÐsimwn sunart sewn



Kef�laio 3

Apant seic

2.1
1. A
2. Y ApodeiknÔetai ìti to mhdenikì di�nusma eÐnai monadikì.
3. Y 'Estw V = R epÐ tou F = R me tic sun jeic pr�xeic. Tìte gia x = 0V

isqÔei 1 · 0V = 2 · 0V = 0V , all� 1 6= 2.
4. Y 'Estw V = R epÐ tou F = R me tic sun jeic pr�xeic. Tìte gia a = 0 ∈ F
isqÔei 0 · 1 = 0 · 2 = 0V , all� 1 6= 2.
5. A
6. Y Apì ton orismì ènac m× n pÐnakac èqei m grammèc kai n st lec.
7. Y H prìsjesh orÐzetai gia polu¸numa opoioud pote bajmoÔ, jètontac
endeqomènwc mhdèn touc suntelestèc tou poluwnÔmou me ton mikrìtero bajmì.
8. Y Ta polu¸numa f(x) = x2 + x + 1, g(x) = −x2 + 2x + 4 èqoun bajmì 2,
all� to (f + g)(x) = 3x + 5 èqei bajmì 1.
9. A
10. A
11. A
2.2

12. Y 'Estw o dianusmatikìc q¸roc V = R2 me tic sun jeic pr�xeic epÐ tou R.
Gia a ∈ R èstw W = {(a, x) ∈ V : x ∈ R} ⊂ V . OrÐzoume pr�xeic ⊕,� sto
sÔnolo W wc ex c: (a, x)⊕ (a, y) = (a, x + y) kai λ� (a, x) = (a, λx), λ ∈ R.
Tìte to sÔnolo W me tic pr�xeic autèc eÐnai pragmatikìc dianusmatikìc q¸roc,
all� den eÐnai upìqwroc tou V epeid  oi pr�xeic ⊕,� den eÐnai periorismoÐ twn
pr�xewn tou V .
13. Y To kenì sÔnolo den perièqei kanèna stoiqeÐo, �ra oÔte to mhdenikì
stoiqeÐo enìc d.q., sunep¸c den eÐnai upìqwroc.
14. A

21
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15. Y 'Estw V = R2, S1 o �xonac x kai S2 h eujeÐa x = 2. Tìte S1, S2 ⊂ V ,
S1∩S2 = {(2, 0)} pou den eÐnai upìqwroc tou V epeid  den perièqei to {(0, 0)}.
16. A
17. Y Apì ton orismì to Ðqnoc enìc pÐnaka isoÔtai me to �jroisma twn
stoiqeÐwn thc diagwnÐou tou.
18. A
19. Y OrÐzoume o q¸roc pou par�getai apì to kenì sÔnolo na eÐnai o mhdenikìc
upìqwroc, dhl. span(∅) = {0}.
20. A
21. Y 'Estw V = R3, S = {v1 = (1, 2, 3), v2 = (2, 4, 6), v3 = (0, 0, 5)}. Tìte
to S eÐnai grammik¸c exarthmèno, epeid  gia ta v1, v2 eÐnai v2 = 2v1, all� to v3

den mporeÐ na grafteÐ wc grammikìc sunduasmìc twn v1, v2.
JumÐzoume sto shmeÐo autì touc orismoÔc. 'Ena uposÔnolo S enìc d.q.

onom�zetai grammik¸c exarthmèno e�n up�rqoun peperasmèna to pl joc s-
toiqeÐa x1, . . . , xn tou S kai arijmoÐ a1, . . . , an ∈ F ìqi ìloi mhdèn, ¸ste
a1x1 + · · · + anxn = 0. 'Ena uposÔnolo S enìc d.q. onom�zetai grammik¸c
anex�rthto e�n den eÐnai grammik¸c exarthmèno.
22. A
23. Y To kenì sÔnolo eÐnai grammik¸c anex�rthto, epeid  apì ton orismì ta
grammik¸c anex�rthta sÔnola eÐnai mh ken� (bl. sqìlio sthn ap�nthsh 21).
24. Y Blèpe antipar�deigma thc er¸thshc 21. To sÔnolo S eÐnai grammik¸c
exarthmèno, all� to uposÔnolì tou {v1, v3} eÐnai grammik¸c anex�rthto.
25. A
26. A
27. Y O mhdenikìc upìqwroc èqei wc b�sh to kenì sÔnolo. Pr�gmati,
span(∅) = {0} kai to ∅ eÐnai grammik¸c anex�rthto (bl. kai ap�nthsh 19).
28. A
29. Y O d.q. P (F) perièqei thn�peirh b�sh {1, x, x2, . . .}.
30. Y Ta sÔnola {(1, 0), (0, 1)} kai {(1, 2), (3, 4)} eÐnai dÔo b�seic tou d.q.
R2.
31. A
32. Y H di�stash tou d.q. Pn(F) eÐnai n+1, epeid  mia b�sh tou {1, x, x2, . . . , xn}
èqei n + 1 stoiqeÐa.
33. Y H di�stash tou d.q. Mm×n(F) eÐnai mn, epeid  mia b�sh tou {Eij : 1 ≤
i, j ≤ n} apoteleÐtai apì mn stoiqeÐa. Ed¸ Eij eÐnai o m × n pÐnakac me ìla
ta stoiqeÐa mhdèn, ektìc apì to (i, j)-stoiqeÐo pou eÐnai mon�da.
34. A
35. Y 'Estw V = R2 kai S = {v1 = (1, 0), v2 = (2, 0), v3 = (0, 1)}. Tìte
V = span(S), all� gia to di�nusma v = (3, 4) ∈ V eÐnai v = v1 + v2 + 4v3 =
2v1 + 1

2
v2 + 4v3.

36. A
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37. A
38. A
39. Y Gia thn apeikìnish T : C2 → C me T (z1, z2) = z1 + z̄2 isqÔei h dojeÐsa
sqèsh, all� gia (z1, z2) = (0, 1) kai c = i eÐnai T (i(0, 1)) = T (0, i) = −i 6= i =
iT (0, 1).
40. Y H grammikìthta thc T eÐnai aparaÐthth, p.q. h T : R → R me T (x) = x2

den eÐnai 1− 1, all� Ker(T ) = {0}.
41. A
42. Y H orj  diatÔpwsh tou jewr matoc di�stashc eÐnai ìti gia T ∈ L (V, W )
isqÔei dim V = dim KerT + dim ImT . Gia èna antipar�deigma, mia skèyh eÐnai
na kataskeu�sw mia grammik  apeikìnish pou na eÐnai 1 − 1, all� ìqi epÐ.
'Estw T : P2(R) → P3(R) me T (f(x)) = xf(x) + f ′(x). Tìte KerT = {0}
(eÔkolo) kai ImT = span({T (1), T (x), T (x2)}) = span({x, x2 + 1, x3 + 2x}),
�ra dim ImT = 3 6= 4 = dim(P3(R)).
43. Y H grammik  apeikìnish T : R2 → R2 me tÔpo T (x, y) = (x + 2y, 0)
apeikonÐzei ta grammik¸c anex�rthta dianÔsmta (1, 0) kai (0, 1) sta grammik¸c
exarthmèna dianÔsmata (1, 0) kai (2, 0) antÐstoiqa.
44. A
45. Y 'Estw V = R3, W = R2, kai x1 = (1, 0, 3), x2 = (−2, 0,−6), y1 =
(1, 1), y2 = (2, 1). Tìte den up�rqei grammik  apeikìnish T : V → W pou
na ikanopoieÐ th dojeÐsa sunj kh. Pr�gmati, an up rqe ja eÐqame (2, 1) =
T (x2) = −2T (x1) = (−2,−2), �topo.
46. A
47. A
48. Y Apì ton trìpo pou èqei oristeÐ o pÐnakac [T ]γβ miac grammik c apeikìn-
ishc T : V → W , autìc eÐnai ènac n × m pÐnakac. Kat� sun jh sÔmbash,
paÐrnoume ton an�strofo tou pÐnaka twn suntelest¸n ìtan oi eikìnec T (β)
ekfrazontai wc grammikoÐ sunduasmoÐ twn stoiqeÐwn thc b�shc γ. K�poioi sug-
grafeÐc den paÐrnoun ton an�strofo. H ex ghsh aut c thc sÔmbashc brÐsketai
sto genonìc ìti gia ènan n ×m pÐnaka A kai di�nusma-st lh x, h antÐstoiqh
grammik  apeikìnish eÐnai h LA : Rm → Rn LA(x) = Ax (arister  metafor�).
Diaforetik�, apl¸c ja  tan h dexi� metafor� RA(x) = xA.
49. A
50. A
51. Y Me L(V, W ) sumbolÐzoume to sÔnolo ìlwn twn grammik¸n apeikonÐsewn
apì ton d.q. q¸ro V ston d.q. W , en¸ me L(W, V ) to sÔnolo ìlwn twn
grammik¸n apeikonÐsewn apì ton W ston V .
52. Y To ginìmeno twn pin�kwn [T ]βα[U ]γβ endeqomènwc na mhn orÐzetai. P�rte
gia par�deigma opoiesd pote grammikèc apeikonÐseic T : R2 → R2 kai U :
R2 → R kai jewr ste touc pÐnakèc touc wc proc tic kanonikèc b�seic. Tìte
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o [T ]βα eÐnai pÐnakac 2× 2, o [U ]γβ eÐnai pÐnakac 1× 2, �ra to ginìmeno [T ]βα[U ]γβden orÐzetai.
53. A
54. Y H sqèsh den eÐnai grammènh swst� kai den èqei nìhma. 'Enac lìgoc
eÐnai ìti U(y) ∈ Z, en¸ h β eÐnai mia b�sh tou W . Mia swst  graf  ja  tan
[U(y)]γ = [U ]γβ[y]β.
55. A
56. Y 'Estw T : R2 → R2 me T (x, y) = (x, x). Tìte T 2(x, y) = T (T (x, y)) =

T (x, x) = (x, x) kai wc proc thn kanonik  b�sh β tou R2 eÐnai [T ]β =

(
1 0
1 0

)
,

[T 2]β =

(
1 0
1 0

)
, all� ([T ]β)2 =

(
1 0
0 0

)
6= [T 2]β.

57. Y Gia par�deigma o A =

(
1 0
0 −1

)
.

58. Y H sqèsh den èqei nìhma, dedomènou ìti h T orÐzetai ston d.q. V , en¸
LA : Fn → Fm. Autì pou isqÔei eÐnai ìti an T : Fn → Fm eÐnai grammik ,
tìte up�rqei monadikìc m× n pÐnakac A tètoioc ¸ste T = LA. M�lista eÐnai
A = [T ]γβ, ìpou β, γ oi kanonikèc b�seic twn Fn kai Fm antÐstoiqa.
59.Y ArkeÐ A =

(
1 1
−1 −1

)
.

60. A
61. A
62. Y H sqèsh den èqei nìhma. H swst  sqèsh eÐnai ([T ]βα)−1 = [T−1]αβ , upìthn proôpìjesh ìti h apeikìnish T antistrèfetai.
63. A
64. Y 'Omoia me thn ap�nthsh 58.
65. Y O d.q. M2×3(F) èqei di�stash 6 en¸ o F5 èqei di�stash 5, �ra den eÐnai
isìmorfoi. 'Ena apì ta kentrik� jewr mata thc grammik c �lgebrac anafèrei
ìti dÔo dianusmatikoÐ q¸roi eÐnai isìmorfoi e�n kai mìno e�n èqoun thn Ðdia
di�stash.
66. A
67. Y 'Estw A =

(
1 0 0
0 1 0

)
kai B =

 1 0
0 1
0 0

. Tìte AB = I2, all� oÔte
o A oÔte o B èqoun antÐstrofo.
68. A
69. A
70. A
71. Y O pÐnakac allag c b�shc apì thn β′ sthn β, orÐzetai wc Q = [IdV ]ββ′ =
(qij). Sunep¸c, x′j =

∑n
i=1 qijxi opìte h j-st lh tou Q eÐnai h [x′j]β.
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72. A
73. A
74. Y DÔo pÐnakec A, B ∈ Mn×n(F) onom�zontai ìmoioi e�n B = Q−1AQ gia
k�poion antistèyimo pÐnaka Q ∈ Mn×n(F).
75. A
76. A
77. Y 'Enac stoiqei¸dhc pÐnakac eÐnai o pÐnakac pou èqei prokÔyei apì
ton tautotikì pÐnaka me mia stoiqei¸dh pr�xh. Gia par�deigma, o pÐnakac 1 0 −2

0 1 0
0 0 1

 eÐnai stoiqei¸dhc, epeid  prokÔptei apì ton I3 me pollaplasi-
asmì thc trÐthc gramm c me −2 kai prìsjesh sthn pr¸th gramm .
78. A
79. Y Oi pÐnakec

(
1 −2
0 1

)
kai

(
−3 0
0 1

)
eÐnai stoiqei¸deic, all� to

ginìmenì touc eÐnai o pÐnakac
(
−3 −2
0 1

)
, pou den eÐnai stoiqei¸dhc.

80. A
81. Y Oi stoiqei¸deic pÐnakec thc ap�nthshc 79 èqoun �jroisma

(
−2 −2
0 2

)
,

pou den eÐnai stoiqei¸dhc pÐnakac.
82. A
83. Y 'Estw A =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

. Enall�ssontac tic dÔo pr¸tec grammèc tou

A prokÔptei o pÐnakac B =

 0 0 0
1 0 0
0 0 0

. All� o pÐnakac B den eÐnai dunatìn
na prokÔyei apì ton A me opoiad pote stoiqei¸dh pr�xh stic st lec tou.
84. A
85. Y O pÐnakac

(
1 2
1 2

)
èqei dÔo mh mhdenikèc st lec, all� h t�xh tou

eÐnai 1. JumÐzoume ìti h t�xh enìc pÐnaka orÐzetai wc me to mègisto pl joc twn
grammik¸c anex�rthtwn gramm¸n (  sthl¸n) tou.

86. Y Oi pÐnakec
 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 kai
 0 2 0

0 0 2
0 0 0

 èqoun t�xh 2, all� to ginìmenì

touc
 0 0 2

0 0 0
0 0 0

 èqei t�xh 1.
87. A
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88. A
89. Y ApodeiknÔetai ìti oi stoiqei¸deic pr�xeic stic st lec enìc pÐnaka
diathroÔn thn t�xh.
90. A
91. A
92. A
93. A
94. Y To grammikì sÔsthma x− y = 0, x− y = 4 den èqei lÔsh.
95. Y To grammikì sÔsthma x− y = 1, 2x− 2y = 2 èqei �peirec lÔseic.
96. A
97. Y 'Opwc sthn ap�nthsh 95.
98. Y 'Opwc sthn ap�nthsh 94.
99. Y 'Opwc sthn ap�nthsh 94. To antÐstoiqo omogenèc èqei th mhdenik 
lÔsh, all� to sÔsthma den èqei lÔsh.
100. A
101. Y To sÔnolo twn lÔsewn enìc grammikoÔ sust matoc genik� den è-
qei dom  dianusmatikoÔ q¸rou. Gia par�deigma, to sÔnolo twn lÔsewn tou
sust matoc x1 + 2x2 + x3 = 7, x1 − x2 − x3 = 4 eÐnai to uposÔnolo Σ =
{(1, 1, 4) + t(1,−2, 3) : t ∈ R} tou R3, to opoÐo den eÐnai upìqwroc tou R3

(epeid  p.q. den perièqei to (0, 0, 0)). To sÔnolo Σ eÐnai èna sÔmploko tou R3.
Autì to opoÐo eÐnai alhjèc eÐnai ìti, to sÔnolo twn lÔsewn enìc omogenoÔc
grammikoÔ sust matoc m exis¸sewn me n agn¸stouc eÐnai upìqwroc tou Fn.
102. Y Oi stoiqei¸deic pr�xeic prèpei na gÐnoun stic grammèc kai ìqi stic
st lec. 'Estw gia par�deigma, to sÔsthma x + y = 3, 2x − y = 4 tou opoÐou
h lÔsh eÐnai (x, y) = (7/3, 2/3). JewroÔme ton epauxhmèno pÐnaka tou sust -
matoc

(
1 1 3
2 −1 4

)
. Pollaplasi�zoume thn pr¸th st lh tou me −1 kai thn

prosjètoume sth deÔterh, opìte prokÔptei o pÐnakac
(

1 0 3
2 −3 4

)
. Autìc

ìmwc antistoiqeÐ sto sÔsthma x = 3, 2x− 3y = 4, tou opoÐou h lÔsh diafèrei
apì aut  tou arqikoÔ sust matoc.
103. A
104. A
105. A
106. Y O pÐnakac

(
1 1 0
0 0 1

)
brÐsketai se klimakwt  morf , all� to antÐs-

toiqo sÔsthma x + y = 0, 0x + 0y = 1 den èqei lÔsh.
107. A
108. A
109. A
110. Y EÐnai det(I) = 1
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111. A
112. Y Gia ta dianÔsmata u = (1, 0), v = (0,−1) eÐnai det

(
u
v

)
= det

(
1 0
0 1

)
=

−1, pou den mporeÐ na ekfr�zei embadì. H swst  èkfrash eÐnai h apìluth tim 
thc orÐzousac aut c.
113. A
114. Y H orÐzousa eÐnai grammik  sun�rthsh wc proc k�je gramm  ìtan h
�llh gramm  diathreÐtai stajer . Sunep¸c, den isqÔei genik� ìti det(A+B) =

det(A) + det(B). P�rte gia par�deigma, A =

(
1 0
0 1

)
kai B =

(
2 3
0 1

)
.

115. A
116. A
117. Y 'Estw A =

(
1 0
1 1

)
me δ(A) = 1. Tìte B =

(
1 1
1 0

)
kai δ(B) = −1.

118. Y Apì ton orismì h sun�rthsh orÐzousac prèpei na ikanopoieÐ th sqèsh
δ(I) = 1.
119. A
120. Y Blèpe ap�nthsh 114.
121. A
122. A
123. Y 'Estw A =

(
1 1
0 1

)
me det(A) = 1. An B eÐnai o pÐnakac pou

prokÔptei apì ton A me pollaplasiasmì thc pr¸thc gramm c me 2, tìte det(B) =
2. H swst  sqèsh eÐnai det(B) = 2 det(A). JumÐzoume ìti h sun�rthsh orÐ-
zousac eÐnai grammik  wc proc k�je gramm .
124. A
125. Y O pÐnakac E =

 2 0 0
0 1 0
0 0 1

 eÐnai stoiqei¸dhc (prokÔptei apì ton I3

pollaplasi�zontac thn pr¸th gramm  me 2), all� det(E) = 2.
126. A
127. Y O pÐnakac M =

(
1 2
0 3

)
èqei antÐstrofo ton M−1 =

(
1 −2/3
0 1/3

)
,

all� det(M) = 3 6= 0. IsqÔoun oi ex c sunepagwgèc: O pÐnakac A ∈ Mn×n(F)
den eÐnai antistrèyimoc e�n kai mìno e�n det(A) = 0, e�n kai mìno e�n rk(A) <
n.
128. A
129. A
130. Y Gia ton pÐnaka thc ap�nthshc 127 eÐnai At =

(
1 0
2 3

)
me det(At) =

det(A) = 3. H swst  sqèsh eÐnai det(A) = det(At).
131. A
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132. Y Proôpìjesh qr shc tou tÔpou ston kanìna tou Cramer, eÐnai ìti h
orÐzousa twn suntelest¸n tou sust matoc prèpei na eÐnai mh mhdenik . Di-
aforetik�, to sÔsthma eÐnai dunatìn na epilujeÐ me qr sh thc mejìdou Gauss-
Jordan, p.q. x + y = 1, 2x + 2y = 3.
133. Y Gia to sÔsthma x + 2y = 3, 3x + 4y = 1, h mèjodoc pou perigr�fetai
sthn er¸thsh den dÐnei th swst  lÔsh (x, y) = (4,−5).
134. A
135. Y JewroÔme ton grammikì telest  T : P2(R) → P2(R) me T (f) = f ′.
Tìte o pÐnakac tou T wc proc thn kanonik  b�sh tou P2(R) eÐnai [T ]β = 0 1 0

0 0 2
0 0 0

, tou opoÐou to qarakthristikì polu¸numo eÐnai −t3, pou èqei mÐa
mìno idiotim  (λ = 0) pollaplìthtac 3.
136. A
137. A
138. Y O pÐnakac thc ap�nthshc 135 èqei ìlec tic idiotimèc mhdèn.
139. Y Ta dianÔsmata (1, 0, 0) kai (2, 0, 0) eÐnai dÔo grammik¸c exarthmèna
idiodianÔsmata tou pÐnaka A =

 1 1 0
0 2 2
0 0 3

, pou antistoiqoÔn sthn idiotim 
λ1 = 1. JumÐzoume ìti, an x eÐnai èna idiodi�nusma enìc telest  T me idiotim 
λ, tìte kai k�je di�nusma y = cx eÐnai idiodi�nusma tou T pou antistoiqeÐ sthn
Ðdia idiotim .
140. Y JewroÔme ton pÐnaka A thc ap�nthshc 139, o opoÐoc èqei dÔo akìma
idiotimèc λ2 = 2 kai λ3 = 3. Tìte o arijmìc λ2 + λ3 = 5 den eÐnai idiotim  tou
A.
141. Y O telest c T : C∞(R) → C∞(R) orÐzetai epÐ tou d.q. �peirhc
di�stashc C∞(R) ìlwn twn sunart sewn pou èqoun par�gwgo k�je t�xhc.
E�n λ eÐnai mia idiotim  tou T , tìte up�rqei idiodi�nusma y ∈ C∞(R) ètsi ¸ste
y′ = T (y) = λy, ap' ìpou prokÔptei ìti y(t) = ceλt (c stajer�). Sunep¸c, k�je
pragmatikìc arijmìc λ eÐnai idiotim  tou T kai ta antÐstoiqa idiodianÔsmata eÐnai
thc morf c ceλt (c 6= 0).
142. A
143. A
144. Y Oi pÐnakec A =

(
1 1
0 1

)
kai At eÐnai ìmoioi, all� ta idiodianÔsmata

tou pr¸tou eÐnai ta {a(1, 0) : a ∈ R}, en¸ tou deutèrou ta {a(0, 1) : a ∈ R}.
145. Y O pÐnakac A thc ap�nthshc 139 èqei tic ex c idiotimèc kai idiodianÔs-
mata: λ1 = 1 me idiodianÔsmata {a(1 0 0) : a 6= 0}, λ2 = 2 me idiodianÔsmata
{a(1 1 0) : a 6= 0} kai λ3 = 3 me idiodianÔsmata {a(1 2 1) : a 6= 0}. Tìte to
�jroisma twn idiodianusm�twn (1 0 0) + (1 1 0) = (2 1 0) den eÐnai idiodi�nusma
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tou A.
146. Y JewroÔme ton grammikì telest  T : R3 → R3 me T (x, y, z) = (−2y−
3z, x + 3y + 3z, z) tou opoÐou o pÐnakac wc proc thn kanonik  b�sh γ tou
R3 eÐnai [T ]γ =

 0 −2 −3
1 3 3
0 0 1

. To qarakthristikì polu¸numo tou T eÐnai
f(t) = −λ(1−λ)2, �ra o T èqei dÔo diakekrimmènec idiotimèc λ1 = 0 kai λ2 = 1.
An β1 = {(−1 1 0)} kai β2 = {(−2 1 0), (−3 0 1)}, tìte to sÔnolo β = β1 ∪β2

apoteleÐ mia b�sh tou R3 apì idiodianÔsmata, �ra o T eÐnai diagwniopoi simoc.
147. Y JewroÔme ton pÐnaka [T ]γ thc ap�nthshc 146. Tìte to sÔnolo β1

apoteleÐtai apì dÔo grammik¸c anex�rthta idiodianÔsmata pou antistoiqoÔn
sthn idiotim  λ1 = 1.
148. Y O idiìqwroc Eλ enìc telest  T : V → V perièqei to mhdenikì di�nus-
ma (wc dianusmatikìc upìqwroc tou V ). All� apì ton orismì, to mhdenikì
di�nusma den eÐnai idiodi�nusma tou T .
149. A
150. A
151. A
152. A
153. A
154. Y 'Estw V = R3 kai oi upìqwroi W1 = {(x, y, 0) : x, y ∈ R}, W2 =
{(0, 0, z) : z ∈ R} kai W3 = {(0, y, y) : y ∈ R}. Tìte R3 3 (x, y, z) =
(x, y, 0) + (0, 0, z) + (0, 0, 0) ∈ W1 + W2 + W3 kai an� dÔo oi upìqwroi èqoun
tom  ton mhdenikì upìqwro, all� to �jroisma den eÐnai eujÔ. O lìgoc eÐnai ìti
k�poio di�nusma tou V gr�fetai ¸c �jroisma dianusm�twn apì touc upoq¸rouc
Wi (i = 1, 2, 3) kat� perissìterouc apì ènan trìpo, ìpwc faÐnetai apì thn
parak�tw isìthta: (0, 0, 0) = (0, 1, 0) + (0, 0, 1) + (0,−1,−1) = (0, 0, 0) +
(0, 0, 0) + (0, 0, 0).
155. Y K�je grammikìc telest c T : V → V èqei toul�qiston touc ex c
analloÐwtouc upoq¸rouc: {0}, V, KerT, ImT, Eλ gia k�poia idiotim  λ tou T .
156. A
157. Y 'Estw T : R3 → R3 me T (x, y, z) = (−y+z, a+z, 3z) kai ta dianÔsmata
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0). ProkÔptei eÔkola ìti o T -kuklikìc upìqwroc pou
par�getai apì to di�nusma e1 eÐnai o W = span({e1, e2}) = {(s, t, 0) : s, t ∈ R}
kai o T -kuklikìc upìqwroc pou par�getai apì to di�nusma e2 eÐnai o W ′ =
span({e1, e2}) = W , all� e1 6= e2.
158. Y 'Estw o grammikìc telest c T : P (R) → P (R) me T (f) = f ′. Tìte o
T -kuklikìc upìqwroc pou par�getai apì to di�nusma x2 eÐnai o span({x2, 2x, 2}) =
P2(R), en¸ o T -kuklikìc upìqwroc pou par�getai apì to di�nusma T (x2) = 2x
eÐnai o span({2x, 2}) = P1(R) 6= P2(R).
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159. A
160. A
161. A
162. A
163. A
164. Y IsqÔei mìno ìtan o d.q. V eÐnai pragmatikìc. Gia par�deigma,
ston d.q. V = Cn epÐ tou C, to eswterikì ginìmeno 〈x, y〉 =

∑n
i=1 aibi

(x = (a1, . . . , an), y = (b1, . . . , bn)) den eÐnai grammikì wc proc th deÔterh
metablht .
165. Y O d.q. R2 ektìc apì sunhjismèno eswterikì ginìmeno èqei kai to
eswterikì ginìmeno 〈x, y〉 = a1b1 − a1b2 − a2b1 + 3a2b2, (x = (a1, a2), y =

(b1, b2)). Autì mporeÐ na ekfrasteÐ kai wc 〈x, y〉 = (a1 a2)

(
1 −1
−1 3

)(
b1

b2

)
.

Genik�, isqÔei ìti e�n A eÐnai ènac pragmatikìc, jetik� orismènoc pÐnakac, tìte
h sun�rthsh 〈x, y〉 = xtAy orÐzei èna eswterikì ginìmeno ston Rn.
166. Y H trigwnik  anisìthta ||x + y|| ≤ ||x||+ ||y|| isqÔei gia opoiond pote
q¸ro me eswterikì ginìmeno, akìma kai gia q¸rouc �peirhc di�stashc (p.q.
C([0, 1]) o d.q. twn pragmatik¸n suneq¸n sunart sewn epÐ tou [0, 1]).
167. Y Apì ton orismì, o suzugoan�strofoc A∗ orÐzetai gia opoiond pote
m× n pÐnaka A.
168. A
169. Y Apì ton orismì, me th diadikasÐa orjokanonikopoÐhshc Gram-Schmidt
kataskeu�zoume èna orjokanonikì uposÔnolo S ′ enìc dianusmatikoÔ q¸rou V
apì èna grammik¸c anex�rthto uposÔnolo S tou V , me thn idiìthta span(S ′) =
span(S).
170. A
171. A
172. Y Apì ton orismì twn suntelest¸n Fourier h b�sh B prèpei na eÐnai
orjokanonik .
173. A
174. Y Ta dianÔsmata prèpei na eÐnai mh mhdenik�, diaforetik� eÐnai gramm-
mik¸c exarthmèna.
175. A
176. A
177. Y H sqèsh den èqei nìhma, dedomènou ìti o grammikìc telest c T : V →
V paÐrnei genik� timèc ston V , en¸ 〈x, y〉 ∈ F. H swst  prìtash eÐnai ìti,
gia k�je grammik  apeikìnish T : V → F (aut  lègetai kai sunarthsoeidèc)
up�rqei monadikì di�nusma y ∈ V , tètoio ¸ste T (x) = 〈x, y〉 gia k�je x ∈ V .
178. Y H b�sh β prèpei na eÐnai orjokanonik . Jewr ste gia par�deigma
ton telest  T : C2 → C2 me T (x, y) = (2ix + 3y, x − y) kai th b�sh β =
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{(1, 0), (0, 2)} tou C2. Tìte eÐnai eÔkolo na upologisteÐ ìti [T ]β =

(
2i 6
1 −2

)

kai [T ]∗β =

(
−2i 1
6 −2

)
. E�n Ðsque h isìthta [T ∗]β = [T ]∗β ja eÐqame ìti

T ∗(x, y) = (−2ix + y, 6x − 2), h opoÐa den ikanopoieÐ th sqèsh orismoÔ tou
suzugoÔc telest  〈T (x, y), (z, w)〉 = 〈(x, y), T ∗(z, w)〉, p.q. gia (z, w) = (0, i).
179. A
180. Y H isìthta eÐnai swst  mìno ìtan o V eÐnai pragmatikìc dianusmatikìc
q¸roc, diaforetik� isqÔei (aT + bU)∗ = āT ∗ + b̄U∗ (a, b ∈ C).
181. A
182. A
183. A
184. Y Jewr ste ton telest  thc ap�nthshc 178. H prìtash alhjeÔei ìtan
o telest c eÐnai kanonikìc.
185. Y H b�sh β prèpei na eÐnai orjokanonik .
186. A
187. A
188. A
189. Y 'Estw T : R2 → R2 o telest c strof c kat� gwnÐa θ (0 < θ < π). O
pÐnakac tou telest  autoÔ eÐnai o A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
gia ton opoÐo isqÔei

AA∗ = A∗A = I, �ra o A eÐnai kanonikìc pÐnakac sunep¸c o telest c T eÐnai
kanonikìc. 'Omwc o pÐnakac A den èqei kanèna idiodi�nusma, �ra kat' epèktash
b�sh apì idiodianÔsmata.
190. A
191. A
192. Y O telest c thc ap�nthshc 189 eÐnai orjog¸nioc all� den eÐnai diag-
wniopoi simoc (den èqei idiodianÔsmata).
193. Y To antÐstrofo den isqÔei. P�rte gia par�deigma ton A =

(
1 i
0 i

)
,

o opoÐoc den eÐnai monadiaÐoc.
194. A
195. Y ArkeÐ na d¸soume antipar�deigma gia orjog¸nio pÐnaka. Oi pÐnakec
A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
kai B =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
eÐnai orjog¸nioi, all�

to �jroism� touc den eÐnai orjog¸nioc pÐnakac.
196. A
197. Y O telest c strof c thc ap�nthshc 189 eÐnai orjog¸nioc, epeid 
diathreÐ ta m kh (isqÔei ||T (x)|| = ||x|| gia k�je x ∈ R2), all� o pÐnak�
tou wc proc thn diatetagmènh b�sh β = {(1, 0), (0, 2)} tou R2 eÐnai [T ]β =
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(
cos θ −2 sin θ
sin θ 2 cos θ

)
pou den eÐnai orjog¸nioc.

198. Y O telest c pou antistoiqeÐ ston pÐnaka
(

1 z
0 1

)
gia z 6= 0, èqei kai

tic dÔo idiotimèc tou 1, all� den eÐnai oÔte monadiaÐoc oÔte orjog¸nioc. 199. Y
E�n ènac telest c diathreÐ th nìrma tìte eÐnai eÐte monadiaÐoc eÐte orjog¸nioc,
sunep¸c apì gnwstì je¸rhma prèpei na diathreÐ kai to eswterikì ginìmeno.
200. Y 'Estw V = R2 kai W = span{(1, 1)}. O telest c T : V → V
me T (x, y) = (x, x) eÐnai mia probol  ston upìqwro W (dhlad  sthn eujeÐa
y = x). Shmei¸ste ìti aut  den eÐnai orjog¸nia probol . O pÐnakac aut c
thc apeikìnishc wc proc thn kanonik  orjokanonik  b�sh β tou R2 eÐnai o
[T ]β =

(
1 0
1 0

)
, �ra [T ∗]β = [T ]∗β =

(
1 1
0 0

)
. Sunep¸c, T ∗(x, y) = (x+y, 0)

�ra o T den eÐnai autosuzug c.
201. A
202. A
203. A
204. Y JewroÔme thn probol  T thc ap�nthshc 200. To di�nusma T (x, y) ∈
W den eÐnai to plhsièstero di�nusma sto (x, y). H idiìthta aut  ikanopoieÐtai
apì thn orjog¸nia probol  U : V → V , ìpou U(x, y) eÐnai to pìdi thc kajètou
apì to (x, y) sthn eujeÐa y = x.
205. Y JewroÔme thn orjog¸nia probol  U thc ap�nthshc 204. E�n aut 
 tan monadiaÐoc telest c ja èprepe na isqÔei ||U(x, y)|| = ||(x, y)|| gia k�je
(x, y) ∈ R2. All� apì th gewmetrik  apeikìnish tou telest , blèpoume ìti
autì den isqÔei.
206. Y Mia tetragwnik  morf  epÐ tou dianusmatikoÔ q¸rou V eÐnai mia
apeikìnish thc morf c K : V → F, en¸ mia digrammik  morf  eÐnai mia apeikìn-
ish thc morf c H : V × V → F. Shmei¸noume ìti mia tetragwnik  morf 
orÐzetai wc mia apeikìnish K : V → F, me thn idiìthta na up�rqei summetrik 
digrammik  morf  H : V × V → F me K(x) = H(x, x) gia k�je x ∈ V .
207. Y Oi pÐnakec A =

(
1 2
2 3

)
kai D =

(
1 0
0 −1

)
eÐnai isìtimoi, epeid 

QtAQ = D, ìpou Q =

(
1 −2
0 1

)
. EÐnai ìmwc eÔkolo na diapist¸soume ìti oi

pÐnakac A kai D den èqoun tic Ðdiec idiotimèc.
208. A
209. Y H prìtash eÐnai alhj c mìno ìtan ta stoiqeÐa tou pÐnaka an koun
se èna s¸ma qarakthristik c di�forhc tou 2, diaforetik� den isqÔei genik�.
Jewr ste gia par�deigma ton pÐnaka A =

(
0 1
1 0

)
epÐ tou s¸matoc F = Z2.
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E�n o A  tan isìtimoc me ènan diag¸nio pÐnaka B (me stoiqeÐa apì to Z2),
tìte ja up rqe antistèyimoc pÐnakac Q ¸ste B = QtAQ. Epeid  to mìno mh
mhdenikì stoiqeÐo tou s¸matoc F eÐnai to 1, anagkastik� ja prèpei na eÐnai
B =

(
1 0
0 1

)
. All� autì den mporeÐ na sumbeÐ (giatÐ;)

210. A
211. Y Oi pÐnakec

(
5 2
2 2

)
kai

(
6 0
0 1

)
èqoun to Ðdio qarakthristikì

polu¸numo (t− 6)(t− 1), all� den proèrqontai apì thn Ðdia digrammik  morf .
212. Y IsqÔei ìti gia k�je digrammik  morf  H : V ×V → F up�rqoun x, y ∈
V tètoia ¸ste H(x, y) = 0. Pr�gmati, lìgw thc digrammikìthtac H(0, x) =
H(x, 0) = 0 gia k�je x ∈ V .
213. Y H swst  di�stash eÐnai n2.
214. A
215. Y H digrammik  morf  prèpei na eÐnai summetrik . Gia par�deigma, o
pÐnakac thc digrammik c morf c H : R2 × R2 → R me H(x, y) = x2 + y2 +

2xy wc proc thn kanonik  b�sh tou R2 eÐnai o
(

1 2
0 1

)
, o opoÐoc den eÐnai

diagwniopoi simoc.
216. A
217. Y E�n p eÐnai o mikrìteroc akèraioc me thn idiìthta (T − λId)p(x) = 0,
tìte to (T−λId)p−1(x) eÐnai èna idiodi�nusma tou T pou antistoiqeÐ ston arijmì
λ, sunep¸c to λ eÐnai mia idiotim  tou T .
218. Y Ja prèpei to qarakthristikì polu¸numo tou telest  na gr�fetai
wc ginìmeno prwtobajmÐwn paragìntwn (autì mporeÐ na sumbeÐ gia par�deigma
ìtan o dianusmatikìc q¸roc orÐzetai epÐ tou C). 'Etsi, ènac grammikìc telest c
epÐ tou R3 me qarakthristikì polu¸numo (x2 + x + 1)(x− 1) den èqei kanonik 
morf  Jordan.
219. A
220. Y Se k�je idiotim  enìc grammikoÔ telest  eÐnai dunatìn na antistoiqoÔn
parap�nw apì èna genikeumèna idiodianÔsmata, �ra kai antÐstoiqoi kÔkloi apì
idiodianÔsmata.
221. Y To sÔnolo autì eÐnai apl¸c mia b�sh tou V .
222. A
223. A
224. A
225. A
226. Y 'Estw T = LA, S = LB grammikoÐ telestèc me A =

 −3 3 −2
−7 6 −3
1 −1 2


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kai B =

 0 1 −1
−4 4 −2
−2 1 1

, oi opoÐoi èqoun to Ðdio qarakthristikì polu¸numo
−(t − 1)(t − 2)2. Oi kanonikèc morfèc Jordan twn pin�kwn A kai B eÐnai
JA =

 1 0 0
0 2 1
0 0 2

 kai
 1 0 0

0 2 0
0 0 2

 antÐstoiqa, sunep¸c oi pÐnakec den eÐnai
ìmoioi. Genik� isqÔei ìti dÔo pÐnakec (  grammikoÐ telestèc) eÐnai ìmoioi e�n kai
mìno e�n èqoun thn Ðdia kanonik  morf  Jordan.
227. A
228. A
229. Y
230. Y
231. A
232. Y 'Ena polu¸numo p(t) pou ikanopoieÐ thn p(T ) = T0, mporeÐ na eÐnai
osod pote meg�lou bajmoÔ (jewr¸ntac k�poiouc suntelestèc mhdèn).
233. A
234. Y To antÐjeto eÐnai alhjèc. 'Estw o pÐnakac A =

 3 −1 0
0 2 0
1 −1 2

. To
qarakthristikì polu¸numo tou A eÐnai to f(t) = −(t−2)2(t−3) kai to el�qisto
polu¸numì tou to p(t) = (t − 2)(t − 3). To p(t) diaireÐ to f(t), all� ìqi to
antÐjeto.
235. Y JewroÔme ton pÐnaka A =

 1 −2 2
0 −3 4
1 −2 3

 me qarakthristikì polu¸nu-
mo f(t) = (t−1)2(t+1) kai el�qisto polu¸numo p(t) = (t−1)(t+1). Epeid  to
el�qisto polu¸numo eÐnai ginìmeno diakekrimènwn prwtobajmÐwn paragìntwn,
o pÐnakac A eÐnai diagwniopoi simoc.
236. A
237. Y Qrhsimopoi ste to Ðdio antipar�deigma me thn er¸thsh 234.
238. Y IsqÔei ìti ènac grammikìc telest c T eÐnai diagwniopoi sioc e�n
kai mìno e�n to el�qisto tou T eÐnai ginìmeno diakekrimènwn prwtobajmÐwn
paragìntwn, dhlad  thc morf c p(t) = (t − λ1)(t − λ2) · · · (t − λk), ìpou
λ1, . . . , λk oi diakekrimènec idiotimèc tou T . JewroÔme ton grammikì telest 
T : P2(R) → P2(R) me T (f) = f ′. O pÐnakac tou T wc proc thn kanonik 
b�sh β eÐnai o [T ]β =

 0 1 0
0 0 2
0 0 0

. To qarakthristikì polu¸numo tou T eÐnai
to f(t) = −t3 kai to el�qisto polu¸numo to p(t) = t3. 'Ara to T den eÐnai
diagwniopoi simoc.
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239. A
240. A
241. Y H diatÔpwsh tou antÐstoiqou jewr matoc eÐnai h ex c: Mia diatetag-
mènh b�sh β tou V eÐnai mia rht  kanonik  b�sh tou telest  T e�n kai mìno
e�n h β eÐnai diakekrimènh ènwsh apì T -kuklikèc b�seic Bxi

(T ), ìpou k�je
xi brÐsketai ston upìqwro Kφ gia k�poion an�gwgo monikì diairèth φ(t) tou
qarakthristikoÔ poluwnÔmou tou T .
242. Y IsqÔei to je¸rhma ìti, k�je grammikìc telest c (�ra kai tetragwnikìc
pÐnakac) epÐ enìc dianusmatikoÔ q¸rou peperasmènhc di�stashc èqei mia rht 
kanonik  b�sh, �ra kai mia rht  kanonik  morf .
243. A
244. Y JewroÔme ton pÐnaka A =

(
0 1
−1 2

)
me qarakthristikì kai el�qisto

polu¸numo x2−2x+1 = (x−1)2. Tìte h rht  kanonik  morf  eÐnai
(

0 1
−1 2

)

kai h kanonik  morf  Jordan

(
1 1
0 1

)
.

245. A
246. Y
247. Y Apì ton orismì k�je grammikì sunarthsoeidèc orÐzetai se ènan di-
anusmatikì q¸ro V kai paÐrnei timèc sto upokeÐmeno s¸ma tou V .
248. A
249. A
250. A
251. Y O lìgoc pou den anamènoume na eÐnai alhj c, eÐnai ìti o isomorfismìc
tou V me ton V ∗ den eÐnai kanonikìc. 'Estw V = R2 kai T : V → V ∗ o
isomorfismìc o opoÐoc orÐzetai apì tic sqèseic T (e1) = f1, T (e2) = f2, ìpou
γ = {e1, e2} h kanonik  b�sh tou V kai γ∗ = {f1, f2} h duðk  thc me f1(x, y) =
x, f2(x, y) = y. Sunep¸c, o T èqei tÔpo T (x, y) = xf1 + yf2. 'Estw t¸ra
β = {(2, 1), (3, 1)} mia �llh b�sh tou V , thc opoÐac h duðk  β∗ = {g1, g2}
dÐnetai wc g1(x, y) = −x + 3y, g2(x, y) = x− 2y. All� T (2, 1) = 2f1 + f2 6= g1.
252. A
253. A
254. Y O telest c parag¸gishc stèlnei mia sun�rthsh se mia �llh sun�rthsh,
�ra den paÐrnei timèc se èna s¸ma, sunep¸c den eÐnai èna sunarthsoeidèc.
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