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Πρόλογος

Το παρόν ϐιβλίο αποτελεί µια εισαγωγή στις έννοιες και µεθόδους της ϐασικής ΄Αλγεβρας. Ειδικότερα, το
κείµενο επικεντρώνεται στην µελέτη δύο εκ των ϑεµελιωδέστερων δοµών στις οποίες ϐασίζεται η σύγχρονη
΄Αλγεβρα: στη δοµή της οµάδας και στη δοµή του δακτυλίου. Το κείµενο χωρίζεται σε δύο ϑεµατικά µέρη
και σε 11 Κεφάλαια, εκτός της Εισαγωγής (Κεφάλαιο 0). Το πρώτο ϑεµατικό µέρος είναι αφιερωµένο στη
στοιχειώδη Θεωρία Οµάδων και αποτελείται από τα Κεφάλαια 1-6, και το δεύτερο ϑεµατικό µέρος είναι
αφιερωµένο στη στοιχειώδη Θεωρία ∆ακτυλίων και αποτελείται από τα Κεφάλαια 7-11.

Στο εισαγωγικό κεφάλαιο (Κεφάλαιο 0) του κειµένου υπενθυµίζουµε, ως επί το πλείστον χωρίς αποδείξεις,
ϐασικές έννοιες και αποτελέσµατα από τη ϑεωρία συνόλων και απεικονίσεων, της αριθµητικής των ακεραίων
αριθµών, της Μαθηµατικής Επαγωγής, και των µιγαδικών αριθµών. Επίσης δίνονται παραδείγµατα και
σταθεροποιούµε συµβολισµό ο οποίος ϑα είναι εν χρήσει καθ΄ όλη τη διάρκεια των σηµειώσεων.

Το πρώτο µέρος του κειµένου, το οποίο είναι αφιερωµένο στη στοιχειώδη Θεωρία Οµάδων, ξεκινά µε το
πρώτο Κεφάλαιο στο οποίο αναπτύσσεται η ϐασική ϑεωρία σχέσεων ισοδυναµίας, συνόλων πηλίκο, (διµε-
λών) πράξεων και µονοειδών. Οι έννοιες οι οποίες εισάγονται στο πρώτο Κεφάλαιο αποτελούν τη ϐάση για
περισσότερο σύνθετες έννοιες οι οποίες είναι αντικείµενο των υπόλοιπων Κεφαλαίων. ΄Εχει όµως καταβληθεί
προσπάθεια η ανάπτυξη των επόµενων Κεφαλαίων να είναι ανεξάρτητη των περισσότερων εννοιών και αποτε-
λεσµάτων του πρώτου Κεφαλαίου, κυρίως των αποτελεσµάτων τα οποία αφορούν τη ϑεωρία µονοειδών. Στο
δεύτερο Κεφάλαιο εισάγεται η έννοια της οµάδας, µελετώνται οι κυριότερες ιδιότητες οµάδων, και δίνονται
παραδείγµατα. Αναλύεται η έννοια της υποοµάδας, ο πίνακας Cayley µιας οµάδας, η έννοια της κανονικής
υποοµάδας, και επίσης εισάγονται διάφορες κατασκευές νέων οµάδων από παλαιές οµάδες (τοµή, ευθύ
γινόµενο, υποοµάδα η οποία παράγεται από υποσύνολο κλπ.). Τέλος, εισάγεται η ϑεµελιώδης έννοια του
ισοµορφισµού οµάδων η οποία µας επιτρέπει την ταύτιση οµάδων µε ταυτόσηµες δοµικές ιδιότητες. Το τρίτο
Κεφάλαιο είναι αφιερωµένο στην έννοια της τάξης στοιχείου και οµάδας και στη ϑεωρία πλευρικών κλάσεων
µιας υποοµάδας σε µια οµάδα. Το κεντρικό αντικείµενο του τρίτου Κεφαλαίου αποτελεί το Θεώρηµα του
Lagrange και οι εφαρµογές του στη ϑεωρία πεπερασµένων οµάδων. Στο τέταρτο Κεφάλαιο αναλύεται η
δοµή των κυκλικών οµάδων. Οι κυκλικές οµάδες είναι η πλέον απλή µη τετριµµένη κλάση οµάδων και τα
αποτελέσµατα του τέταρτου Κεφαλαίου περιγράφουν πλήρως τη δοµή τους. Στο πέµπτο Κεφάλαιο µελετάται
η σηµαντική κλάση των οµάδων µεταθέσεων επί ενός συνόλου και αναπτύσσεται η ϐασική τους ϑεωρία. Οι
οµάδες µεταθέσεων αποτέλεσαν ιστορικά ένα από τα πρώτα παραδείγµατα οµάδων, και έκτοτε η σπουδαιότη-
τα τους οφείλεται στο ότι κάθε οµάδα µπορεί να υλοποιηθεί ως οµάδα µεταθέσεων κατάλληλου συνόλου, και
επιπρόσθετα οι οµάδες µεταθέσεων ερµηνεύουν και περιγράφουν συµµετρίες οικείων γεωµετρικών σχηµά-
των. Στο έκτο και τελευταίο Κεφάλαιο του πρώτου µέρους του ϐιβλίου αναλύεται η έννοια της οµάδας πηλίκο
ως προς µια κανονική υποοµάδα. Το κεντρικό αντικείµενο του έκτου Κεφαλαίου αποτελούν τα Θεωρήµατα
Ισοµορφισµών Οµάδων, και οι εφαρµογές τους στην µελέτη και ταξινόµηση οµάδων οι οποίες έχουν κοινές
ή παρόµοιες δοµικές ιδιότητες.

Το δεύτερο µέρος του κειµένου, το οποίο είναι αφιερωµένο στη στοιχειώδη Θεωρία ∆ακτυλίων, ξεκινά
µε το έβδοµο Κεφάλαιο στο οποίο εισάγεται η έννοια του δακτυλίου και του υποδακτυλίου, αναπτύσσονται
οι ϐασικές ιδιότητες δακτυλίων, αναλύονται διάφορες κατασκευές νέων δακτυλίων από παλαιούς (τοµή
υποδακτυλίων, ευθύ γινόµενο, υποδακτύλιος ο οποίος παράγεται από υποσύνολο, δακτύλιοι πολυωνύµων,
δακτύλιοι πινάκων κλπ.), και δίνονται παραδείγµατα επί των οποίων υλοποιούνται οι έννοιες οι οποίες
εισάγονται στα επόµενα κεφάλαια. Το όγδοο Κεφάλαιο είναι αφιερωµένο στα ιδεώδη, στους δακτυλίους
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πηλίκο, και στην ανάλυση των ϐασικών Θεωρηµάτων Ισοµορφισµών για δακτυλίους, και των εφαρµογών
τους. Η έννοια του ιδεώδους είναι ϐασική στη µελέτη της δοµής ενός δακτυλίου, καθώς η πολυπλοκότητα
ενός δακτυλίου αντανακλάται στην πολυπλοκότητα της δοµής των ιδεωδών του. Επιπρόσθετα, τα ιδεώδη µάς
επιτρέπουν την κατασκευή του δακτυλίου πηλίκο ενός δακτυλίου ως προς ένα ιδεώδες, έννοιας η οποία είναι
ανάλογη της έννοιας της οµάδας πηλίκο µιας οµάδας ως προς µια κανονική υποοµάδα. Στο όγδοο Κεφάλαιο
επίσης αναπτύσσουµε εφαρµογές των Θεωρηµάτων Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων στη µελέτη και ταξινόµηση
δακτυλίων οι οποίοι έχουν κοινές ή παρόµοιες δοµικές ιδιότητες. Στο ένατο Κεφάλαιο αναπτύσσεται η ϐασική
ϑεωρία της σηµαντικής κλάσης των πολυωνυµικών δακτυλίων, η οποία, µεταξύ άλλων, µας επιτρέπει την
παράσταση και κατασκευή νέων δακτυλίων από παλαιούς. Επίσης αναλύουµε την κατασκευή του σώµατος
κλασµάτων µιας ακέραιας περιοχής, και αναπτύσσουµε τις εφαρµογές του στην κατασκευή και µελέτη
σωµάτων ϱητών συναρτήσεων. Στο δέκατο Κεφάλαιο µελετώνται οι κύριες ιδιότητες πρώτων και µεγιστοτικών
ιδεωδών ενός δακτυλίου. Τα πρώτα και µεγιστοτικά ιδεώδη αποτελούν τις σηµαντικότερες κλάσεις ιδεωδών
ενός δακτυλίου και έχουν εφαρµογές σε άλλα πεδία, όπως για παράδειγµα στη Γεωµετρία. Στο ενδέκατο και
τελευταίο Κεφάλαιο του κειµένου αναπτύσσεται η ϐασική ϑεωρία δακτυλίων κυρίων ιδεωδών, Ευκλείδειων
περιοχών, και περιοχών µονοσήµαντης ανάλυσης. Οι Ευκλείδειες περιοχές, οι περιοχές κυρίων ιδεωδών
και οι περιοχές µονοσήµαντης ανάλυσης, µε αύξουσα σειρά γενικότητας και πολυπλοκότητας, αποτελούν
σηµαντικές µη τετριµµένες κλάσεις µεταθετικών δακτυλίων µε σχετικά οµαλή δοµή οι οποίες τυποποιούν
σε γενικότερα πλαίσια ιδιότητες, π.χ. διαιρετότητα, του δακτυλίου των ακεραίων αριθµών και του δακτυλίου
πολυωνύµων µε συντελεστές από ένα σώµα.

Το κείµενο συµπληρώνεται µε δύο Παραρτήµατα στα οποία αναλύονται εν συντοµία περισσότερο σύνθετα
ϑέµατα. Στο Παράρτηµα Α΄ προσδιορίζονται τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου των συνεχών πραγµατικών
συναρτήσεων ορισµένων επί ενός κλειστού διαστήµατος της πραγµατικής ευθείας, και στο Παράρτηµα Β΄
χαρακτηρίζονται οι µεταθετικοί δακτύλιοι οι οποίοι είναι περιοχές κυρίων ιδεωδών µε ϐάση την ύπαρξη
σταθµών ειδικού τύπου.

Στο κείµενο δίνεται έµφαση σε παραδείγµατα, εφαρµογές και λυµένες ασκήσεις, οι οποίες ϐοηθούν στην
πληρέστερη κατανόηση της εκτεθείσας ϑεωρίας, και επίσης στο τέλος κάθε κεφαλαίου παρατίθενται µια
σειρά προτεινόµενων ασκήσεων προς λύση για τον αναγνώστη. Συνολικά περιέχονται στο κείµενο περίπου
490 άλυτες ασκήσεις. Στον αναγνώστη συστήνεται να κατανοήσει σε ϐάθος την απαιτούµενη ϑεωρία και,
αφού µελετήσει τις µεθόδους οι οποίες χρησιµοποιούνται στην ανάλυση εφαρµογών και παραδειγµάτων του
κειµένου, να προσπαθήσει να λύσει όσο το δυνατόν µεγαλύτερο αριθµό ασκήσεων από αυτές οι οποίες προ-
τείνονται προς λύση στο τέλος κάθε κεφαλαίου. Στο τέλος του κειµένου παρατίθεται ενδεικτική ϐιβλιογραφία
η οποία χρησιµοποιήθηκε στη συγγραφή των σηµειώσεων και η οποία µπορεί να αποτελέσει ϐάση για µια
περαιτέρω µελέτη των κύριων στοιχείων της Σύγχρονης ΄Αλγεβρας από τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη.

Στο κείµενο ϑεωρούµε γνωστές στοιχειώδεις έννοιες και αποτελέσµατα, καθώς και συµβολισµούς από
τα σύνολα και τη ϑεωρία διαιρετότητας ακεραίων, όπως αυτά υπενθυµίζονται στο εισαγωγικό κεφάλαιο 0.
Επιπρόσθετα, υποθέτουµε ότι ο αναγνώστης έχει οικειότητα µε τα συνήθη σύνολα αριθµών: το σύνολο N
των ϕυσικών αριθµών, το σύνολο Z των ακεραίων αριθµών, το σύνολο Q των ϱητών αριθµών, το σύνολο R των
πραγµατικών αροθµών, και το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών.

∆ιδακτική Πορεία. Το ϐιβλίο περιέχει υλικό το οποίο υπερβαίνει κατά πολύ, ό,τι µπορεί να διδαχθεί
σε ένα εισαγωγικό µάθηµα ϐασικής ΄Αλγεβρας σε ένα Τµήµα Μαθηµατικών Ελληνικού Πανεπιστηµίου. Για
µια πρώτη αναγνωστική, αντίστοιχα διδακτική, προσέγγιση του αναγνώστη, αντίστοιχα του διδάσκοντα, στο
υλικό το οποίο περιέχεται στο παρόν ϐιβλίο, συστήνεται η ακόλουθη διδακτική πορεία : Εξοικείωση µε
το συµβολισµό που ακολουθείται στο ϐιβλίο και µε τις προκαταρκτικές έννοιες που περιλαµβάνονται στο
εισαγωγικό Κεφάλαιο 0. Από το Κεφάλαιο 1, οι ενότητες 1.1, 1.2, και 1.3. Από το Κεφάλαιο 2, οι ενότητες 2.1,
2.2, 2.3, 2.4, και 2.6. Από το Κεφάλαιο 3, οι ενότητες 3.1, 3.2, 3.3, και 3.4. Από το Κεφάλαιο 4, η ενότητα 4.1,
µε πιθανή εξαίρεση την υποενότητα 4.1.3. Από το Κεφάλαιο 5, οι ενότητες 5.1, 5.2, και 5.3. Από το Κεφάλαιο
6, οι ενότητες 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, και 6.5, µε πιθανή εξαίρεση τις υποενότητες 6.1.2, 6.1.4, 6.3.5, 6.4.1, και 6.5.2.
Από το Κεφάλαιο 7, οι ενότητες 7.1, 7.2, 7.3, 7.4, και 7.5. Από το Κεφάλαιο 8, οι ενότητες 8.1, 8.2, 8.3, και
8.4, µε πιθανή εξαίρεση τις υποενότητες 8.1.3, 8.2.3, και 8.4.3. Από το Κεφάλαιο 9, οι ενότητες 9.1, 9.2, και
9.4. Από το Κεφάλαιο 10, οι ενότητες 10.1 και 10.2, µε πιθανή εξαίρεση την υποενότητα 10.1.2. Τέλος από το
Κεφάλαιο 11, η ενότητα 11.1. Από τις υπόλοιπες υποενότητες µπορούν να αντληθούν επιλεγµένα στοιχεία.
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νεπιστηµίου Ιωαννίνων, για τις ουσιαστικές παρατηρήσεις του οι οποίες συνέβαλαν αισθητά στην ϐελτίωση
του ϐιβλίου, καθώς και τον ∆ηµήτρη Κονάχο, ο οποίος είχε τη γλωσσική επιµέλεια, για την εξαιρετική
συνεισφορά του στην αρτιότερη παρουσίαση του κειµένου.

Απόστολος Μπεληγιάννης
Ιωάννινα, ∆εκέµβριος 2015



Κεφάλαιο 0

Προκαταρκτικές ΄Εννοιες: Σύνολα και
Αριθµοί

Στο παρόν εισαγωγικό Κεφάλαιο, υπενθυµίζουµε, κατά κύριο λόγο χωρίς αποδείξεις, ϐασικές γνώσεις από:
τη στοιχειώδη ϑεωρία συνόλων και απεικονίσεων, την αριθµητική των ϕυσικών αριθµών, συµπεριλαµβανο-
µένης της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής και των ισοδυνάµων της, την διαιρετότητα των ακεραίων αριθµών,
και τις στοιχειώδεις ιδιότητες των µιγαδικών αριθµών. Επίσης εισάγουµε συµβολισµό ο οποίος ϑα είναι εν
χρήσει καθ΄ όλη τη διάρκεια των σηµειώσεων.

0.1 Σύνολα

Στη ϐάση των σύγχρονων Μαθηµατικών ϐρίσκεται η έννοια του συνόλου. Στις παρούσες σηµειώσεις δεν ϑα
προσπαθήσουµε να ορίσουµε αυστηρά την έννοια του συνόλου, η οποία είναι πρωταρχική έννοια, αλλά ϑα
ακολουθήσουµε τον µη αυστηρό ορισµό σύµφωνα µε τον οποίο ένα σύνολο είναι µια συλλογή καλά ορι-
σµένων και διακεκριµένων αντικειµένων, τα οποία µπορεί να σχετίζονται ή να µην σχετίζονται µεταξύ τους.
Υποθέτουµε ότι ο αναγνώστης έχει µια στοιχειώδη οικειότητα µε τα συνόλα και τις ϐασικές ιδιοτήτες τους,
κάποιες από τις οποίες ϑα επαναλάβουµε εδώ χάριν ευκολίας του αναγνώστη και για να σταθεροποιήσουµε
συµβολισµό ο οποίος ϑα είναι εν χρήσει καθ΄ όλη τη διάρκεια του κειµένου που ακολουθεί. Ιδιαίτερα ϑεω-
ϱούµε γνωστές τις έννοιες της συνεπαγωγής «=⇒» ή «⇐=», της έννοιας της ισοδυναµίας «⇐⇒», της έννοιας του
ποσοδείκτη για κάθε «∀», και της έννοιας του υπάρχει «∃», µεταξύ µαθηµατικών αντικειµένων ή µαθηµατικών
προτάσεων.

0.1.1 Σύνολα Αριθµών

Από τώρα και στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε τα εξής οικεία σύµβολα:

N= {
1,2, · · · ,n, · · ·}, N0 =

{
0,1,2, · · · ,n, · · ·}, Nn = {

1,2, · · · ,n
}

Z= { · · · ,−n, · · · ,−1,0,1, · · · ,n, · · · ,
}
, Q=

{ a

b
| a,b ∈Z, b 6= 0

}
για τα σύνολα: N των ϕυσικών αριθµών, N0 των ϕυσικών αριθµών µαζί µε το 0, Nn των n πρώτων ϕυσικών
αριθµών, Z των ακεραίων αριθµών, και Q των ϱητών αριθµών.

Επιπρόσθετα συµβολίζουµε µε R το σύνολο των πραγµατικών αριθµών και µε C το σύνολο των µιγαδικών
αριθµών, και ϑεωρούµε γνωστές τις ϐασικές στοιχειώδεις ιδιότητες των συνόλων αριθµών: N, Z, Q, R, και C.

0.1.2 Βασικές ΄Εννοιες

΄Εστω X ένα σύνολο, το οποίο αποτελείται από αντικείµενα a,b,c, · · · . Θα γράφουµε a ∈ X , υποδηλώνοντας
ότι το αντικείµενο a είναι στοιχείο του συνόλου X ή ότι το αντικείµενο a ανήκει στο σύνολο X . Αν ένα

4
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αντικείµενο a δεν ανήκει στο σύνολο X , ϑα γράφουµε a ∉ X . ∆ύο σύνολα X και Y είναι ίσα, και τότε ϑα
γράφουµε X = Y , αν κάθε στοιχείο του X είναι και στοιχείο του Y και κάθε στοιχείο του Y είναι και στοιχείο
του X , δηλαδή αν: ∀x ∈ X =⇒ x ∈ Y και ∀y ∈ Y =⇒ y ∈ X . Αν τα σύνολα X και Y δεν είναι ίσα, ϑα γράφουµε
X 6= Y . ΄Ενα σύνολο Y είναι υποσύνολο του συνόλου X , και τότε ϑα γράφουµε Y ⊆ X ή Y j X (σπανιότερα
X ⊇ Y ή X k Y ), αν κάθε στοιχείο y του Y είναι και στοιχείο του X , δηλαδή αν: y ∈ Y =⇒ y ∈ X . Αν το σύνολο
Y είναι υποσύνολο του X και Y 6= X , ϑα λέµε ότι το Y είναι γνήσιο υποσύνολο του X και ϑα γράφουµε
Y ⊂ X ή Y ( X ή Y á X . Σύµφωνα µε αυτή την ορολογία, ϑα έχουµε: X = Y αν και µόνο αν Y ⊆ X και
X ⊆ Y . Το κενό σύνολο είναι το σύνολο το οποίο δεν περιέχει κανένα στοιχείο, συµβολίζεται µε ; και είναι
υποσύνολο κάθε συνόλου. ΄Ενα σύνολο X καλείται µη κενό, αν περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο, και τότε
ϑα γράφουµε X 6= ;. ΄Ενα σύνολο µπορεί να καθοριστεί µε πολλούς τρόπους, για παράδειγµα µε αναγραφή
των στοιχείων του (συνήθως όταν περιέχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων) ή µε χρήση κάποιας ιδιότητας (ή
συνόλου ιδιοτήτων) την οποία ικανοποιούν τα στοιχεία του συνόλου. ΄Ετσι, αν το σύνολο X αποτελείται από
ένα πεπερασµένο πλήθος στοιχείων, έστω x1, x2, · · · , xn , τότε ϑα γράφουµε:

X = {
x1, x2, · · · , xn

}
Παρόµοια, αν P είναι µια ιδιότητα η οποία αφορά κάποια µαθηµατικά ή µη αντικείµενα, τα οποία συνήθως
είναι στοιχεία ενός συνόλου A, τότε το σύνολο όλων των αντικειµένων του συνόλου A, τα οποία ικανοποιούν
την ιδιότητα P , ϑα συµβολίζεται µε

X = {
x ∈ A | το x ικανοποιεί την ιδιότητα P

}
Αν τα αντικείµενα τα οποία ικανοποιούν την ιδιότητα P δεν είναι στοιχεία κάποιου µεγαλύτερου συνόλου,
τότε ϑα γράφουµε X = {

x | το x ικανοποιεί την ιδιότητα P
}
. Για παράδειγµα, αν N = {

1,2, · · · ,n,n +1, · · ·}
είναι το σύνολο των ϑετικών ακεραίων ή ϕυσικών αριθµών, τότε το σύνολο το οποίο αποτελείται από όλους
τους ϕυσικούς αριθµούς οι οποίοι είναι το πολύ ίσοι µε 5 είναι X = {

1,2,3,4,5
}
. Αν X είναι το σύνολο το

οποίο αποτελείται από όλους τους ϑετικούς ακέραιους αριθµούς της µορφής 2n, όπου n είναι τυχών ϑετικός
αριθµός, τότε X = {

a ∈ N | ο a είναι άρτιος
}
. Αν Z = { · · · ,−2,−1,0,1,2, · · ·} είναι το σύνολο των ακεραίων

αριθµών, τότε το σύνολο των ϑετικών ακεραίων ή ϕυσικών αριθµών είναι : N= {
n ∈Z | n > 0

}= {
1,2, · · · ,n, · · ·}.

0.1.3 Πράξεις και Κατασκευές Συνόλων

Αν X είναι σύνολο, τότε το δυναµοσύνολο του συνόλου X ορίζεται να είναι το σύνολο όλων των υποσυνόλων
του συνόλου X , και συµβολίζεται µε P (X ):

P (X ) = {
A | A ⊆ X

}
Το δυναµοσύνολο P (X ) περιέχει πάντοτε ως στοιχεία του το κενό σύνολο ; και το σύνολο X .

΄Εστω ότι X είναι ένα σύνολο και ότι A και B είναι δύο υποσύνολα του X . Η τοµή A∩B των υποσυνόλων
A και B ορίζεται να είναι το σύνολο όλων των στοιχείων του X τα οποία ανήκουν στο A και στο B :

A∩B = {
x ∈ X | x ∈ A και x ∈ B

}
Τα υποσύνολα A και B καλούνται ξένα αν A ∩B =;. Η ένωση A ∪B των υποσυνόλων A και B ορίζεται να
είναι το σύνολο όλων των στοιχείων του X τα οποία ανήκουν είτε στο A είτε στο B :

A∪B = {
x ∈ X | x ∈ A ή x ∈ B

}
Η ένωση A∪B των υποσυνόλων A και B καλείται ξένη ένωση, αν : A∩B =;.

Για την τοµή και την ένωση υποσυνόλων ενός συνόλου ισχύουν οι εξής σχέσεις γνωστές ως Νόµοι του De
Morgan.

Πρόταση 0.1.1 (Νόµοι του De Morgan). 1 Αν A, B , και C είναι υποσύνολα ενός συνόλου X , τότε :

A∩ (B ∪C ) = (A∩B)∪ (A∩C ) και A∪ (B ∩C ) = A∪B)∩ (A∪C )
1Augustus De Morgan (27 Ιουνίου 1806 - 18 Μαρτίου 1871) [https://en.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_Morgan]:

Βρετανός µαθηµατικός και ϑεωρητικός της Λογικής. Γνωστός για τους νόµους που ϕέρουν το όνοµά του.

https://en.wikipedia.org/wiki/Augustus_De_Morgan
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΄Εστω ότι A και B είναι δύο υποσύνολα ενός συνόλου X . Η διαφορά A\B των συνόλων A και B ορίζεται
να είναι το σύνολο των στοιχείων του A τα οποία δεν ανήκουν στο B :

A \ B = {
x ∈ A | x ∉ B

}
Αν B ⊆ A, τότε η διαφορά A \ B καλείται το συµπλήρωµα του B στο A.

΄Εστω I ένα σύνολο µε στοιχεία i , j ,k, · · · . ΄Εστω A µια συλλογή ή οικογένεια συνόλων, δηλαδή ένα σύνολο
A τα στοιχεία του οποίου είναι επίσης σύνολα. Το σύνολο I καλείται σύνολο δεικτών για την οικογένεια
συνόλων A , αν για κάθε στοιχείο i ∈ I υπάρχει ένα σύνολο Ai το οποίο ανήκει στην οικογένεια A . Τότε
ϑα γράφουµε A = {

Ai
}

i∈I . Αν το σύνολο δεικτών I για την οικογένεια συνόλων A είναι πεπερασµένο, για
παράδειγµα αν I = {

1,2, · · · ,n
}
, τότε A = {

Ai
}

i∈I =
{

A1, A2, · · · , An
}
. Για παράδειγµα, δύο σύνολα A1 και A2

αποτελούν τα στοιχεία µιας οικογένειας συνόλων
{

A1, A2
}
όπου I = {1,2}. ΄Οπως και στην περίπτωση δύο

υποσυνόλων ενός συνόλου, έτσι και στην περίπτωση µιας οικογένειας υποσυνόλων A = {
Ai

}
i∈I ενός συνόλου

X , όπου I είναι ένα µη κενό σύνολο δεικτών, µπορούµε να ορίσουµε την έννοια της τοµής και ένωσης των
συνόλων της οικογένειας, ως εξής. Η τοµή ∩i∈I Ai της οικογένειας συνόλων A ορίζεται να είναι το σύνολο⋂

i∈I
Ai =

{
x ∈ X | x ∈ Ai , ∀i ∈ I

}
Η ένωση ∪i∈I Ai της οικογένειας συνόλων A ορίζεται να είναι το σύνολο⋃

i∈I
Ai =

{
x ∈ X | ∃i ∈ I : x ∈ Ai

}
Η ένωση ∪i∈I Ai της οικογένειας υποσυνόλων A = {

Ai
}

i∈I ενός συνόλου X καλείται ξένη ένωση, αν για
κάθε i , j ∈ I : i 6= j =⇒ Ai ∩ A j =;.

Αν το σύνολο I είναι πεπερασµένο, έστω για παράδειγµα I = {
1,2, · · · ,n

}
, τότε ϑα γράφουµε:

⋂
i∈I

Ai =
n⋂

i=1
Ai = A1

⋂
A2

⋂ · · ·⋂ An και
⋃
i∈I

Ai =
n⋃

i=1
Ai = A1

⋃
A2

⋃ · · ·⋃ An

Παρόµοια µπορουµε να ορίσουµε την τοµή ∩A∈K A και την ένωση ∪A∈K A µιας οικογένειας υποσυνόλων
K ⊆P (X ) ενός συνόλου X ως εξής :⋂

A∈K

A = {
x ∈ X | ∀A ∈K : x ∈ A

}
και

⋃
A∈K

A = {
x ∈ X | ∃A ∈K : x ∈ A

}
΄Εστω A και B δύο (µη κενά) σύνολα. Το (καρτεσιανό) γινόµενο A×B των συνόλων A και B ορίζεται να

είναι το σύνολο όλων των διατεταγµένων Ϲευγών (a,b), όπου a ∈ A και b ∈ B :

A×B = {
(a,b) | a ∈ A και b ∈ B

}
και όπου δύο διατεταγµένα Ϲεύγη (a,b), (c,d) ∈ A×B ϑεωρούνται ίσα, (a,b) = (c,d), αν : a = c και b = d .

΄Ετσι, για παράδειγµα, αν A = {
1,2,3

}
και B = {

a,b
}
, τότε A×B = {

(1, a), (1,b), (2, a), (2,b), (3, a), (3,b)
}
.

Γενικεύοντας, αν A1, A2, · · · , An είναι n το πλήθος σύνολα, τότε το (καρτεσιανό) γινόµενο
∏n

i=1 Ai =
A1 × A2 × ·· · × An των συνόλων Ai , 1 ≤ i ≤ n, ορίζεται να είναι το σύνολο όλων των διατεταγµένων n-άδων
(a1, a2, · · · , an), όπου ai ∈ Ai , 1 ≤ i ≤ n:

n∏
i=1

Ai = A1 × A2 ×·· ·× An = {
(a1, a2, · · · , an) | ai ∈ Ai , 1 ≤ i ≤ n

}
και όπου δύο διατεταγµένες n-άδες (a1, a2, · · · , an), (a′

1, a′
2, · · · , a′

n) ∈ A ×B ϑεωρούνται ίσες, (a1, a2, · · · , an) =
(a′

1, a′
2, · · · , a′

n), αν : ai = a′
i , 1 ≤ i ≤ n.
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0.2 Απεικονίσεις

Αν X είναι ένα µη κενό σύνολο, τότε µια (διµελής) σχέση επί του X είναι ένα υποσύνολο του καρτεσιανού
γινοµένου X × X . ΄Εστω X ,Y δύο µη κενά σύνολα. Γενικεύοντας την έννοια της σχέσης επί ενός συνόλου,
ορίζουµε µια σχέση από το X στο Y , ή µια αντιστοιχία από το X στο Y , να είναι ένα υποσύνολο του
καρτεσιανού γινοµένου X ×Y . Θα µας απασχολήσουν κυρίως οι ακόλουθες ειδικού τύπου σχέσεις από ένα
σύνολο X σε ένα σύνολο Y :

Μια απεικόνιση R από το X στο Y είναι µια σχέση R από το X στο Y η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες
ιδιότητες :

1. ∀x ∈ X , ∃y ∈ Y : (x, y) ∈R.

2. (x, y) ∈R και (x, y ′) ∈R =⇒ y = y ′.

∆ηλαδή, για κάθε x ∈ X υπάρχει ακριβώς ένα στοιχείο y ∈ Y , έτσι ώστε (x, y) ∈R. Ισοδύναµα:

∀x ∈ X , ∃y ∈ Y : (x, y) ∈R και (x, y1), (x, y2) ∈ R =⇒ y1 = y2

Συνήθως µια απεικόνιση από το X στο σύνολο Y ϑα συµβολίζεται µε ένα από τα παρακάτω σύµβολα:

f , g , h, ϕ, ψ, · · ·

΄Εστω f ⊆ X ×Y µια απεικόνιση από το σύνολο X στο σύνολο Y . Τότε για κάθε x ∈ X , το µοναδικό, σύµφωνα
µε τον παραπάνω ορισµό, στοιχείο y ∈ Y , για το οποίο ισχύει (x, y) ∈ f , συµβολίζεται µε f (x) = y, και η
απεικόνιση f ϑα συµβολίζεται ως εξής :

f : X −→ Y , x 7−→ f (x)

Από τώρα και στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε τον παραπάνω οικείο συµβολισµό για τις απεικονίσεις.
΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση, και A ⊆ X και B ⊆ Y δύο υποσύνολα. Υπενθυµίζουµε ότι το υποσύνολο

του Y
f (A) = {

y ∈ Y | ∃x ∈ A : y = f (x)
}= {

f (x) ∈ Y | x ∈ A
}

καλείται η εικόνα του A µέσω της f , και το υποσύνολο του X

f −1(B) = {
x ∈ X | f (x) ∈ B

}
καλείται η αντίστροφη εικόνα του B µέσω της f . Ειδικότερα, ϑέτοντας A = X , έχουµε την εικόνα της f :

Im( f ) = f (X )

• Ποτε δυο απεικονισεις ειναι ισες ; Επειδή ορίσαµε τις απεικονίσεις ως υποσύνολα καρτεσιανών γι-
νοµένων, δηλαδή ως τριάδες (X ,Y , f ), όπου f ⊆ X ×Y , διαπιστώνουµε ότι δύο απεικονίσεις (X ,Y , f ) και
(X ′,Y ′, f ′), δηλαδή f : X −→ Y και f ′ : X ′ −→ Y ′, είναι ίσες, και ϑα γράφουµε f = f ′, αν και µόνο αν
(X ,Y , f ) = (X ′,Y ′, f ′), δηλαδή αν και µόνο αν X = X ′,Y = Y ′ και τα υποσύνολα f ⊆ X ×Y και f ′ ⊆ X ×Y είναι
ίσα. Το τελευταίο ιδιαίτερα σηµαίνει ότι f (x) = f ′(x), ∀x ∈ X . Εποµένως, δύο απεικονίσεις f , f ′ : X −→ Y
είναι ίσες αν και µόνο αν f (x) = f ′(x), ∀x ∈ X .

Τονίζουµε ιδιαίτερα ότι δύο απεικονίσεις f : X −→ Y και f ′ : Z −→ W , όπου X 6= Z ή Y 6= W , δεν είναι
ποτέ ίσες. Για παράδειγµα, οι απεικονίσεις f : N−→N, f (n) = 3n+5, και f ′ : N−→Z, f ′(n) = 3n+5 δεν είναι
ίσες, µολονότι f (n) = f ′(n), για κάθε στοιχείο n ∈N.

Παράδειγµα 0.2.1. Για κάθε µη κενό σύνολο X , µπορούµε να ϑεωρήσουµε την ταυτοτική απεικόνιση

IdX : X −→ X , IdX (x) = x

η οποία ως υποσύνολο του X ×X είναι η «διαγώνιος» IdX = {
(x, x) ∈ X ×X | x ∈ X

}
.

p
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Παράδειγµα 0.2.2. ΄Εστω S ⊆ X ένα υποσύνολο του συνόλου X . Τότε ορίζεται η απεικόνιση έγκλεισης

ιS : S −→ X , ιS (s) = s

του υποσυνόλου S στο X . Παρατηρούµε ότι, αν και οι απεικονίσεις ιS και IdS ικανοποιούν τη σχέση
ιS (s) = s = IdS (s), ∀s ∈ S, δεν είναι ίσες.

p

Παράδειγµα 0.2.3. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο, και A ⊆ X ένα υποσύνολό του. Αν ϑέσουµε 2 = {0,1}, τότε
η χαρακτηριστική συνάρτηση του A ορίζεται να είναι η απεικόνιση

χA : X −→ 2, χA(a) =
{

1, a ∈ A

0, a ∉ A
p

Παράδειγµα 0.2.4. ΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση µεταξύ συνόλων. Αν A ⊆ X , είναι ένα µη κενό
υποσύνολο του X , τότε ορίζεται η απεικόνιση

f |A : A −→ Y , f |A(a) = f (a)

η οποία καλείται ο περιορισµός της f στο υποσύνολο A. Προφανώς f |A = f ◦ ιA. p

Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα µε παραδείγµατα απεικονίσεων οι οποίες προκύπτουν µε χρήση
καρτεσιανών γινοµένων συνόλων. Οι απεικονίσεις οι οποίες ορίζονται παρακάτω χαρακτηρίζονται µοναδικά
από µια ιδιότητα.

Παράδειγµα 0.2.5. ΄Εστω
∏n

k=1 Xk := X1 × X2 × ·· ·× Xn το καρτεσιανό γινόµενο µιας πεπερασµένης οικο-
γένειας

{
Xk

}n
k=1 µη κενών συνόλων. Τότε, για κάθε δείκτη k = 1,2, · · · ,n, ορίζεται η k-οστή απεικόνιση-

προβολής

πk :
n∏

k=1
Xk −→ Xk , πk (x1, x2, · · · , xn) = xk

Η οικογένεια
{
πk

}n
k=1 των απεικονίσεων-προβολών, ικανοποιεί την ακόλουθη ιδιότητα : Αν A είναι ένα µη κενό

σύνολο και fk : A −→ Xk είναι απεικονίσεις, 1 ≤ k ≤ n, τότε υπάρχει µοναδική απεικόνιση f : A −→ ∏n
k=1 Xk ,

έτσι ώστε : πk ◦ f = fk , 1 ≤ k ≤ n. Πράγµατι οριζουµε µια απεικόνιση

f : A −→
n∏

k=1
Xk , f (a) = (

f1(a), f2(a), · · · , fn(a)
)

και τότε, ∀k = 1,2, · · · ,n:

∀a ∈ A : (πk ◦ f )(a) =πk ( f (a)) =πk
(

f1(a), f2(a), · · · , fn(a)
)= fk (a)

΄Αρα πράγµατι πk ◦ f = fk , 1 ≤ k ≤ n. ΄Εστω ότι g : A −→ ∏n
k=1 Xk είναι µια άλλη απεικόνιση για την οποία

ισχύει ότι πk ◦ g = fk , 1 ≤ k ≤ n. Για κάθε στοιχείο a ∈ A, ϑέτοντας g (a) = (x1, x2, · · · , xn), ϑα έχουµε:

πk (g (a)) =πk (x1, x2, · · · , xn) =⇒ fk (a) = xk , 1 ≤ k ≤ n =⇒ g (a) = (
f1(a), f2(a), · · · , fn(a)

)
, ∀a ∈ A

Εποµένως g = f .
p

Παράδειγµα 0.2.6. ΄Εστω fk : Xk −→ Yk , 1 ≤ k ≤ n, µια οικογένεια απεικονίσεων. Τότε ορίζεται η απεικόνιση-
γινόµενο

∏n
k=1 fk := f1 × f2 ×·· ·× fk :

∏n
k=1 Xk −→ ∏n

k=1 Yk , ως εξής :

n∏
k=1

fk :
n∏

k=1
Xk −→

n∏
k=1

Yk , (
n∏

k=1
fk )(x1, x2, · · · , xn) = ( f1(x1), f2(x2), · · · , fn(xn))
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Η απεικόνιση
∏n

k=1 :
∏n

k=1 Xk −→ ∏n
k=1 Yk ικανοποιεί τις σχέσεις πY

k ◦∏n
k=1 fk = fk ◦πX

k , 1 ≤ k ≤ n, όπου
πX

k :
∏n

k=1 Xk −→ Xk και πY
k :

∏n
k=1 Yk −→Uk είναι οι αντίστοιχες απεικονίσεις προβολές, όπως στο Παράδειγ-

µα 0.2.5. Πράγµατι, για κάθε στοιχείο x = (x1, · · · , xn) ∈∏n
k=1 Xk , και για κάθε k = 1,2, · · · ,n, ϑα έχουµε:

(πY
k ◦

n∏
k=1

fk )(x) =πY
k

(
(

n∏
k=1

fk )(x1, · · · , xn)
)=πY

k ( f1(x1), · · · , fn(xn)) = fk (xk ) = fk (πX
k (x1, · · · , xn) = ( fk ◦πX

k )(x)

από όπου έπεται ότι : πY
k ◦∏n

k=1 fk = fk ◦πX
k , 1 ≤ k ≤ n. Η απεικόνιση-γινόµενο

∏n
k=1 fk είναι η µοναδική η

οποία ικανοποιεί τις παραπάνω σχέσεις διότι, αν g :
∏n

k=1 Xk −→ ∏n
k=1 Yk είναι µια άλλη απεικόνιση για την

οποία ισχύει ότι : πY
k ◦ g = fk ◦πX

k , 1 ≤ k ≤ n, τότε για κάθε στοιχείο x = (x1, · · · , xn ∈∏n
k=1 Xk ϑα έχουµε:

αν g (x) = (y1, · · · , yn), τότε πk (g (x)) =πk (y1, · · · , yn) =⇒ fkπ
X
k (x) = yk , =⇒ fk (xk ) = yk , 1 ≤ k ≤ n

δηλαδή g (x1, · · · , xn = ( f1(x1, · · · , fn(xn)), και άρα g =∏n
k=1 fk .

p

΄Εστω A = {
Ai

}
i∈I µια οικογένεια συνόλων, όπου I είναι ένα σύνολο δεικτών. Μια I -άδα στοιχείων των

συνόλων Ai , i ∈ I , είναι µια απεικόνιση f : I −→∪i∈I Ai , έτσι ώστε f (i ) ∈ Ai . Συνήθως µια I -άδα στοιχείων f
συµβολίζεται µε αναγραφή των τιµών της f (i ) := ai ∈ Ai ως στοιχείων µιας ακολουθίας (ai )i∈I , όπου ai ∈ Ai ,
∀i ∈ I . Για παράδειγµα, αν I = {

1,2,3
}
, και f : I −→ A1 ∪ A2 ∪ A3 είναι µια I -άδα στοιχείων, τότε, ϑέτοντας

f (1) = a1, f (2) = a2, και f (3) = a3, µπορούµε να γράψουµε ισοδύναµα την f ως (a1, a2, a3), δηλαδή ως µια
τριάδα στοιχείων. Αν I = {

1,2, · · · ,n
}
, τότε µια I -άδα στοιχείων είναι απλώς µια n-άδα στοιχείων.

Το (καρτεσιανό) γινόµενο
∏

i∈I Ai της οικογένειας συνόλων A = {
Ai

}
i∈I , όπου I είναι ένα σύνολο

δεικτών, οριίζεται να είναι το σύνολο όλων των I -άδων στοιχείων των συνόλων Ai , i ∈ I :∏
i∈I

Ai =
{
(ai )i∈I | ai ∈ Ai , ∀i ∈ I

}

0.2.1 Η ΄Αλγεβρα των Απεικονίσεων

Υπενθυµίζουµε ότι, αν f : X −→ Y και g : W −→ Z είναι απεικονίσεις και Y =W , τότε (και µόνο τότε) ορίζεται
η «σύνθεση» των απεικονίσεων f και g ως το ακόλουθο υποσύνολο του X ×Z :

g ◦ f = {
(x, z) ∈ X ×Z | ( f (x), z) ∈ g ⊆ Y ×Z

}
Με άλλα λόγια g ◦ f είναι η απεικόνιση

g ◦ f : X −→ Z , (g ◦ f )(x) = g ( f (x))

Υπενθυµίζουµε επίσης ότι, αν f : X −→ Y , g : Y −→ Z , και h : Z −→W είναι απεικονίσεις, τότε ορίζονται
οι συνθέσεις h ◦ (g ◦ f ) και (h ◦ g )◦ f και ισχύει

Αν X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ W τότε h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g )◦ f (προσεταιριστική ιδιότητα σύνθεσης)

Πράγµατι οι συνθέσεις g ◦ f , h ◦ (g ◦ f ), και h ◦ g , (h ◦ g )◦ f ορίζονται και ∀x ∈ X :

((h ◦ g )◦ f )(x) = (h ◦ g )( f (x)) = h(g ( f (x)) = h((g ◦ f )(x)) = (h ◦ (g ◦ f ))(x)

Παρατηρούµε ότι :

για κάθε απεικόνιση f : X −→ Y ισχύει ότι : IdY ◦ f = f & f ◦ IdX = f
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Παρατήρηση 0.2.7. Αν f , g : X −→ X είναι απεικονίσεις επί ενός συνόλου X , έτσι ώστε οι συνθέσεις f ◦ g
και g ◦ f ορίζονται, γενικά οι απεικονίσεις f ◦ g και g ◦ f δεν είναι ίσες. Το µικρότερο σύνολο X στο οποίο
µπορούµε να δούµε ότι f ◦ g 6= g ◦ f , είναι να ϑεωρήσουµε ένα σύνολο X µε δύο στοιχεία : X = {a,b}.
Τότε ορίζουµε απεικόνιση f : X −→ X , ως εξής : f (a) = b, f (b) = b, και απεικόνιση g : X −→ X , ως εξής :
g (a) = a, g (b) = a. Θα έχουµε ( f ◦ g )(a) = f (g (a)) = f (a) = b και (g ◦ f )(a) = g ( f (a)) = g (b) = a. Εποµένως
( f ◦ g )(a) 6= (g ◦ f )(a), και άρα f ◦ g 6= g ◦ f .

Αν το σύνολο X = {a,b, · · · } έχει παραπάνω από δύο στοιχεία, τότε, ορίζοντας απεικονίσεις f , g : X −→ X
να έχουν τιµές στα στοιχεία a και b όπως παραπάνω, και ϑέτοντας f (x) = x = g (x), ∀x ∈ X \{a,b}, αποκτούµε
απεικονίσεις f , g επί του X έτσι ώστε f ◦g 6= g ◦ f . Προφανώς, αν το σύνολο X έχει ένα στοιχείο X = {a}, τότε
f ◦ g = g ◦ f διότι η µοναδική απεικόνιση f : X −→ X είναι η ταυτοτική f = IdX . N

΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση. Παραπάνω ορίσαµε την αντίστροφη εικόνα f −1(B) κάθε υποσυνόλου
του X να είναι το υποσύνολο {x ∈ X | f (x) ∈ B}. Ιδιαίτερα έχουµε το υποσύνολο f −1(Y ) = {x ∈ X | f (x) ∈ Y }.
Παρατηρούµε ότι υπάρχουν τουλάχιστον δύο προβλήµατα αν προσπαθήσουµε να ορίσουµε «απεικόνιση»
f −1 : Y −→ X ως εξής : f −1(y) = x, όπου f (x) = y. Πράγµατι : (α) για δεδοµένο στοιχείο y ∈ Y , µπορεί
να µην υπάρχει στοιχείο x ∈ X έτσι ώστε f (x) = y, δηλαδή µπορεί f −1({y}) = ;, και (β) αν για δεδοµένο
y ∈ Y , έχουµε f −1(y) 6= ;, µπορεί να υπάρχουν διακεκριµένα στοιχεία x1, x2 ∈ f −1({y}), και τότε ϑα είχαµε
f −1(y) = x1 6= x2 = f −1(y). Τα προβλήµατα αυτά παύουν να υπάρχουν αν η απεικόνιση f είναι (α) «επί» και
(β) η απεικόνιση f είναι «1-1», µε τις ακόλουθες έννοιες :

1. Η f καλείται «απεικόνιση 1-1» αν : ∀x, y ∈ X , f (x) = f (y) =⇒ x = y.

2. Η f καλείται «απεικόνιση επί», αν : Im( f ) = Y , δηλαδή: ∀y ∈ Y , ∃x ∈ X : f (x) = y.

3. Η f καλείται «αντιστρέψιµη απεικόνιση», αν υπάρχει απεικόνιση g : Y −→ X έτσι ώστε :

g ◦ f = IdX & f ◦ g = IdY (†)

Πρόταση 0.2.8. Μια απεικόνιση f : X −→ Y είναι «1-1» και «επί» αν και µόνο αν η f είναι αντιστρέψιµη.
Αν g ,h : Y −→ X είναι δύο απεικόνισεις έτσι ώστε : g ◦ f = IdX = h ◦ f και f ◦ g = IdY = f ◦h, τότε g = h.

Απόδειξη. «=⇒» ΄Εστω ότι η f : X −→ Y είναι «1-1» και «επί». Ορίζουµε µια απεικόνιση g : Y −→ X , ως εξής.
Για κάθε y ∈ Y , επειδή η f είναι «επί», υπάρχει ένα στοιχείο x ∈ X έτσι ώστε f (x) = y. Το στοιχείο αυτό x
είνα µοναδικό διότι αν f (x) = y και f (x ′) = y, τότε f (x) = f (x ′) και εποµένως x = x ′ διότι η f είναι «1-1».
Ορίζουµε g (y) = x, όπου x είναι το µοναδικό στοιχείο x ∈ X έτσι ώστε f (x) = y. ∆είχνουµε ότι : (g ◦ f )(x) = x,
∀x ∈ X και ( f ◦g )(y) = y, ∀y ∈ Y . Πράγµατι (g ◦ f )(x) = g ( f (x)) είναι το µοναδικό στοιχείο x ′ του X έτσι ώστε
f (x ′) = f (x), από όπου x ′ = x διότι η f είναι «1-1». ΄Αρα g ( f (x)) = x. Από την άλλη πλευρά, επειδή g (y)
είναι το µοναδικό στοιχείο του X έτσι ώστε f (x) = y, ϑα έχουµε f (g (y)) = f (x) = y. Εποµένως g ◦ f = IdX και
f ◦ g = IdY , και άρα η f είναι αντιστρέψιµη.

«⇐=» ΄Εστω οτι η απεικόνιση f είναι αντιστρέψιµη, και άρα υπάρχει απεικόνιση g : Y −→ X έτσι ώστε
g ◦ f = IdX και f ◦ g = IdY . ΄Εστω f (x) = f (x ′). Τότε g ( f (x)) = g ( f (x ′)) =⇒ (g ◦ f )(x) = (g ◦ f )(x ′) =⇒ IdX (x) =
IdX (x ′) =⇒ x = x ′ και άρα η f είναι «1-1». Από τη σχέση g ◦ f = IdX ϐλέπουµε ότι για κάθε x ∈ X έχουµε
g ( f (x)) = x, το οποίο σηµαίνει ότι η g είναι «επί».

Τέλος, έστω h : Y −→ X µια άλλη απεικόνιση έτσι ώστε h ◦ f = IdX και f ◦h = IdY . Τότε :

h ◦ f = IdX =⇒ (h ◦ f )◦ g = IdX ◦ g =⇒ h ◦ ( f ◦ g ) = g =⇒ h ◦ IdY = g =⇒ h = g ■

Παρατήρηση 0.2.9. Αν f : X −→ Y και g : Y −→ X είναι απεικονίσεις και ισχύει ότι g ◦ f = IdX , τότε από
την απόδειξη της Πρότασης 0.2.8 έπεται ότι η f είναι «1-1» και η g είναι «επί». N

Αν η απεικόνιση f : X −→ Y είναι «1-1» και «επί», ισοδύναµα η f είναι αντιστρέψιµη, σύµφωνα µε την
Πρόταση 0.2.8 υπάρχει µοναδική απεικόνιση g : Y −→ X έτσι ώστε g ◦ f = IdX και f ◦g = IdY . Η απεικόνιση
g καλείται η αντίστροφη απεικόνιση της f και συµβολίζεται µε g = f −1.
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Πόρισµα 0.2.10. ΄Εστω ότι f : X −→ Y είναι µια αντιστρέψιµη απεικόνιση. Τότε η αντίστροφη απεικόνιση
f −1 : Y −→ X είναι επίσης αντιστρέψιµη αεπικόνιση και ισχύει : ( f −1)−1 = f .

Απόδειξη. Επειδή η f είναι αντιστρέψιµη, έπεται ότι υπάρχει η αντίστροφή της f −1 : Y −→ X και ισχύει :

f −1 ◦ f = IdX & f ◦ f −1 = IdY

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι η f −1 είναι αντιστρέψιµη και η αντίστροφή της είναι η ( f −1)−1 = f . ■

Παράδειγµα 0.2.11. ΄Εστω ότι X = {x, y, z} είναι ένα σύνολο µε τρία στοιχεία, και έστω Y = {1,2,3}. Θεωρού-
µε την απεικόνιση f : X −→ Y ως εξής : f (x) = 2, f (y) = 3 και f (z) = 1. Τότε προφανώς η f είναι «1-1» και
«επί» και άρα η f είναι αντιστρέψιµη. Η αντίστροφή της είναι η απεικόνιση f −1 : X −→ Y , η οποία ορίζεται
ως εξής : f −1(1) = z, f −1(2) = x, και f −1(3) = y.

p

Πρόταση 0.2.12. ΄Εστω ότι f : X −→ Y και g : Y −→ Z είναι απεικονίσεις.

1. Αν οι απεικονίσεις f , g είναι «1-1», τότε η απεικόνιση g ◦ f είναι «1-1». Αντίστροφα, αν η απεικόνιση g ◦ f
είναι «1-1», τότε η απεικόνιση f είναι «1-1».

2. Αν οι απεικονίσεις f , g είναι «επί», τότε η απεικόνιση g ◦ f είναι «επί». Αντίστροφα, αν η απεικόνιση g ◦ f
είναι «επί», τότε η απεικόνιση g είναι «επί».

3. Αν οι απεικονίσεις f , g είναι αντιστρέψιµες, τότε η απεικόνιση g ◦ f είναι αντιστρέψιµη και ισχύει ότι :

(g ◦ f )−1 = f −1 ◦ g−1

Αντίστροφα, αν η απεικόνιση g ◦ f είναι αντιστρέψιµη. τότε η f είναι «1-1» και η g είναι «επί».

Απόδειξη. 1. ΄Εστω ότι οι απεικονίσεις f , g είναι «1-1», και έστω x, y ∈ X έτσι ώστε : (g ◦ f )(x) = (g ◦ f )(y).
Τότε g ( f (x)) = g ( f (y)), και εποµένως f (x) = f (y) διότι η g είναι «1-1». Επειδή η f είναι επίσης «1-1»,
ϑα έχουµε x = y, και άρα η g ◦ f είναι «1-1». Αντίστροφα, αν τα στοιχεία x, y ∈ X είναι τέτοια ώστε
f (x) = f (y), τότε ϑα έχουµε g ( f (x)) = g ( f (y)), δηλαδή (g ◦ f )(x) = (g ◦ f )(y). Εποµένως, αν η απεικόνιση
g ◦ f είναι «1-1», τότε ϑα έχουµε x = y, και άρα η f είναι «1-1».

2. ΄Εστω ότι οι απεικονίσεις f , g είναι «επί», και έστω ένα στοιχείο z ∈ Z . Επειδή η g είναι «επί», έπεται
ότι υπάρχει στοιχείο y ∈ Y έτσι ώστε g (y) = z, και επειδή η f είναι «επί», έπεται ότι υπάρχει στοιχείο
x ∈ Y έτσι ώστε f (x) = y. Τότε (g ◦ f )(x) = g ( f (x)) = g (y) = z και άρα η g ◦ f είναι «επί». Αντίστροφα,
αν η απεικόνιση g ◦ f είναι «επί», και z ∈ Z , τότε υπάρχει x ∈ X έτσι ώστε (g ◦ f )(x) = g ( f (x)) = y, και
εποµένως η g είναι «επί».

3. ΄Εστω ότι οι απεικονίσεις f , g είναι αντιστρέψιµες. Τότε από την Πρόταση 0.2.8 έπεται ότι οι f , g είναι
απεικονίσεις «1-1» και «επί». Από τα µέρη 1. και 2. έπεται τότε ότι η σύνθεση g ◦ f είναι «1-1» και «επί»,
και εποµένως πάλι από την Πρόταση 0.2.8 η απεικόνιση g ◦ f είναι αντιστρέψιµη, και άρα υπάρχει
η αντίστροφή της (g ◦ f )−1. Επιπλέον, χρησιµοποιώντας την προσεταιριστική ιδιότητα της σύνθεσης
απεικονίσεων, ϑα έχουµε:

(g ◦ f )◦ ( f −1 ◦ g−1) = ((g ◦ f −1)◦ f )◦ g−1 = (g ◦ ( f −1 ◦ f ))◦ g−1 = (g ◦ IdX )◦ g−1 = g ◦ g−1 = IdY

( f −1 ◦ g−1)◦ (g ◦ f ) = (( f −1 ◦ g−1)◦ g )◦ f = ( f −1 ◦ (g−1 ◦ g ))◦ f = ( f −1 ◦ IdX )◦ f = f −1 ◦ f = IdX

Λόγω της µοναδικότητας της αντίστροφης απεικόνισης, ϐλέπε την Πρόταση 0.2.8, ϑα έχουµε: (g ◦
f )−1 = f −1 ◦ g−1. Τέλος αν η απεικόνιση g ◦ f είναι αντιστρέψιµη, τότε όπως παραπάνω η g ◦ f είναι
«1-1» και «επί» και τότε από τα µέρη 1. και 2. έπεται ότι η f είναι «1-1» και η g είναι επί. ■
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Παρατήρηση 0.2.13. Παρατηρούµε ότι η σύνθεση απεικονίσεων f , g ,h, · · · : X −→ X , όπου X είναι ένα µη
κενό σύνολο, ορίζεται πάντα. Ιδιαίτερα, για κάθε απεικόνιση f : X −→ X , και για κάθε ϑετικό ακέραιο n,
ορίζεται επαγωγικά η απεικόνιση

f n := f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n ϕορές

: X −→ X , x 7−→ f n(x)

ως εξής. Αν n = 1, τότε f 1 = f . Αν n = 2, τότε f 2 = f ◦ f . Αν n ≥ 3 και έχει οριστεί επαγωγικά η απεικόνιση
f n−1, τότε ορίζουµε f n = f n−1 ◦ f .

Από την άλλη πλευρά, ορίζουµε f 0 = IdX . Αν επιπλέον η απεικόνιση f είναι αντιστρέψιµη, οπότε ορίζεται
η αντίστροφή της f −1 : X −→ X , τότε µπορούµε να ορίσουµε αρνητικές ακέραιες δυνάµεις f −n , όπου n ≥ 1,
της f , ως εξής :

f −n : X −→ X , f −n = ( f −1)n N

΄Ασκηση 0.2.14. ΄Εστω fk : Xk −→ Yk , 1 ≤ k ≤ n, µια οικογένεια απεικονίσεων µεταξύ µη-κενών συνόλων, και
έστω η απεικόνιση-γινόµενο

n∏
k=1

fk :
n∏

k=1
Xk −→

n∏
k=1

Yk , (
n∏

k=1
fk )(x1, x2, · · · , xn) = ( f1(x1), f2(x2), · · · , fn(xn))

όπως στο παράδειγµα 0.2.6. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση
∏n

k=1 fk είναι «1-1», αντίστοιχα «επί», αν και µόνο αν
οι απεικονίσεις fk , 1 ≤ k ≤ n είναι «1-1», αντίστοιχα «επί». Αν οι απεικονίσεις fk , 1 ≤ k ≤ n είναι «1-1» και «επί»,
να ϐρεθεί η αντίστροφη (

∏n
k=1 fk )−1 της απεικόνισης-γινόµενο

∏n
k=1 fk .

Συµβολισµός 0.2.15 (Ειδικού Τύπου Απεικονίσεις και Μεταθετικά ∆ιαγράµµατα). Αν µια απεικόνιση f : A −→ B
είναι «1-1», «επί», ή «1-1» και «επί», τότε συχνά ϑα συµβολίζουµε αντίστοιχα

A // f // B , A
f // // B , f : A

∼= // B

Συχνά η ισότητα µεταξύ (συνθέσεων) απεικονίσεων παριστάται µέσω µεταθετικών διαγραµµάτων. ΄Ενα µετα-
ϑετικό διάγραµµα συνόλων και απεικονίσεων είναι ένα διάγραµµα το οποίο αποτελείται από κορυφές, οι
οποίες αντιστοιχούν σε σύνολα και προσανατολισµένες ακµές µεταξύ των κορυφών, οι οποίες αντιστοιχούν
σε απεικονίσεις µεταξύ συνόλων, έτσι ώστε όλες οι τεθλασµένες γραµµές οι οποίες σχηµατίζονται από τις
ακµές του διαγράµµατος και οι οποίες έχουν την ίδια αρχή και το ίδιο τέλος δίνουν, µέσω της σύνθεσης,
την ίδια απεικόνιση. Για παράδειγµα, αν f : A −→ B και g : B −→C και h : A −→C είναι απεικονίσεις µεταξύ
συνόλων, τότε ισχύει ότι : h = g ◦ f αν και µόνο αν το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό.

A
f //

h
$$

B

g
zz

C

Παρόµοια, αν f : A −→ B και α : B −→ D και g : A −→ C , και β : C −→ D είναι απεικονίσεις µεταξύ
συνόλων, τότε ισχύει ότι : α◦ f =β◦ g αν και µόνο αν το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

A
f //

g

��

B

α

��
C

β
// D
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Για παράδειγµα, το διάγραµµα απεικονίσεων µεταξύ συνόλων

A
f //

g

��

h

''

B

α

��
C

β
// D

είναι µεταθετικό αν : α◦ f = h και β◦ g = h (και τότε προφανως ϑα έχουµε και α◦ f =β◦ g ). N

0.2.2 Πεπερασµένα και ΄Απειρα Σύνολα

Υπενθυµίζουµε κάποια ϐασικά στοιχεία που αφορούν πεπερασµένα και άπειρα σύνολα.
Για κάθε ϕυσικό αριθµό n, ϑεωρούµε το σύνολο

Nn = {1,2, · · · ,n}

΄Ενα σύνολο X έχει πλήθος στοιχείων ίσο µε n, αν υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση f : X −→Nn .
Τότε ϑα γράφουµε

|X | = #X = card(X ) = n

΄Ενα µη κενό σύνολο X καλείται πεπερασµένο, και τότε ϑα γράφουµε |X | <∞, αν, µε την παραπάνω έννοια,
έχει πλήθος στοιχείων ίσο µε n, για κάποιον ϕυσικό αριθµό n. Το µη-κενό σύνολο X καλείται άπειρο αν
δεν είναι πεπερασµένο, και τότε ϑα γράφουµε |X | =∞. Τέλος, ορίζουµε το πλήθος των στοιχείων του κενού
συνόλου ; να είναι ίσο µε 0. Η επόµενη Παρατήρηση δείχνει ότι οι παραπάνω ορισµοί ειναι «καλοί», δηλαδή
δεν περιέχουν αντιφάσεις.

Παρατήρηση 0.2.16. Αν f : X −→Nn και g : X −→Nm είναι «1-1» και «επί» απεικονίσεις, τότε n = m.
Πράγµατι τότε οι απεικονίσεις f , g είναι αντιστρέψιµες και άρα ορίζεται η απεικόνιση h = g ◦ f −1 : Nn −→

Nm η οποία, σύµφωνα µε την Πρόταση 0.2.12 και το Πόρισµα 0.2.10, είναι «1-1» και «επί» και άρα είναι
αντιστρέψιµη. Επειδή η h είναι «1-1», έπεται ότι τα στοιχεία h(1),h(2), · · · ,h(n) είναι διαφορετικά στοιχεία του
Nm και εποµένως n ≤ m. Παρόµοια, επειδή η h−1 είναι «1-1», έπεται ότι τα στοιχεία h−1(1),h−1(2), · · · ,h−1(m)
είναι διαφορετικά στοιχεία του Nn και εποµένως m ≤ n. ΄Αρα n = m. N

΄Εστω ότι X και Y είναι δύο µη-κενά σύνολα.

1. Το σύνολο X έχει το πολύ τόσα στοιχεία όσα έχει το σύνολο Y , και τότε γράφουµε: |X | ≤ |Y |, αν
υπάρχει µια «1-1» απεικόνιση f : X −→ Y .

2. Το σύνολο X έχει τουλάχιστον όσα στοιχεία έχει το σύνολο Y , και τότε γράφουµε: |X | ≥ |Y |, αν
υπάρχει µια απεικόνιση «επί» f : X −→ Y .

3. Τα σύνολα X και Y έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων, και τότε γράφουµε: |X | = |Y |, αν υπάρχει µια
«1-1» και «επί» απεικόνιση f : X −→ Y . ∆ιαφορετικά ϑα γράφουµε |X | 6= |Y |.

4. Θα γράφουµε |X | < |Y |, αν |X | ≤ |Y | και |X | 6= |Y |, και ϑα λέµε ότι το X έχει λιγότερα στοιχεία από
όσα έχει το Y . Ισοδύναµα αυτό ισχύει αν υπάρχει «1-1» απεικόνιση X −→ Y αλλά δεν υπάρχει «επί»
απεικόνιση X −→ Y . Παρόµοια ϑα γράφουµε |X | > |Y |, αν |X | ≥ |Y | και |X | 6= |Y |, και ϑα λέµε ότι το
X έχει περισσότερα στοιχεία από όσα έχει το Y . Ισοδύναµα αυτό ισχύει αν υπάρχει «επί» απεικόνιση
X −→ Y , αλλά δεν υπάρχει «1-1» απεικόνιση X −→ Y .

5. Το σύνολο X καλείται αριθµήσιµο αν έχει το ίδιο πλήθος στοιχείων µε το σύνολο N των ϑετικών
ακεραίων. ∆ιαφορετικά το σύνολο X καλείται µη αριθµήσιµο.

Επισηµαίνουµε ότι γράφοντας |X | ≤ |Y | δεν συµβολίζουµε µια σχέση ανισότητας µεταξύ αριθµών αλλά
το γεγονός ότι υπάρχει «1-1» απεικόνιση από το σύνολο X στο σύνολο Y . Παρόµοια για τους συµβολισµούς
|X | ≥ |Y | και |X | = |Y |.
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Πρόταση 0.2.17. ΄Εστω ότι X και Y είναι δύο πεπερασµένα σύνολα, και έστω ότι |X | = n και |Y | = m.

1. Υπάρχει «1-1» απεικόνιση f : X −→ Y ⇐⇒ n ≤ m.

2. Υπάρχει «επί» απεικόνιση f : X −→ Y ⇐⇒ n ≥ m.

3. Αν |X | = |Y |, τότε µια απεικόνιση f : X −→ Y είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο αν είτε η f είναι «1-1» είτε η
f είναι «επί».

4. Αν |X | 6= |Y |, τότε για κάθε «επί» απεικόνιση f : X −→ Y υπάρχει τουλάχιστον ένα Ϲεύγος (x1, x2) στοιχείων
του X έτσι ώστε x1 6= x2 και f (x1) = f (x2)2.

Απόδειξη. Επειδή |X | = n, έπεται ότι υπάρχει «1-1» και «επί» απεικόνιση α : X −→Nn , και επειδή |Y | = m,
έπεται ότι υπάρχει «1-1» και «επί» απεικόνιση β : X −→Nm . Ιδιαίτερα τότε υπάρχουν οι απεικονίσεις α−1 και
β−1 οι οποίες είναι επίσης «1-1» και «επί».

1. Αν υπάρχει «1-1» απεικόνιση f : X −→ Y , τότε η σύνθεση h := β◦ f ◦α−1 : Nn −→Nm είναι προφανώς
µια «1-1» απεικόνιση, και τότε τα στοιχεία h(1),h(2), · · · ,h(n) είναι ανά δύο διαφορετικά στοιχεία του
συνόλου Nm . Εποµένως n ≤ m. Αντίστροφα, αν n ≤ m, τότε Nm = Nn ∪ {n +1, · · · ,m} και προφανώς
η απεικόνιση h : Nn −→Nm , h(k) = k, ∀k = 1, · · · ,n, είναι «1-1». Η σύνθεση β−1 ◦h ◦α : X −→ Y είναι,
σύµφωνα µε την Πρόταση 0.2.12, µια απεικόνιση «1-1».

2. ΄Εστω ότι υπάρχει µια «επί» απεικόνιση f : X −→ Y . Τότε σύµφωνα µε την Πρόταση 0.2.12, η απει-
κόνιση h := β◦ f ◦α−1 : Nn −→Nm είναι «επί». Εποµένως, για κάθε k ∈Nm , υπάρχει τουλάχιστον ένα
l ∈Nn έτσι ώστε h(l ) = k. Τότε όµως m ≤ n. Αντίστροφα, αν m ≤ n, τότε Nn =Nm ∪ {m +1, · · · ,n} και
προφανώς η απεικόνιση h : Nn −→ Nm , h(k) = k, αν 1 ≤ k ≤ m και h(k) = 1, αν m +1 ≤ k ≤ n, είναι
«επί». Τότε, σύµφωνα µε την Πρόταση 0.2.12, η απεικόνιση f :=β−1 ◦h ◦α : X −→ Y είναι «επί».

3. Υποθέτουµε ότι n = m, και έστω f : X −→ Y µια απεικόνιση. Αν η f είναι «1-1», τότε όπως στο µέρος
1. υπάρχει µια «1-1» απεικόνιση h : Nn −→Nn και εποµένως τα στοιχεία h(1),h(2), · · · ,h(n) είναι ανά
δύο διαφορετικά. Τότε, Nn = {h(1), · · · ,h(n)} και άρα η h είναι «επί». Αν η f είναι «επί», τότε όπως στο
µέρος 2. υπάρχει µια «επί» απεικόνιση h : Nn −→ Nn και άρα για κάθε k ∈ Nn υπάρχει τουλάχιστον
ένα l ∈ Nn έτσι ώστε h(l ) = k. Αν για δεδοµένο k έχουµε h(l1) = k = h(l2), τότε αναγκαστικά l1 = l2

διότι διαφορετικά το σύνολο Nn ϑα περιείχε τουλάχιστον n+1 στοιχεία. ΄Αρα, για κάθε k ∈Nn , υπάρχει
ακριβώς ένα l ∈Nn έτσι ώστε h(l ) = k. Τότε προφανώς η h είναι «1-1».

4. Προκύπτει άµεσα από το µέρος 3. ■

Παράδειγµα 0.2.18. ΄Εστω X ένα µη-κενό σύνολο. Θεωρούµε το σύνολο 2 = {0,1}, και έστω

2X := {
f : X −→ 2 | f : απεικόνιση

}
Επίσης ϑεωρούµε το δυναµοσύνολο P (X ) του X , δηλαδή το σύνολο όλων των υποσυνόλων του X . Θα
δείξουµε ότι :

|X | < |2X | = |P (X )|
(α) Ορίζουµε απεικόνιση

Ω : X −→ 2X , Ω(a) =χ{a}

όπου χ{a} είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση του µονοσυνόλου {a}, ϐλέπε Παράδειγµα 0.2.3. ΑνΩ(a) =Ω(b),

τότε χ{a} =χ{b} και εποµένως χ{a}(a) =χ{b}(a), από όπου έπεται ότι 1 =
{

1, αν b = a

0, αν b 6= a
. ΄Αρα ϑα έχουµε a = b,

και εποµένως η απεικόνιση Ω είναι «1-1». Η απεικόνιση Ω δεν είναι «επί» διότι, επειδή X 6= ;, έπεται ότι το X

2Αυτός ο ισχυρισµός είναι η µαθηµατική διατύπωση της ϑεµελιώδους αρχής απαρίθµησης γνωστής ως «Αρχή του Περιστερώνα»:
Αν n = |X | περιστέρια τοποθετηθούν σε m = |Y | < n ϕωλιές, τότε σε τουλάχιστον µία ϕωλιά υπάρχουν τουλάχιστον δύο περιστέρια. Η
αυστηρή διατύπωση αυτής της αρχής είναι η εξής : ΄Εστω X και Y δύο πεπερασµένα σύνολα, και f : X −→ Y µια απεικόνιση. Τότε : (α)
αν |X | > |Y |, τότε η f δεν είναι «1-1», και (β) αν |X | < |Y |, τότε η f δεν είναι «επί».
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περιέχει τουλάχιστιον ένα στοιχείο, έστω το a. Τότε ορίζονται οι απεικονίσεις f : X −→ 2, f (a) = 0, και f (x) =
1, ∀x 6= a, και g : X −→ 2, g (a) = 0, και g (x) = 1, ∀x 6= a. Αν η απεικόνιση Ω είναι «επί», τότε υπάρχει στοιχείο

b ∈ X έτσι ώστε Ω(b) = χ{b} = f , και εποµένως χ{b}(a) = f (a), δηλαδή:

{
1, αν b = a

0, αν b 6= a
=

{
0, αν b = a

1, αν b 6= a
, το

οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα η Ω δεν είναι «επί» και εποµένως : |X | < |2X |.
(β) Γενικότερα ϑα δείξουµε ότι δεν υπάρχει «1-1» και «επί» απεικόνιση f : X −→ P (X ). Πράγµατι, αν

υπάρχει µια τέτοια απεικόνιση, τότε για κάθε στοιχείο x ∈ X , το f (x) είναι ένα υποσύνολο του X και εποµένως
είτε x ∈ f (x) ή x ∉ f (x). Θεωρούµε το υποσύνολο S = {x ∈ X | x ∉ f (x)}. Επειδή η f είναι «επί», έπεται ότι
υπάρχει y ∈ X έτσι ώστε f (y) = S. Τότε είτε y ∈ S ή y ∉ S. ΄Οµως y ∈ S = f (y) σηµαίνει ότι y ∉ f (y) και
y ∉ S = f (y) σηµαίνει ότι y ∈ f (y). Και οι δύο περιπτώσεις µάς οδηγούν σε άτοπο και εποµένως δεν υπάρχει
«1-1» και «επί» απεικόνιση : X −→P (X ).

(γ) Θεωρούµε απεικονίσεις

Φ : P (X ) −→ 2X , Φ(A) =χA και Ψ : 2X −→P (X ), Ψ( f ) = f −1({1})

Θα δείξουµε ότι η Φ είναι αντιστρέψιµη µε αντίστροφη την Ψ. Για κάθε υποσύνολο A ⊆ X , έχουµε:

ΨΦ(A) =Ψ(χA) =χ−1
A ({1}) = {

x ∈ X | x ∈χ−1
A (x)

}= {
x ∈ X | χA(x) = 1

}= {
x ∈ X | x ∈ A

}= A

∆ηλαδή ΨΦ= IdP (X ). Για κάθε απεικόνιση f : X −→ 2, έχουµε:

ΦΨ( f ) =Φ( f −1({1})) =χ f −1({1}) και ∀x ∈ X : χ f −1({1})(x) =
{

1, αν x ∈ f −1({1})

0, αν x ∉ f −1({1})
=

{
1, αν f (x) = 1

0, αν f (x) = 0
= f (x)

Εποµένως χ f −1({1})(x) = f (x), ∀x ∈ X , και άρα χ f −1({1}) = f , δηλαδή ΦΨ( f ) = f . Επειδή η απεικόνιση f ήταν
τυχαία, έπεται ότι ΦΨ= Id2X . ΄Ετσι η απεικόνιση Φ είναι αντιστρέψιµη µε αντίστροφη την απεικόνιση Ψ, και
εποµένως |2X | = |P (X )|. p

Ο συµβολισµός 2X για ένα σύνολο X προέρχεται από το Παράδειγµα 0.2.18 σε συνδυασµό µε την
ακόλουθη παρατήρηση.

Παρατήρηση 0.2.19. Για κάθε σύνολο X ισχύει ότι :

|X | <∞ =⇒ |P (X )| = 2|X |

Αν X = ;, τότε |X | = 0 και το P (X ) περιέχει µόνο το στοιχείο ;. ΄Αρα |P (;)| = 1 = 20 = 2|;|. Αν |X | = 1,
τότε X = {a} και P (X ) = {;, {a}} και εποµένως |P (X )| = 2 = 21 = 2|X |. Υποθέτουµε ότι |P (X )| = 2|X |, για κάθε
σύνολο µε |X | = n, όπου n ≥ 2. ΄Εστω |X | = n +1, και έστω a ∈ X . Θεωρούµε το σύνολο Y = X \ {a} για το
οποίο έχουµε |Y | = n. Αν S είναι ένα υποσύνολο του X , τότε είτε a ∈ S ή a ∉ S. Στην τελευταία περίπτωση,
ϑα έχουµε προφανώς ότι S ⊆ Y . Εποµένως τα υποσύνολα του X συµπίπτουν µε τα υποσύνολα S του Y , τα
οποία από την Επαγωγική Υπόθεση σε πλήθος είναι |P (Y )| = 2|Y | = 2n , µαζί µε τα υποσύνολα S∪ {a} του X ,
για κάθε υποσύνολο S του Y , και τα οποία σε πλήθος είναι όσα και τα υποσύνολα του Y , δηλαδή είναι 2n .
΄Ετσι το πλήθος των υποσυνόλων του P (X ) είναι 2n +2n = 2 ·2n = 2n+1 = 2|X |. Από την Αρχή Μαθηµατικής
Επαγωγής, έπεται ότι |P (X )| = 2|X |, για κάθε πεπερασµένο σύνολο X . N

Παράδειγµα 0.2.20. 1. |N| = |Z|, διότι, όπως µπορεί να δειχθεί εύκολα, η απεικόνιση

f : N−→Z, f (n) = (−1)n[n

2

]
είναι «1-1» και «επί», όπου

[ n
2

]
συµβολίζει τον µεγαλύτερο ακέραιο ο οποίος δεν υπερβαίνει τον n

2 .

2. |Z| = |2Z|, όπου 2Z= {2n ∈Z | n ∈Z} είναι το σύνολο των αρτίων ακεραίων, διότι όπως µπορεί να δειχθεί
εύκολα η απεικόνιση

f : Z−→ 2Z, f (n) = 2n

είναι «1-1» και «επί».
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3. |N×N| = |N|, διότι όπως µπορεί να δειχθεί εύκολα η απεικόνιση

f : N×N−→N, f (n,m) = (m +n −2)(m +n −1)

2
+n

είναι «1-1» και «επί».

4. Αποδεικνύεται παρόµοια ότι |N| = |Q|, και άρα το σύνολο Q είναι αριθµήσιµο. ΄Οµως τα σύνολα R και
C είναι άπειρα µη αριθµήσιµα και έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων.

p

Υποθέτουµε ότι X και Y είναι δύο σύνολα, όχι απαραίτητα πεπερασµένα. Αν |X | ≤ |Y |, δηλαδή αν
υπάρχει «1-1» απεικόνιση : X −→ Y , και αν |Y | ≤ |X |, δηλαδή αν υπάρχει «1-1» απεικόνιση : Y −→ X , τότε
το ακόλουθο αποτέλεσµα το οποίο οφείλεται στους Schröder-Bernstein πιστοποιεί ότι τα σύνολα X και Y
έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων, δηλαδή υπάρχει «1-1» και «επί» απεικόνιση X −→ Y .

Πρόταση 0.2.21 (Schröder-Bernstein). 3 4 Αν X και Y είναι δύο σύνολα, τότε :

|X | ≤ |Y | και |Y | ≤ |X | ⇐⇒ |X | = |Y |

0.3 Ακέραιοι Αριθµοί

Στην παρούσα ενότητα, ϑα υπενθυµίσουµε ϐασικές έννοιες από την αριθµητική και τη διαιρετότητα των
ακεραίων αριθµών. Επίσης ϑα αναλύσουµε εν συντοµία την Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, καθώς και
διάφορες αποδεικτικές µεθόδους, οι οποίες ϑα χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια του κειµένου.

0.3.1 Το σύνολο των Φυσικών Αριθµών και η Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής

Θεωρούµε γνωστές τις στοιχειώδεις ιδιότητες του συνόλου5 των ϑετικών ακεραίων ή ϕυσικών αριθµών

N= {
1,2, · · · ,n, · · ·}

καθώς και του συνόλου N0 =N∪{
0
}= {

0,1,2, · · · ,n, · · ·} των µη αρνητικών ακεραίων. Το σύνολο N0 προκύπτει
ως επέκταση του συνόλου N έτσι ώστε, για κάθε n ∈N, η εξίσωση n +x = n να έχει λύση.

Στη µελέτη της δοµής και των ϐασικών ιδιοτήτων του συνόλου N των ϕυσικών αριθµών, αλλά και σε ση-
µαντικές αποδεικτικές µεθόδους, ϑεµελιώδη ϱόλο διαδραµατίζουν διάφορες αρχές αξιωµατικού χαρακτήρα.
Οι σηµαντικότερες από αυτές τις αρχές είναι οι εξής. Πριν περάσουµε στην διατύπωσή τους, υπενθυµίζουµε
ότι, αν S είναι ένα µη κενό υποσύνολο του συνόλου N των ϕυσικών αριθµών, τότε ένα ελάχιστο, αντίστοιχα
µέγιστο, στοιχείο του S είναι ένα στοιχείο x ∈ S, έτσι ώστε, για κάθε s ∈ S: x ≤ s, αντίστοιχα s ≤ x. ΄Ενα
ελάχιστο, αντίστοιχα µέγιστο, στοιχείο του S συµβολίζεται µε minS, αντίστοιχα maxS.

3Felix Bernstein (24 Φεβρουαρίου 1878 - 3 ∆εκεµβρίου 1956) [https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Bernstein_
(mathematician)]: Γερµανός µαθηµατικός, γνωστός για την απόδειξη του Θεωρήµατος Schröder-Bernstein.

4Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schröder (25 Νοεµβρίου 1841 - 16 Ιουνίου 1902) [https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_
Bernstein_(mathematician)]: Γερµανός µαθηµατικός µε συµβολή στην Μαθηµατική Λογική.

5Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών µπορεί να οριστεί αξιωµατικά, ξεκινώντας από ένα µη κενό σύνολο N, ένα διακεκριµένο στοιχείο
1 ∈N, και µια απεικόνιση

s : N−→N, n 7−→ s(n)

η οποία ικανοποιεί τα αξιώµατα του Peano:
1. ∀n ∈N: 1 6= s(n).

2. Η απεικόνιση s είναι «1-1».

3. Αν A ⊆N είναι ένα υποσύνολο του συνόλου N για το οποίο ισχύουν τα εξής :

(αʹ) 1 ∈ A.

(ϐʹ) n ∈ A =⇒ s(n) ∈ A.

τότε A =N.

https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Bernstein_(mathematician)
https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Bernstein_(mathematician)
https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Bernstein_(mathematician)
https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Bernstein_(mathematician)
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(ΑΚ∆) Αρχη Καλης ∆ιαταξης: Κάθε µη κενό υποσύνολο του συνόλου N έχει ελάχιστο στοιχείο.

(ΑΜΕ)1 Αρχη Μαθηµατικης Επαγωγης1: ΄Εστω S ένα υποσύνολο του συνόλου N για το οποίο ισχύουν τα εξής :

(α) 1 ∈ S.

(β) ∀k ∈N: k ∈ S =⇒ k +1 ∈ S.

Τότε : S =N.

(ΑΜΕ)2 Αρχη Μαθηµατικης Επαγωγης2: ΄Εστω P (n) µια πρόταση η οποία εξαρτάται από τον ϕυσικό αριθµό
n ∈N, για την οποία ισχύουν τα εξής :

(α) Η πρόταση P (1) είναι αληθής.

(β) ∀k ∈N: η πρόταση P (k) είναι αληθής =⇒ η πρόταση P (k +1) είναι αληθής.

Τότε : η πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ∈N.

(ΑΜ) Αρχη Μεγιστου: Κάθε µη κενό άνω ϕραγµένο υποσύνολο του συνόλου N έχει µέγιστο στοιχείο.

Θα δείξουµε ότι οι παραπάνω αρχές είναι µεταξύ τους ισοδύναµες.

Θεώρηµα 0.3.1. Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

1. (ΑΚ∆): Κάθε µη κενό υποσύνολο του συνόλου N έχει ελάχιστο στοιχείο.

2. (ΑΜΕ)1: ΄Εστω S ένα υποσύνολο του συνόλου N για το οποίο ισχύουν τα εξής :

(α) 1 ∈ S.

(β) ∀k ∈N: k ∈ S =⇒ k +1 ∈ S.

Τότε : S =N.

3. (ΑΜΕ)2: ΄Εστω P (n) µια πρόταση η οποία εξαρτάται από τον ϕυσικό αριθµό n ∈N, για την οποία ισχύουν
τα εξής :

(α) Η πρόταση P (1) είναι αληθής.

(β) ∀k ∈N: η πρόταση P (k) είναι αληθής =⇒ η πρόταση P (k +1) είναι αληθής.

Τότε : η πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ∈N.

4. (ΑΜ): Κάθε µη κενό άνω ϕραγµένο υποσύνολο του συνόλου N έχει µέγιστο στοιχείο.

Απόδειξη. • (ΑΚ∆) =⇒ (ΑΜΕ)1 Υποθέτουµε ότι ισχύει η Αρχή Καλής ∆ιάταξης, και έστω S ένα υποσύνολο
του N έτσι ώστε 1 ∈ S, και k ∈ S =⇒ k +1 ∈ S.

Υποθέτουµε ότι S 6= N. Τότε το σύνολο N \ S είναι µη κενό. Επόµενως από την αρχή καλής διάταξης
έπεται ότι το N\ S έχει ελάχιστο στοιχείο :

`= min(N\ S), δηλαδή ` ∈N\ S και `≤ x, ∀x ∈N\ S

Αν `= 1, τότε 1 ∈N \ S το οποίο είναι άτοπο, διότι από την υπόθεση έχουµε 1 ∈ S. ΄Αρα `> 1 και εποµένως
1 ≤ `−1 < `.

Τότε το στοιχείο `−1 ϑα ανήκει στο S, διότι διαφορετικά `−1 ∈ N \ S, κάτι το οποίο είναι άτοπο διότι
`−1 < ` και το ` είναι το ελάχιστο στοιχείο του N \ S. Απο την ιδιότητα (β) του συνόλου S ϑα έχουµε τότε :
1 ∈ S, και `−1 ∈ S =⇒ ` ∈ S. Αυτό όµως είναι άτοπο διότι εκ κατασκευής ` ∈N\ S, δηλαδή ` ∉ S.

Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι S 6= N. Εποµένως ϑα έχουµε S = N, και άρα ισχύει η πρώτη
εκδοχή της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής.
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• (ΑΜΕ)1 =⇒ (ΑΜΕ)2 Υποθέτουµε ότι ισχύει η πρώτη εκδοχή της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής
και έστω η πρόταση P (n), n ∈ N, για την οποία ικανοποιούνται οι συνθήκες του µέρους 3. Θεωρούµε το
ακόλουθο σύνολο

S = {
n ∈N | η πρόταση P (n) είναι αληθής

}
Προφανώς τότε για το υποσύνολο S ικανοποιούνται οι συνθήκες (α) και (β) του µέρους 2. Εποµένως ϑα
έχουµε ότι S =N, το οποίο σηµαίνει ότι η πρόταση P (n) είναι αληθής για κάθε n ∈N. ΄Αρα ισχύει η δεύτερη
εκδοχή της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής.

• (ΑΜΕ)2 =⇒ (ΑΚ∆) Υποθέτουµε ότι ισχύει η δεύτερη εκδοχή της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής και
έστω S ⊆N ένα µη κενό υποσύνολο του N.

Υποθέτουµε ότι το S δεν έχει ελάχιστο στοιχείο. Για κάθε n ∈N, ϑεωρούµε την πρόταση

P (n) : για κάθε k ∈N έτσι ώστε 1 ≤ k ≤ n, ισχύει ότι : k ∉ S

Η πρόταση P (1), δηλαδή ο ισχυρισµός ότι 1 ∉ S, είναι αληθής. Πράγµατι, αν 1 ∈ S, τότε προφανώς το 1 είναι
ελάχιστο στοιχείο του S, κάτι το οποίο είναι άτοπο διότι το S δεν έχει ελάχιστο στοιχείο.

Υποθέτουµε ότι η πρόταση P (n) είναι αληθής, δηλαδή κανένας από τους αριθµούς 1,2, · · · ,n δεν ανήκει
στο S. Αν το n +1 ανήκει στο S, τότε επειδή k ∉ S, όπου 1 ≤ k ≤ n, έπεται άµεσα ότι το n +1 είναι ελάχιστο
στοιχείο του S, κάτι το οποίο είναι άτοπο διότι το S δεν έχει ελάχιστο στοιχείο. ΄Αρα ϑα έχουµε ότι n +1 ∉ S.
Αυτό όµως σηµαίνει ότι η πρόταση P (n +1) είναι αληθής.

Από την δεύτερη εκδοχή της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής έπεται τότε ότι η πρόταση P (n) είναι αληθής
για κάθε n ∈N, και εποµένως ∀n ∈N, 1 ≤ k ≤ n =⇒ k ∉ S. Με άλλα λόγια, ∀n ∈N, n ∉ S. Αυτό όµως, επειδή
S ⊆N, σηµαίνει ότι S =;, κάτι το οποίο είναι άτοπο από την αρχική µας υπόθεση.

Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι το µη κενό υποσύνολο S του N δεν έχει ελάχιστο στοιχείο. ΄Αρα
το S έχει ελάχιστο στοιχείο και εποµένως ισχύει η Αρχή Καλής ∆ιάταξης.

− ΄Ετσι έχουµε δείξει ότι οι τρεις πρώτες αρχές (ΑΚ∆), (ΑΜΕ)1, (ΑΜΕ)2 είναι ισοδύναµες. Ολοκληρώνουµε
την απόδειξη δείχνοντας ότι : (ΑΚ∆) =⇒ (ΑΜ) =⇒ (ΑΜΕ)2.

• (ΑΚ∆) =⇒ (ΑΜ) Υποθέτουµε ότι ισχύει η Αρχή Καλής ∆ιάταξης, και έστω T ⊆N ένα µη-κενό και άνω
ϕραγµένο υποσύνολο του N. ΄Εστω b ∈N ένα άνω ϕράγµα του T , δηλαδή:

b ∈N και t ≤ b, ∀t ∈ T

Ορίζουµε ένα νέο σύνολο, το σύνολο όλων των άνω ϕραγµάτων του T στο N:

S = {
s ∈N | t < s, ∀t ∈ T

}
Το σύνολο S είναι µη κενό διότι ∀t ∈ T : t ≤ b < b +1, και άρα b +1 ∈ S.

Από την Αρχή Καλής ∆ιάταξης, έπεται ότι το σύνολο S έχει έλάχιστο στοιχείο, έστω ότι αυτό είναι το s0:

s0 = minS, δηλαδή s0 ∈ S και s0 ≤ s, ∀s ∈ S

Από τον ορισµό του συνόλου S, έπεται ότι υπάρχει ένα στοιχείο t0 ∈ T έτσι ώστε : s0 −1 ≤ t0. Πράγµατι, αν
s0 −1 > t , ∀t ∈ T , τότε ϑα είχαµε ότι s0 −1 ∈ S, κάτι το οποίο είναι άτοπο διότι s0 −1 < s0 και το s0 είναι ένα
ελάχιστο στοιχείο του S.

΄Αρα πράγµατι υπάρχει ένα στοιχείο t0 ∈ T έτσι ώστε : s0 −1 ≤ t0. Επειδή όµως έχουµε και t0 < s0, έπεται
ότι ϑα έχουµε s0 −1 = t0 ∈ T . Ισχυριζόµαστε ότι :

t0 = maxT, δηλαδή το t0 είναι µέγιστο στοιχείο του T

Πράγµατι, το t0 ανήκει εκ κατασκευής στο T και επιπλέον επειδή από τον ορισµό του συνόλου S έχουµε
t < s0, ∀t ∈ T , έπεται ότι t ≤ s0 −1 = t0, ∀t ∈ T . ∆ηλαδή t0 = maxT .

• (ΑΜ) =⇒ (ΑΜΕ)2 Υποθέτουµε ότι ισχύει η Αρχή Μεγίστου, και έστω P (n) µια πρόταση η οποία
εξαρτάται από το n ∈N, για την οποία ισχύει ότι η P (1) είναι αληθής, και για κάθε ϕυσικό αριθµό n: P (n)
είναι αληθής =⇒ P (n +1) είναι αληθής.
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΄Εστω ότι υπάρχει m ∈ N έτσι ώστε η πρόταση P (m) δεν είναι αληθής. Ορίζουµε τότε ένα σύνολο T ως
εξής :

T = {
t ∈N | η πρόταση P (n) είναι αληθής ∀n ∈N : 1 ≤ n ≤ t

}
Επειδή η πρόταση P (1) είναι αληθής, έπεται ότι 1 ∈ T και άρα T 6= ;. Επιπρόσθετα, ο ϕυσικός αριθµός
m είναι προφανώς ένα άνω ϕράγµα για το σύνολο T . Πράγµατι αν k ∈ N και m ≤ k, τότε k ∉ T , διότι
διαφορετικά, αν k ∈ T , τότε ϑα είχαµε ότι η P (m) είναι αληθής, κάτι το οποίο δεν ισχύει.

΄Ετσι το T είναι ένα µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο του N. Εποµένως από την Αρχή Μεγίστου, το
σύνολο T έχει ένα µέγιστο στοιχείο, έστω ότι αυτό είναι το t0:

t0 = maxT, δηλαδή t0 ∈ T και t ≤ t0, ∀t ∈ T

Από τον ορισµό του συνόλου T ϑα έχουµε ότι η πρόταση P (t0) είναι αληθής. Τότε από την υπόθεση ϑα
έχουµε ότι και η πρόταση P (t0 +1) είναι αληθής. Αυτό όµως σηµαίνει ότι η πρόταση P (n) είναι αληθής για
κάθε n ∈N έτσι ώστε : 1 ≤ n ≤ t0 +1, και εποµένως ο αριθµός t0 +1 ανήκει στο σύνολο T . Αυτό όµως είναι
άτοπο διότι t0 < t0 +1 και το t0 είναι µέγιστο στοιχείο του T .

Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι υπάρχει m ∈N έτσι ώστε η πρόταση P (m) δεν είναι αληθής. ΄Αρα
η πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ∈ N, και εποµένως ισχύει η δεύτερη εκδοχή της Αρχής Μαθηµατικής
Επαγωγής. ■

Σχόλιο 0.3.2. Από τώρα και στο εξής ϑα υποθέτουµε ότι ισχύει µια και εποµένως και οποιαδήποτε από τις
υπόλοιπες, από τις αρχές του παραπάνω Θεωρήµατος. Κάθεµια από τις παραπάνω αρχές είναι ισοδύναµη
µε την αξιωµατική ϑεµελίωση του συνόλου N των ϕυσικών αριθµών, η οποία πιστοποιεί την ύπαρξη ενός
συνόλου N το οποίο ικανοποιεί την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής.

p

Εναλλακτικές Μορφές Μαθηµατικής Επαγωγής. Είδαµε µέχρι τώρα δύο (ισοδύναµες) µορφές της
Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής, τις (ΑΜΕ)1 και (ΑΜΕ)2. Θα δούµε κάποιες ακόµα χρήσιµες µορφές της
Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής.

(ΑΜΕ)3 Αρχη Μαθηµατικης Επαγωγης3: ΄Εστω P (n) µια πρόταση η οποία εξαρτάται από τον ϕυσικό αριθµό
n ∈N, για την οποία ισχύουν τα εξής :

(α) Η πρόταση P (1) είναι αληθής.

(β) ∀k ∈N, 1 ≤ k < n: η πρόταση P (k) είναι αληθής =⇒ η πρόταση P (n) είναι αληθής.

Τότε : η πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ∈N.

(ΑΜΕ)4 Αρχη Μαθηµατικης Επαγωγης4: ΄Εστω ότι n0 είναι ένας ϕυσικός αριθµός, και P (n) είναι µια πρόταση
η οποία εξαρτάται από τον ϕυσικό αριθµό n ∈N, όπου n ≥ n0, για την οποία ισχύουν τα εξής :

(α) Η πρόταση P (n0) είναι αληθής.

(β) Είτε ∀k ∈N, n0 ≤ k < n: η πρόταση P (k) είναι αληθής =⇒ η πρόταση P (n) είναι αληθής, είτε
∀k ∈N, k ≥ n0: η πρόταση P (k) είναι αληθής =⇒ η πρόταση P (k +1) είναι αληθής.

Τότε : η πρόταση P (n) είναι αληθής, ∀n ≥ n0.

Υπενθυµίζουµε ότι στο σύνολο N0 = N∪ {
0
}
των µη αρνητικών ακεραίων ορίζονται οι συνήθεις πράξεις

πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «·» ϕυσικών αριθµών, οι οποίες ικανοποιούν τις ακόλουθες ιδιότητες,
∀x, y, z ∈N:

1. (x + y)+ z = x + (y + z) (Προσεταιριστικότητα της πρόσθεσης)

2. x + y = y +x (Μεταθετικότητα της πρόσθεσης)

3. x +0 = x = 0+x (΄Υπαρξη ουδετέρου στοιχείου ως προς την πρόσθεση)
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4. x + y = x + z =⇒ y = z (Νόµος διαγραφής ως προς την πρόσθεση)

5. (x · y) · z = x · (y · z) (Προσεταιριστικότητα του πολλαπλασιασµού)

6. x · y = y · x (Μεταθετικότητα του πολλαπλασιασµού)

7. x ·1 = x = 1 · x (΄Υπαρξη ουδετέρου στοιχείου ως προς τον πολλαπλασιασµό)

8. x · y = x · z και x 6= 0 =⇒ y = z (Νόµος διαγραφής ως προς τον πολλαπλασιασµό)

9. x · (y + z) = x · y + x · z και (x + y) · z = x · z + y · z (Επιµεριστικότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την

πρόσθεση)

Το σύνολο N0 των µη αρνητικών ακεραίων είναι εφοδιασµένο µε τη συνήθη σχέση διάταξης «≤»:

b ≤ a ⇐⇒ υπάρχει c ∈N0 : a = b + c

δηλαδή ο µη αρνητικός ακέραιος a είναι µεγαλύτερος ή ίσος από τον µη αρνητικό ακέραιο b, ισοδύναµα ο
b είναι µικρότερος ή ίσος από τον a, αν η εξίσωση a = b + x έχει λύση στο σύνολο N0. Θα γράφουµε επίσης
a ≥ b, και αν b ≤ a και a 6= b ϑα γράφουµε b < a ή a > b.

Για την σχέση διάταξης ≤ στο σύνολο N0 ισχύουν οι ακόλουθες οικείες ιδιότητες, ∀x, y, z ∈N0:

1. y ≤ x και x ≤ y =⇒ x = y (Αντισυµµετρία)

2. x ≤ y και y ≤ z =⇒ x ≤ z (Μεταβατικότητα)

3. Είτε x ≤ y είτε y ≤ x (∆ιχοτοµία)

4. y ≤ x =⇒ y + z ≤ x + z (Συµβατότητα ως προς την πρόσθεση)

5. y ≤ x =⇒ y · z ≤ x · z (Συµβατότητα ως προς τον πολλαπλασιασµό)

6. y ≤ x και z ≤ w =⇒ y + z ≤ x +w και y · z ≤ x ·w .

0.3.2 ∆ιαιρετότητα Ακεραίων

Συµβολίζουµε µε Z το σύνολο των ακεραίων αριθµών:

Z= { · · · ,−2,−1,0,1,2, · · ·}
το οποίο είναι ξένη ένωση −N∪{

0
}∪N του συνόλου −N= { · · · ,−3,−2,−1

}
των αρνητικών ακεραίων αριθµών,

του µηδενός 0, και του συνόλου N των ϑετικών ακεραίων αριθµών. Το σύνολο Z προκύπτει ως επέκταση του
συνόλου N0 έτσι ώστε, ∀n ∈N0, η εξίσωση n +x = 0 να έχει λύση.

΄Ενας ακέραιος b διαιρεί τον ακέραιο a ή ο ακέραιος a είναι πολλαπλάσιο του ακεραίου b, αν υπάρχει
ακέραιος c έτσι ώστε a = bc. Αν b | a, τότε ο ακέραιος b καλείται διαιρέτης του a και ϑα γράφουµε b | a. Ο
ακέραιος b καλείται γνήσιος διαιρέτης του a αν b 6= ±a και b 6= ±1. Αν ο ακέραιος b δεν διαιρεί τον ακέραιο
a ϑα γράφουµε b - a. Οι ϐασικές ιδιότητες διαιρετότητας ακεραίων περιγράφονται στην ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 0.3.3. ΄Εστω a,b,c ∈Z.

1. (i ) a | a, (i i ) 1 | a, (i i i ) a | 0, και (i v) 0 | b ⇐⇒ b = 0.

2. a | b ⇐⇒ −a | b ⇐⇒ a | −b ⇐⇒ −a | −b ⇐⇒ |a| | |b|.
3. a | b και b | c =⇒ a | c.

4. a | b και c | d =⇒ ac | bd .

5. a | b και a | c =⇒ a | bx + c y , ∀x, y ∈Z.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 0. ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ: ΣΥΝΟΛΑ ΚΑΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 21

6. a | b και b 6= 0 =⇒ |a| ≤ |b|.
7. a | b και b | a =⇒ |a| = |b|.

Θεώρηµα 0.3.4 (Ευκλείδεια ∆ιαίρεση). Αν a,b είναι ακέραιοι, και b 6= 0, τότε υπάρχει µοναδικό Ϲεύγος ακε-
ϱαίων q,r έτσι ώστε :

a = bq + r, 0 ≤ r < |b|

Υπενθυµίζουµε ότι ο ϑετικός ακέραιος p > 1 καλείται πρώτος αν ο p δεν έχει γνήσιους ϑετικούς διαιρέτες.
Ο ϑετικός ακέραιος a καλείται σύνθετος αν a = bc, για κάποιους ϑετικούς ακέραιους b,c, όπου 1 < b,c < a.
Οι πρώτοι αριθµοί αποτελούν ϑεµελιώδη έννοια στα Μαθηµατικά και ικανοιποιούν σηµαντικές ιδιότητες

Πρόταση 0.3.5. ΄Εστω a,b ∈Z και p είναι ένας πρώτος αριθµός έτσι ώστε : p | ab. Τότε είτε p | a είτε p | b.

Θεώρηµα 0.3.6 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής). Κάθε ϑετικός ακέραιος a > 1 µπορεί να γραφεί ως
γινόµενο a = p1p2 · · ·pn πρώτων αριθµών p1, p2, · · · , pn µε µοναδικό τρόπο : αν a = q1q2 · · ·qm , όπου οι ϑετικοί
ακέραιοι q1, q2, · · · , qm είναι πρώτοι, τότε n = m και υπάρχει µια αναδιάταξη των πρώτων pi και q j , όπου
1 ≤ i , j ≤ n, έτσι ώστε : pi = qi , 1 ≤ i ≤ n.

Σύµφωνα µε το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής, κάθε ϑετικός ακέραιος a > 1 µπορεί να γραφεί
µε µοναδικό τρόπο ως γινόµενο

a = pa1
1 pa2

2 · · ·pak
k (1)

όπου οι p1, p2, · · · , pk είναι διακεκριµµένοι πρώτοι αριθµοί µε p1 < p2 < ·· · < pk , και ai ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k. Η
παράσταση (1) καλείται η πρωτογενής ανάλυση του a. Η πρωτογενής ανάλυσης ενός ϑετικού ακεραίου
a > 1 µπορεί να επεκταθεί στην πρωτογενή ανάλυση κάθε ακεραίου a 6= 0,±1: a =±pa1

1 pa2
2 · · ·pak

k .
΄Οπως προκύπτει εύκολα από την πρωτογενή ανάλυση (1) ενός ϑετικού ακεραίου a > 1, ένας ϑετικός

ακέραιος d είναι διαιρέτης του a αν και µόνο αν µπορεί να γραφεί στην µορφή d = pb1
1 pb2

2 · · ·pbk
k , όπου

0 ≤ bi ≤ ai , 1 ≤ i ≤ k.
Αν n1,n2, · · · ,nk είναι ϑετικοί ακέραιοι, τότε ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των n1,n2, · · · ,nk είναι

ένας ϑετικός ακέραιος d ο οποίος ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. d | ni , 1 ≤ i ≤ k.

2. Αν δ ∈N και δ | ni , 1 ≤ i ≤ k, τότε δ≤ d .

Παρόµοια ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των ϑετικών ακεραίων n1,n2, · · · ,nk είναι ένας ϑετικός ακέ-
ϱαιος e ο οποίος ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. ni | e, 1 ≤ i ≤ k.

2. Αν ε ∈N και ni | ε, 1 ≤ i ≤ k, τότε e ≤ ε.
Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης, αντίστοιχα το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, ϑετικών ακεραίων ai , 1 ≤ i ≤ k,

υπάρχει πάντα, είναι µοναδικός, αντίστοιχα µοναδικό, και συµβολίζεται µε (a1, a2, · · · , ak ) ή ΜΚ∆(a1, a2, · · · , ak ),
αντίστοιχα [a1, a2, · · · , ak ] ή ΕΚΠ(a1, a2, · · · , ak ). Οι ϑετικοί ακέραιοι a1, a2, · · · , ak καλούνται πρώτοι µε-
ταξύ τους, αντίστοιχα πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο, αν (a1, a2, · · · , ak ) = 1, αντίστοιχα αν (ai , a j ) = 1,
1 ≤ i 6= j ≤ n.

Πρόταση 0.3.7. ΄Εστω a,b ∈N.

1. Αν δ ∈N και δ | a και δ | b, τότε δ | (a,b).

2. Αν ε ∈N και a | ε και b | ε, τότε [a,b] | ε.
3. Υπάρχουν ακέραιοι x και y έτσι ώστε : (a,b) = ax +by. Αντίστροφα, αν ax +by = 1, τότε (a,b) = 1.
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4. Αν a | bc και (a,b) = 1, τότε a | c.

5.
(a,b)[a,b] = ab

6. Οι ϑετικοί ακέραιοι a και b µπορούν να γραφούν ως γινόµενο µη-αρνητικών δυνάµεων των ίδιων διακε-
κριµένων πρώτων αριθµών p1, p2, · · · , pk :

a = pa1
1 pa2

2 · · ·pak
k και b = pb1

1 pb2
2 · · ·pbk

k , όπου ai ,bi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k

και τότε :
(a,b) = pmin{a1,b1}

1 pmin{a2,b2}
2 · · ·pmin{ak ,bk }

k

[a,b] = pmax{a1,b1}
1 pmax{a2,b2}

2 · · ·pmax{ak ,bk }
k

Οι ισχυρισµοί της παραπάνω Πρότασης γενικεύονται εύκολα για πεπερασµένο πλήθος ϑετικών ακεραίων
a1, a2, · · · , ak .

0.4 Μιγαδικοί Αριθµοί

Επεκτάσεις του συνόλου των ακεραίων αριθµών αποτελούν µε σειρά γενικότητας :

1. Το σύνολο Q των ϱητών αριθµών:
Q=

{ a

b
| a,b ∈Z, b 6= 0

}
όπου µπορούµε να υποθέσουµε ότι (a,b) = 1. Το σύνολο Q προκύπτει ως επέκταση του συνόλου Z των
ακεραίων, έτσι ώστε εξισώσεις της µορφής bx = a, a,b ∈Z, b 6= 0, να έχουν λύση.

2. Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών το οποίο προκύπτει ως επέκταση του συνόλου Q των ϱητών
αριθµών, έτσι ώστε εξισώσεις της µορφής x2 = 2 να έχουν λύση.

3. Το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών το οποίο προκύπτει ως επέκταση του συνόλου R των πραγµατικών
αριθµών, έτσι ώστε εξισώσεις της µορφής x2 +1 = 0 να έχουν λύση.

Θεωρούµε γνωστή τη ϑεµελίωση του συνόλου R των πραγµατικών αριθµών. Το σύνολο C των µιγαδικών
αριθµών µπορεί να οριστεί κατά πολλούς (ισοδύναµους) τρόπους, κάποιους από αυτούς ϑα δούµε και
σε επόµενα κεφάλαια. ΄Ατυπα µπορούµε να πούµε ότι ένας µιγαδικός αριθµός είναι της µορφής a +bi ,
όπου οι a,b είναι πραγµατικοί αριθµοί, και ικανοποιούνται οι εξής κανόνες ισότητας, πρόσθεσης «+» και
πολλαπλασιασµού «·»:

(i) a +bi = c +di , όπου a,b,c,d ∈R, αν και µόνο αν a = c και b = d .

(ii) (a +bi )+ (c +di ) = (a + c)+ (b +d)i και (a +bi )− (c +di ) = (a + c)− (b +d)i .

(iii) (a +bi ) · (c +di ) = (ac −bd)+ (bc +ad)i .

Αυστηρότερα, ϑεωρούµε το καρτεσιανό γινόµενο R×R του συνόλου R των πραγµατικών αριθµών µε τον
εαυτό του, στο οποίο ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «·», ως εξής :

(a,b)+ (c,d) = (a + c,b +d) και (a,b) · (c,d) = (ac −bd , ad +bc)

Θέτοντας 1= (1,0) και i = (0,1), και ορίζοντας r (a,b) = (r a,r b), ∀r ∈R, ϑα έχουµε:

i 2 =−1 και (a,b) = a(1,0)+b(0,1) = a1+bi και 1 · (a,b) = (a,b) = (a,b) ·1
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Συνήθως παραλείπουµε το σύµβολο 1= (1,0) στην γραφή (a,b) = a1+bi . ΄Ετσι το Ϲεύγος (a,b) ∈R×R µπορεί
να γραφεί ως z = a +bi και καλείται µιγαδικός αριθµός µε πραγµατικό µέρος τον πραγµατικό αριθµό a
και ϕανταστικό µέρος τον πραγµατικό αριθµό b. Ο µιγαδικός αριθµός i καλείται ϕανταστική µονάδα. Το
σύνολο όλων των µιγαδικών αριθµών συµβολίζεται µε C, και ως σύνολο ταυτίζεται µε το καρτεσιανό γινόµενο
R×R, το οποίο ϑεωρούµε πάντα εφοδιασµένο µε τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού, όπως αυτές
περιγράφονται µε ϐάση τους παραπάνω συµβολισµούς, από τις σχέσεις (i), (ii), και (iii). Χάριν ευκολίας
στον συµβολισµό, ακολουθούµε τις εξής συµβάσεις : 0+0i = 0 και a +0i = a.

Για τις παραπάνω πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «·» µιγαδικών αριθµών ικανοποιούνται
οι ακόλουθες ιδιότητες, ∀x, y, z ∈C:

1. (x + y)+ z = x + (y + z) (Προσεταιριστικότητα της πρόσθεσης)

2. x + y = y +x (Μεταθετικότητα της πρόσθεσης)

3. x +0 = x = 0+x (΄Υπαρξη ουδετέρου στοιχείου ως προς την πρόσθεση)

4. Για κάθε x ∈Z, x + (−x) = 0 = (−x)+x (΄Υπαρξη αντιθέτου στοιχείου ως προς την πρόσθεση)

5. (x · y) · z = x · (y · z) (Προσεταιριστικότητα του πολλαπλασιασµού)

6. x · y = y · x (Μεταθετικότητα του πολλαπλασιασµού)

7. x · (y + z) = x · y + x · z και (x + y) · z = x · z + y · z (Επιµεριστικότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την

πρόσθεση)

8. x ·1 = x = 1 · x (΄Υπαρξη ουδετέρου στοιχείου ως προς τον πολλαπλασιασµό)

Από τις παραπάνω ιδιότητες έπονται άµεσα οι εξής νόµοι διαγραφής:

x + y = x + z =⇒ y = z (Νόµος διαγραφής ως προς την πρόσθεση)

x · y = x · z και x 6= 0 =⇒ y = z (Νόµος διαγραφής ως προς τον πολλαπλασιασµό)

Αν z = a +bi είναι ένας µιγαδικός αριθµός, τότε ο συζυγής του z είναι ο µιγαδικός αριθµός z = a −bi ,
και έτσι ορίζεται η απεικόνιση συζυγίας

− : C−→C, z = a +bi 7−→ z = a −bi

η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες, ∀z, w ∈C:
(α) z = z.

(β) z ±w = z ±w .

(γ) z ·w = z ·w .

(δ) z · z ∈R. Επιπλέον z · z ≥ 0 και z · z = 0 αν και µόνο αν z = 0.

Το µέτρο του µιγαδικού αριθµού z = a +bi ορίζεται να είναι ο µη-αρνητικός πραγµατικός αριθµός

|z| =
√

z · z =
√

a2 +b2

Τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι ∀z, w ∈C:

|z| ∈R, |z| ≥ 0 και |z| = 0 ⇐⇒ z = 0, |z ·w | = |z| · |w |

Παρατηρούµε ότι, αν z είναι ένας µη-µηδενικός µιγαδικός αριθµός, τότε ορίζεται ο µιγαδικός αριθµός z
|z|2

και ισχύει ότι z · z
|z|2 = |z|

|z|2 = 1. Εποµένως :



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 0. ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ: ΣΥΝΟΛΑ ΚΑΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 24

9. Για κάθε 0 6= x ∈C, υπάρχει µιγαδικός αριθµός y έτσι ώστε x ·y = 1 = y ·x (΄Υπαρξη αντιστρόφου στοιχείου

ως προς τον πολλαπλασιασµό)

Επιστρέφοντας προσωρινά στην µορφή ενός µιγαδικού αριθµού z = a +bi ως Ϲεύγους z = (a,b) και άρα ως
σηµείου του επιπέδου R2 =R×R, ο µη αρνητικός αριθµός |z| =

p
a2 +b2 είναι η απόσταση του σηµείου του

επιπέδου µε συντεταγµένες (a,b) από την αρχή των αξόνων µε συντεταγµένες (0,0). Στο ορθογώνιο τρίγωνο
OB A το οποίο σχηµατίζεται στο επίπεδο R2 από την αρχή των αξόνων O = (0,0), από το σηµείο B = (a,b), και
το σηµείο A = (a,0), έστω θ η γωνία την οποία σχηµατίζουν οι πλευρές OB και O A:

O A

B

|z|
b

a
θ

Τότε ϑα έχουµε την πολική µορφή του µιγαδικού αριθµού z = a +bi :

a = |z|cosθ, b = |z|sinθ, και z = |z|(cosθ+ i sinθ
)

Η πολική µορφή ενός µιγαδικού αριθµού είναι χρήσιµη στον προσδιορισµό της n-οστής δύναµης ενός
µιγαδικού αριθµού, όπως πιστοποιεί το ακόλουθο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 0.4.1 (Θεώρηµα De Moivre). 6 Αν z = a +bi = r (cosθ+ i sinθ), όπου r = |z|, τότε, ∀n ≥ 1:

zn = (a +bi )n = [r (cosθ+ i sinθ)]n = r n(cosnθ+ i sinnθ)

Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Euler e i x = cos x + i sin x, ∀x ∈R, µπορούµε επίσης να γράψουµε:

z = r e iθ = r (cosθ+ i sinθ)

΄Ενας µιγαδικός αριθµός z καλείται n-οστή ϱίζα της µονάδας αν zn = 1. Το σύνολο όλων των n-οστών
ϱιζών της µονάδας συµβολίζεται µε

Un = {
z ∈C | zn = 1

}
Αν z = r (cosθ+ i sinθ) ∈ Un είναι µια n-οστή ϱίζα της µονάδας, όπου r = |z|, τότε |zn | = |z|n = 1 και άρα
επειδή ο πραγµατικός αριθµός |z| είναι µη αρνητικός ϑα έχουµε r = |z| = 1. Επιπλέον

zn = 1 =⇒ cosnθ+ i sinnθ = 1 =⇒ cosnθ = 1 και sinnθ = 0 =⇒ θ = 2kπ

n
, k ∈Z

Ιδιαίτερα έπεται ότι

αν ωn = e
2πi

n = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
, τότε ωn

n = 1

Μια n-οστή ϱίζα της µονάδας z καλείται πρωταρχική n-οστή ϱίζα της µονάδας, αν zk 6= 1 για κάθε ϑετικό
ακέραιο k < n.

Ισχυρισµός: Ο µιγαδικός αριθµός ωn είναι µια πρωταρχική n-οστή ϱίζα της µονάδας και, αν ω είναι µια
πρωταρχική n-οστή ϱίζα της µονάδας, τότε υπάρχει µια ισότητα συνόλων:

Un = {
ωk ∈C | k ∈Z}= {

1,ω,ω2, · · · ,ωn−1}
6Abraham de Moivre (26 Μαίου 1667 - 27 Νοεµβρίου 1754) [https://en.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_Moivre]:

Γάλλος µαθηµατικός µε συµβολή στην τριγωνοµετρία, στους µιγαδικούς αριθµούς, και στη Θεωρία Πιθανοτήτων. Γνωστός κυρίως για
το παρόν Θεώρηµα που ϕέρει το όνοµά του.

https://en.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_Moivre
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Πράγµατι από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του ακεραίου k µε το n: k = nq + r , 0 ≤ r < n, έπεται ότι

ωk =ωnq+r = (ωn)q ·ωr =ωr

Επιπλέον τα στοιχεία 1,ω,ω2, · · · ,ωn−1 είναι ανά δύο διαφορετικά διότι αν ωk =ωl , όπου 0 ≤ k, l ≤ n −1 και
όπου χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι l ≤ k, τότε ωk−l = 1 και αυτό είναι άτοπο
διότι k − l < n και ο αριθµός ω είναι µια n-στή ϱίζα της µονάδας.

Ο µιγαδικός αριθµός ωn είναι µια πρωταρχική n-οστή ϱίζα της µοναδας διότι, αν ωk
n = 1, όπου k < n,

τότε όπως παραπάνω ϑα έχουµε 2π
n = 2lπ

n , για κάποιον ακέραιο l και εποµένως k = nl , δηλαδή n | k και
άρα n ≤ k το οποίο είναι άτοπο. Εποµένως ο µιγαδικός αριθµός ωn είναι µια πρωταρχική n-οστή ϱίζα της
µονάδας.

Εποµένως κάθε άλλη n-οστή ϱίζα της µονάδας είναι ένας εκ των µιγαδικών αριθµών

Un = {
ω0

n = 1,ωn ,ω2
n , · · · ,ωn−1

n

}
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Θεωρία Οµάδων
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Κεφάλαιο 1

Σχέσεις Ισοδυναµίας και Πράξεις

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα αναπτύξουµε τα ϐασικά στοιχεία από τη ϑεωρία σχέσεων µερικής διάταξης, σχέσεων
ισοδυναµίας και διαµερίσεων οι οποίες ορίζονται επί ενός συνόλου. Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε ϐασικές
ιδιότητες αλγεβρικών δοµών, δηλαδή συνόλων τα οποία είναι εφοδιασµένα µε µια ή περισσότερες διµελείς
πράξεις οι οποίες ικανοποιούν συγκεκριµένα αξιώµατα τα οποία γενικεύουν γνωστές ιδιότητες της πρόσθεσης
και του πολλαπλασιασµού σε οικεία σύνολα αριθµών. Τέλος, ϑα αναλύσουµε τις στοιχειώδεις ιδιότητες
µονοειδών, µιας εκ των κυριότερων αλγεβρικών δοµών η οποία αποτελεί τη ϐάση για τις πλέον σηµαντικές
αλγεβρικές δοµές τις οποίες ϑα µελετήσουµε αργότερα: τη δοµή της οµάδας και τη δοµή του δακτυλίου.

1.1 Σχέσεις Μερικής ∆ιάταξης και ∆ιαγράµµατα Hasse

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε εν συντοµία την έννοια του µερικώς διατεταγµένου συνόλου και της
γεωµετρικής παράστασής του µέσω του αντίστοιχου διαγράµµατος Hasse.

1.1.1 Σχέσεις µερικής διάταξης

Θα ξεκινήσουµε υπενθυµίζοντας κάποιες ϐασικές έννοιες γύρω από διάφορους τύπους σχέσεων οι οποίες
ορίζονται επί συνόλων.

΄Εστω ότι X και Y είναι δύο µη κενά σύνολα. Υπενθυµίζουµε από το Κεφάλαιο 0 ότι µια (διµελής) σχέση
R από το σύνολο X στο σύνολο Y είναι ένα υποσύνολο R του καρτεσιανού γινοµένου X ×Y , δηλαδή
R ⊆ X ×Y . Μια σχέση R από το σύνολο X στον εαυτό του καλείται σχέση επί του X .

Συµβολισµός: Αν R είναι µια σχέση από το σύνολο X στο σύνολο Y , και (x, y) ∈ R ⊆ X ×Y , τότε ϑα
γράφουµε:

x R y ή x ∼R y ή x ≡ y(R)

Υπό προϋποθέσεις µπορούν να οριστούν διάφορες «πράξεις» σε σχέσεις επί συνόλων. Θεωρούµε µη-κενά
σύνολα X ,Y , Z , και W . ΄Εστω R ⊆ X ×Y , T ⊆ Y ×Z , και S ⊆ Z ×W , σχέσεις από το X και Y , από το Y στο
Z , και από το Z στο W αντίστοιχα. Η σύνθεση R ◦T των σχέσεων R και T ορίζεται ως η ακόλουθη σχέση
από το X στο Z :

T ◦R = {
(x, z) ∈ X ×Z | υπάρχει y ∈ Y : (x, y) ∈R και (y, z) ∈T

}
Επίσης η αντίστροφη της σχέσης R από το X στο Y ορίζεται ως η ακόλουθη σχέση από το Y στο X :

R−1 = {
(y, x) ∈ Y ×X | (x, y) ∈R

}
Συµβολίζουµε µε IX την ακόλουθη «διαγώνια» ή ταυτοτική σχέση επί ενός συνόλου X :

IX = {
(x, x) ∈ X ×X | x ∈ X

}
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Στη συνέχεια ϑα µας απασχολήσουν κυρίως τρεις κατηγορίες σχέσεων επί ενός συνόλου: οι σχέσεις
µερικής διάταξης, οι απεικονίσεις και οι σχέσεις ισοδυναµίας. Γενικά οι κυριότερες ιδιότητες τις οποίες
µπορεί να ικανοποιεί ή να µην ικανοποιεί µία σχέση R επί ενός µη-κενού συνόλου X είναι οι ακόλουθες :

Κυριότερες Ιδιότητες Σχέσεων R επί Συνόλων X

1.
∀x ∈ X : (x, x) ∈R (ανακλαστική ιδιότητα)

2.
∀x, y ∈ X : (x, y) ∈R =⇒ (y, x) ∈R (συµµετρική ιδιότητα)

3.
∀x, y ∈ X : (x, y) ∈R και (y, x) ∈R =⇒ x = y (αντισυµµετρική ιδιότητα)

4.
∀x, y, z ∈ X : (x, y) ∈R και (y, z) ∈R =⇒ (x, z) ∈R (µεταβατική ιδιότητα)

Η επόµενη παρατήρηση περιγράφει τις παραπάνω ιδιότητες µε ϐάση τις πράξεις µεταξύ σχέσεων που
έχουµε ορίσει.

Παρατήρηση 1.1.1. ΄Εστω R µια σχέση επί του µη κενού συνόλου X . Τότε :

1. Η σχέση R είναι ανακλαστική αν και µόνο αν IX ⊆R.

Πράγµατι : αν η σχέση R είναι ανακλαστική, τότε για κάθε στοιχείο x ∈ X , έχουµε (x, x) ∈ R και
εποµένως IX ⊆ R. Αντίστροφα, αν IX ⊆ R, τότε επειδή εξ ορισµού για κάθε στοιχείο x ∈ X , έχουµε
(x, x) ∈ IX , έπεται ότι ∀x ∈ X : (x, x) ∈R και άρα η σχέση R είναι ανακλαστική.

2. Η σχέση R είναι συµµετρική αν και µόνο αν R−1 =R.

Πράγµατι : έστω ότι η σχέση R είναι συµµετρική, και έστω (x, y) ∈ R−1. Τότε εξ ορισµού έχουµε
(y, x) ∈R και, επειδή η R είναι συµµετρική, έπεται ότι (x, y) ∈R και εποµένως R−1 ⊆R. Παρόµοια,
αν (x, y) ∈ R, τότε λόγω συµµετρικότητας έπεται ότι (y, x) ∈ R και εποµένως εξ ορισµού ϑα έχουµε
(x, y) ∈ R−1. ΄Αρα R ⊆ R−1 και εποµένως R = R−1. Αντίστροφα αν R = R−1, τότε προφανώς για
τυχόντα στοιχεία x, y ∈ X , αν (x, y) ∈R, τότε (x, y) ∈R−1 το οποίο σηµαίνει ότι (y, x) ∈R, δηλαδή η R

είναι συµµετρική.

3. Η σχέση R είναι αντισυµµετρική αν και µόνο αν R∩R−1 ⊆ IX .

Πράγµατι : ΄Εστω ότι η σχέση R είναι αντισυµµετρική, και έστω (x, y) ∈R∩R−1, δηλαδή (x, y) ∈R και
(x, y) ∈R−1. Η τελευταία σχέση εξ ορισµού δίνει ότι (y, x) ∈R και τότε λόγω αντισυµµετρικότητας έπεται
ότι x = y και άρα (x, y) = (x, x) ∈ IX . Εποµένως R∩R−1 ⊆ IX . Αντίστροφα, αν ισχύει R∩R−1 ⊆ IX και
αν (x, y) ∈R και (y, x) ∈R, τότε (x, y) ∈R και (x, y) ∈R−1, δηλαδή (x, y) ∈R∩R−1 ⊆ IX , και εποµένως
x = y, δηλαδή η R είναι αντισυµµετρική.

4. Η σχέση R είναι µεταβατική αν και µόνο αν R ◦R ⊆R.

Πράγµατι : ΄Εστω ότι η σχέση R είναι µεταβατική και έστω (x, y) ∈ R ◦R, δηλαδή υπάρχει z ∈ X έτσι
ώστε (x, z) ∈ R και (z, y) ∈ R. Τότε λόγω µεταβατικότητας ϑα έχουµε ότι (x, y) ∈ R και εποµένως
R ◦R ⊆R. Αντίτσροφα, αν R ◦R ⊆R, και x, y, z ∈ X έτσι ώστε (x, y) ∈R και (y, z) ∈R, τότε εξ ορισµού
(x, z) ∈R ◦R ⊆R και εποµένως η R είναι µεταβατική. N

Ορισµός 1.1.2. Μια σχέση R ⊆ X × X επί του συνόλου X καλείται σχέση µερικής διάταξης αν η R

ικανοποιεί (α) την ανακλαστική ιδιότητα, (β) την αντισυµµετρική ιδιότητα, και (γ) την µεταβατική ιδιότητα.
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΄Οπως ϑα δούµε αργότερα και σε συγκεκριµένα παραδείγµατα, µια σχέση µερικής διάταξης επί ενός
συνόλου «συγκρίνει» στοιχεία του συνόλου ως προς µια έννοια µεγέθους. ΄Ετσι συνήθως µια σχέση µερικής
διάταξης R επί ενός συνόλου X συµβολίζεται µε ένα από τα παρακάτω σύµβολα

≤, 4, ., /, j, E, l, -, · · ·

Στο παρόν κείµενο ϑα γράφουµε x 4R y αντί (x, y) ∈ R αν η R είναι µια σχέση µερικής διάταξης επί του
συνόλου X . Αν είναι µάλιστα σαφές για ποια σχέση µερικής διάταξης R πρόκειται, τότε γράφουµε απλώς
x 4 y. Γενικά, αν x, y ∈ X , τότε γράφουµε:

x ≺R y, αν x 4R y και x 6= y

Μια σχέση µερικής διάταξης «4» επί του X καλείται σχέση ολικής διάταξης αν ικανοποιείται η ακόλουθη
ιδιότητα :

∀x, y ∈ X : είτε x 4 y ή y 4 x

΄Ενα µερικώς διατεταγµένο σύνολο είναι ένα Ϲεύγος (X ,4) όπου το X είναι ένα µη-κενό σύνολο και
«4» είναι µια σχέση µερικής διάταξης επί του X . Σηµειώνουµε ότι, αν Y ⊆ X είναι ένα µη-κενό υποσύνολο
του X , τότε το Ϲεύγος (Y ,4′) είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο, όπου «4′» συµβολίζει τον περιορισµό
στο Y της σχέσης µερικής διάταξης «4» επί του X . Με άλλα λόγια, η σχέση «4′» ορίζεται, ∀y1, y2 ∈ Y , ως
εξής : y14′ y2 αν και µόνο αν y14 y2.

΄Ενα ολικώς διατεταγµένο σύνολο είναι ένα Ϲεύγος (X ,4) όπου το X είναι ένα µη-κενό σύνολο και «4»
είναι µια σχέση ολικής διάταξης επί του X .

Γενικά, ένα σύνολο X µπορεί να είναι εφοδιασµένο µε πολλές σχέσεις µερικής διάταξης. ΄Ετσι, όπως ϑα
δούµε στο Παράδειγµα 1.1.3, στο σύνολο Nn = {k ∈N | 1 ≤ k ≤ n} ορίζονται δύο σχέσεις µερικής διάταξης εκ
των οποίων η µία είναι σχέση ολικής διάταξης και η άλλη όχι. Αν η σχέση µερικής διάταξης «4» επί του X
είναι σαφής από το πλαίσιο στο οποίο εργαζόµαστε και δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχισης, ϑα καλούµε το X
µερικώς διατεταγµένο σύνολο και η σχέση µερικής διάταξης «4» ϑα υπονοείται.

Παράδειγµα 1.1.3 (Παραδείγµατα µερικώς ή ολικώς διατεταγµένων συνόλων). 1. Θεωρούµε το σύνολο των
ϕυσικών αριθµών N και για κάθε ϕυσικό αριθµό n, το υποσύνολο

Nn = {
k ∈N | 1 ≤ k ≤ n

}
Τα σύνολα (N,≤) και (Nn ,≤) είναι ολικώς διατεταγµένα σύνολα, όπου «≤» είναι η γνωστή σχέση διάταξης
στο N. ∆ηλαδή a ≤ b, αν η διαφορά b −a ανήκει στο σύνολο N0 =N∪ {0}.

Παρόµοια, µε την συνηθισµένη έννοια του συµβόλου «≤», τα σύνολα (Q,≤) και (R,≤) είναι µερικώς
διατεταγµένα σύνολα.

2. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και P (X ) το δυναµοσύνολο του X , δηλαδή το σύνολο των υποσυνόλων
του X . Τότε το Ϲεύγος (P (X ),⊆) είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο, όπου «⊆» συµβολίζει την
σχέση υποσυνόλου. Το µερικώς διατεταγµένο σύνολο P (X ) γενικά δεν είναι ολικά διατεταγµένο. Για
παράδειγµα, αν X = {a,b,c}, τότε {a,b}* {b,c} και {a,c}* {a,b}.

Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο S = {Nn ⊆N | n ∈N} του P (N), όπου, όπως παραπάνω, Nn = {
k ∈

N | 1 ≤ k ≤ n
}
, ∀n ≥ 1. Τότε το Ϲεύγος (S ,⊆) είναι ένα ολικώς διατεταγµένο σύνολο.

3. ΄Εστω C ([0,1]) το σύνολο των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων f : [0,1] −→ R επί του κλειστού
διαστήµατος [0,1] ⊆ R. Ορίζοντας στο σύνολο C ([0,1]) την ακόλουθη σχέση: ∀ f , g ∈ C ([0,1]), f 4 g
αν και µόνο αν f (x) ≤ g (x), ∀x ∈R. Χρησιµοποιώντας ότι η σχέση «≤» είναι µια σχέση µερικής διάταξης
επί του R, ϐλέπουµε εύκολα ότι η σχέση «4» είναι σχέση µερικής διάταξης επί του C ([0,1]).

4. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R. Αν S συµβολίζει το σύνολο των υπόχωρων του V ,
τότε το Ϲεύγος (S ,⊆), όπου «⊆» είναι η σχέση του υποσυνόλου, είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο.
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5. Επί του συνόλου N των ϕυσικών αριθµών ορίζουµε µια σχέση (την σχέση διαιρετότητας ϑετικών ακε-
ϱαίων) ως εξής :

∀n,m ∈N : n4m ⇐⇒ n | m, δηλαδή αν υπάρχει k ∈N : m = nk

Προφανώς n | n, ∀n ∈N. Αν για δύο ϕυσικούς αριθµούς n,m ισχύει ότι n | m και m | k, τότε ϑα έχουµε
m = nr και k = ms για κάποιους ϕυσικούς αριθµούς r, s. ΄Ετσι k = nr s και εποµένως n | k. Τέλος, αν
για δύο ϕυσικούς αριθµούς n,m ισχύει ότι n | m και m | n, τότε ϑα έχουµε m = nr και n = mk για
κάποιους ϕυσικούς αριθµούς r,k, από όπου έπεται ότι n = nr k. Τότε r k = 1 και εποµένως r = k = 1.
΄Αρα n = m. Συνοψίζοντας, ϐλέπουµε ότι η σχέση «4» είναι µια σχέση µερικής διάταξης επί του N. Η
σχέση «4» δεν είναι σχέση ολικής διάταξης, διότι για παράδειγµα 3 64 5 και 5 64 3, καθώς 3 - 5 και 5 - 3.
Παρόµοια, ∀n ∈N, η σχέση «4» είναι µια σχέση µερικής διάταξης επί του Nn η οποία δεν είναι σχέση
ολικής διάταξης. Τέλος, αν ∆n συµβολίζει το σύνολο διαιρετών του ϕυσικού αριθµού n, τότε η σχέση
«4» είναι µια σχέση µερικής διάταξης επί του ∆n η οποία δεν είναι σχέση ολικής διάταξης.

6. Θεωρούµε το σύνολο X των µη αρνητικών δυνάµεων του 2:

X = {2k ∈N | k ∈N0}

εφοδιασµένο µε την σχέση διαιρετότητας : ∀x, y ∈ X : x 4 y αν και µόνο αν x | y. Τότε το Ϲεύγος (X ,4)
είναι ένα ολικώς διατεταγµένο σύνολο. Πράγµατι η σχέση «4» είναι προφανώς µια σχέση µερικής
διάταξης επί του X . Αν x, y ∈ X , τότε x = 2n και y = 2m , όπου n,m ≥ 0. Τότε είτε n ≤ m ή m ≤ n. Αυτό
αντίστοιχα σηµαίνει ότι είτε 2n ≤ 2m ή 2m ≤ 2n . Τότε ϑα έχουµε ότι είτε y = 2m = 2n2n−m = x2n−m ή
x = 2n = 2m2m−n = y2m−n , και εποµένως είτε x | y ή y | x, δηλαδή x 4 y ή y 4 x. ΄Ετσι πράγµατι η
σχέση «4» είναι µια σχέση ολικής διάταξης επί του X .

p

΄Εστω (X ,4) ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο. Θεωρούµε ένα µη κενό υποσύνολο S ⊆ X του X .

(α) ΄Ενα άνω ϕράγµα για το S είναι ένα στοιχείο x ∈ X , έτσι ώστε : s 4 x, ∀s ∈ S. ΄Ενα ελάχιστο άνω
ϕράγµα για το S είναι ένα άνω ϕράγµα z ∈ X για το S έτσι ώστε z 4 y για κάθε άλλο άνω ϕράγµα
y για το S. Προφανώς ένα ελάχιστο άνω ϕράγµα για το υποσύνολο S, αν υπάρχει, είναι µοναδικό,
διότι, αν z1 και z2 είναι ελάχιστα άνω ϕράγµατα για το S, τότε ϑα έχουµε z1 4 z2 και z2 4 z1, και
εποµένως z1 = z2. Το ελάχιστοι άνω ϕράγµα του συνόλου S συµβολίζεται µε

∨
S, και αν S = {a,b}, τότε

ϑα γράφουµε:
∨

S = a
∨

b.

Για παράδειγµα, έστω S = {a1, a2, · · · , an} ⊆N ένα πεπερασµένο µη κενό σύνολο ϑετικών ακεραίων,
και ϑεωρούµε το µερικώς διατεταγµένο σύνολο (N, |), όπου «|» είναι η σχέση διαιρετότητας, όπως στο
µέρος 5, του Παραδείγµατος 1.1.3. Τότε το ελάχιστο άνω ϕράγµα του συνόλου S υπάρχει και είναι το
ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο [a1, a2, · · · , an] των αριθµών a1, a2, · · · , an .

(β) ΄Ενα κάτω ϕράγµα για το S είναι ένα στοιχείο x ∈ X έτσι ώστε : x 4 s, ∀s ∈ S. ΄Ενα µέγιστο κάτω
ϕράγµα για το S είναι ένα κάτω ϕράγµα w ∈ X για το S έτσι ώστε y 4w για κάθε άλλο κάτω ϕράγµα
y για το S. Προφανώς ένα µέγιστο κάτω ϕράγµα για το υποσύνολο S, αν υπάρχει, είναι µοναδικό,
διότι αν w1 και w2 είναι µέγιστα κάτω ϕράγµατα για το S, τότε ϑα έχουµε w1 4w2 και w2 4w1, και
εποµένως w1 = w2. Το µέγιστο κάτω ϕράγµα του συνόλου S συµβολίζεται µε

∧
S, και αν S = {a,b}, τότε

ϑα γράφουµε:
∧

S = a
∧

b.

Για παράδειγµα, έστω S = {a1, a2, · · · , an} ⊆N ένα πεπερασµένο µη-κενό σύνολο ϑετικών ακεραίων,
και ϑεωρούµε το µερικώς διατεταγµένο σύνολο (N, |, όπου «|» είναι η σχέση διαιρετότητας, όπως στο
µέρος 5, του Παραδείγµατος 1.1.3. Τότε το µέγιστο κάτω ϕράγµα του συνόλου S υπάρχει και είναι ο
µέγιστος κοινός διαιρέτης (a1, a2, · · · , an) των αριθµών a1, a2, · · · , an .

Για µελλοντική χρήση, σηµειώνουµε τον ακόλουθο ορισµό ο οποίος περιγράφει µια σηµαντική κλάση
µερικώς διατεταγµένων συνόλων.
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Ορισµός 1.1.4. ΄Ενα µερικώς διατεταγµένο σύνολο (X ,4) καλείται σύνδεσµος,1 αν κάθε Ϲεύγος στοιχείων
του a,b ∈ X , υπάρχει το µέγιστο κάτω ϕράγµα a

∧
b στο X , και το ελάχιστο άνω ϕράγµα a

∨
b στο X .

΄Ενας σύνδεσµος (X ,4) καλείται πλήρης σύνδεσµος, αν κάθε µη κενό υποσύνολο S ⊆ X έχει µέγιστο
κάτω ϕράγµα

∧
S στο X και ελάχιστο άνω ϕράγµα

∨
S στο X .

Για παράδειγµα, το µερικώς διατεταγµένο σύνολο (N, |) των ϑετικών ακεραίων εφοδιασµένο µε τη σχέση
διαιρετότητας «|» αποτελεί σύνδεσµο. Το µερικώς διατεταγµένο σύνολο (P (X ),⊆), όπου «⊆» είναι η σχέ-
ση έγκλεισης και P (X ) είναι το δυναµοσύνολο ενός µη-κενού συνόλου X είναι ένας πλήρης σύνδεσµος.
Προφανώς κάθε σύνδεσµος (X ,4), όπου το σύνολο X είναι πεπερασµένο, είναι πλήρης.

1.1.2 Το ∆ιάγραµµα Hasse ενός Μερικώς ∆ιατεταγµένου Συνόλου

΄Ενα µερικώς διατεταγµένο σύνολο (X ,4) µπορεί να περιγραφεί από ένα διάγραµµα, το διάγραµµα Hasse
του (X ,4), αποτελούµενο από κορυφές και ακµές, και το οποίο περιέχει όλες τις ουσιώδεις πληροφορίες
σχετικά µε το X ως µερικώς διατεταγµένο σύνολο. Η αναπαράσταση του (X ,4) µέσω του διαγράµµατος
Hasse είναι πολύ χρήσιµη, κυρίως όταν το σύνολο X είναι πεπερασµένο.

Για να ορίσουµε το διάγραµµα Hasse χρειαζόµαστε την έννοια της κάλυψης στοιχείων του X . ΄Εστω x, y
δύο στοιχεία του µερικώς διατεταγµένου συνόλου (X ,4). Το στοιχείο y καλείται κάλυψη του x αν x ≺ y
και δεν υπάρχει στοιχείο z ∈ X έτσι ώστε x ≺ z ≺ y. Το διάγραµµα Hasse2 του (X ,4) έχει ως κορυφές
σηµεία τα οποία είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µε τα στοιχεία του X . ∆ύο κορυφές του διαγράµµατος
οι οποίες αναπαριστούν τα στοιχεία x, y του X , ενώνονται µε µια ακµή, αν το y είναι κάλυψη του x, και τότε
τοποθετούµε την κορυφή y υπεράνω της κορυφής x. Γενικά οι κορυφές του διαγράµµατος Hasse οι οποίες
αντιστοιχούν στα στοιχεία τού X τοποθετούνται στο διάγραµµα κατά τέτοιον τρόπο, ώστε, αν τα x, y είναι
στοιχεία του X µε x ≺ y, τότε η κορυφή η οποία αντιστοιχεί στο x να κείται χαµηλότερα από την κορυφή που
αντιστοιχεί στο y. Χάριν ευκολίας, από τώρα και στο εξής ταυτίζουµε τις κορυφές του διαγράµµατος Hasse
του µερικώς διατεταγµένου συνόλου (X ,4) µε τα στοιχεία του X .

΄Εστω (X ,4) ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο και υποθέτουµε ότι το σύνολο X είναι πεπερασµένο. Αν
x, y είναι δύο στοιχεία του X , τότε προφανώς ϑα έχουµε ότι x ≺ y αν και µόνο αν υπάρχει µια ακολουθία
z1, z2, · · · , zk στοιχείων του X , όπου x = z1 και zk = y, έτσι ώστε το στοιχείο zl+1 είναι κάλυψη του zl , για κάθε
l = 1,2, · · · ,k −1. Αν x 6= y και δεν υπάρχει ακολουθία ακµών η οποία ενώνει τα x και y, τότε τα στοιχεία x
και y δεν είναι συγκρίσιµα.

Παράδειγµα 1.1.5. 1. ΄Εστω X = {a,b} ένα σύνολο µε δύο στοιχεία. Τότε P (X ) = {;, {a}, {b}, X
}
. Το

διάγραµµα Hasse του µερικώς διατεταγµένου συνόλου (P (X ),⊆) είναι το εξής (παρατηρούµε ότι τα
στοιχεία {a} και {b} δεν είναι συγκρίσιµα):

{a,b}

{a} {b}

{;}

2. ΄Εστω X = {a,b,c} ένα σύνολο µε τρία στοιχεία. Τότε P (X ) = {;, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, X
}
. Το

διάγραµµα Hasse του µερικώς διατεταγµένου συνόλου (P (X ),⊆) είναι το εξής :
1Σύνδεσµος : ελληνική απόδοση του όρου ‘‘lattice’’.
2Helmut Hasse (25 Αυγούστου 1898 - 26 ∆εκεµβρίου 1979) [https://en.wikipedia.org/wiki/Helmut_Hasse]: Σηµαντι-

κός Γερµανός µαθηµατικός, µε ϑεµελιώδη συµβολή στη Θεωρία Αριθµών και στην ΄Αλγεβρα, ιδιαίτερα στη Θεωρία Κλάσεων Σωµάτων,
στη ∆ιοφαντική Γεωµετρία και στη Θεωρία Συναρτήσεων ζ.

https://en.wikipedia.org/wiki/Helmut_Hasse
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X = {a,b,c}

(b,c) {a,c} {a,b}

{c} {b} {a}

{;}

3. ΄Εστω το µερικώς διατεταγµένο σύνολο (∆8,4), όπου ∆8 είναι το σύνολο των ϑετικών διαιρετών του 8,
δηλαδή το σύνολο {1,2,4,8}, και «4» η σχέση διαιρετότητας : n 4m αν και µόνο αν n | m, όπως στο
µέρος 5 του Παραδείγµατος 1.1.3. Το διάγραµµα Hasse του µερικώς διατεταγµένου συνόλου (∆8,4)
είναι το εξής :

8

4

2

1

Παρατηρούµε ότι το µερικώς διατεταγµένο σύνολο (∆8,4) είναι ολικώς διατεταγµένο, διότι δύο οποια-
δήποτε στοιχεία του είναι συγκρίσιµα.

4. ΄Εστω το µερικώς διατεταγµένο σύνολο (∆12,4), όπου ∆12 είναι το σύνολο των ϑετικών διαιρετών του
12, δηλαδή το σύνολο {1,2,3,4,6,12}, και «4» η σχέση διαιρετότητας : n 4m αν και µόνο αν n | m,
όπως στο µέρος 5 του Παραδείγµατος 1.1.3. Το διάγραµµα Hasse του µερικώς διατεταγµένου συνόλου
(∆12,4) είναι το εξής :

12

6 4

3 2

1

Παράδειγµα 1.1.6. Θεωρούµε το µερικώς διατεταγµένο σύνολο (∆k ,4), όπου ∆k είναι το σύνολο των
ϑετικών διαιρετών του ϕυσικού αριθµού k, και «4» η σχέση διαιρετότητας : n 4m αν και µόνο αν n | m,
όπως στο µέρος 5 του Παραδείγµατος 1.1.3.
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1. Αν k = 6, τότε ϑα έχουµε ∆6 = {1,2,3,6}, και το διάγραµµα Hasse του µερικώς διατεταγµένου σύνολου
(∆6,4) είναι :

6

2 3

1

Παρατηρούµε ότι το διάγραµµα Hasse του µερικώς διατεταγµένου συνόλου (∆6,4) συµπίπτει µε το
διάγραµµα Hasse του µερικώς διατεταγµένου σύνολου (P (X ),⊆), όπου X = {a,b} είναι ένα σύνολο µε
δύο στοιχεία. Τα σύνολα ∆6 και P (X ) είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία f :

1 ←→ {;}, 2 ←→ {a}, 3 ←→ {b}, 6 ←→ {a,b}

η οποία διατηρεί τις σχέσεις µερικής διάταξης, µε την έννοια ότι x 4 y στο ∆6 αν και µόνο αν f (x) ⊆
f (y), ∀x, y ∈∆6.

2. Αν k = 42, τότε ϑα έχουµε ∆42 = {1,2,3,6,7,14,21,42}, και το διάγραµµα Hasse του µερικώς διατεταγ-
µένου σύνολου (∆42,4) είναι :

42

21 6 14

3 7 2

1

Παρατηρούµε ότι το διάγραµµα Hasse του µερικώς διατεταγµένου συνόλου (∆42,4) συµπίπτει µε το
διάγραµµα Hasse του µερικώς διατεταγµένου σύνολου (P (X ),⊆), όπου X = {a,b,c} είναι ένα σύνολο
µε τρία στοιχεία. Τα σύνολα ∆42 και P (X ) είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία f :

1 ←→ {;}, 2 ←→ {a}, 3 ←→ {c}, 7 ←→ {b}, 21 ←→ {b,c}, 6 ←→ {a,c}, 14 ←→ {a,b}, 42 ←→ {a,b,c}

η οποία διατηρεί τις σχέσεις µερικής διάταξης, µε την έννοια ότι x 4 y στο ∆42 αν και µόνο αν
f (x) ⊆ f (y) στο P (X ), ∀x, y ∈∆42.

p

1.2 Σχέσεις Ισοδυναµίας και ∆ιαµερίσεις

1.2.1 Σχέσεις Ισοδυναµίας

Προχωρούµε ορίζοντας τη ϐασική έννοια της παρούσας παραγράφου.
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Ορισµός 1.2.1. Μια σχέση ισοδυναµίας επί του X είναι µια σχέση R ⊆ X×X επί του X , η οποία ικανοποιεί τις
ακόλουθες τρεις ιδιότητες : (α) την ανακλαστική ιδιότητα, (β) την συµµετρική ιδιότητα, και (γ) την µεταβατική
ιδιότητα. Υπενθυµίζουµε (ϐλέπε 1.1.1):

1.
∀x ∈ X : (x, x) ∈R (ανακλαστική ιδιότητα)

2.
∀x, y ∈ X : (x, y) ∈R =⇒ (y, x) ∈R (συµµετρική ιδιότητα)

3.
∀x, y, z ∈ X : (x, y) ∈R και (y, z) ∈R =⇒ (x, z) ∈R (µεταβατική ιδιότητα)

΄Οπως και στο εδάφιο των σχέσεων, αντί (x, y) ∈R, συχνά ϑα ϑα χρησιµοποιούµε έναν εκ των παρακάτω
συµβολισµών:

x R y ή x ∼R y ή x ≡ y(R)

΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου X . Αν x ∈ X , η κλάση ισοδυναµίας του x ως προς την
R ορίζεται να είναι το ακόλουθο σύνολο:

[x]R = {
y ∈ X | y ∼R x

} ⊆ X

Επειδή x ∼R x, έπεται ότι x ∈ [x]R και άρα η κλάση ισοδυναµίας κάθε στοιχείου x ∈ X είναι πάντοτε
διάφορη του κενού συνόλου.

Το σύνολο X /R όλων των κλάσεων ισοδυναµίας των στοιχείων του X

X /R = {
[x]R ⊆ X | x ∈ X

}
ως προς τη σχέση ισοδυναµίας R, καλείται το σύνολο-πηλίκο του X ως προς την R. Σηµειώνουµε ότι
κάθε στοιχείο του X /R είναι ένα υποσύνολο του X , και εποµένως το σύνολο πηλίκο είναι µια συλλογή
υποσυνόλων του X .

Η απεικόνιση κανονικής προβολής του X επί του συνόλου πηλίκο X /R του X ως προς τη σχέση
ισοδυναµίας R ορίζεται να είναι η απεικόνιση

πR : X −→ X /R, πR(x) = [x]R

η οποία είναι προφανώς απεικόνιση «επί».

Παράδειγµα 1.2.2. Για κάθε µη-κενό σύνολο X , η σχέση IX η οποία ορίζεται ως εξής

∀x, y ∈ X : x ∼IX y ⇐⇒ x = y

είναι προφανώς µια σχέση ισοδυναµίας επί του X , η οποία καλείται ταυτοτική σχέση ισοδυναµίας. Ως
υποσύνολο του X ×X έχουµε ότι IX = {

(x, x) ∈ X ×X | x ∈ X
}
.

Προφανώς η IX είναι η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας η οποία µπορεί να οριστεί επί του X , µε την έννοια
ότι, αν R ⊆ X ×X είναι µια άλλη σχέση ισοδυναµίας επί του X , τότε IX ⊆R.

Η σχέση MX επί του X , η οποία ορίζεται ως εξής : ∀x, y ∈ X : x ∼MX y, είναι προφανώς µια σχέση
ισοδυναµίας επί του X . Ως υποσύνολο του X ×X έχουµε ότι MX = {

(x, y) ∈ X ×X | x, y ∈ X
}= X ×X .

Προφανώς η MX είναι η µεγαλύτερη σχέση ισοδυναµίας, η οποία µπορεί να οριστεί επί του X , µε την
έννοια ότι αν R ⊆ X ×X είναι µια τυχούσα σχέση ισοδυναµίας επί του X , τότε IX ⊆R ⊆ MX .

p
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Παρατήρηση 1.2.3. Το σύνολο EqRel(X ) όλων των σχέσεων ισοδυναµίας επί ενός µη-κενού συνόλου X
αποτελεί ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο (EqRel(X ),4), αν ορίσουµε:

∀R, T ∈ EqRel(X ) : R 4 T ⇐⇒ R ⊆ T (ως υποσύνολα του X ×X )

Ισοδύναµα: R4T αν και µόνο αν ∀x, y ∈ X : x ∼R y =⇒ x ∼T y.
Στο µερικώς διατεταγµένο σύνολο (EqRel(X ),4) η ταυτοτική σχέση ισοδυναµίας IX είναι το µικρότερο

στοιχείο, και η σχέση ισοδυναµίας MX είναι το µεγαλύτερο στοιχείο. N

Παράδειγµα 1.2.4. Αν F είναι µια συλλογή συνόλων, ϑεωρούµε την ακόλουθη σχέση R επί του F :

∀A,B ∈F : A ∼R B ⇐⇒ |A| = |B |
Τότε η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του F . Πράγµατι, για κάθε σύνολο A ∈F έχουµε |A| = |A| διότι
υπάρχει η «1-1» και «επί» απεικόνιση IdA : A −→ A, και άρα A ∼R A. Αν A,B ∈ F και A ∼R B , έστω µια
«1-1» και «επί» απεικόνιση f : A −→ B . Τότε ϑα έχουµε και B ∼R A, δηλαδή |B | = |A| διότι υπάρχει η «1-1»
και «επί» απεικόνιση f −1 : B −→ A. Τέλος, αν A,B ,C ∈F και ισχύει ότι A ∼R B και B ∼R C , τότε ϑα έχουµε
|A| = |B | και |B | = |C |. Ισοδύναµα υπάρχουν «1-1» και «επί» απεικονίσεις f : A −→ B και g : B −→C . Τότε η
απεικόνιση g ◦ f : A −→C είναι «1-1» και «επί» και άρα |A| = |C |, δηλαδή A ∼R C . Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι
η σχέση «∼R» είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί της συλλογής συνόλων F .

p

Παράδειγµα 1.2.5. Για κάθε ϑετικό ακέραιο αριθµό n, ϑεωρούµε την ακόλουθη σχέση Rn επί του συνόλου
των ακεραίων αριθµών:

∀x, y ∈Z : x ∼Rn y ⇐⇒ n | x − y

Τότε η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του Z. Πράγµατι, επειδή n | 0, για κάθε ακέραιο x, έχουµε ότι
n | x−x, και άρα x ∼Rn x. Αν x, y ∈Z και x ∼Rn y, τότε n | x−y και προφανώς ϑα έχουµε και n | y−x, δηλαδή
y ∼Rn x. Τέλος, αν x, y, z ∈ Z και x ∼Rn y και y ∼Rn z, ϑα έχουµε n | x − y και n | y − z. ΄Ετσι, υπάρχουν
ακέραιοι k, l έτσι ώστε : x − y = kn και y − z = ln. Προσθέτοντας κατά µέλη, ϑα έχουµε x − z = (k + l )n, και
άρα n | x − z, δηλαδή x ∼Rn z. Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι η σχέση «∼Rn » είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί
του Z.

p

Παράδειγµα 1.2.6. Επί του συνόλου N0 ×N0 ορίζουµε την ακόλουθη σχέση:

∀(m,n), (m′,n′) ∈N0 ×N0 : (m,n) ∼R (m′,n′) ⇐⇒ m +n′ = n +m′

Τότε η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του N0 ×N0. Πράγµατι, επειδή m +n = n +m για τυχόντα
n,m ∈N0, έπεται ότι (m,n) ∼R (m,n). Αν (m,n), (m′,n′) ∈N0 ×N0 και ισχύει ότι : (m,n) ∼R (m′,n′), τότε ϑα
έχουµε m +n′ = n +m′. Προφανώς τότε ισχύει ότι m′+n = n′+m και άρα (m′,n′) ∼R (m,n). Τέλος, έστω
(m,n), (m′,n′), (m′′,n′′) ∈N0 ×N0 και υποθέτουµε ότι ισχύει : (m,n) ∼R (m′,n′) και (m′,n′) ∼R (m′′,n′′). Τότε
ϑα έχουµε m +n′ = n +m′ και m′+n′′ = n′+m′′, και εποµένως : m +n′+n′′ = n +m′+n′′ από όπου έπεται
ότι m +n′+n′′ = n +m′+m′′ και άρα m +n′′ = n +m′′. Η τελευταία σχέση δείχνει ότι (m,n) ∼R (m′′,n′′).
Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι η σχέση «∼R» είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του N0 ×N0.

p

Παράδειγµα 1.2.7. Επί του συνόλου Z×Z∗, όπου Z∗ =Z\ {0}, ϑεωρούµε την ακόλουθη σχέση:

∀(m,n), (r, s) ∈Z×Z∗ : (m,n) ∼T (r, s) ⇐⇒ m · s = n · r

Τότε η T είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του Z×Z∗. Πράγµατι, επειδή m ·n = n ·m για τυχόντα n,m ∈Z,
όπου n 6= 0, έπεται ότι (m,n) ∼T (m,n). Αν (m,n), (r, s) ∈Z×Z∗ και ισχύει ότι : (m,n) ∼T (r, s), τότε ϑα έχουµε
m ·s = n ·r . Προφανώς τότε ισχύει ότι r ·n = s ·m και άρα (r, s) ∼T (m,n). Τέλος, έστω (m,n), (r, s), (x, y) ∈Z×Z∗
και υποθέτουµε ότι ισχύει : (m,n) ∼T (r, s) και (r, s) ∼T (x, y). Τότε ϑα έχουµε m · s = n · r και r · y = s ·x, και
εποµένως : m · s · y = n ·r · y από όπου έπεται ότι m · s · y = n · s ·x και άρα m · y = n ·x, διότι s 6= 0. Η τελευταία
σχέση δείχνει ότι (m,n) ∼T (x, y). Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι η σχέση «∼T » είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί
του Z×Z∗.

p
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Στα παραδείγµατα 1.2.6 και 1.2.7 παρατηρούµε ότι το σύνολο των ακεραίων Z προκύπτει, µέσω µιας
«1-1» και «επί» απεικόνισης, ως σύνολο πηλίκο µιας κατάλληλης σχέσης ισοδυναµίας R επί του συνόλου
N0×N0, και το σύνολο των ϱητών Q προκύπτει, µέσω µιας «1-1» και «επί» απεικόνισης, ως σύνολο πηλίκο µιας
κατάλληλης σχέσης ισοδυναµίας T επί του συνόλου Z×Z∗. Σε αυτό το πλαίσιο, αν γνωρίζουµε το σύνολο
N0, µπορούµε να ορίσουµε το σύνολο Z των ακεραίων αριθµών να είναι το σύνολο πηλίκο (N0 ×N0)/R, και
ακολούθως να ορίσουµε το σύνολο Q των ϱητών αριθµών να είναι το σύνολο πηλίκο (Z×Z∗)/T . Στην ΄Ασκηση
1.5.10 του παρόντος Κεφαλαίου περιγράφεται το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ως σύνολο πηλίκο
µιας κατάλληλης σχέσης ισοδυναµίας επί του συνόλου ακολουθιών ϱητών αριθµών, και στην ΄Ασκηση 1.5.11
περιγράφεται το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών ως σύνολο πηλίκο µιας κατάλληλης σχέσης ισοδυναµίας
επι του συνόλου των πολυωνύµων µε πραγµατικούς συντελεστές.

Παράδειγµα 1.2.8. [Ισοδυναµία Πινάκων] ΄Εστω Mm×n(K), όπου K=Q,R, ή C, το σύνολο των m×n πινάκων
υπεράνω του K. Ορίζουµε µια σχέση R επί του Mm×n(K) ως εξής :

∀A,B ∈Mm×n(K) : A ∼R B ⇐⇒ υπάρχουν αντιστρέψιµοι πίνακες P ∈Mm×m(K) και Q ∈Mn×n(K)

έτσι ώστε : P−1 · A ·Q = B

Χρησιµοποιώντας στοιχειώδεις ιδιότητες πινάκων, έπεται εύκολα ότι η σχέση R είνναι µια σχέση ισοδυνα-
µίας επί του συνόλου Mm×n(K). Πράγµατι A ∼R A, διότι µπορούµε να διαλέξουµε τους (αντιστρέψιµους)
µοναδιαίους πίνακες P = Im και Q = In και τότε I−1

m · A · In = A. Αν A,B ∈Mm×n(K) και ισχύει : A ∼R B , τότε
ϑα έχουµε P−1 ·A ·Q = B για κάποιους αντιστρέψιµους πίνακες P ∈Mm×m(K) και Q ∈Mn×n(K). Τότε, πολλα-
πλασιάζοντας την τελευταία σχέση από τα αριστερά µε τον πίνακα P και από τα δεξιά µε τον πίνακα Q−1, ϑα
έχουµε: A = P ·B ·Q−1 = P−1

1 ·B ·Q1, όπου P1 = P−1 και Q1 =Q−1. ΄Αρα B ∼R A. Τέλος, αν A,B ,C ∈Mm×n(K)
και ισχύει : A ∼R B και B ∼R C , τότε ϑα έχουµε P−1 ·A ·Q = B και R−1 ·B ·T =C για κάποιους αντιστρέψιµους
πίνακες P,R ∈Mm×m(K) και Q,T ∈Mn×n(K). Τότε ϑα έχουµε:

R−1 ·B ·T =C =⇒ R−1 · (P−1 · A ·Q) ·T =C =⇒ (R−1 ·P−1) · A · (Q ·T ) =C =⇒ (P ·R)−1 · A · (Q ·T ) =C

Επειδή οι πίνακες P ·R και Q ·T είναι αντιστρέψιµοι, ως γινόµενα αντιστρέψιµων πινάκων, έπεται ότι ϑα
έχουµε A ∼R C . ΄Αρα η σχέση R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου Mm×n(K), η οποία καλείται
ισοδυναµία πινάκων, και οι πίνακες A,B ∈Mm×n(K) καλούνται ισοδύναµοι αν: A ∼R B .

p

Παράδειγµα 1.2.9 (Οµοιότητα Τετραγωνικών Πινάκων). ΄Εστω Mn(K) := Mn×n(K), όπου K = Q,R, ή C, το
σύνολο των τετραγωνικών n ×n πινάκων υπεράνω του K. Ορίζουµε µια σχέση T επί του Mn(K) ως εξής :

∀A,B ∈Mn(K) : A ∼T B ⇐⇒ υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P ∈Mn(K) έτσι ώστε : P−1 · A ·P = B

Εργαζόµενοι όπως στο Παράδειγµα 1.2.8, ϐλέπουµε ότι η παραπάνω σχέση T επί του συνόλου Mn(K) είναι
µια σχέση ισοδυναµίας, η οποία καλείται οµοιότητα (τετραγωνικών) πινάκων, και οι A,B ∈Mn(K) καλούνται
όµοιοι αν: A ∼R B .

p

Αν R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί ενός συνόλου X , τότε ένα ϕυσιολογικό ερώτηµα το οποίο προκύπτει
είναι ποια είναι η σχέση µεταξύ δύο κλάσεων ισοδυναµίας στοιχείων του X .

Λήµµα 1.2.10. ΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου X , και x, y ∈ X . Τότε :

1. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(αʹ) x ∼R y.

(ϐʹ) x ∈ [y]R .

(γʹ) y ∈ [x]R .

(δʹ) [x]R = [y]R .
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2. ∆ύο κλάσεις ισοδυναµίας είτε ταυτίζονται είτε είναι ξένες :

Είτε [x]R = [y]R είτε [x]R ∩ [y]R =;

Απόδειξη. 1. (α΄) =⇒ (ϐ΄) ΄Εστω ότι x ∼R y. Τότε από τη συµµετρική ιδιότητα ϑα έχουµε y ∼R x, το οποίο
σηµαίνει ότι x ∈ [y]R .

(ϐ΄) =⇒ (γ΄) ΄Εστω ότι x ∈ [y]R . Τότε y ∼R x και εποµένως από την συµµετρική ιδιότητα ϑα έχουµε ότι
x ∼R y, δηλαδή y ∈ [x]R .

(γ΄) =⇒ (δ΄) ΄Εστω ότι y ∈ [x]R , δηλαδή ισχύει ότι x ∼R y. ΄Εστω z ∈ [x]R . Τότε z ∼R x και άρα από
την µεταβατική ιδιότητα ϑα έχουµε z ∼R y. Εποµένως z ∈ [y]R και εποµένως [x]R ⊆ [y]R . Αντίστροφα, αν
z ∈ [y]R , τότε z ∼R y και άρα y ∼R z. Από την µεταβατική ιδιότητα ϑα έχουµε x ∼R z ή ισοδύναµα z ∼R x.
Εποµένως z ∈ [x]R και άρα [y]R ⊆ [x]R . ΄Ετσι δείξαµε ότι : [x]R = [y]R .

(δ΄) =⇒ (α΄) ΄Εστω ότι [x]R = [y]R . Επειδή x ∈ [x]R , ϑα έχουµε x ∈ [y]R και άρα y ∼R x ή ισοδύναµα
x ∼R y.

2. Αρκεί να δείξουµε ότι, αν [x]R ∩ [y]R 6= ;, τότε [x]R = [y]R . ΄Εστω z ∈ [x]R ∩ [y]R . Τότε z ∈ [x]R και
z ∈ [y]R . Αυτό σηµαίνει ότι : z ∼R x και z ∼R y. Ισοδύναµα, επειδή η σχέση «∼R» είναι σχέση ισοδυναµίας,
έπεται ότι x ∼R z και z ∼R y. Από την µεταβατική ιδιότητα τότε ϑα έχουµε x ∼R y και άρα από το 1. ϑα
έχουµε [x]R = [y]R . ■

Σύµφωνα µε το Λήµµα 1.2.10, αν y ∈ [x]R , τότε [x]R = [y]R και γι΄ αυτό κάθε στοιχείο y ∈ [x]R , καλείται
αντιπρόσωπος της κλάσης ισοδυναµίας [x]R . Προφανώς, αφού x ∼R x, το x είναι ένας αντιπρόσωπος
της κλάσης ισοδυναµίας του [x]R . Θα δούµε αργότερα σε συγκεκριµένα παραδείγµατα ότι πολλές ϕορές
υπάρχει µια «ϕυσιολογική επιλογή» τού αντιπροσώπου µιας κλάσης ισοδυναµίας.

Στο ακόλουθο παράδειγµα ϑα προσδιορίσουµε τα σύνολα πηλίκα των σχέσεων ισοδυναµίας των παρα-
δειγµάτων 1.2.5, 1.2.6, και 1.2.7.

Παράδειγµα 1.2.11. 1. Θεωρούµε τη σχέση ισοδυναµίας «Rn» επί του Z η οποία περιγράφεται στο
Παράδειγµα 1.2.5. Αν x ∈ Z, τότε ϑα γράφουµε [x]n για την κλάση ισοδυναµίας του x ως προς τη
σχέση ισοδυναµίας Rn . Θα έχουµε:

[x]n = {
y ∈Z | x ∼Rn y

}= {
y ∈Z | n | y −x

}= {
y ∈Z | ∃k ∈Z : y −x = k ·n}= {

y ∈Z | ∃k ∈Z : y = x+k ·n}
Εποµένως

[x]n = {
x +k ·n ∈Z | k ∈Z}= { · · · , x −2n, x −n, x, x +n, x +2n, · · ·}

Θα προσδιορίσουµε το σύνολο πηλίκο

Z/ ∼Rn=
{
[x]n ⊆Z | x ∈Z}

΄Εστω x ∈Z. Από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του ακέραιου x µε τον ϑετικό ακέραιο n, ϑα έχουµε:

x = q ·n + r, r, q ∈Z & 0 ≤ r < n

Τότε x − r = q ·n, και άρα n | x − r , δηλαδή: x ∼Rn r . Από το Λήµµα 1.2.10 έπεται ότι [x]n = [r ]n , και
άρα

{
[x]n ⊆Z | x ∈Z} ⊆ {

[r ]n ⊆Z | 0 ≤ r ≤ n−1
}
. Επειδή προφανώς ισχύει και η αντίστροφη έγκλειση,

έπεται ότι :
Z/ ∼Rn=

{
[r ]n ⊆Z | 0 ≤ r ≤ n −1

}
Σηµειώνουµε ότι, αν 0 ≤ r1,r2 ≤ n −1 και [r1]n = [r2]n , τότε από το Λήµµα 1.2.10 έπεται ότι r1 ∼Rn r2,
δηλαδή n | r1 − r2 και τότε ϑα έχουµε n ≤ r1 − r2 το οποίο, επειδή r1,r2 < n, µπορεί να συµβαίνει µόνο
όταν r1 − r2 = 0, δηλαδή r1 = r2. Εποµένως, αν 0 ≤ r1 6= r2 ≤ n −1, τότε [r1]n 6= [r2]n , και εποµένως το
σύνολο πηλίκο Z/ ∼Rn , το οποίο από τώρα και στο εξής ϑα το συµβολίζουµε µε Zn , έχει ακριβώς n το
πλήθος στοιχεία :

Zn :=Z/ ∼Rn=
{
[r ]n ⊆Z | 0 ≤ r ≤ n −1

}= {
[0]n , [1]n , · · · , [n −1]n

}
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Το σύνολο πηλίκο Zn καλείται το σύνολο των κλάσεων υπολοίπων ακεραίων mod n, τα δε στοιχεία
του κλάσεις υπολοίπων mod n, και η απεικόνιση κανονικής προβολής πRn : Z −→ Zn , πRn (x) = [x]n ,
συµβολίζεται µε

πn : Z −→Zn , π(x) = [x]n

Σηµειώνουµε ότι: δύο ακέραιοι x, y είναι ισοδύναµοι ως προς τη σχέση Rn , δηλαδή x ∼Rn y αν και
µόνο αν έχουν το ίδιο υπόλοιπο όταν διαιρεθούν µε το n. Πράγµατι, αν x ∼Rn y, τότε [x]n = [y]n και αν
r1, r2 είναι τα υπόλοιπα των διαιρέσεων των x, y µε το n, τότε όπως παραπάνω ϑα έχουµε [x]n = [r1]n

και [y]n = [r2]n . Εποµένως [r1]n = [r2]n , και άρα όπως παραπάνω ϑα έχουµε r1 = r2. Αντίστροφα, αν
οι ακέραιοι x και y έχουν το ίδιο υπόλοιπο r όταν διαιρεθούν µε το n, τότε ϑα έχουµε x = q1 ·n+r και
y = q2 ·n + r , και τότε x − y = (q1 −q2) ·n, δηλαδή n | x − y. ΄Ετσι x ∼Rn y.

2. Θεωρούµε τη σχέση ισοδυναµίας «R» επί του N0 ×N0 η οποία περιγράφεται στο Παράδειγµα 1.2.6.
Θα προσδιορίσουµε το σύνολο πηλίκο (N0 ×N0)/R. Για κάθε στοιχείο (m,n) ∈N0 ×N0, ϑα έχουµε:

[(m,n)]R = {
(x, y) ∈N0 ×N0 | (x, y) ∼R (m,n)

}= {
(x, y) ∈N0 ×N0 | x +n = y +m

}
Παρατηρούµε ότι αν (x, y) ∼R (m,n), τότε x+n = y+m και άρα m−n = x−y. Θεωρούµε την απεικόνιση
Φ′ : N0×N0 −→Z, Φ′(m,n) = m−n. Αν (m,n) ∼R (k, l ), τότε ϑα έχουµε m+l = n+k και άρα m−n = k−l .
Εποµένως Φ′(m,n) =Φ′(k, l ), και τότε ορίζοντας

Φ : (N0 ×N0)/R −→ Z, Φ([(m,n)]R) = m −n

δηλαδή Φ([(m,n)]R) =Φ′(m,n), έπεται εύκολα ότι αποκτούµε µια καλά ορισµένη απεικόνιση Φ : (N0×
N0)/R −→ Z, ϐλέπε και την Πρόταση 1.2.13. Πράγµατι, αν [(m,n)]R = [(k, l )]R , τότε από το Λήµµα
1.2.10 έπεται ότι (m,n) ∼R (k, l ) και άρα Φ([(m,n)]R) =Φ′(m,n) = m−n = k− l =Φ′(k, l ) =Φ([(k, l )]R).
΄Ετσι η απεικόνιση Φ είναι καλά ορισµένη, δηλαδή είναι ανεξάρτητη της επιλογής αντιπροσώπου (m,n)
της κλάσης ισοδυναµίας [(m,n)]R .

Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση Φ είναι «1-1» και «επί».

Αν [(m,n)]R , [(m′,n′)]R ∈ (N0 ×N0)/R και ισχύει ότι Φ([(m,n)]R) = Φ([(m′,n′)]R), τότε ϑα έχουµε
m −n = m′−n′ και άρα m +n′ = m′+n. Αυτό σηµαίνει ότι (m,n) ∼R (m′,n′) και τότε από το Λήµµα
1.2.10 ϑα έχουµε ότι [(m,n)]R = [(m′,n′)]R . Εποµένως η Φ είναι «1-1». Τέλος η Φ είναι «επί» διότι
για κάθε ακέραιο z ∈ Z, έχουµε Φ([(z,0)]R) = z −0 = z, αν z ∈N0, και Φ([(0,−z)]R) = 0− (−z) = z, αν
z < 0. Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι το σύνολο πηλίκο (N0 ×N0)/R είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µε
το σύνολο των ακεραίων αριθµών.

3. Θεωρούµε τη σχέση ισοδυναµίας «R» επί του Z×Z∗ η οποία περιγράφεται στο Παράδειγµα 1.2.7. Θα
προσδιορίσουµε το σύνολο πηλίκο (Z×Z∗)/R. Για κάθε στοιχείο (m,n) ∈Z×Z∗, ϑα έχουµε:

[(m,n)]R = {
(x, y) ∈Z×Z∗ | (x, y) ∼R (m,n)

}= {
(x, y) ∈Z×Z∗ | x ·n = y ·m

}
Θεωρούµε την απεικόνιση Ψ′ : Z ×Z∗ −→Q, Ψ′(m,n) = m

n . Αν (m,n), (r, s) ∈Z×Z∗ και ισχύει (m,n) ∼R

(r, s), τότε ϑα έχουµε m · s = n · r και άρα, επειδή n, s 6= 0, έπεται ότι : m
n = r

s . Εποµένως Ψ′(m,n) =
Ψ′(r, s), και τότε ορίζοντας

Ψ : (Z×Z∗)/R −→ Q, Ψ([(m,n)]R) = m

n

δηλαδήΨ([(m,n)]R) =Ψ′(m,n), έπεται εύκολα ότι αποκτούµε µια καλά ορισµένη απεικόνισηΨ : (N0×
N0)/R −→ Z, ϐλέπε και την Πρόταση 1.2.13. Πράγµατι, αν [(m,n)]R = [(k, l )]R , τότε από το Λήµµα
1.2.10 έπεται ότι (m,n) ∼R (k, l ) και άραΨ([(m,n)]R) =Ψ′(m,n) = m

n = k
l =Ψ′(k, l ) =Ψ([(k, l )]R). ΄Ετσι

η απεικόνιση Ψ είναι καλά ορισµένη, δηλαδή είναι ανεξάρτητη της επιλογής αντιπροσώπου (m,n) της
κλάσης ισοδυναµίας [(m,n)]R .

Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση Ψ είναι «1-1» και «επί».
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Αν [(m,n)]R , [(r, s)]R ∈ (Z×Z∗)/R και ισχύει ότι Ψ([(m,n)]R) =Ψ([(r, s)]R), τότε ϑα έχουµε m
n = r

s
και εποµένως m · s = n · r . Αυτό σηµαίνει ότι (m,n) ∼R (r, s) και τότε από το Λήµµα 1.2.10 ϑα έχουµε
ότι [(m,n)]R = [(r, s)]R . Εποµένως η Ψ είναι «1-1». Τέλος, η Ψ είναι «επί» διότι για κάθε ϱητό αριθµό
m
n ∈Q, έχουµε Φ([(m,n)]R) = m

n . Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι το σύνολο πηλίκο (Z×Z∗)/R είναι σε «1-1»
και «επί» αντιστοιχία µε το σύνολο των ϱητών αριθµών. X

Το επόµενο Πόρισµα συνοψίζει κάποιες ϐασικές ιδιότητες τις οποίες έχει το σύνολο πηλίκο των κλάσεων
ισοδυναµίας.

Πόρισµα 1.2.12. ΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας επί του µη-κενού συνόλου X .

1. ∀x ∈ X : [x]R 6= ;.

2. Είτε [x]R = [y]R είτε [x]R ∩ [y]R =;.

3. X =⋃
x∈X [x]R .

Απόδειξη. 1. ΄Εστω x ∈ X . Επειδή x ∈ [x]R , έπεται ότι [x]R 6= ;.
2. Το Ϲητούµενο προκύπτει από το µέρος 2. του Λήµµατος 1.2.10.
3. Επειδή ∀x ∈ X , ισχύει ότι x ∈ [x]R , ϑα έχουµε X =⋃

x∈X {x} ⊆⋃
x∈X [x]R και άρα X =⋃

x∈X [x]R . ■

Από το Πόρισµα 1.2.12 ϐλέπουµε ότι το σύνολο-πηλίκο X /R είναι ένα σύνολο υποσυνόλων του X ,
των κλάσεων ισοδυναµίας των στοιχείων του X ως προς τη σχέση ισοδυναµίας R, το οποίο ικανοποιεί την
ακόλουθη ιδιότητα : κάθε στοιχείο του συνόλου X ανήκει σε µία και µόνο µία κλάση ισοδυναµίας. Αυτή η
ιδιότητα µας οδηγεί στην έννοια της διαµέρισης ενός συνόλου την οποία ϑα µελετήσουµε στην υποενότητα
1.2.3.

1.2.2 «Καλά Ορισµένες» Απεικονίσεις και Σχέσεις Ισοδυναµίας

΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου X . Αν f : X −→ Y είναι µια απεικόνιση, συχνά ϑέλουµε
να ορίσουµε µια «επαγόµενη» απεικόνιση f̃ : X /R −→ Y , έτσι ώστε f = f̃ ◦πR , και άρα να έχουµε f (x) =
( f̃ ◦πR)(x) = f̃ ([x]R), ∀x ∈ X . ΄Ετσι είναι ϕυσιολογικό να προσπαθήσουµε να το κάνουµε ϑέτοντας f̃ ([x]R) =
f (x). ΄Οµως αυτή η διαδικασία, αν και ορίζει µια σχέση f̃ , δεν ορίζει πάντα απεικόνιση, διότι ο ορισµός
της τιµής f̃ ([x]R) = f (x) της f̃ εξαρτάται από την τιµή της f στον αντιπρόσωπο x της κλάσης ισοδυναµίας
[x]R . Με άλλα λόγια, αν y είναι ένας άλλος αντιπρόσωπος της κλάσης ισοδυναµίας [x]R , οπότε ϑα έχουµε
[x]R = [y]R , δεν είναι απαραίτητο να ισχύει ότι f (x) = f (y), και κατ΄ επέκταση δεν είναι απαραίτητο να
ισχύει ότι f̃ ([x]R) = f̃ ([y]R), δηλαδή δεν είναι απαραίτητο η σχέση f̃ να είναι απεικόνιση. Για παράδειγµα,
ϑεωρούµε την απεικόνιση f : Z −→ Z4, f (x) = [2x]4, και έστω η σχέση ισοδυναµίας R7 επί του Z όπως στο
παράδειγµα 1.2.5, δηλαδή x ∼R7 y ⇐⇒ 7 | x−y, και τότε Z/R7 =Z7. Αν υπήρχε απεικόνιση f̃ : Z7 −→Z4 έτσι
ώστε f = f̃ ◦$7, τότε ϑα είχαµε f (x) = f̃ ([x]7) = [2x]4, ∀x ∈Z. ΄Οµως στο σύνολο πηλίκο Z7 έχουµε [0]7 = [7]7

και άρα, επειδή υποθέσαµε ότι η f̃ είναι απεικόνιση, ϑα έχουµε f̃ ([0]7) = f̃ ([7]7), δηλαδή [2 ·0]4 = [2 ·7]4.
Τότε [0]4 = [14]4 ή ισοδύναµα 0 ∼R4 14, δηλαδή 4 | 14−0, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα δεν υπάρχει απεικόνιση
f̃ : Z7 −→Z4 έτσι ώστε $7 ◦ f̃ = f ή ισοδύναµα, ϑέτοντας f̃ ([x]7) = f (x), δεν ορίζεται απεικόνιση Z7 −→Z4.

Πρακτικά, όπως δείχνει η παρακάτω Πρόταση 1.2.13, για να εξετάσουµε αν η σχέση f̃ είναι µια καλά
ορισµένη απεικόνιση εξετάζουµε αν ο ορισµός της είναι ανεξάρτητος της επιλογής αντιπροσώπου, µε την
ακόλουθη έννοια : ∀x, y ∈ X : x ∼R y =⇒ f (x) = f (y).

Πρόταση 1.2.13. ΄Εστω f : X −→ A µια απεικόνιση µεταξύ συνόλων και R µια σχέση ισοδυναµίας επί του
συνόλου X . Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η αντιστοιχία
f̃ : X /R −→ A, f̃ ([x]R) = f (x)

είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση.
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2. Υπάρχει µοναδική απεικόνιση f̃ : X /R −→ A έτσι ώστε : f̃ ◦πR = f , δηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα
είναι µεταθετικό :

X
πR //

f
''

X /R

f̃∃ !
��

A

3. ∀x, y ∈ X : x ∼R y =⇒ f (x) = f (y).

Αν ισχύει µια από τις παραπάνω ισοδύναµες συνθήκες, τότε : (α) η απεικόνιση f̃ είναι «επί» αν και µόνο αν η
απεικόνιση f είναι «επί», και (β) η απεικόνιση f̃ είναι «1-1» αν και µόνο αν ∀x, y ∈ X : f (x) = f (y) =⇒ x ∼R y.

Απόδειξη. (α) 1. =⇒ 2. Παρατηρούµε ότι για κάθε στοιχείο x ∈ X έχουµε: ( f̃ ◦πR)(x) = f̃ (πR(x)) =
f̃ ([x]R) = f (x). Εποµένως f̃ ◦πR = f . Αν g : X /R −→ A είναι µια άλλη απεικόνιση έτσι ώστε g ◦πR = f ,
τότε για κάθε κλάση ισοδυναµίας [x]R ∈ X /R ϑα έχουµε: g ([x]R) = g (πR(x)) = (g ◦πR)(x) = f (x) =
f̃ ([x]R). Εποµένως ϑα έχουµε g = f̃ .

2. =⇒ 1. Επειδή από την υπόθεση είναι f̃ ◦πR = f , όπως παραπάνω για κάθε [x]R ∈ X /R, ϑα έχουµε:
f̃ ([x]R) = f̃ (πR(x)) = ( f̃ ◦πR)(x) = f (x). ΄Αρα, ϑέτοντας f̃ ([x]R) = f (x), αποκτούµε µια καλά ορισµένη
απεικόνιση f̃ : X /R −→ A.

1. =⇒ 3. Αν η f̃ είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση, και x ∼R y, τότε από το Λήµµα 1.2.10 ϑα
έχουµε [x]R = [y]R . Τότε προφανώς ϑα έχουµε f̃ ([x]R) = f̃ ([y]R) και εποµένως f (x) = f (y).

3. =⇒ 1. Αν ισχύει το 3., τότε για να ορίζει η αντιστοιχία f̃ µια απεικόνιση ϑα πρέπει f̃ ([x]R) = f̃ ([y]R),
για τυχόντα στοιχεία [x]R , [y]R ∈ X /R έτσι ώστε [x]R = [y]R . Η τελευταία ισότητα µε χρήση του
Λήµµατος 1.2.10 δίνει x ∼R y και άρα από το 3. έχουµε f (x) = f (y), δηλαδή f̃ ([x]R) = f̃ ([y]R).

(β) Υποθέτουµε τώρα ότι ισχύει µια από τις παραπάνω ισοδύναµες συνθήκες.

(i) Αν η απεικόνιση f είναι «επί», τότε για κάθε a ∈ A υπάρχει x ∈ X έτσι ώστε f (x) = x. Τότε ϑα
έχουµε f̃ ([x]R) = f (x) = a, και άρα η απεικόνιση f̃ είναι «επί». Αντίστροφα, αν η f̃ είναι «επί», τότε,
επειδή f̃ ◦πR = f και επειδή η απεικόνιση πR είναι «επί», έπεται ότι η f είναι απεικόνιση «επί» ως
σύνθεση απεικονίσεων «επί».

(ii) Αν η απεικόνιση f̃ είναι «1-1», έστω x, y ∈ X έτσι ώστε f (x) = f (y). Τότε ϑα έχουµε f̃ ([x]R) = f̃ ([y]R)
και εποµένως [x]R = [y]R , διότι η f̃ είναι «1-1». Από το Λήµµα 1.2.10 έπεται τότε ότι x ∼R y.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ∀x, y ∈ X : f (x) = f (y) =⇒ x ∼R y, και έστω ότι f̃ ([x]R) = f̃ ([y]R),
δηλαδή f (x) = f (y). Τότε από την υπόθεση έπεται ότι x ∼R y. ■

Θα δούµε µια εφαρµογή της Πρότασης 1.2.13. ΄Εστω X και Y δύο µη-κενά σύνολα και R και T σχέσεις
ιδοσυναµίας επί των X και Y αντίστοιχα. Αν f : X −→ Y είναι µια απεικόνιση, τότε ϑα λέµε ότι η f διατηρεί
τις σχέσεις ισοδυναµίας R και T , και ϑα γράφουµε f (R) ⊆T , αν :

∀x1, x2 ∈ X : x1 ∼R x2 =⇒ f (x1) ∼T f (x2)

δηλαδή, αν : (x1, x2) ∈R =⇒ ( f (x1), f (x2)) ∈T .

Πόρισµα 1.2.14. ΄Εστω ότι f : X −→ Y είναι µια απεικόνιση µεταξύ συνόλων και υποθέτουµε ότι R, αντίστοιχα
T , είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X , αντίστοιχα του Y . Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. f (R) ⊆T , δηλαδή η f διατηρεί τις σχέσεις ισοδυναµίας R και T .

2. Υπάρχει µοναδική απεικόνιση f̃ : X /R −→ Y /T έτσι ώστε πT ◦ f = f̃ ◦πR , δηλαδή το ακόλουθο τετρά-
γωνο είνα µεταθετικό :

X
f //

πR

��

Y

πT

��
X /R

f̃ // Y /T
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και τότε η f̃ ορίζεται ως εξής : f̃ ([x]R) = [ f (x)]T .

3. Θέτοντας f̃ : X /R −→ X /T , f̃ ([x]R) = [ f (x)]T , αποκτούµε µια καλά ορισµένη απεικόνιση.

Αν ισχύει µια από τις παραπάνω ισοδύναµες συνθήκες, τότε : (α) η απεικόνιση f̃ είναι «επί» αν και µόνο αν η
απεικόνιση f είναι «επί», και (β) η απεικόνιση f̃ είναι «1-1» αν και µόνο αν ∀x, y ∈ X : f (x) = f (y) =⇒ x ∼R y.

Απόδειξη. Θεωρούµε την σύνθεση απεικονίσεων

πT ◦ f : X −→ Y /T , (πT ◦ f )(x) = [ f (x)]T

Παρατηρούµε ότι η f διατηρεί τις σχέσεις ισοδυναµίας R και T , δηλαδή ∀x1, x2 ∈ X : x1 ∼R x2 =⇒ f (x1) ∼T

f (x2), αν και µόνο αν, ∀x1, x2 ∈ X : x1 ∼R x2 =⇒ (πT ◦ f )(x1) = [ f (x1)]T = [ f (x2)]T = (πT ◦ f )(x2).
Εποµένως από την Πρόταση 1.2.13, εφαρµοσµένη στην απεικόνιση πT ◦ f , έπεται ότι η f διατηρεί

τις σχέσεις ισοδυναµίας R και S αν και µόνο αν υπάρχει µοναδική απεικόνιση f̃ : X /R −→ Y /T έτσι
ώστε πT ◦ f = f̃ ◦πR , αν και µόνο αν, ϑέτοντας f̃ ([x]R) = [ f (x)]T , ∀x ∈ X , αποκτούµε µια καλά ορισµένη
απεικόνιση f̃ : X /R −→ Y /T .

Αν ισχύει µια από τις παραπάνω ισοδύναµες συνθήκες, τότε οι ισχυρισµοί (α) και (β) προκύπτουν άµεσα
από την Πρόταση 1.2.13. ■

Πόρισµα 1.2.15. Αν R και T είναι δύο σχέσεις ισοδυναµίας επί ενός συνόλου X , τότε τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

1. R ⊆T .

2. Υπάρχει µοναδική απεικόνιση π̃T : X /R −→ X /T έτσι ώστε : π̃T ◦πR = πT , δηλαδή το ακόλουθο
διάγραµµα είναι µεταθετικό :

X
πR //

πS ''

X /R

π̃T∃ !
��

X /T

3. Θέτοντας π̃T : X /R −→ X /T , π̃S ([x]R) = [(x)]T , αποκτούµε µια καλά ορισµένη απεικόνιση.

Αν R ⊆T , τότε η απεικόνιση π̃T είναι «επί», και η π̃T είναι απεικόνιση «1-1» αν και µόνο αν R =T .

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα, εφαρµόζοντας την Πρόταση 1.2.13 στην απεικόνιση κανονικής
προβολής πT : X −→ X /T ή εφαρµόζοντας το Πόρισµα 1.2.14 στην ταυτοτική απεικόνιση IdX : X −→ X . ■
Παράδειγµα 1.2.16. Θεωρούµε τις σχέσεις διαιρετότητας R6 και R3 επί του συνόλου Z των ακεραίων, και
τότε Z/R6 =Z6 και Z/R3 =Z3, ϐλέπε Παράδειγµα 1.2.11. Επειδή, ∀x, y ∈Z, προφανώς έχουµε 6 | x− y =⇒
3 | x − y, έπεται ότι R6 ⊆R3. Τότε από το Πόρισµα 1.2.15 έπεται ότι, ϑέτοντας f ([x]6) = [x]3, αποκτούµε µια
καλά ορισµένη απεικόνιση f : Z6 −→Z3, η οποία είναι και η µοναδική απεικόνιση έτσι ώστε f ◦π6 =π3.

p

Σχόλιο 1.2.17. Υπάρχουν περιπτώσεις κατά τις οποίες, δοθείσης µιας σχέσης ισοδυναµίας R επί ενός
συνόλου X και ενός συνόλου A, ϑέλουµε να ορίσουµε µε ϕυσιολογικό τρόπο απεικόνιση f̃ : X /R −→ A, χωρίς
να υπάρχει εκ των προτέρων απεικόνιση f : X −→ A, όπως στην Πρόταση 1.2.13. Σε αυτήν την περίπτωση
ϑα πρέπει πάντα να εξετάζουµε αν ο ορισµός του στοιχείου f̃ ([x]R) ∈ A είναι ανεξάρτητος της επιλογής
αντιπροσώπου της κλάσης ισοδυναµίας [x]R , µε άλλα λόγια ϑα πρέπει να εξετάζουµε αν : ∀x, y ∈ X : x ∼R y
=⇒ f̃ ([x]R) = f̃ ([y]R). N
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1.2.3 ∆ιαµερίσεις και Σχέσεις Ισοδυναµίας

Στην παρούσα υποενότητα ϑα αναλύσουµε την έννοια της διαµέρισης ενός συνόλου, καθώς και τη σχέση
µεταξύ διαµερίσεων και σχέσεων ισοδυναµίας.

΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο.

Ορισµός 1.2.18. Μια διαµέριση του X είναι µια συλλογή υποσυνόλων ∆ = {
Ai | Ai ⊆ X

}
i∈I του X , όπου I

είναι ένα σύνολο δεικτών, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες :

1. ∀i ∈ I : Ai 6= ;.

2. ∀i , j ∈ I : i 6= j =⇒ Ai ∩ A j =;.

3. X =⋃
i∈I Ai .

Αν ∆= {
Ai | i ∈ I

}
είναι µια διαµέριση του X , τότε συχνά αυτό ϑα το υποδηλώνουµε γράφοντας :

X = ∑
i∈I

Ai

Με άλλα λόγια, µια διαµέριση του µη κενού συνόλου X είναι µια συλλογή ∆ µη κενών υποσυνόλων του
X µε την ιδιότητα κάθε στοιχείο του συνόλου X να ανήκει σε ένα και µόνο ένα σύνολο της συλλογής ∆.

Υπενθυµίζουµε ότι, αν X είναι ένα σύνολο, τότε

|X | ή #(X )

συµβολίζει το πλήθος των στοιχείων του X .

Παρατήρηση 1.2.19. ΄Εστω X ένα πεπερασµένο σύνολο και ∆= {
Ai | Ai ⊆ X

}
i∈I µια διαµέριση του συνόλου

X . Τότε προφανώς το σύνολο δεικτών I και κάθε υποσύνολο Ai της διαµέρισης είναι πεπερασµένα σύνολα
και εποµένως, επειδή το X είναι ξένη ένωση των Ai , δηλαδή

X = ⋃
i∈I

Ai , και Ai
⋂

A j =;, ∀i 6= j

ϑα έχουµε:
|X | = ∑

i∈I
|Ai | N

Η επόµενη Πρόταση εξασφαλίζει ότι κάθε διαµέριση ∆ του συνόλου X ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας
R επί του X , έτσι ώστε οι κλάσεις ισοδυναµίας των στοιχείων του X ως προς την R να συµπίπτουν µε τα
υποσύνολα της διαµέρισης ∆.

Πρόταση 1.2.20. ΄Εστω ∆= {
Ai | Ai ⊆ X

}
i∈I µια διαµέριση του µη-κενού συνόλου X . Τότε, ορίζοντας

R∆ := {
(x, y) ∈ X ×X | ∃ i ∈ I : x, y ∈ Ai

}
αποκτούµε µια σχέση ισοδυναµίας R∆ επί του X . Επιπλέον :

1. ∀x ∈ X : [x]R∆ = Ai , για κάποιο i ∈ I (το i είναι ο µοναδικός δείκτης i ∈ I έτσι ώστε x ∈ Ai ).

2. X /R∆ =∆ ως συλλογές υποσυνόλων του X .

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι η σχέση R∆ είναι σχέση ισοδυναµίας επί του X .
• ΄Εστω x ∈ X . Επειδή η συλλογή υποσυνόλων ∆ είναι µια διαµέριση του X , έπεται ότι x ∈ X = ⋃

i∈I Ai

και άρα υπάρχει δείκτης i ∈ I έτσι ώστε : x ∈ Ai . Τότε προφανώς (x, x) ∈R∆, δηλαδή x ∼R∆ x, και άρα για τη
σχέση R∆ ισχύει η ανακλαστική ιδιότητα.

• ΄Εστω x, y ∈ X και υποθέτουµε ότι (x, y) ∈R∆, δηλαδή x ∼R∆ y. Τότε εξ ορισµού υπάρχει δείκτης i ∈ I
έτσι ώστε x, y ∈ Ai και προφανώς τότε y, x ∈ Ai . ΄Αρα (y, x) ∈ R∆ δηλαδή y ∼R∆ x και άρα για τη σχέση R∆

ισχύει η συµµετρική ιδιότητα.
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• ΄Εστω ότι (x, y) ∈ R∆ και (y, z) ∈ R∆, δηλαδή x ∼R∆ y και y ∼R∆ z. Τότε υπάρχουν δείκτες i , j ∈ I
έτσι ώστε : x, y ∈ Ai και y, z ∈ A j . Τότε όµως y ∈ Ai ∩ A j . Επειδή από τον ορισµό της διαµέρισης έχουµε
Ai ∩A j =; αν i 6= j , έπεται ότι αναγκαστικά ϑα έχουµε i = j και άρα Ai = A j . Εποµένως x, y, z ∈ Ai , το οποίο
σηµαίνει ότι (x, z) ∈R∆, δηλαδή x ∼R∆

z, και άρα για τη σχέση R∆ ισχύει η µεταβατική ιδιότητα.
1. ΄Εστω x ∈ X . Τότε υπάρχει µοναδικός δείκτης i ∈ I έτσι ώστε : x ∈ Ai . Θα έχουµε:

[x]R∆ =
{

y ∈ X | y ∼R∆ x
}= {

y ∈ X | ∃ j ∈ I : x, y ∈ A j
}

Επειδή x ∈ Ai και Ai ∩ A j =; αν i 6= j , ϑα έχουµε αναγκαστικά i = j και άρα:

[x]R∆ =
{

y ∈ X | ∃ j ∈ I : x, y ∈ A j
}= {

y ∈ X | y ∈ Ai
}= Ai

2. Επειδή X /R∆ = {
[x]R∆ | x ∈ X

}
και [x]R∆ = Ai , όπου i ∈ I είναι ο µοναδικός δείκτης για τον οποίο

ισχύει x ∈ Ai , ϑα έχουµε ότι :
X /R∆ = {

[x]R∆ | x ∈ X
}= {

Ai |i ∈ I
}=∆ ■

Παράδειγµα 1.2.21. Θα περιγράψουµε όλες τις δυνατές διαµερίσεις επί συνόλων X µε 1, 2, ή 3 στοιχεία,
καθώς και τις επαγόµενες σχέσεις ισοδυναµίας επί του X , όπως αυτές προκύπτουν από την Πρόταση 1.2.20.

1. Αν X = {x}, τότε η µοναδική διαµέριση του X είναι προφανώς η ∆ = {
X = {x}

}
. Η µοναδική σχέση

ισοδυναµίας επί του X είναι τότε η σχέση R∆ κατά την οποία, για το µοναδικό στοιχείο x ∈ X , ισχύει
ότι : x ∼R∆ x. Ως υποσύνολο του X ×X η R∆ είναι το υποσύνολο R∆ = {

(x, x) ∈ X ×X | x ∈ X
}= X ×X .

2. Αν X = {x, y}, τότε ϑα έχουµε τις διαµερίσεις του X :

∆1 =
{

X = {x, y}
}

και ∆2 =
{
{x}, {y}

}
Για τη διαµέριση ∆1, η επαγόµενη σχέση ισοδυναµίας οριζεται από τις σχέσεις : x ∼R∆1

x, x ∼R∆1
y,

y ∼R∆1
x, και y ∼R∆1

y. Ως υποσύνολο του X ×X έχουµε ότι : R∆1 =
{
(x, x), (x, y), (y, x), (y, y)

}= X ×X .

Για την διαµέριση ∆2, η επαγόµενη σχέση ισοδυναµίας οριζεται από τις σχέσεις : x ∼R∆2
x, και y ∼R∆2

y. Ως υποσύνολο του X ×X έχουµε ότι : R∆1 =
{
(x, x), (y, y)

}= IX .

3. Αν X = {x, y, z}, τότε ϑα έχουµε τις ακόλουθες διαµερίσεις του X :

∆1 =
{

X = {x, y, z}
}
, ∆2 =

{
{x, y}, {z}

}
, ∆3 =

{
{x, z}, {y}

}
, ∆4 =

{
{y, z}, {x}

}
, ∆5 =

{
{x}, {z}, {y}

}
(αʹ) Η σχέση ισοδυναµίας επί του X την οποία ορίζει η διαµέριση ∆1, ως υποσύνολο του X ×X , είναι

η εξής :
R∆1 = X ×X

(ϐʹ) Η σχέση ισοδυναµίας επί του X την οποία ορίζει η διαµέριση ∆2, ως υποσύνολο του X ×X , είναι
η εξής :

R∆2 =
{
(x, x), (y, y), (x, y), (y, x), (z, z)

}
(γʹ) Η σχέση ισοδυναµίας επί του X την οποία ορίζει η διαµέριση ∆3, ως υποσύνολο του X ×X , είναι

η εξής :
R∆3 =

{
(x, x), (z, z), (x, z), (z, x), (y, y)

}
(δʹ) Η σχέση ισοδυναµίας επί του X την οποία ορίζει η διαµέριση ∆4, ως υποσύνολο του X ×X , είναι

η εξής :
R∆4 =

{
(y, y), (z, z), (y, z), (z, y), (x, x)

}
(εʹ) Η σχέση ισοδυναµίας επί του X την οποία ορίζει η διαµέριση ∆5, ως υποσύνολο του X ×X , είναι

η εξής :
R∆5 =

{
(x, x), (y, y), (z, z)

}
X
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Συνδυάζοντας το Πόρισµα 1.2.12 και την Πρόταση 1.2.20, έχουµε το ακόλουθο ϐασικό Θεώρηµα το
οποίο επιτρέπει την µετάβαση από σχέσεις ισοδυναµίας σε διαµερίσεις και αντιστρόφως χωρίς να χάνεται
πληροφορία. Συµβολίζουµε µε D τη συλλογή όλων των διαµερίσεων του συνόλου X και µε S τη συλλογή
όλων των σχέσεων ισοδυναµίας επί του X .

Θεώρηµα 1.2.22. ΄Εστω X ένα µη-κενό σύνολο. Τότε οι απεικονίσεις

Φ : D = {
∆ιαµερίσεις ∆ του X

} −→ S = {
Σχέσεις ισοδυναµίας R επί του X

}
, Φ(∆) =R∆

Ψ : S = {
Σχέσεις ισοδυναµίας R επί του X

} −→ D = {
∆ιαµερίσεις ∆ του X

}
, Ψ(R) =∆R := X /R

ορίζουν µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ του συνόλου D των διαµερίσεων του X και του συνόλου S των
κλασεων ισοδυναµίας επί του X , και άρα για κάθε R ∈S και για κάθε ∆ ∈D:

R∆R
=R και ∆R∆ =∆

Απόδειξη. Από το Πόρισµα 1.2.12 και την Πρόταση 1.2.20 έπεται ότι οι αντιστοιχίες Φ και Ψ ορίζουν
απεικονίσεις Φ : D −→S , Φ(∆) =R∆ και Ψ : S −→D , Ψ(R) =∆R := X /R.

Για την ολοκλήρωση της απόδειξης, αρκεί να δείξουµε ότι οι απεικονίσεις Φ καιΨ είναι η µία αντίστροφη
της άλλης. Με άλλα λόγια, αρκεί να δείξουµε ότι :

∀∆ ∈D : ΨΦ(∆) =∆ και ∀R ∈S : ΦΨ(R) =R

ή ισοδύναµα:
∀∆ ∈D : ∆R∆ =∆ και ∀R ∈S : R∆R

=R

Από την Πρόταση 1.2.20 έπεται ότι για κάθε διαµέριση ∆ του X έχουµε X /R∆ =∆ ως συλλογές υποσυνόλων
του X . ΄Ετσι

ΨΦ(∆) =Ψ(R∆) = X /R∆ =∆
Για να δείξουµε τώρα ότι ∀R ∈ S : ΦΨ(R) = R, αρκεί να δείξουµε ότι R∆R

= R. Υπενθυµίζουµε ότι
η διαµέριση ∆R , την οποία ορίζει επί του X η σχέση ισοδυναµίας R, αποτελείται από την συλλογή των
(διακεκριµένων) κλάσεων ισοδυναµίας [x]R των στοιχείων του X . ΄Ετσι εξ ορισµού για την επαγόµενη σχέση
ισοδυναµίας R∆R

την οποία ορίζει η ∆R ϑα έχουµε: ∀x, y ∈ X : (x, y) ∈R∆R
αν και µόνο αν τα στοιχεία x και

y ανήκουν στο ίδιο σύνολο της διαµέρισης ∆R , δηλαδή αν και µόνο αν υπάρχει z ∈ X έτσι ώστε x, y ∈ [z]R .
Αυτό όµως συµβαίνει αν και µόνο αν z ∼R x και z ∼R y και εποµένως αν και µόνο αν x ∼R y αν και µόνο αν
(x, y) ∈R. Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι :

∀x, y ∈ X : (x, y) ∈R∆R
⇐⇒ (x, y) ∈R

Εποµένως, R∆R
=R και άρα ∀R ∈S : ΦΨ(R) =R. ΄Ετσι δείξαµε ότι οι απεικονίσεις Φ και Ψ είναι «1-1»

και «επί» και επιπλέον : Ψ=Φ−1. ■

Παρατήρηση 1.2.23. ΄Εστω X ένα σύνολο το οποίο έχει n στοιχεία : |X | = n. Πόσες διαφορετικές σχέσεις
ισοδυναµίας υπάρχουν ορισµένες επί του X ;

΄Εστω
Bn =πλήθος σχέσεων ισοδυναµίας επί ενός συνόλου X µε n στοιχεία

Χρησιµοποιώντας ότι οι σχέσεις ισοδυναµίας του συνόλου X είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µε τις
διαµερίσεις του X , αποδεικνύεται ότι ο αριθµός Bn , ο οποίος καλείται ο n-οστός αριθµός του Bell,3

δίνεται από την αναδροµική σχέση

Bn+1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk

3E.T. Bell (1883-1960) [http://en.wikipedia.org/wiki/Eric_Temple_Bell], Σκωτσέζος µαθηµατικός (και συγγραφέας,
µεταξύ άλλων, και διηγηµάτων επιστηµονικής ϕαντασίας), ο οποίος εργάστηκε στις ΗΠΑ. Ο E.T. Bell µελέτησε τους αριθµούς που
ϕέρουν το όνοµά του σε εργασία του το 1934, αν και µια συστηµατική ϑεωρία για τους αριθµούς αυτούς είχε αναπτυχθεί 25-30 χρόνια
πριν από τον σπουδαίο Ινδό µαθηµατικό Srinivasa Ramanujan (1887-1920) [http://en.wikipedia.org/wiki/Srinivasa_
Ramanujan], ο οποίος, αν και αυτοδίδακτος, είχε σηµαντική συνεισφορά στη Θεωρία Αριθµών και στη Μαθηµατική Ανάλυση.

http://en.wikipedia.org/wiki/Eric_Temple_Bell
http://en.wikipedia.org/wiki/Srinivasa_Ramanujan
http://en.wikipedia.org/wiki/Srinivasa_Ramanujan
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Για παράδειγµα οι πρώτοι 10 αριθµοί του Bell είναι οι εξής :

B0 = 1, B1 = 1, B2 = 2, B3 = 5, B4 = 15, B5 = 52, B6 = 203

B7 = 877, B8 = 4140, B9 = 21147, B10 = 115975 N

1.2.4 Απεικονίσεις και Σχέσεις Ισοδυναµίας

΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση µεταξύ των µη-κενών συνόλων X ,Y . Ορίζουµε µια σχέση R f επί του
συνόλου X ως εξής :

R f =
{
(x, y) ∈ X ×X | f (x) = f (y)

}
Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι η σχέση R f είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X και περιγράφει το

σύνολο πηλίκο X /R f .

Πρόταση 1.2.24. 1. Η σχέση R f είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X . Επιπλέον, ∀x ∈ X :

[x]R f = f −1{ f (x)
}= {

x ′ ∈ X | f (x) = f (x ′)
}

και η απεικόνιση f επάγει µια «1-1» απεικόνιση

f̃ : X /R f −→ Y , f ([x]R f ) = f (x)

έτσι ώστε f̃ ◦πR f = f , δηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

X
πR f //

f
''

X /R f

f̃
��

Y

2. Η απεικόνιση f̃ επάγει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση

f : X /R f −→ Im( f ), f ([x]R f ) = f (x)

όπου i : Im( f ) −→ Y , i(y) = y , είναι η κανονική έγκλειση, και ισχύει ότι f ◦ i = f̃ , δηλαδή το ακόλουθο
διάγραµµα είναι µεταθετικό :

X /R f
f //

f̃
''

Im( f )

i
��

Y

Ιδιαίτερα η απεικόνιση f είναι «επί» αν και µόνο αν η απεικόνιση f̃ είναι «1-1» και «επί».

3. Αν g : X −→ Z είναι µια απεικόνιση έτσι ώστε να ικανοποιείται η ακόλουθη συνθήκη:

∀x, y ∈ X : f (x) = f (y) =⇒ g (x) = g (y) (†)

τότε υπάρχει µοναδική απεικόνιση g̃ : X /R f −→ Z , έτσι ώστε : g̃ ◦πR f = g , δηλαδή το ακόλουθο διά-
γραµµα είναι µεταθετικό :

X
πR f //

g
''

X /R f

g̃

��
Z
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Ιδιαίτερα, υπάρχει µοναδική απεικόνιση π̃Rg : X /R f −→ X /Rg , η οποία είναι «επί», έτσι ώστε π̃Rg ◦πR f =
πRg , δηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

X
πR f //

πRg &&

X /R f

π̃Rg

��
X /Rg

Απόδειξη. Θα έχουµε:

1. ∆είχνουµε πρώτα ότι η σχέση R f είναι σχέση ισοδυναµίας επί του X :

• ΄Εστω x ∈ X . Τότε x ∼R f x διότι f (x) = f (x). ΄Αρα η σχέση R f είναι ανακλαστική.

• ΄Εστω x, y ∈ X , και υποθέτουµε ότι x ∼R f y. Τότε f (x) = f (y). ΄Αρα f (y) = f (x) και εποµένως y ∼R f x,
δηλαδή η σχέση R f είναι συµµετρική.

• ΄Εστω x, y, z ∈ X και υποθέτουµε ότι x ∼R f y και y ∼R f z. Τότε f (x) = f (y) και f (y) = f (z). Προφανώς
τότε f (x) = f (z) και εποµένως x ∼R f z, δηλαδή η σχέση R f είναι µεταβατική.

΄Εστω x ∈ X . Τότε :

[x]R f =
{

y ∈ X | y ∼R f x
}= {

y ∈ X | f (y) = f (x)
}= {

y ∈ X | y ∈ f −1({ f (x)})
}= f −1({ f (x)})

Από την Πρόταση 1.2.13 έπεται ότι υπάρχει µοναδική απεικόνιση

f̃ : X /R f −→ Y , έτσι ώστε : f̃ ◦πR f = f

και τότε ισχύει, ∀x ∈ X : f̃ ([x]R f ) = f (x). ∆είχνουµε ότι η f̃ είναι «1-1». ΄Εστω ότι f̃ ([x]R f ) = f̃ ([y]R f )
και εποµένως f (x) = f (y). Εξ ορισµού ϑα έχουµε τότε x ∼R f y, και από το Λήµµα 1.2.10 έπεται ότι
[x]R f = [y]R f . Αυτό δείχνει ότι η f̃ είναι «1-1».

2. Θέτοντας f ([x]R f ) = f (x), αποκτούµε µια απεικόνιση f : X /R f −→ Im( f ), για την οποία ισχύει ότι
i◦ f = f̃ . Προφανώς η f είναι «επί», διότι αν y ∈ Im( f ), τότε y = f (x) για κάποιο x ∈ X , και εποµένως
f ([x]R f ) = f (x) = y. Επιπλέον η απεικόνιση f είναι «1-1» διότι η f̃ είναι «1-1». ΄Αρα η απεικόνιση f
είναι «1-1» και «επί».

Επειδή η f είναι «επί» αν και µόνο αν η «1-1» απεικόνιση i είναι «επί», από τη σχέση i◦ f = f̃ έπεται ότι
η f είναι «επί» αν και µόνο αν η «1-1» απεικόνιση f̃ είναι «1-1» και «επί».

3. Τέλος, έστω g : X −→ Z µια απεικόνιση για την οποία ισχύει η σχέση (†). Τότε ϑα έχουµε, ∀x, y ∈ X :
x ∼R f y =⇒ g (x) = g (y). Από την Πρόταση 1.2.13 έπεται τότε ότι υπάρχει µοναδική απεικόνιση
g̃ : X /R f −→ Z , έτσι ώστε : g̃ ◦π f = g , από όπου ϐλέπουµε ότι, ∀x ∈ X : g̃ ([x]R f ) = g (x). Ο τελευταίος
ισχυρισµός προκύπτει από το Πόρισµα 1.2.15, διότι η σχέση (†) συνεπάγει την έγκλειση R f ⊆Rg ως
υποσύνολα του X ×X . ■

Ορισµός 1.2.25. Η σχέση ισοδυναµίας R f η οποία ορίζεται στο σύνολο X µέσω µιας απεικόνισης f : X −→ Y
καλείται η επαγόµενη από την f σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο X .

Παράδειγµα 1.2.26. ΄Εστω f : X −→ Y µια απεικόνιση και R f η επαγόµενη σχέση ισοδυναµίας επι του X .
Αν η f είναι «1-1», τότε όπως προκύπτει από την Πρόταση 1.2.24, ϑα έχουµε

∀x ∈ X : [x]R f = {x}

και τότε η απεικόνιση κανονικής προβολής πR f : X −→ X /R f είναι «1-1» και «επί». X
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Παράδειγµα 1.2.27. ΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου X . Τότε η απεικόνιση κανονικής
προβολής

πR : X −→ X /R, πR(x) = [x]R

επάγει στο X την ίδια σχέση ισοδυναµίας : R = RπR
. Πραγµατικά, χρησιµοποιώντας το Λήµµα 1.2.10,

έχουµε:
x ∼RπR

y ⇐⇒ πR(x) =πR(y) ⇐⇒ [x]R = [y]R ⇐⇒ x ∼R y X

Παράδειγµα 1.2.28. ΄Εστω X = {
1,2,3,4,5

}
και U = {

2,4,5,6
}
. Θεωρούµε την απεικόνιση f : X −→ Y η

οποία ορίζεται από τις σχέσεις : f (1) = f (5) = 2, f (2) = 2, και f (3) = f (4) = 5. Αν R f είναι η επαγόµενη από
την f σχέση ισοδυναµίας επί του X , τότε ως υποσύνολο του X ×X ϑα έχουµε

R f =
{
(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (1,5), (5,1), (3,4), (4,3)

}
Επιπρόσθετα ϑα έχουµε [1]R f = {

1,5
}
, [2]R f = {

2
}
, και [3]R f = {

3,4
}
, και X /R f = {

[1]R f , [2]R f , [3]R f

}
. Η

«1-1» και «επί» απεικόνιση f : X /R f −→ Im( f ) της Πρότασης 1.2.24 είναι η απεικόνιση η οποία ορίζεται από
τις σχέσεις : f ([1]R f ) = 2, f ([2]R f ) = 4, f ([3]R f ) = 5. X

Από την Πρόταση 1.2.24 έπεται ότι κάθε απεικόνιση f : X −→ Y µπορεί να γραφεί ως σύνθεση

f = i◦ f ◦πR f

1. µιας απεικόνισης «επί»
πR f : X −→ X /R f , πR f (x) = [x]R f

2. µιας απεικόνισης «1-1» και «επί»

f : X /R f −→ Im( f ), f ([x]R f ) = f (x)

3. µιας απεικόνισης «1-1»
i : Im( f ) −→ Y , i(y) = y

Σχηµατικά:

X

πR f

��

f // Y

X /R f
f // Im( f )

i

OO

Παρατηρούµε ότι, αν η f είναι απεικόνιση «επί», τότε η επαγόµενη απεικόνιση f : X /R f −→ Y συµπίπτει
µε την f̃ : X /R f −→ Y και είναι «1-1» και «επί». Συµπερασµατικά:

1. Κάθε σχέση ισοδυναµίας R σε ένα σύνολο X ορίζει µια απεικόνιση «επί», την πR : X −→ X /R, της
οποίας η επαγόµενη σχέση ισοδυναµίας RπR

επί του X συµπίπτει µε την R: RπR
=R.

2. Κάθε απεικόνιση «επί» f : X −→ Y ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας επί του X , την R f , η οποία επάγει
µια απεικόνιση «επί» πR f : X −→ X /R f και υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση f : X /R f −→ Y .
Ταυτίζοντας το σύνολο Y µε το σύνολο πηλίκο X /R f µέσω της απεικόνισης f και χρησιµοποιώντας ότι
f = f ◦πR , ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση f : X −→ Y ταυτίζεται µε την απεικόνιση κανονικής προβολής
πR : X −→ X /R = Y .

΄Ετσι, ταυτίζοντας σύνολα τα οποία ϐρίσκονται σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ τους, ϐλέπουµε ότι :
«για κάθε µη κενό σύνολο X , υπάρχει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ σχέσεων ισοδυναµίας R επί

του X και απεικονίσεων «επί» οι οποίες έχουν πεδίο ορισµού το σύνολο X ».
Κλείνουµε την παρούσα ενότητα µε την ακόλουθη Πρόταση η οποία ϑα µας είναι χρήσιµη στα επόµενα

κεφάλαια.
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Πρόταση 1.2.29. ΄Εστω S και R δύο σχέσεις ισοδυναµίας επί ενός µη-κενού συνόλου X έτσι ώστε, ως
υποσύνολα του X ×X , να ισχύει ότι : S ⊆R. Τότε, ορίζοντας µια σχέση R/S επί του X /S ως εξής

∀[x]S , [y]S ∈ X /S : [x]S ∼R/S [y]S ⇐⇒ x ∼R y,

αποκτούµε µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου πηλίκου X /S . ∆ηλαδή η σχέση R/S ως υποσύνολο του
καρτεσιανού γινοµένου X /S ×X /S ορίζεται ώς εξής :

R/S = {
([x]S , [y]S ) ∈ X /S ×X /S | (x, y) ∈R

}
Επιπλέον η απεικόνιση

F : X /S
/
R/S −→ X /R, F

(
[[x]S ]R/S

)= [x]R

είναι «1-1» και «επί».

Απόδειξη. 1. Παρατηρούµε ότι, αν [x]S = [x ′]S και [y]S = [y ′]S , τότε x ∼S x ′ και y ∼S y ′, και άρα,
επειδή S ⊆ R, ϑα έχουµε x ∼R x ′ και y ∼R y ′. Εποµένως, αν επιπλέον έχουµε [x]S ∼R/S [y]S ,
δηλαδή x ∼R y, τότε, επειδή η R είναι σχέση ισοδυναµίας επί του X , ϑα έχουµε x ∼R y ′ και x ′ ∼R x
και άρα x ′ ∼R y ′. Εποµένως [x ′]S ∼R/S [y ′]S .
∆είχνουµε ότι η σχέση R/S είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου πηλίκου X /S .

(αʹ) Για κάθε στοιχείο [x]S ∈ X /S , έχουµε: [x]S ∼R/S [x]S διότι x ∼R x. ΄Αρα η σχέση R/S είναι
ανακλαστική.

(ϐʹ) ΄Εστω [x]S , [y]S ∈ X /S έτσι ώστε [x]S ∼R/S [y]S . Τότε εξ ορισµού ϑα έχουµε x ∼R y και
εποµένως y ∼R x, διότι η R είναι συµµετρική. ΄Ετσι ϑα έχουµε [y]S ∼R/S [x]S και εποµένως η
σχέση R/S είναι συµµετρική.

(γʹ) ΄Εστω [x]S , [y]S , [z]S ∈ X /S έτσι ώστε [x]S ∼R/S [y]S και [y]S ∼R/S [z]S . Τότε εξ ορισµού ϑα
έχουµε x ∼R y και y ∼R z, και εποµένως ϑα έχουµε και x ∼R z διότι η R είναι µεταβατική. ΄Ετσι
προκύπτει ότι [x]S ∼R/S [z]S και εποµένως η σχέση R/S είναι µεταβατική.

2. ∆είχνουµε το Ϲητούµενο µε ϐάση τα ακόλουθα ϐήµατα: (α΄) η αντιστοιχία

f : X /S −→ X /R, f ([x]S ) = [x]R

είναι µια απεικόνιση «επί», και (ϐ΄) η σχέση ισοδυναµίας R f την οποία ορίζει η f επί του συνόλου
X /S συµπίπτει µε την σχέση ισοδυναµίας R/S .

(αʹ) Η f είναι µια απεικόνιση «επί»

f : X /S −→ X /R, f ([x]S ) = [x]R

Πράγµατι, έστω [x]S , [y]S ∈ X /S έτσι ώστε : [x]S = [y]S ∈ X /S . Τότε, ως γνωστόν, ϑα έχουµε
x ∼S y, δηλαδή (x, y) ∈ S . Επειδή S ⊆ R, ϑα έχουµε (x, y) ∈ R και εποµένως [x]R = [y]R .
∆ηλαδή ϑα έχουµε f ([x]S ) = f ([y]S ). Εποµένως η f είναι καλά ορισµένη.
Η f είναι προφανώς «επί», διότι, αν [x]R ∈ X /R, τότε [x]S ∈ X /S και f ([x]S ) = [x]R .

(ϐʹ) Η σχέση ισοδυναµίας R f την οποία ορίζει η f επί του συνόλου X /S συµπίπτει µε την σχέση
ισοδυναµίας R/S .
Πράγµατι, έστω [x]S , [y]S ∈ X /S έτσι ώστε : f ([x]S ) = f ([y]S ) και άρα [x]R = [y]R . ή ισοδύναµα
x ∼R y. ΄Ετσι από τον ορισµό ϑα έχουµε ισοδύναµα [x]S ∼R/S [y]S . Συνοψίζουµε :

[x]S ∼R f [y]S ⇐⇒ f ([x]S ) = f )([y]S ) ⇐⇒ [x]S ∼R/S [y]S

(γʹ) Από τα ϐήµατα (α΄) και (ϐ΄) και την Πρόταση 1.2.24, ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση

F : X /S
/
R/S −→ X /R, F

(
[[x]S ]R/S

)= f ([x]S ) = [x]R

είναι «1-1» και «επί». ■
Η σχέση R/S της Πρότασης 1.2.29 καλείται σχέση ισοδυναµίας πηλίκο της R ως προς την S , επί του

συνόλου πηλίκου X /S .



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΧΕΣΕΙΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ ΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ 49

1.2.5 Σχέσεις Ισοδυναµίας Παραγόµενες από Υποσύνολα

Αν X είναι ένα σύνολο και R είναι µια σχέση επί του X , δηλαδή ένα υποσύνολο του X ×X , τότε ένα ϕυσικό
ερώτηµα είναι αν υπάρχει σχέση ισοδυναµίας 〈R〉 επί του X η οποία περιέχει την R και είναι η µικρότερη
σχέση ισοδυναµίας επί του X η οποία περιέχει τη σχέση R.

Πρόταση 1.2.30. ΄Εστω X ένα σύνολο και
{
Ri

}
i∈I µια οικογένεια σχέσεων ισοδυναµίας επί του X . Τότε η

τοµή ⋂
i∈I

Ri ⊆ X ×X

είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου X .

Απόδειξη. Επειδή, για κάθε i ∈ I , η σχέση Ri είναι σχέση ισοδυναµίας επί του X , έπεται ότι (x, x) ∈ Rι,
∀x ∈ X . Τότε προφανώς (x, x) ∈⋂

i∈I Ri , και άρα η σχέση
⋂

i∈I είναι ανακλαστική. Αν x, y ∈ X και ισχύει ότι
(x, y) ∈⋂

i∈I Ri , τότε (x, y) ∈Ri για κάθε i ∈ I . Επειδή η σχέση Ri είναι σχέση ισοδυναµίας, ϑα έχουµε (y, x) ∈
Ri για κάθε i ∈ I και τότε (y, x) ∈⋂

i∈I Ri , δηλαδή η σχέση
⋂

i∈I Ri είναι συµµετρική. Τέλος, αν x, y, z ∈ X και
ισχύει ότι (x, y) ∈⋂

i∈I Ri και (y, z) ∈⋂
i∈I Ri , τότε για κάθε δείκτη i ∈ I ϑα έχουµε (x, y), (y, z) ∈Ri . Επειδή,

για κάθε i ∈ I , η σχέση Ri είναι σχέση ισοδυναµίας, έπεται ότι (x, z) ∈Ri και άρα (x, z) ∈⋂
i∈I Ri , δηλαδή η

σχέση
⋂

i∈I Ri είναι µεταβατική. ■

Η ακόλουθη συνέπεια της Πρότασης 1.2.30 δείχνει ότι κάθε σχέση R, η οποία δεν είναι απαραίτητα
σχέση ισοδυναµίας, επί ενός συνόλου X περιέχεται σε µια ελάχιστη σχέση ισοδυναµίας 〈R〉 η οποία ορίζεται
επί του X .

Πόρισµα 1.2.31. ΄Εστω X ένα σύνολο και R µια σχέση επί του X . Τότε η σχέση

〈R〉 :=⋂{
T ⊆ X ×X | T : σχέση ισοδυναµίας επί του X και R ⊆T

}
είναι η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας επί του X η οποία περιέχει τη σχέση R.

Απόδειξη. ΄Εστω S η οικογένεια υποσυνόλων
{
T ⊆ X × X | T : σχέση ισοδυναµίας επί του X και R ⊆ T

}
του X × X . Η οικογένεια S δεν είναι κενή διότι περιέχει τη µεγαλύτερη σχέση ισοδυναµίας MX επί του X
η οποία ως υποσύνολο του X × X συµπίπτει µε το X × X , ϐλέπε το Παράδειγµα 1.2.2. Από την Πρόταση
1.2.30 έπεται ότι η τοµή 〈R〉 = ⋂

T ∈ST είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X , και προφανώς R ⊆ 〈R〉
διότι R ⊆ T , ∀T ∈ S. Αν U είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X έτσι ώστε R ⊆ U , τότε U ∈ S και άρα
〈R〉 =⋂

T ∈ST ⊆U . Εποµένως η 〈R〉 είναι η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας επί του X η οποία περιέχει τη
σχέση R. ■

΄Εστω X ένα σύνολο και R µια σχέση επί του X . Η σχέση ισοδυναµίας 〈R〉 η οποία κατασκευάστηκε στο
Πόρισµα 1.2.31 καλείται η σχέση ισοδυναµίας επί του X η οποία παράγεται από τη σχέση R.

Η τελευταία Πρόταση της παρούσας ενότητας δίνει µια περιγραφή των στοιχείων της σχέσης ισοδυναµίας
η οποία παράγεται από µια σχέση επί ενός συνόλου.

Πρόταση 1.2.32. ΄Εστω X ένα σύνολο και R µια σχέση επί του X . Η σχέση ισοδυναµίας 〈R〉 επί του X η
οποία παράγεται από τη σχέση R έχει την ακόλουθη περιγραφή:

〈R〉 = {
(a,b) ∈ X ×X | a = b ή ∃n ≥ 0 και x0, · · · , xn ∈ X : x1 = a, xn = b, και :

(xk , xk+1) ∈R ή (xk+1, xk ) ∈R, 1 ≤ k ≤ n
}

Απόδειξη. Συµβολίζοντας µε T το υποσύνολο του X × X το οποίο περιγράφεται στο δεύτερο µέλος της
Ϲητούµενης ισότητας, ϑα δείξουµε ότι : (α) η σχέση T είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X και ισχύει
R ⊆T , και (β) αν S είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X έτσι ώστε R ⊆S , τότε T ⊆S .

(α) ∆είχνουµε πρώτα ότι η σχέση T είναι σχέση ισοδυναµίας.
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(αʹ) Η σχέση T είναι ανακλαστική : Πράγµατι από τον ορισµό της T έπεται ότι για κάθε a ∈ X ,
έχουµε (a, a) ∈T .

(ϐʹ) Η σχέση T είναι συµµετρική : Πράγµατι, έστω ότι (a,b) ∈T . Αν a = b, τότε προφανώς ϑα έχουµε
(b, a) ∈ T . Υποθέτουµε ότι a 6= b, και τότε υπάρχουν στοιχεία x1, · · · , xn+1 ∈ X , έτσι ώστε x1 = a,
xn+1 = b, και είτε (xk , xk+1) ∈R ή (xk+1, xk ) ∈R, όπου 1 ≤ k ≤ n. Θέτοντας y1 := b = xn+1, y2 := xn ,
· · · , yn+1 := x1 = a, έπεται ότι (yk , yk+1) ∈ R ή (yk+1, yk ) ∈ R, όπου 1 ≤ k ≤ n, και άρα ϑα έχουµε
(b, a) ∈T . Εποµένως η σχέση T είναι συµµετρική.

(γʹ) Η σχέση T είναι µεταβατική : Υποθέτουµε ότι (a,b) ∈ T και (b,c) ∈ T . Αν a = b ή b = c, τότε
προφανώς (a,c) ∈T . Αν a 6= b και b 6= c, από τον ορισµό της T έπεται ότι

i. υπάρχουν στοιχεία x1, · · · , xn+1 ∈ X , έτσι ώστε x1 = a, xn+1 = b, και είτε (xk , xk+1) ∈ R ή
(xk+1, xk ) ∈R, όπου 1 ≤ k ≤ n,

ii. υπάρχουν στοιχεία y1, · · · , ym+1 ∈ X , έτσι ώστε y1 = b, ym+1 = c, και είτε (yl , yl+1) ∈ R ή
(yl+1, yl ) ∈R, όπου 1 ≤ l ≤ m.

Θεωρούµε τα n +m +1 στοιχεία του X :

a = x1, x2, · · · , xn , xn+1 = b = y1, y2, · · · , yn , yn+1 = c

για τα οποία, µε χρήση των σχέσεων (α΄) και (ϐ΄) ϑα έχουµε:

(x1, x2) ∈R ή (x2, x1) ∈R, · · · , (xn , xn+1) ∈R ή (xn+1, xn) ∈R

(xn+1, y2) ∈R ή (y2, xn+1) ∈R, (y2, y3) ∈R ή (y3, y2) ∈R, · · · , (ym , ym+1) ∈R ή (ym+1, ym) ∈R

Επειδή a = x1, b = xn+1 = y1, και c = ym+1, οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι (a,c) ∈ T , και
εποµένως η σχέση T είναι µεταβατική.
Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι η σχέση T είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X .

Τέλος, ισχύει R ⊆T , διότι, αν (a,b) ∈R, τότε από τον ορισµό της T έπεται ότι (a,b) ∈T .

(β) ΄Εστω S µια σχέση ισοδυναµίας επί του X , για την οποία ισχύει ότι R ⊆S . Θα δείξουµε ότι T ⊆S .
΄Εστω (a,b) ∈T . Αν a = b, τότε (a,b) ∈S διότι η S είναι ανακλαστική ως σχέση ισοδυναµίας επί του
X . Αν a 6= b, τότε υπάρχουν στοιχεία x1, · · · , xn+1 ∈ X , έτσι ώστε x1 = a, xn+1 = b, και είτε (xk , xk+1) ∈R

είτε (xk+1, xk ) ∈ R, όπου 1 ≤ k ≤ n. Επειδή R ⊆ S , ϑα έχουµε είτε (xk , xk+1) ∈ S είτε (xk+1, xk ) ∈ S ,
όπου 1 ≤ k ≤ n. Επειδή η S είναι συµµετρική και µεταβατική ως σχέση ισοδυναµίας επί του X , οι
παραπάνω σχέσεις δίνουν ότι (a,b) ∈S . Εποµένως T ⊆T . ■

Παράδειγµα 1.2.33. ΄Εστω X = {
1,2,3,4,5,6,7

}
και έστω η ακόλουθη σχέση επί του X :

R = {
(2,2), (1,3), (5,7), (3,4), (6,4)

}
Επειδή η σχέση 〈R〉 περιέχει την R, έπεται ότι τα στοιχεία (2,2), (1,3), (5,7), (3,4), (6,4) ανήκουν στην 〈R〉. Ε-
πειδή η 〈R〉 είναι ανακλαστική, έπεται ότι η σχέση 〈R〉 περιέχει τα στοιχεία (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6),
(7,7). Προφανώς η σχέση R1 = {

(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6), (7,7), (1,3), (5,7), (3,4), (6,4)
}

είναι η µι-
κρότερη ανακλαστική σχέση επί του X η οποία περιέχει την R. ΄Οµως η σχέση R1 δεν είναι συµµε-
τρική διότι, αν και περιέχει το στοιχείο (1,3), δεν περιέχει το στοιχείο (3,1). Επειδή η R, άρα και η
〈R〉, περιέχει τα στοιχεία (1,3), (5,7), (3,4), (6,4), και επειδή η 〈R〉 είναι συµµετρική, έπεται ότι η 〈R〉
περιέχει και τα στοιχεία (3,1), (7,5), (4,3), (4,6). Εποµένως η 〈R〉 περιέχει τα στοιχεία του συνόλου R2 ={
(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6), (7,7), (1,3), (5,7), (3,4), (6,4), (3,1), (4,3), (7,5), (4,6)

}
. Το παραπάνω υποσύ-

νολο περιγράφει την µικρότερη ανακλαστική και συµµετρική σχέση επί του X η οποία περιέχει την R.
΄Οµως η σχέση R2 δεν είναι µεταβατική διότι, για παράδειγµα, αν και περιέχει τα στοιχεία (1,3) και (3,4),
δεν περιέχει το στοιχείο (1,4). ΄Ετσι, επειδή η 〈R〉 είναι µεταβατική και περιέχει τα στοιχεία του παραπάνω
συνόλου R2, ϑα περιέχει και τα στοιχεία (1,4), (4,1), (3,6), (6,3), (1,6), (6,1). Εποµένως ϑα έχουµε:

〈R〉 = {
(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6), (7,7), (1,3), (5,7), (3,4), (6,4), (3,1), (4,3), (7,5), (1,4), (4,6),

(1,4), (4,1), (1,6), (6,1), (3,6), (6,3)
} p
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1.3 Πράξεις

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε την έννοια της (διµελούς) πράξης επί ενός συνόλου, καθώς και
τις ϐασικές ιδιότητες πράξεων οι οποίες ικανοποιούν συγκεκριµένα αξιώµατα τα οποία γενικεύουν γνωστές
ιδιότητες της πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού σε οικεία σύνολα αριθµών.

1.3.1 Η έννοια της πράξης: ϐασικές ιδιότητες και παραδείγµατα

(∆ιµελείς) Πράξεις επί συνόλων είναι ειδικού τύπου απεικονίσεις οι οποίες αντιστοιχούν σε κάθε Ϲεύγος
στοιχείων ενός συνόλου ένα νέο στοιχείο του:

Ορισµός 1.3.1. Μια (διµελής) πράξη επί ενός συνόλου X είναι µια απεικόνιση

µ : X ×X −→ X , (x, y) 7−→ µ(x, y)

Παρατήρηση 1.3.2. Γενικότερα, αν n ≥ 1, µια n-µελής πράξη είναι µια απεικόνιση

µ : X n = X ×X ×·· ·×X︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

−→ X , (x1, x2, · · · , xn) 7−→ µ(x1, x2, · · · , xn)

΄Ετσι µια 1-µελής πράξη επί του X είναι µια απεικόνιση X −→ X . Για παράδειγµα, οι απεικονίσεις µ : Z−→Z,
µ(z) = −z και ν : R∗ −→ R∗, µ(x) = x−1 είναι 1-µελείς πράξεις επί των Z και R∗ = R \ {0} αντίστοιχα, και η
απεικόνιση µ : R×R×R −→ R, µ(x, y, z) = x y + xz είναι µια 3-µελής πράξη επί του R. Επίσης, αν n = 0,
τότε κατά σύµβαση ορίζεται το σύνολο X 0 να είναι ένα µονοσύνολο, έστω {ω}, και µια 0-µελής πράξη µ

είναι απλώς µια σταθερή απεικόνιση µ : X 0 = {ω} −→ X η οποία ορίζει ένα συγκεκριµµένο στοιχείο e του X :
µ(ω) = e.

Μια Αλγεβρική ∆οµή επί του X είναι ένα Ϲεύγος (X ,S), όπου X είναι ένα σύνολο και S = {µ,π,ν, · · · } είναι
µια (συνήθως πεπερασµένη) συλλογή n-µελών πράξεων (για διάφορες τιµές του n ∈N0) επί του X , οι οποίες
ικανοποιούν έναν πεπερασµένο αριθµό αξιωµάτων.4 Θα ασχοληθούµε σχεδόν αποκλειστικά µε αλγεβρικές
δοµές του εξής τύπου

(X ,µ), όπου µ : X ×X −→ X είναι µια διµελής πράξη επί του X

(X ,µ,ν), όπου µ,ν : X ×X −→ X είναι δύο διµελείς πράξεις επί του X

όπου οι εµπλεκόµενες πράξεις ικανοποιούν συγκεκριµένα αξιώµατα τα οποία αφορούν ιδιότητες οι οποίες
γενικεύουν ιδιότητες γνωστών µας πράξεων, όπως για παράδειγµα η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός
αριθµών (ϕυσικών, ακεραίων, ϱητών, πραγµατικών, µιγαδικών αριθµών). ΄Ετσι το Ϲεύγος (Z,+) και η τριάδα
(Z,+, ·), όπου «+» και «·» συµβολίζουν τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού ακεραίων,
αποτελούν παραδείγµατα αλγεβρικών δοµών.

Από την άλλη πλευρά µια (διµελής) εξωτερική πράξη ή (αριστερή) δράση ενός συνόλου S επί ενός συ-
νόλου X , ορίζεται να είναι µια απεικόνιση π : S × X −→ X , (s, x) 7−→ π(s, x), η οποία συνήθως ικανοποιεί
συγκεκριµένες ιδιότητες. Σε διαφορετικό πλαίσιο, ενδιαφέρον παρουσιάζουν δοµές του τύπου (X ,S,π), ό-
που π : S × X −→ X είναι µια εξωτερική πράξη επί του X ή του τύπου (X ,µ;S,π), όπου µ : X × X −→ X είναι
µια εσωτερική πράξη επί του X και π : S × X −→ X είναι µια εξωτερική πράξη επί του X . ∆οµές του τελευ-
ταίου τύπου συναντώνται στην Γραµµική ΄Αλγεβρα (διανυσµατικοί χώροι) και ϑα µας απασχολήσουν µόνο
περιστασιακά ως πηγή παραδειγµάτων. N

Συµβολισµός: Παραδοσιακά και χάριν απλότητας µια πράξη µ επί ενός συνόλου X παριστάται µε ένα
εκ των συµβόλων:

µ = ∗, ◦, •, #, ?, +, −, ·, ...

4Η µελέτη ιδιοτήτων αλγεβρικών δοµών ειδικού τύπου είναι ϐασικό αντικείµενο της Αφηρηµένης ΄Αλγεβρας, και η γενική ϑεωρία
αλγεβρικών δοµών διάφορων τύπων αποτελεί αντικείµενο της Καθολικής ’Αλγεβρας.
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Αντίστοιχα, το αποτέλεσµα µ(x, y) της πράξης µ στο Ϲεύγος στοιχείων (x, y) του X , συµβολίζεται ως εξής :

µ(x, y) = x ∗ y, x ◦ y, x • y, x#y, x? y, x + y, x − y, x · y, x y, ...

Ακολουθώντας την παραπάνω παράδοση, από τώρα και στο εξής ϑα συµβολίζουµε µια πράξη µ επί του X µε
το σύµβολο «?», και εποµένως το αποτέλεσµα µ(x, y) της πράξης µ επί του Ϲεύγους στοιχείων (x, y) ∈ X ×X ,
ϑα συµβολίζεται µε x? y. Αργότερα ϑα απλοποιήσουµε περαιτέρω τον συµβολισµό µας.

Ορισµός 1.3.3. ΄Εστω «?» µια πράξη επί ενός συνόλου X .

1. Η πράξη «?» καλείται προσεταιριστική αν ισχύει :

∀x, y, z ∈ X : x? (y ? z) = (x? y)? z

2. Η πράξη «?» καλείται µεταθετική αν ισχύει :

∀x, y ∈ X : x? y = y ?x

Για την οικεία πράξη πρόσθεσης «+» ή πολλαπλασιασµού «·» επί του συνόλου A, όπου A είναι ένα από
τα γνωστά µας σύνολα αριθµών N0, Z, Q, Z, C, γνωρίζουµε ότι υπάρχουν διακεκριµένα στοιχεία, το 0 και το
1, έτσι ώστε για στοιχείο x ∈ A: x +0 = x = 0+ x και αντίστοιχα: x ·1 = x = 1 · x. ∆ηλαδή τα στοιχεία 0 και 1,
συµπεριφέρονται «ουδέτερα» ή «ταυτοτικά» ως προς τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού αντίστοιχα.

Γενικεύοντας, ας υποθέσουµε ότι για την πράξη «?» επί του συνόλου X υπάρχει ένα στοιχείο e ∈ X έτσι
ώστε : x?e = x = e?x, ∀x ∈ X . Ισχυρισµος: Το στοιχείο e είναι το µοναδικό στοιχείο του X το οποίο ικανοποιεί
αυτή την ιδιότητα. Πράγµατι, έστω e,e ′ ∈ X στοιχεία του X έτσι ώστε ∀x ∈ X :

x?e = x = e?x (1.1αʹ)

x?e ′ = x = e ′?x (1.1βʹ)

Τότε, ϑέτοντας x = e ′ στην 1.1αʹ και x = e στην 1.1βʹ, ϑα έχουµε:

e ′?e = e ′ = e?e ′ και e?e ′ = e = e ′?e και άρα : e = e ′ (1.2)

Ορισµός 1.3.4. ΄Εστω «?» µια πράξη επί ενός συνόλου X . ΄Ενα στοιχείο e ∈ X καλείται ουδέτερο ή ταυτο-
τικό στοιχείο του X ως προς την πράξη «?», αν ισχύει :

∀x ∈ X : x?e = x = e?x

Το στοιχείο e, αν υπάρχει, λόγω της (1.2) είναι µοναδικό.

Υποθέτουµε ότι «?» είναι µια προσεταιριστική πράξη επί του X , για την οποία υπάρχει ουδέτερο στοιχείο
e ∈ X . ΄Εστω επίσης x ∈ X ένα στοιχείο για το οποίο υπάρχει στοιχείο x ′ ∈ X , έτσι ώστε : x ? x ′ = e = x ′? x.
Ισχυρισµος: Το στοιχείο x ′ είναι το µοναδικό στοιχείο του X το οποίο ικανοποιεί αυτή την ιδιότητα. Πράγµατι,
έστω x ′, x ′′ ∈ X στοιχεία του X έτσι ώστε, ∀x ∈ X :

x?x ′ = e = x ′?x (1.3αʹ)

x?x ′′ = e = x ′′?x (1.3βʹ)

Τότε, χρησιµοποιώντας ότι η πράξη «?» είναι προσεταιριστική, ότι το e είναι το ουδέτερο στοιχείο για την
πράξη «?» επί του X , και τις σχέσεις 1.3αʹ και 1.3βʹ, ϑα έχουµε:

x?x ′ = e =⇒ x ′′? (x?x ′) = x ′′?e =⇒ (x ′′?x)?x ′ = x ′′ =⇒ e?x ′ = x ′′ =⇒ x ′ = x ′′ (1.4)
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Ορισµός 1.3.5. ΄Εστω «?» µια προσεταιριστική πράξη επί ενός συνόλου X , και υποθέτουµε ότι υπάρχει
ουδέτερο στοιχείο e ∈ X ως προς την πράξη «?». ΄Ενα στοιχείο x ∈ X καλείται αντιστρέψιµο ως προς την
πράξη «?», αν υπάρχει στοιχείο x ′ ∈ X έτσι ώστε :

x?x ′ = e = x ′?x

∆εδοµένου του στοιχείου x ∈ X , το στοιχείο x ′, αν υπάρχει, καλείται αντίστροφο (ή αντίθετο) του x, και είναι
λόγω της (1.4) µοναδικό. Το σύνολο όλων των αντιστρέψιµων ή αντίθετων στοιχείων για την πράξη «?»
επί του X συµβολίζεται µε :

U(X ,?) = {
x ∈ X | ∃x ′ ∈ X : x?x ′ = e = x ′?x

}
Παρατήρηση 1.3.6. Παρατηρούµε ότι, αν η πράξη «?» είναι προσεταιριστική και υπάρχει ουδέτερο στοιχείο
e ∈ X ως προς την πράξη, τότε προφανώς e ∈U(X ,?) και εποµένως : U(X ,?) 6= ;.

΄Οταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, συνήθως ϑα γράφουµε απλώς U(X ) για το σύνολο U(X ,?) των
αντιστρέψιµων στοιχείων του X ως προς την πράξη «?». N

Πρόταση 1.3.7. ΄Εστω «?» µια προσεταιριστική πράξη επί ενός συνόλου X , και υποθέτουµε ότι υπάρχει
ουδέτερο στοιχείο e ∈ X ως προς την πράξη «?».

1. Αν x είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του x µε αντίστροφο το στοιχείο x ′, τότε το στοιχείο x ′ είναι αντι-
στρέψιµο µε αντίστροφο το στοιχείο x:

x ∈U(X ,?) =⇒ x ′ ∈U(X ,?) και (x ′)′ := x ′′ = x

2. Αν x, y είναι δύο αντιστρέψιµα στοιχεία του X µε αντίστροφα στοιχεία x ′ και y ′ αντίστοιχα, τότε το στοιχείο
x? y είναι αντιστρέψιµο και το αντίστροφό του είναι το στοιχείο y ′?x ′:

x, y ∈U(X ,?) =⇒ x? y ∈U(X ,?) και (x? y)′ = y ′?x ′

Απόδειξη. 1. Επειδή:
x?x ′ = e = x ′?x

από τον Ορισµό 1.3.5 έπεται ότι το στοιχείο x ′ είναι αντιστρέψιµο µε αντίστροφο το στοιχείο x: x ′′ = x.
2. Από τον Ορισµό 1.3.5 έπεται ότι x ? x ′ = e = x ′ ? x και y ? y ′ = e = y ′ ? y. Χρησιµοποιώντας την

προσεταιριστική ιδιότητα ϑα έχουµε τότε τις ακόλουθες σχέσεις :

(x? y)? (y ′?x) = x? (y ? (y ′?x ′)) = x? ((y ? y ′)?x ′) = x? (e?x ′) = x?x ′ = e

(y ′?x ′)? (x? y) = y ′? (x ′? (x? y)) = y ′? ((x ′?x)? y) = y ′? (e? y) = y ′? y = e

από τις οποίες προκύπτει ότι το στοιχείο x? y είναι αντιστρέψιµο µε αντίστροφο το στοιχείο y ′?x ′. ■

Παράδειγµα 1.3.8. Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα µε µια σειρά ενδεικτικών παραδειγµάτων.

1. Θεωρούµε το Ϲεύγος (X ,+), όπου X είναι ένα εκ των συνόλων αριθµών N, N0, Z, Q, R, C, και «+» είναι
η συνήθης πράξη πρόσθεσης αριθµών. Τότε η πράξη «+» είναι προσεταιριστική και µεταθετική. Αν
X =N, τότε για την πράξη «+» δεν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο (αν υπήρχε ένα τέτοιο στοιχείο e ∈N, ϑα
έπρεπε να ίσχυε e+x = x, ∀x ∈N, απο όπου έπεται ότι e = 0, το οποίο είναι άτοπο διότι 0 ∉N). Αντίθετα,
αν το σύνολο X είναι ένα εκ των N0, Z, Q, R, και C, τότε υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, ο αριθµός 0,
για την πράξη «+». Για τα σύνολα των αντίθετων (ή αντιστρέψιµων) στοιχείων ως προς την πράξη «+»,
έχουµε:

U(N0,+) = {
0
}
, U(Z,+) =Z, U(Q,+) =Q, U(R,+) =R, U(C,+) =C
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2. Θεωρούµε το Ϲεύγος (X , ·), όπου X είναι ένα εκ των συνόλων αριθµών N, Z, Q, R, C, και «·» είναι η
συνήθης πράξη πολαπλασιασµού αριθµών. Τότε η πράξη «·» είναι προσεταιριστική και µεταθετική,
και υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, ο αριθµός 1. Για τα σύνολα των αντιστρέψιµων στοιχείων ως προς την
πράξη «·», έχουµε:

U(N, ·) = {
1
}
, U(Z, ·) = {

1,−1
}
, U(Q, ·) =Q∗, U(R, ·) =R∗, U(C, ·) =C∗

3. Θεωρούµε το Ϲεύγος (Map(X ),◦), όπου Map(X ) = {
f : X −→ X | f : απεικόνιση

}
είναι το σύνολο των

απεικονίσεων επί ενός µη κενού συνόλου X , και «◦» είναι η πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων :

◦ : Map(X )×Map(X ) −→ Map(X ), ( f , g ) 7−→ f ◦ g

Η πράξη της σύνθεσης «◦» είναι προσεταιριστική, αλλά γενικά, όπως προκύπτει από την Παρατήρηση
0.2.7, δεν είναι µεταθετική. Η ταυτοτική απεικόνιση IdX αποτελεί ουδέτερο στοιχείο για την πράξη
«◦», και, όπως προκύπτει από την Πρόταση 0.2.8, για το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων, έχουµε:

U(Map(X ),◦) = {
f : X −→ X | f : απεικόνιση «1-1» και «επί»

}
Από τώρα και στο εξής, το σύνολο U(Map(X ),◦) ϑα το συµβολίζουµε µε S(X ) και ϑα καλούµε τα στοιχεία
του µεταθέσεις του συνόλου X . ∆ηλαδή µια µετάθεση του X είναι µια «1-1» και «επί» απεικόνιση
f : X −→ X . Αν X = Nn , ϑα γράφουµε S(Nn) = Sn . Για µια εκτενή ανάλυση της δοµής του Ϲεύγους
(S(X ),◦) παραπέµπουµε στην υποενότητα 1.3.4 και στο Κεφάλαιο 5.

4. Θεωρούµε το σύνολο R3 = {
~x = (x1, x2, x3) | xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 3

}
των διατεταγµένων τριάδων πραγµατικών

αριθµών, τις οποίες ϑεωρούµε ως διανύσµατα στον χώρο, στο οποίο ορίζουµε µια πράξη ως εξής :

× : R3 ×R3 −→ R3, (x1, x2, x3)× (y1, y2, y3) = (x2 y3 − y2x3, x3 y1 − y3x1, x1 y2 − y1x2)

∆ηλαδή η πράξη «×» είναι το εξωτερικό γινόµενο διανυσµάτων του R3. Τότε η πράξη «×» δεν είναι
προσεταιριστική ούτε µεταθετική,5 διότι, για παράδειγµα, ϑέτοντας ~e1 = (1,0,0), ~e2 = (0,1,0), ~e3 =
(0,0,1), και~0 = (0,0,0), έχουµε:

~e1 ×~e2 =~e3 6= −~e3 =~e2 ×~e1

(~e1 ×~e1)×~e2 =~0 6= −~e2 =~e1 × (~e1 ×~e2)

Τέλος, για την πράξη «×» δεν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο : αν υπήρχε ουδέτερο στοιχείο ~e ∈R3, τότε ϑα
έπρεπε να ισχύει ότι ~e ×~x =~x =~x ×~e, ∀~x ∈ R3. Επειδή, όπως µπορούµε να δούµε εύκολα, ισχύει ότι
~x ×~y =−(~y ×~x), ∀~x,~y ∈R3, έπεται ότι ~x =~x ×~e =−(~e ×~x) =−~x και εποµένως ~x =~0. ΄Αρα, αν ~x 6=~0, τότε
~x =~x ×~e =~0 6=~x, το οποίο είναι άτοπο.

5. Θεωρούµε τα Ϲεύγη (N,?) και (Z,−), όπου n ?m = nm , ∀n,m ∈ N, και «−» είναι η συνήθης πρά-
ξη αφαίρεσης ακεραίων (η αφαίρεση δεν ορίζει πράξη επί του N). Τότε οι πράξεις αυτές δεν είναι
προσεταιριστικές, διότι για παράδειγµα:

2?(2?3) = 2?23 = 2?8 = 28 6= 26 = (22)3 = (2?2)?3 και 1−(2−3) = 1−(−1) = 2 6= −4 =−1−3 = (1−2)−3

6. ΄Εστω Mm×n(R) το σύνολο όλων των m ×n πινάκων A µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς :

Mm×n(R) = {
A = (ai j ) | ai j ∈R, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

}
, όπου A = (ai j ) =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


5Η πράξη «×» ικανοποιεί ασθέστερες εκδοχές προσεταιριστικότητας και µεταθετικότητας :

∀~x,~y ,~z ∈R3 : ~x ×~y =−(~y ×~x) και ~x × (~y ×~z)+~y × (~z ×~x)+~z × (~x ×~y) =~0
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Συνήθως ένας m ×n πίνακας A ϑα παριστάται σε συντοµευµένη µορφή ως A = (Ai j ) ή A = (ai j ),
υπονοώντας ότι το στοιχείο στην (i , j )-ϑέση του πίνακα A, δηλαδή στην τοµή της i -γραµµής µε την
j -στήλη, είναι ο αριθµός Ai j ή ai j αντίστοιχα.

Στο σύνολο Mm×n(R) ϑεωρούµε τη συνήθη πράξη πρόσθεσης πινάκων: αν A = (ai j ) και B = (bi j ),
τότε A +B = (ci j ), όπου ci j = ai j +bi j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Η πράξη «+» επί του συνόλου Mm×n(R)
είναι προσεταιριστική, µεταθετική, ο µηδενικός πίνακας O = (xi j ), όπου xi j = 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,
είναι το ουδέτερο στοιχείο, και για το σύνολο των αντίθετων στοιχείων ως προς την πράξη «+» έχουµε
προφανώς U(Mm×n(R),+) =Mm×n(R), διότι για κάθε πίνακα A = (ai j ) υπάρχει ο πίνακας −A := (−ai j )
έτσι ώστε A+ (−A) =O= (−A)+ A.

΄Οταν m = n, µπορούµε να ορίσουµε στο σύνολο Mn(R) :=Mn×n(R) µια νέα πράξη, την πράξη του
πολλαπλασιασµού πινάκων:

Αν A = (ai j ) και B = (bi j ), τότε : A ·B = (ci j ), όπου ci j =
n∑

k=1
ai k bk j , 1 ≤ i , j ≤ n

΄Οπως µπορούµε να δούµε εύκολα, η πράξη «·» πολλαπλασιασµού πινάκων είναι προσεταιριστική.6

΄Οµως, όταν n > 1, η πράξη «·» δεν είναι µεταθετική διότι, για παράδειγµα:
1 1 · · · 1
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 ·


1 0 · · · 0
1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
1 0 · · · 0

=


n 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 6=


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1

=


1 0 · · · 0
1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
1 0 · · · 0

 ·


1 1 · · · 1
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


Προφανώς ο µοναδιαίος πίνακας

In =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1


αποτελεί το ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «·», και το σύνολο U(Mn(R), ·) των αντιστρέψιµων στοιχείων
του Mn(R) ως προς την πράξη «·» πολλαπλασιασµού πινάκων αποτελείται από το σύνολο GL(n,R) των
αντιστρέψιµων n ×n πινάκων πραγµατικών αριθµών:

U(Mn(R), ·) :=GL(n,R) = {
A ∈Mn(R) | A : αντιστρέψιµος

}
Σηµειώνουµε ότι, όπως γνωρίζουµε από την Γραµµική ΄Αλγεβρα, ισχύει ότι

GL(n,R) = {
A ∈Mn(R) | Det(A) 6= 0

}
7. Θεωρούµε τα Ϲεύγη (N, ( , )) και (N, [ , ]), όπου «( , )» και «[ , ]» είναι οι ακόλουθες πράξεις επί του N:

( , ) : N×N −→ N, (n,m) =µέγιστος κοινός διαιρέτης των n,m

[ , ] : N×N −→ N, [n,m] = ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των n,m

Οι πράξεις «( , )» και «[ , ]» επί του N είναι προσεταιριστικές και µεταθετικές, αλλά δεν υπάρχει ουδέτερο
στοιχείο για τις πράξεις αυτές.

6 ΄Εστω ότι A = (Ai j ), B = (Bi j ), και C = (Ci j ) είναι τρεις n×n πίνακες µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς. Τότε, για κάθε 1 ≤ i , j ≤ n,
ϑα έχουµε ότι το στοιχείο στην (i , j )-ϑέση του πίνακα A · (B ·C ) είναι :

[A·(B ·C )]i j =
n∑

k=1
Ai k (B ·C )k j =

n∑
k=1

Ai k (
n∑

m=1
BkmCm j ) =

n∑
k=1

n∑
m=1

Ai k (BkmCm j ) =
n∑

m=1

n∑
k=1

(Ai k Bkm )Cm j =
n∑

m=1
(A·B)i mCm j = [(A·B)·C ]i j

δηλαδή είναι ίσο µε το στοιχείο στην (i , j )-ϑέση του πίνακα (A ·B) ·C . Εποµένως οι πίνακες A · (B ·C ) και (A ·B) ·C έχουν ίσα στοιχεία
στις αντίστοιχες ϑέσεις και άρα: A · (B ·C ) = (A ·B) ·C .
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8. ΄Εστω A ένα µη κενό σύνολο, και έστω P (A) το δυναµοσύνολο του A. Θεωρούµε τα Ϲεύγη (P (A),∩) και
(P (A),∪), όπου ∀X ,Y ∈P (A): X ∩Y είναι η τοµή και X ∪Y είναι η ένωση των των υποσυνόλων X και
Y του A. Τότε οι πράξεις «∩» και «∪» είναι προσεταιριστικές και µεταθετικές. Το σύνολο A αποτελεί το
ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «∩» επί του P (A), και το κενό σύνολο ; αποτελεί το ουδέτερο στοιχείο
για την πράξη «∪» επί του P (A). Τέλος, για τα σύνολα των αντιστρέψιµων στοιχείων, έχουµε:

U
(
P (A),∩)= {

A
}

και U
(
P (A),∪)= {;}

Επί του συνόλου P (A) µπορούµε να ορίσουµε και µια τρίτη ενδιαφέρουσα πράξη, την «συµµετρική
διαφορά» υποσυνόλων του A:

∆ : P (A)×P (A) −→ P (A), X∆Y = (X ∪Y ) \ (X ∩Y )

Η πράξη «∆» είναι προσεταιριστική και µεταθετική. Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, το κενό σύνολο ;, για
την πράξη «∆», και για το σύνολο U

(
P (A),∆

)
των αντιστρέψιµων στοιχείων του P (A) ως προς την πράξη

∆ έχουµε: U
(
P (A),∆

)=P (A), διότι για κάθε X ∈P (A) έχουµε: X∆X =;, δηλαδή το αντίστροφο ως
προς την πράξη ∆ του X υπάρχει και συµπίπτει µε το X .

9. ΄Εστω F (X ,R) = {
f : X −→R | f : απεικόνιση

}
το σύνολο όλων των πραγµατικών απεικονίσεων οι οποίες

είναι ορισµένες επί του υποσυνόλου X της πραγµατικής ευθείας. Το σύνολο F (X ,R) είναι εφοδιασµένο
µε τις εξής πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού συναρτήσεων:

∀ f , g : X −→R, f + g , f · g : X −→R, όπου ( f + g )(x) = f (x)+ g (x), ( f · g )(x) = f (x) · g (x)

Επειδή οι πράξεις «+» και «·» επί του συνόλου F (X ,R) µε χρήση των αντίστοιχων πράξεων «+» και «·»
επί του R οι οποίες είναι προσεταιριστικές και µεταθετικές, έπεται ότι οι πράξεις «+» και «·» επί του
συνόλου F (X ,R) είναι προσεταιριστικές και µεταθετικές. Οι απεικονίσεις

0 : X −→R, 0(x) = 0 και 1 : X −→R, 1(x) = 1

αποτελούν ουδέτερο στοιχείο για τις πράξεις «+» και «·» επί του συνόλου F (X ,R) αντίστοιχα.

10. ΄Εστω ότι K είναι ένα εκ των συνόλων Z, Q, R, C, καθένα εκ των οποίων ϑεωρείται εφοδιασµένο µε τις
συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού. Υπενθυµίζουµε ότι µια ακολουθία στοιχείων του
K ορίζεται να είναι µια απεικόνιση

a : N0 −→ K, a(n) := an

Συνήθως µια ακολουθία a την συµβολίζουµε µε a = (an)n≥0. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο των
ακολουθιών µε στοιχεία από το K:

A(K) = {
a= (an)n≥0 | an ∈K, ∀n ≥ 0

}
επί του οποίου ορίζουµε πράξη πρόσθεσης «+» και πράξη πολλαπλασιασµού «·», ως εξής. Αν a= (an)n≥0

και b= (bn)n≥0 είναι στοιχεία του A(K), τότε :

+ : A(K)×A(K) −→A(K), a+b= c= (cn)n≥0, όπου cn = an +bn , ∀n ≥ 0

· : A(K)×A(K) −→A(K), a ·b= d= (dn)n≥0, όπου dn =
n∑

k=0
ak bn−k , ∀n ≥ 0

΄Ετσι αποκτούµε τα Ϲεύγη (A(K),+) και (A(K), ·), και όπως προκύπτει εύκολα, ϐλέπε την ΄Ασκηση
1.5.25, οι πράξεις «+» και «·» είναι προσεταιριστικές.
Η ακολουθία 0 = (an)n≥0, όπου an = 0, ∀n ≥ 0, είναι προφανώς ουδέτερο στοιχείο για την πράξη της
πρόσθεσης ακολουθιών και ισχύει ότι :

U(A(K),+) =A(K)

Από την άλλη πλευρά, η ακολουθία 1= (an)n≥0, όπου a0 = 1 και an = 0, ∀n ≥ 1, είναι ουδέτερο στοιχείο
για την πράξη του πολλαπλασιασµού ακολουθιών, και ισχύει ότι, ϐλέπε ΄Ασκηση 1.5.25:

U(A(K), ·) = {
a= (an)n≥0 | a0 ∈U(K, ·) και an = 0, ∀n ≥ 1

}
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11. Θεωρούµε το σύνολο A των αριθµητικών συναρτήσεων δηλαδή το σύνολο

A = {
f : N−→C | f : συνάρτηση

}
Για παράδειγµα: (α) αν k ∈N, η συνάρτηση f : N−→C, f (n) = nk , είναι αριθµητική, (β) η συνάρτηση
f : N−→C, f (n) = e i n , είναι αριθµητική, και (γ) η συνάρτηση f : N−→C, f (n) = n!, είναι αριθµητική.
Στο σύνολο A ορίζουµε τις ακόλουθες πράξεις «+» και «∗». Για κάθε f , g ∈A :

+ : A ×A −→A , ( f , g ) 7−→ f + g : N−→C, ( f + g )(n) = f (n)+ g (n)

∗ : A ×A −→A , ( f , g ) 7−→ f ∗ g : N−→C, ( f ∗ g )(n) = ∑
d |n

f (d)g (
n

d
)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η πράξη «+» είναι µεταθετική και προσεταιριστική, και η αριθµητική συνάρτηση
0 : N−→C, 0(n) = 0, ∀n ∈N, είναι ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «+» στο σύνολο A .

Από την άλλη πλευρά, η τιµή ( f ∗g )(n) προκύπτει αθροίζοντας όλα τα δυνατά γινόµενα f (d)g ( n
d ) όταν

το d διατρέχει όλους τους ϑετικούς διαιρέτες του n. Για παράδειγµα, αν n = 12, τότε, επειδή οι ϑετικοί
διαιρέτες του 12 είναι οι 1,2,3,4,6,12, ϑα έχουµε: ( f ∗g )(12) = f (1)g (12)+ f (2)g (6)+ f (3)g (4)+ f (4)g (3)+
f (6)g (12)+ f (12)g (1). Η πράξη «∗» επί του A καλείται ενελικτικό γινόµενο ή γινόµενο Dirichlet,7 και
διαδραµατίζει σηµαντικό ϱόλο στη Θεωρία Αριθµών, όπου και αποδεικνύεται ότι είναι µεταθετική και
προσεταιριστική πράξη, µε ουδέτερο στοιχείο την αριθµητική συνάρτηση

ε : N−→C, ε(n) =
{

1, αν n = 1

0, αν n ≥ 2

p

1.3.2 Ο Πίνακας Cayley µιας ∆ιµελούς Πράξης

Θεωρούµε ένα Ϲεύγος (X ,?), όπου X = {
x1, x2, · · · , xn

}
είναι ένα πεπερασµένο σύνολο και «?» είναι µια πράξη

επί του X . ΄Ολες οι ϐασικές πληροφορίες οι αποίες αφορούν την πράξη «?» εµπεριέχονται στον πίνακα Cayley
της πράξης ο οποίος ορίζεται παρακάτω. Υπενθυµίζουµε πρώτα ότι, αν A = (ai j ) είναι ένας n×n πίνακας µε
στοιχεία από ένα σύνολο X , τότε το στοιχείο ai j ϐρίσκεται στην τοµή της i -γραµµής και της j -στήλης.

Ορισµός 1.3.9. Ο τετραγωνικός n ×n πίνακας C(X ,?) = (xi j ) στοιχείων του X , όπου :

xi j := xi ?x j , 1 ≤ i , j ≤ n

καλείται πίνακας Cayley8 τής αλγεβρικής δοµής (X ,?), και παριστάται όπως στο παρακάτω σχήµα 1.1:

Παρατήρηση 1.3.10. 1. ΄Οταν είναι γνωστός ο πίνακας Cayley C(X ,?) µιας αλγεβρικής δοµής (X ,?),
τότε µπορεί να διαπιστωθεί αµέσως αν η πράξη «?» είναι µεταθετική ή όχι. Πράγµατι, είναι αρκετό να
παρατηρήσει κανείς ότι για κάθε i , j µε 1 ≤ i , j ≤ n, τα στοιχεία xi j = xi?x j και x j i = x j?xi , ϐρίσκονται
συµµετρικά ως προς την κύρια διαγώνιο του πίνακα η οποία αποτελείται από τα στοιχεία xi i = xi ?xi ,
1 ≤ i ≤ n. Συνεπώς η πράξη είναι µεταθετική αν και µόνο αν τα στοιχεία του πίνακα C(X ,?) που
κείνται συµµετρικά ως προς την κύρια διαγώνιό του είναι ίσα.

Εποµένως η πράξη «?» επί του X είναι µεταθετική αν και µόνο αν ο πίνακας Cayley C(X ,?) της
πράξης «?» είναι συµµετρικός9: C(X ,?) = tC(X ,?).

7Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) [http://en.wikipedia.org/wiki/Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet],
Γερµανός µαθηµατικός µε ϑεµελιώδη συµβολή στη Θεωρία Αριθµών, και την Μαθηµατική Ανάλυση.

8Arthur Cayley (16 Αυγούστου 1821 - 26 Ιανουαρίου 1895) [https://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley]: Βρετα-
νός µαθηµατικός, µε συµβολή στην ΄Αλγεβρα και ιδιαίτερα στη Θεωρία Οµάδων. Υπήρξε ο πρώτος ο οποίος όρισε την έννοια της οµάδας
µε την µορφή που γνωρίζουµε σήµερα.

9Υπενθυµίζουµε ότι ο ανάστροφος πίνακας t A ενός πίνακα A = (ai j ), είναι ο πίνακας t A = (a j i ), δηλαδή στην τοµή της i -γραµµής
και της j -στήλης ϐρίσκεται το στοιχείο a j i του πίνακα A. Εξ ορισµού ο πίνακας A είναι συµµετρικός αν συµπίπτει µε τον ανάστροφό
του: A = t A.

http://en.wikipedia.org/wiki/Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet
https://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΧΕΣΕΙΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ ΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ 58

? x1 x2 · · · xi · · · xj · · · xn

x1 x1 ? x1 x1 ? x2 . . . x1 ? xi . . . x1 ? x j . . . x1 ? xn

x2 x2 ? x1 x2 ? x2 . . . x2 ? xi . . . x2 ? x j . . . x2 ? xn
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

xi xi ? x1 xi ? x2 · · · xi ? xi · · · xi ? x j · · · xi ? xn
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

xj x j ? x1 x j ? x2 · · · x j ? xi · · · x j ? x j · · · x j ? xn
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

xn xn ? x1 xn ? x2 · · · xn ? xi · · · xn ? x j · · · xn ? xn

Σχήµα 1.1: Ο πίνακας Cayley της αλγεβρικής δοµής (X ,?).

2. Αν X = {x1, x2, . . . , xn} είναι ένα σύνολο µε n στοιχεία, τότε κάθε πίνακας µε n γραµµές και n στήλες, ο
οποίος αποτελείται από στοιχεία του X , ορίζει µια πράξη επί του X ως ακολούθως:

? : X ×X −→ X , (xi , x j ) 7−→ xi ?x j := το στοιχείο τού X που ϐρίσκεται στην (i , j )-ϑέση του πίνακα.

3. ΄Οταν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ X για την πράξη «?» επί του πεπερασµένου συνόλου X = {
x1, x2, · · · ,

xn
}
, τότε, αναδιατάσσοντας, αν είναι ανάγκη, τα στοιχεία του X , µπορούµε να υποθέσουµε ότι e = x1.

Τότε ϑα έχουµε x1?xk = xk = xk?x1, 1 ≤ k ≤ n, και εποµένως η πρώτη γραµµή x1k = x1?xk , 1 ≤ k ≤ n,
και η πρώτη στήλη xk1 = xk ? x1, 1 ≤ k ≤ n, του πίνακα Cayley στο Σχήµα 1.1 αποτελείται από τα
στοιχεία x1, x2, · · · , xn µε την ίδια σειρά. N

Παράδειγµα 1.3.11. ΄Εστω X = {
x, y

}
ένα σύνολο µε δύο στοιχεία. Τότε επί του X µπορούν να οριστούν 16

(διµελείς) πράξεις. Πράγµατι, µια πράξη «?» επί του X είναι µια απεικόνιση ? : X ×X −→ X , και γνωρίζουµε
ότι το πλήθος των απεικονίσεων από ένα σύνολο µε n στοιχεία σε ένα σύνολο µε m στοιχεία είναι ίσο µε mn .
΄Αρα το πλήθος των δυνατών πράξεων επί του X είναι |X ||X×X | = 22·2 = 24 = 16. Από αυτές τις 16 πράξεις, ας
περιοριστούµε στις πράξεις «?» για τις οποίες υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ X . Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,
έστω ότι e = y. Τότε X = {

e, x
}
και ϑα έχουµε: e?e = e και e?x = x = x?e. Εποµένως, για να περιγράψουµε

την πράξη «?» µένει να ορίσουµε το στοιχείο x ? x για το οποίο έχουµε δύο επιλογές : είτε x ? x = e είτε
x?x = x. ΄Ετσι προκύπτουν δύο πράξεις επί του X µε αντίστοιχους πίνακες Cayley τους εξής :

? e x
e e x
x x e

και
¦ e x
e e x
x x x

Εποµένως υπάρχουν µόνο δύο πράξεις «?» και «¦» επί του X για τις οποίες υπάρχει ουδέτερο στοιχείο.
Εύκολα ϐλέπουµε ότι οι πράξεις «?» και «¦» είναι προσεταιριστικές, και εποµένως υπάρχουν ακριβώς δύο
δοµές (X ,?) και (X ,¦), επί ενός συνόλου X µε δύο στοιχεία, όπου οι πράξεις είναι προσεταιριστικές και
υπάρχει γι΄ αυτές ουδέτερο στοιχείο. Επιπρόσθετα και για τις δύο αυτές δοµές, οι πράξεις οι οποίες τις
ορίζουν είναι προφανώς µεταθετικές. Αν επιπλέον αναζητούµε τις πιθανές δοµές επί του X ως προς τις
οποίες κάθε στοιχείο είναι αντιστρέψιµο, έπεται ότι ϑα πρέπει να απορρίψουµε την αλγεβρική δοµή (X ,¦)
διότι, επειδή το x είναι αντιστρέψιµο, µε αντίστροφο έστω το στοιχείο x ′, ϑα πρέπει x ¦ x ′ = e = x ′ ¦ x. Για το
x ′ έχουµε δύο επιλογές : είτε x ′ = x είτε x ′ = e. Η πρώτη επολογή απορρίπτεται διότι από τον πίνακα Cayley
έχουµε x ¦ x = x 6= e, και η δεύτερη επιλογή απορρίπτεται διότι από τον πίνακα Cayley έχουµε x ¦ e = x 6= e.
΄Αρα υπάρχει ακριβώς µια αλγεβρική δοµή (X ,?) επί ενός συνόλου X µε δύο στοιχεία, για το οποίο η πράξη
«?» είναι προσεταιριστική, υπάρχει γι΄ αυτήν ουδέτερο στοιχείο, και κάθε στοιχείο του X είναι αντιστρέψιµο
ως προς την πράξη «?».

p
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Παράδειγµα 1.3.12. Θεωρούµε το σύνολο X = {
x, y, z

}
. Τότε, όπως στο Παράδειγµα 1.3.11, επί του X

µπορούν να οριστούν 33·3 = 39 = 19683 διαφορετικές πράξεις. Μία από αυτές τις πράξεις είναι η πράξη «?»
επί του X η οποία ορίζεται από τις ακόλουθες σχέσεις :

x?x = x, x? y = y, x? z = z

y ?x = y, y ? y = y, y ? z = x,

z?x = z, z? y = x, z? z = y

Ο πίνακας Cayley τής αλγεβρικής δοµής (X ,?) παρουσιάζεται στο Σχήµα 1.2 παρακάτω.

? x y z
x x y z
y y z x
z z x y

Σχήµα 1.2: Ο πίνακας τής πράξης «?» επί τού συνόλου T .

Προφανώς πρόκειται για µια µεταθετική πράξη. Αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη να εξετάσει αν η
πράξη αυτή είναι προσεταιριστική.

p

Παρατήρηση 1.3.13. Το πλήθος των «διαφορετικών»10 αλγεβρικών δοµών (X ,?), οι οποίες µπορεί να ορι-
στούν επί ενός συνόλου X µε πλήθος στοιχείων ίσο µε n και για τις οποίες η πράξη «?» είναι προσεταιριστική
και υπάρχει ουδέτερο στοιχείο γι΄ αυτήν στο X , αυξάνεται εντυπωσιακά όταν το n αυξάνει.

΄Ετσι ορίζοντας την συνάρτηση

µ : N−→N, µ(n) =πλήθος διαφορετικών προσεταιριστικών πράξεων µε ουδέτερο στοιχείο

επί ενός συνόλου µε n το πληθος στοιχεία

έχουµε11:

µ(1) = 1, µ(2) = 2, µ(3) = 7, µ(4) = 35, µ(5) = 228, µ(6) = 2237, µ(7) = 31559, µ(8) = 1668997 N

1.3.3 Ο Γενικός Προσεταιριστικός και Μεταθετικός Νόµος - ∆υνάµεις Στοιχείων

Στην παρούσα υποενότητα ϑα αποδείξουµε κάποιες ϐασικές ιδιότητες που αφορούν προσεταιριστικές πράξεις
επί συνόλων, και οι οποίες ϑα µας είναι πολύ χρήσιµες στα επόµενα κεφάλαια. Επίσης ϑα ορίσουµε δυνάµεις
(ή ακέραια πολλαπλάσια) στοιχείων ως προς µια πράξη σε ένα σύνολο και ϑα αποδείξουµε κάποιες ϐασικές
ιδιότητες οι οποίες γενικεύουν γνωστές µας ιδιότητες πολλαπλασιασµού (ή πρόσθεσης) σε οικεία σύνολα
αριθµών. Τέλος, ϑα εισαγάγουµε συµβολισµό ο οποίος ϑα απλουστεύσει σηµαντικά την ανάπτυξη και
ανάλυση των εννοιών τις οποίες ϑα µελετήσουµε αργότερα.
10∆ηλαδή αλγεβρικών δοµών µε διαφορετικό πίνακα Cayley και χωρίς να λαµβάνεται υπόψη η ϕύση ή η διάταξη των στοιχείων τους.
11Για περισσότερες πληροφορίες παραπέµπουµε στον ιστότοπο [http://oeis.org/A058129].

http://oeis.org/A058129
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Ο Γενικός Προσεταιριστικός Νόµος

΄Εστω (X ,?) ένα Ϲεύγος, όπου «∗» είναι µια πράξη επί ενός µη κενού συνόλου X . Αν a,b,c είναι στοιχεία του
X , τότε το «στοιχείο» a?b? c δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένο, καθώς µπορεί να είναι οποιοδήποτε από τα
µονοσήµαντα ορισµένα στοιχεία (a?b)? c και a? (b? c), τα οποία ενδεχοµένως να µην είναι ίσα. Αυτά τα
στοιχεία είναι ίσα, αν ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα για την πράξη «?».

Γενικότερα, αν a,b,c,d είναι διακεκριµένα στοιχεία του X , τότε το «στοιχείο» a ? b ? c ? d δεν είναι
µονοσήµαντα ορισµένο, καθώς µπορεί να είναι οποιοδήποτε από τα µονοσήµαντα ορισµένα στοιχεία

(a?b)? (c?d), (a? (b? c))?d , ((a?b)? c)?d , a? ((b? c)?d), a? (b? (c?d))

τα οποία ενδεχοµένως να µην είναι όλα ίσα µεταξύ τους. Τα παραπάνω στοιχεία προκύπτουν οµαδοποιώντας
κατάλληλα τα στοιχεία a,b,c,d , εισάγοντας παρενθέσεις οι οποίες υποδεικνύουν µε ποια σειρά εκτελούνται
οι εµπλεκόµενες πράξεις. Για παράδειγµα, το στοιχείο (a? (b? c))?d προκύπτει υπολογίζοντας πρώτα το
αποτέλεσµα της πράξης «?» στα στοιχεία b και c, οπότε ϑα προκύπει ένα νέο στοιχείο b ? c, ακολούθως
υπολογίζουµε το αποτέλεσµα της πράξης στα στοιχεία a και b ? c, οπότε ϑα προκύψει το νέο στοιχείο
a? (b? c), και τέλος υπολογίζουµε το αποτέλεσµα της πράξης «?» στα στοιχεία a? (b? c) και d , οπότε ϑα
προκύψει το στοιχείο (a? (b? c))?d .

Το επόµενο αποτέλεσµα µάς επιτρέπει να ορίσουµε µονοσήµαντα στοιχεία της µορφής

a1?a2? · · ·?an

σε ένα σύνολο X εφοδιασµένο µε µια προσεταιριστική πράξη «?». ∆ηλαδή όλες οι δυνατές οµαδοποιήσεις
των στοιχείων a1, a2, · · · , an , µε εισαγωγή παρενθέσεων, οι οποίες είναι απαραίτητες για τον υπολογισµό του
στοιχείου a1?a2? · · ·?an , µας δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα.

Πρόταση 1.3.14 (Ο Γενικός Προσεταιριστικός Νόµος). ΄Εστω «?» µια προσεταιριστική πράξη επί του µη κενού
συνόλου X . Αν a1, a2, · · · , an είναι στοιχεία του X , τότε το στοιχείο a1?a2?· · ·?an είναι µονοσήµαντα ορισµένο.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στο πλήθος n των στοιχείων a1, a2, · · · , an του X .

1. Αν n = 1 ή 2, ο ισχυρισµός είναι προφανής.

2. Αν n = 3, τότε ο ισχυρισµός είναι αληθής επειδή η πράξη «?» είναι προσεταιριστική.

3. Επαγωγική Υπόθεση: Αν a1, a2, · · · , ak είναι στοιχεία του X , όπου k < n, τότε το στοιχείο a1?a2?· · ·?ak

είναι µονοσήµαντα ορισµένο, δηλαδή όλες οι δυνατές επιλογές για τον υπολογισµό του µε εισαγωγή
παρενθέσεων δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα.

4. Για την γενική περίπτωση k = n, έστω ότι έχουµε δύο τυχούσες οµαδοποιήσεις των στοιχείων a1, a2,
· · · , an . Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι για κάποια i , j < n, αυτές οι
οµαδοποιήσεις είναι της µορφής

M = (a1? · · ·?ai )? (ai+1? · · ·?an) και N = (a1? · · ·?a j )? (a j+1? · · ·?an)

Σηµειώνουµε ότι, µε χρήση της επαγωγικής υπόθεσης, µέσα στις παρενθέσεις τα στοιχεία a1? · · ·?ai ,
a1? · · ·?a j , ai+1? · · ·?an , και a j+1? · · ·?an είναι µονοσήµαντα ορισµένα.

Θα δείξουµε ότι M = N .

(αʹ) Αν i = j , τότε προφανώς M = N .

(ϐʹ) ΄Εστω i 6= j . Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι i < j . Τότε, µε χρήση
της επαγωγικής υπόθεσης, τα στοιχεία M και N µπορούν να γραφούν ως εξής :

M = (a1? · · ·?ai )?
(
(ai+1? · · ·?a j )? (a j+1? · · ·?an)

)= x? (y ? z)

N = (
(a1? · · ·?ai )? (ai+1? · · ·?a j )

)
? (a j+1? · · ·?an) = (x? y)? z
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όπου ϑέσαµε:
x = a1? · · ·?ai , y = ai+1? · · ·?a j , z = a j+1? · · ·?an

Σηµειώνουµε ότι τα x, y, z είναι µονοσήµαντα ορισµένα στοιχεία του X από την Επαγωγική Υπό-
ϑεση. Επειδή η πράξη ∗ είναι προσεταιριστική, ϑα έχουµε

x? (y ? z) = (x? y)? z και άρα M = N ■

Ο Γενικός Μεταθετικός Νόµος

΄Εστω ότι (X ,?) είναι ένα µη κενό σύνολο X εφοδιασµένο µε µια προσεταιριστική και µεταθετική πράξη
πράξη «?» επί του X . Αν a1, a2, a3 ∈ X , τότε χρησιµοποιώντας την προσεταιριστική και µεταθετική ιδιότητα
της πράξης «?» έχουµε:

a1?a2?a3 = a1?a3?a2 = a2?a1?a3 = a3?a2?a1 = a3?a1?a2 = a2?a3?a1

δηλαδή όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί στοιχείων ai ? a j ? ak του X , όπου i , j ,k είναι οι αριθµοί 1,2,3 ενδε-
χοµένως µε διαφορετική σειρά, οι οποίοι µπορούν να οριστούν µε χρήση της πράξης «?» και των στοιχείων
a1, a2, a3, ορίζουν το ίδιο στοιχείο του X . Οι 6 δυνατοί συνδυασµοί αντιστοιχούν στις 6 δυνατές µεταθέσεις
του N3, δηλαδή στις 6 δυνατές «1-1» και «επί» απεικονίσεις N3 −→N3 οι οποίες µπορούν να οριστούν από το
σύνολο N3 = {1,2,3} στον εαυτό του, ϐλέπε την Πρόταση 1.3.23. Η επόµενη πρόταση περιγράφει τι συµβαίνει
στην γενική περίπτωση.

Πρόταση 1.3.15 (Ο Γενικός Μεταθετικός Νόµος). ΄Εστω «?» µια προσεταιριστική πράξη επί του µη κενού
συνόλου X , και υποθέτουµε ότι a1, a2, · · · , an είναι στοιχεία του X , έτσι ώστε : ai ?a j = a j ?ai , 1 ≤ i , j ≤ n.

Τότε για κάθε µετάθεση σ ∈ Sn , δηλαδή για κάθε «1-1» και «επί» απεικόνιση σ : Nn −→Nn , ισχύει ότι :

aσ(1)?aσ(2)? · · ·?aσ(n) = a1?a2? · · ·?an (1.5)

Απόδειξη. Για τις ανάγκες της απόδειξης, καλούµε ένα υποσύνολο {a1, a2, · · · , am} ⊆ X µεταθετικό, αν : ai ?

a j = a j ?ai , 1 ≤ i , j ≤ m. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο ϑετικών ακεραίων :

S = {
n ∈N | η (1.5) ισχύει για κάθε σ ∈ Sn και για κάθε µεταθετικό σύνολο στοιχείων {a1, · · · , an} του X

}
Το υποσύνολο S ⊆N δεν είναι κενό διότι 1 ∈ S. Υποθέτοντας ότι n ∈ S, ϑα δείξουµε ότι n+1 ∈ S. Γι΄ αυτόν τον
λόγο ϑεωρούµε ένα µεταθετικό υποσύνολο {a1, a2, · · · , an+1} ⊆ X , δηλαδή: ai ? a j = a j ? ai , 1 ≤ i , j ≤ n +1,
και έστω σ ∈ Sn+1 µια µετάθεση του Nn+1.

Τότε n +1 =σ(t ), για κάποιο t ∈Nn+1. ∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις :

1. Υποθέτουµε ότι σ(n +1) = n +1. Τότε προφανώς ο περιορισµός της σ στο υποσύνολο Nn ⊆Nn+1 ορίζει
µια µετάθεση τ=σ|Nn του Nn+1, και εποµένως απο την υπόθεση ϑα έχουµε ότι ισχύει η σχέση (1.5).
Τότε χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της πράξης «?» ϑα έχουµε:

aσ(1)?aσ(2)? · · ·?aσ(n)?aσ(n+1) = (aσ(1)?aσ(2)? · · ·?aσ(n))?aσ(n+1) = (a1?a2? · · ·?an)?an+1 =
= a1?a2? · · ·?an ?an+1

2. Υποθέτουµε ότι σ(1) = n +1. Τότε, ϑέτοντας τ(r ) =σ(r +1), 1 ≤ r ≤ n, αποκτούµε µια µετάθεση τ ∈ Sn .
Πράγµατι τ(r ) 6= n + 1 διότι, αν τ(r ) = n + 1 για κάποιο r ∈ Nn , τότε ϑα έχουµε: τ(r ) = σ(r + 1) =
n +1 =σ(1), από όπου, επειδή η σ είναι «1-1», έπεται ότι r +1 = 1, το οποίο είναι άτοπο. ΄Ετσι έχουµε
µια απεικόνιση τ : Nn −→Nn η οποία είναι «1-1» διότι, αν τ(r ) = τ(s), όπου r, s ∈Nn , τότε ϑα έχουµε
σ(r +1) = σ(s +1), από όπου r +1 = s +1, δηλαδή r = s. Τότε η τ είναι προφανώς και «επί», δηλαδή
τ ∈ Sn . Χρησιµοποιώντας διαδοχικά την προσεταιριστικότητα της πράξης «?», την µεταθετικότητα του
υποσυνόλου {a1, a2, · · · , an+1} και την επαγωγική υπόθεση n ∈ S, ϑα έχουµε:

aσ(1)?aσ(2)? · · ·?aσ(n)?aσ(n+1) = aσ(1)? (aσ(2)? · · ·?aσ(n)?aσ(n+1))

= an+1? (aτ(1)? · · ·?aτ(n−1)?aτ(n))

= an+1? (a1? · · ·?an−1?an)

= a1? · · ·?an−1?an ?an+1
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3. Υποθέτουµε ότι σ(m) = n +1, όπου 2 ≤ m ≤ n. Τότε η απεικόνιση ρ : Nn+1 −→Nn+1, όπου ρ(r ) =σ(r ),
1 ≤ r ≤ m −1, ρ(r ) = σ(r +1), m ≤ r ≤ n, και ρ(n +1) = n +1, είναι µια µετάθεση του Nn+1, δηλαδή
ρ ∈ Sn+1, η οποία ικανοποιεί την υπόθεση της περίπτωσης 1. Εποµένως ϑα έχουµε:

aρ(1)?aρ(2)? · · ·?aρ(n)?aρ(n+1) = a1?a2? · · ·?an ?an+1

Τότε, χρησιµοποιώντας τον Γενικό Προσεταιριστικό Νόµο της Πρότασης 1.3.14, την µεταθετικότητα
του υποσυνόλου {a1, a2, · · · , an+1}, και τον ορισµό της µετάθεσης ρ, ϑα έχουµε:

a1?a2? · · ·?an ?an+1 = aρ(1)?aρ(2)? · · ·?aρ(n)?aρ(n+1)

= (aρ(1)?aρ(2)? · · ·?aρ(m−1))? ((aρ(m)?aρ(m+1)? · · ·?aρ(n))?aρ(n+1))

= (aρ(1)?aρ(2)? · · ·?aρ(m−1))? (aρ(n+1)? (aρ(m)? · · ·?aρ(n))

= (aσ(1)?aσ(2)? · · ·?aσ(m−1))? (aσ(m)? (aσ(m+1)? · · ·?aσ(n+1))

= aσ(1)?aσ(2)? · · ·?aσ(n)?aσ(n+1)

Εποµένως σε κάθε περίπτωση ισχύει το Ϲητούµενο n +1 ∈ S. Από την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής έπεται
ότι S =N, και άρα η σχέση (1.5) ισχύει για κάθε n ∈N. ■

∆υνάµεις Στοιχείων

Θεωρούµε ένα Ϲεύγος (X ,?), όπου X είναι ένα µη κενό σύνολο και «?» είναι µια διµελής προσεταιριστική
πράξη επί του X για την οποία υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ X . Στην παρούσα υποενότητα ϑα ορίσουµε
δυνάµεις ή ακέραια πολλαπλάσια στοιχείων του X ως προς την πράξη «?» και ϑα αποδείξουµε ϐασικές
ιδιότητες οι οποίες µας είναι οικείες από τις συνήθεις πράξεις πολλαπλασιασµού ή πρόσθεσης σε γνωστά
σύνολα αριθµών.

Ορισµός 1.3.16. Αν x ∈ X και n ≥ 0, τότε ορίζουµε την n-οστή δύναµη ?n x του στοιχείου x ως προς την
πράξη «?» ως εξής :

?n x :=


x?x? · · ·?x︸ ︷︷ ︸

n−παράγοντες

, αν n ≥ 1

e, αν n = 0

Αν επιπλέον το στοιχείο x έχει αντίστροφο ως προς την πράξη «?» το στοιχείο x ′ ∈ X , και n ≥ 1, τότε ορίζουµε :

?−n x := x ′?x ′? · · ·?x ′︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

Παρατήρηση 1.3.17. • (Πολλαπλασιαστικός Συµβολισµός) Αν ο συµβολισµός της διµελούς πράξης είναι «πολ-
λαπλασιαστικός», δηλαδή προσοµοιάζει µε την συνήθη πράξη πολλαπλασιασµού σε ένα σύνολο αριθµών,
οπότε χρησιµοποιούµε ως σύµβολο της διµελούς πράξης το σύµβολο «·», τότε ϑα γράφουµε ·n x := xn και ο
ορισµός 1.3.16 παίρνει την ακόλουθη µορφή:

xn :=


x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

, αν n ≥ 1

e, αν n = 0

Σηµειώνουµε ότι στον πολλαπλασιαστικό συµβολισµό, συνήθως το ουδέτερο στοιχείο e συµβολίζεται µε 1.
Αν επιπλέον το στοιχείο x έχει αντίστροφο ως προς την πράξη «?» το στοιχείο x−1 ∈ X , και n ≥ 1, τότε :

x−n := x−1 · x−1 · · · · · x−1︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

Το στοιχείο xn καλείται η n-οστή δύναµη (ϕυσική ή ακέραια) του x ως προς την πράξη «·».
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• (Προσθετικός Συµβολισµός) Αν ο συµβολισµός της διµελούς πράξης είναι «προσθετικός», δηλαδή προσο-
µοιάζει µε την συνήθη πράξη πρόσθεσης σε ένα σύνολο αριθµών, οπότε χρησιµοποιούµε ως σύµβολο της
διµελούς πράξης το σύµβολο «+», τότε ϑα γράφουµε +n x := nx, και ο ορισµός 1.3.16 παίρνει την ακόλουθη
µορφή:

nx :=


x +x +·· ·+x︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

, αν n ≥ 1

e, αν n = 0

Σηµειώνουµε ότι στον προσθετικό συµβολισµό, συνήθως το ουδέτερο στοιχείο e συµβολίζεται και µε 0. Αν
επιπλέον το στοιχείο x έχει αντίστροφο ως προς την πράξη «?» το στοιχείο −x ∈ X , και n ≥ 1, τότε :

(−n)x := (−x)+ (−x)+·· ·+ (−x)︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

Το στοιχείο nx καλείται το n-οστό πολλαπλάσιο (ϕυσικό ή ακέραιο) του x ως προς την πράξη «+».
Σηµειώνουµε ότι παραδοσιακά ο προσθετικός συµβολισµός για µια πράξη χρησιµοποιείται συνήθως (αλλά

όχι πάντα) όταν η πράξη είναι µεταθετική. N

Χάριν απλότητας του συµβολισµού, στην ακόλουθη πρόταση, η οποία περιγράφει τις ϐασικές ιδιότητες
δυνάµεων στοιχείων, χρησιµοποιούµε τον πολλαπλασιαστικό συµβολισµό για µια πράξη ορισµένη επί ενός
συνόλου.

Πρόταση 1.3.18. ΄Εστω (X , ·) ένα Ϲεύγος αποτελούµενο από ένα µη κενό σύνολο X και µια προσεταιριστική
πράξη «·» επί του X για την οποία υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ X . Τότε για κάθε στοιχείο x ∈ X ϑα έχουµε :

1. Ισχύει ότι : xn+m = xn · xm , ∀n,m ∈N0. Αν το x είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «·», τότε :
∀n,m ∈Z : xn+m = xn · xm (1.6)

2. Ισχύει ότι : (xn)m = xnm , ∀n,m ∈N0. Αν το x είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «·», τότε :
∀n,m ∈Z : (xn)m = xnm (1.7)

Ιδιαίτερα αν το x είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «·» µε αντίστροφο το στοιχείο x−1, τότε :

∀n ∈Z : (xn)−1 = x−n = (x−1)n (1.8)

Απόδειξη. 1. Αν n = 0, τότε : xn+m = x0+m = xm = xm ·e = xm ·x0 = xm ·xn . Παρόµοια ϐλέπουµε ότι ισχύει
η Ϲητούµενη σχέση αν m = 0. Εποµένως µπορούµε να υποθέσουµε ότι n,m ∈ N. Σταθεροποιούµε
έναν τυχόντα ϑετικό ακέραιο n και εφαρµόζουµε την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής για τις τιµές του
ϑετικού ακεραίου m. Αν m = 1, τότε χρησιµοποιώντας τον ορισµό και την προσεταιριστικότητα της
πράξης «·» ϑα έχουµε:

xn+1 = x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
(n+1)−παράγοντες

= (x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

) · x = xn · x = xn · x1

΄Αρα η Ϲητούµενη σχέση (1.6) ισχύει αν m = 1. Υποθέτοντας ότι η (1.6) ισχύει για τον ϑετικό ακέραιο
m, δηλαδή ισχύει ότι xn+m = xn · xm , ϑα έχουµε:

xn+m+1 = x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
(n+m+1)−παράγοντες

= ( x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
(n+m)−παράγοντες

) · x = (xn · xm) · x = xn · (xm · x1) = xn · xm+1

Εποµένως η σχέση (1.6) ισχύει για κάθε m ∈ N. Επειδή ο ϑετικός ακέραιος n ήταν τυχαίος, έπεται
ότι η σχέση (1.6) ισχύει για κάθε n,m ∈N0. Υποθέτουµε τώρα ότι το στοιχείο x είναι αντιστρέψιµο µε
αντίστροφο το στοιχείο x−1, και έστω n ≥ 1. Τότε εξ ορισµού x−n = x−1 · x−1 · · · · · x−1 = (x−1)n . Επειδή

x−n · xn = x−1 · x−1 · · · · · x−1︸ ︷︷ ︸
(n)−παράγοντες

· x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
(n)−παράγοντες

= x−1 · x−1 · · · · · x−1︸ ︷︷ ︸
(n−1)−παράγοντες

·e · x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
(n−1)−παράγοντες

= x−1 · x−1 · · · · · x−1︸ ︷︷ ︸
(n−1)−παράγοντες

· x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
(n−1)−παράγοντες

= ·· · = x−1 · x = e
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και επειδή παρόµοια έχουµε xn · x−n = e, έπεται ότι : x−n = (x−1)n = (xn)−1.

Τέλος, δείχνουµε ότι xn+m = xn · xm , ∀n,m ∈ Z. ΄Εχουµε ήδη δείξει την Ϲητούµενη σχέση όταν
n,m ≥ 0. ΄Ετσι µένουν οι ακόλουθες περιπτώσεις :

(αʹ) Υποθέτουµε πρώτα ότι n < 0 και m ≥ 0. Τότε n = −k, όπου k ≥ 1. Αν k ≤ m, τότε m = k + l για
κάποιο l ≥ 0, και τότε :

xn · xm = x−k · xm = (xk )−1 · xm = (xk )−1 · xk+l = (xk )−1 · xk · x l = e · x l = x l = x−k+m = xn+m

Αν k > m, οπότε k = l +m για κάποιο l ≥ 1, τότε, επειδή

(x l+m)−1 = x−1 · x−1 · · · · · x−1︸ ︷︷ ︸
(l+m)−παράγοντες

= x−1 · x−1 · · · · · x−1︸ ︷︷ ︸
l−παράγοντες

·x−1 · x−1 · · · · · x−1︸ ︷︷ ︸
m−παράγοντες

= (x l )−1 · (xm)−1

ϑα έχουµε:

xn ·xm = x−k ·xm = (xk )−1 ·xm = (x l+m)−1 ·xm = (x l )−1 ·(xm)−1 ·xm = (x l )−1 ·e = x−l = x−k+m = xn+m

(ϐʹ) Αν n ≥ 0 και m < 0, τότε εργαζόµαστε ανάλογα όπως στο (α΄).

(γʹ) Αν n,m ≤ 0, τότε n =−k και m =−l για κάποιους µη αρνητικούς ακεραίους k, l . Τότε χρησιµο-
ποιώντας την Πρόταση 1.3.7 ϑα έχουµε:

xn · xm = x−k · x−l = (xk )−1 · (x l )−1 = (x l · xk )−1 = (x l+k )−1 = x−k−l = xn+m

2. Αν n = 0 = m, τότε (xn)m = (x0)0 = e0 = e = e0·0 = xn·m . Αν n = 0 και m ≥ 1, τότε, επειδή προφανώς
ek = e · e · · · · · e = e (k-παράγοντες), ∀k ≥ 1, ϑα έχουµε: (xn)m = (x0)m = em = e = x0 = x0·m = xn·m . Αν
n ≥ 1 και m = 0, τότε (xn)m = (xn)0 = e = x0 = xn·0 = xn·m . Σταθεροποιούµε τώρα έναν τυχόντα ϑετικό
ακέραιο n και εφαρµόζουµε την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής για τις τιµές του ϑετικού ακεραίου
m. Αν m = 1, τότε (xn)m = (xn)1 = xn = xn·1 = xn·m , και άρα η Ϲητούµενη σχέση (1.7) ισχύει αν
m = 1. Υποθέτοντας ότι η (1.7) ισχύει για τον ϑετικό ακέραιο m, δηλαδή ισχύει ότι xn+m = xn ·xm , και
χρησιµοποιώντας τον ορισµό και την προσεταιριστικότητα της πράξης «·», από το µέρος 1. ϑα έχουµε:

(xn)m+1 = (xn)m · (xn)1 = xn·m · xn·1 = xn·m+n = xn·(m+1)

Εποµένως η σχέση (1.7) ισχύει για κάθε m ∈N.

Υποθέτουµε τώρα ότι το στοιχείο x είναι αντιστρέψιµο µε αντίστροφο το στοιχείο x−1, και έστω n ≥ 1.
Θα δείξουµε τη σχέση (xn)m = xnm , για κάθε n,m ∈ Z. ΄Εχουµε δείξει την Ϲητούµενη σχέση όταν
n,m ≥ 0, και άρα µένουν οι ακόλουθες περιπτώσεις :

(αʹ) Αν n < 0 και m ≥ 0, τότε n =−k για κάποιο k > 0. Με χρήση του µέρους 1., ϑα έχουµε:

(xn)m = (x−k )m = ((x−1)k )m = (x−1)k·m = x−(k·m) = x(−k)·m = xn·m

(ϐʹ) Αν n ≥ 0 και m < 0, τότε m =−k για κάποιο k > 0. Με χρήση του µέρους 1., ϑα έχουµε:

(xn)m = (xn)−k = ((xn)k )−1 = (xn·k )−1 = x−(n·k) = xn·(−k) = xn·m

(γʹ) Αν n < 0 και m < 0, τότε n = −k και m = −l για κάποια k, l > 0. Με χρήση του µέρους (ϐ΄) ϑα
έχουµε:

(xn)m = (x−k )−l = ((x−1)k )−l = (x−1)k·(−l ) = x−(k·(−l )) = x(−k)·(−l ) = xn·m ■

Συνδυάζοντας τις Πρότασεις 1.3.15 και 1.3.18, προκύπτει εύκολα το ακόλουθο χρήσιµο αποτέλεσµα.
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Πόρισµα 1.3.19. ΄Εστω (X , ·) ένα Ϲεύγος αποτελούµενο από ένα µη κενό σύνολο X και µια προσεταιριστική
πράξη «·» επί του X για την οποία υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ X . Αν x, y ∈ X και ισχύει x · y = y · x, τότε :

(x · y)n = xn · yn (1.9)

για κάθε n = 0,1,2, · · · . Αν τα στοιχεία x, y είναι αντιστρέψιµα ως προς την πράξη «·», τότε η σχέση (1.9) ισχύει
για κάθε n ∈Z.

Παρατήρηση 1.3.20. Χρησιµοποιώντας προσθετικό συµβολισµό «+» για µια προσεταιριστική πράξη επί
ενός συνόλου X , για την οποία υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, η Πρόταση 1.3.18 και το Πόρισµα 1.3.19
παίρνουν την ακόλουθη µορφή:

1. Ισχύει ότι : (n +m)x = nx +mx, ∀n,m ∈N0. Αν το x είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «+», τότε :
(n +m)x = nx +mx, ∀n,m ∈Z.

2. Ισχύει ότι : n(mx) = (nm)x, ∀n,m ∈ N0. Αν το x είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «+», τότε :
n(mx) = (nm)x, ∀n,m ∈Z.

3. Αν το x είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «+» µε αντίστροφο το στοιχείο −x, τότε : −(nx) = (−n)x =
n(−x), ∀n ∈Z.

4. Αν x + y = y +x, τότε12 n(x + y) = nx +ny, ∀n ∈N0. Αν επιπλέον τα στοιχεία x, y είναι αντιστρέψιµα ως
προς την πράξη «+», τότε η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε n ∈Z. N

1.3.4 Σύνολα Μεταθέσεων

Στην παρούσα ενότητα ϑα εισαγάγουµε και ϑα αναλύσουµε εν συντοµία ένα σηµαντικό παράδειγµα αλγε-
ϐρικής δοµής η οποία ϐασίζεται σε µετασχηµατισµούς στοιχείων ενός συνόλου, και η οποία, όπως ϑα δούµε
αργότερα, αποτελεί πρότυπο για αλγεβρικές δοµές παρόµοιου τύπου.

΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και ϑεωρούµε το σύνολο

S(X ) = {
f : X −→ X | f : «1-1» και «επί»

}
Ορισµός 1.3.21. Τα στοιχεία του συνόλου S(X ) καλούνται µεταθέσεις του συνόλου X . Η σύνθεση σ ◦τ
απεικονίσεων σ,τ ∈ S(X ) καλείται γινόµενο των µεταθέσων σ και τ και συµβολίζεται µε σ ·τ ή απλά στ.
Επίσης, από τώρα και στο εξής, το σύνολο S(Nn) ϑα συµβολίζεται µε :

Sn := S(Nn) = {
σ : Nn −→Nn | σ : «1-1» και «επί»

}
Αν f , g είναι δύο µεταθέσεις του συνόλου X , τότε, επειδή η σύνθεση «1-1» και «επί» απεικονίσεων είναι

«1-1» και «επί» απεικόνιση, έπεται ότι το γινόµενο f ·g = f ◦g των µεταθέσεων f και g είναι επίσης µετάθεση
του συνόλου X και εποµένως f ◦ g ∈ S(X ). Με άλλα λόγια, ορίζεται η πράξη

· : S(X )×S(X ) −→ S(X ), ( f , g ) 7−→ f · g = f ◦ g

Το επόµενο Πόρισµα συνοψίζει τις ϐασικές ιδιότητες της αλγεβρικής δοµής (S(X ), ·), όπως αυτές προκύπτουν
από την υποενότητα 0.2.1.

Πόρισµα 1.3.22. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και έστω S(X ) το σύνολο µεταθέσεων επί του X . Τότε στο
Ϲεύγος (S(X ),◦) η πράξη «◦» της σύνθεσης απεικονίσεων ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

(α) Η πράξη «◦» είναι προσεταιριστική. Η πράξη «◦» είναι µεταθετική αν και µόνο αν |X | ≤ 2.

12Προσοχή: η προσθετική εκδοχή της σχέσης (1.9) δεν είναι η σχέση (x + y)n = xn + yn η οποία γενικά δεν είναι αληθής.
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(β) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «◦», η ταυτοτική απεικόνιση IdX ∈ S(X ), και

(γ) κάθε στοιχείο του συνόλου S(X ) είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «◦».
Η ακόλουθη Πρόταση προσδιορίζει το πλήθος των στοιχείων του συνόλου µεταθέσεων S(X ) του πεπερα-

σµένου συνόλου X .

Πρόταση 1.3.23. ΄Εστω X ένα µη-κενό πεπερασµένο σύνολο. Τότε |S(X )| <∞, και µάλιστα :

|X | = n =⇒ |S(X )| = n!

Απόδειξη. ΄Εστω X = {x1, x2, · · · , xn} και f : X −→ X µια «1-1» και «επί» απεικόνιση. Επειδή η f είναι «1-
1», τα στοιχεία f (x1), f (x2), · · · , f (xn) του X είναι ανά δύο διαφορετικά, και εποµένως είναι τα στοιχεία
x1, x2, · · · , xn , ενδεχοµένως µε διαφορετική σειρά. Οι δυνατές τιµές τις οποίες µπορεί να λάβει το στοιχείο
f (x1) είναι οποιαδήποτε εκ των x1, x2, · · · , xn , και άρα υπάρχουν n το πληθος επιλογές για το f (x1). ΄Εχοντας
επιλέξει το στοιχείο f (x1), οι δυνατές τιµές τις οποίες µπορεί να λάβει το στοιχείο f (x2) είναι οποιαδήποτε
εκ των x1, x2, · · · , xn , µε εξαίρεση την τιµή f (x1) διότι, αν f (x2) = f (x1), τότε, επειδή η f είναι «1-1», έπεται
ότι x1 = x2 το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα υπάρχουν n −1 το πληθος επιλογές για το f (x2), και τότε υπάρχουν
n · (n −1) δυνατές επιλογές για να οριστούν τα στοιχεία f (x1) και f (x2). Συνεχίζοντας αυτή την διαδικασία,
έχοντας επιλέξει τα στοιχεία f (x1), f (x2), · · · , f (xk ), και υπάρχουν n · (n −1) · · · (n − (k −1)) τέτοιες επιλογές,
το στοιχείο f (xk+1) µπορεί να επιλεγεί να είναι οποιοδήποτε από τα στοιχεία x1, x2, · · · , xn , µε εξαίρεση τις
τιµές f (x1), f (x2), · · · , f (xk ), πάλι επειδή η f είναι «1-1». Τέτοιες επιλογές υπάρχουν σε πλήθος n −k, και
εποµένως υπάρχουν σε πλήθος n ·(n−1) · · · (n−k+1) ·(n−k) τέτοιες επιλογές. ΄Ετσι µετά από n−1 το πλήθος
ϐήµατα, έχοντας επιλέξει τα στοιχεία f (x1), f (x2), · · · , f (xn−1), και υπάρχουν n ·(n−1) · · · (n−k) · · · (n−(n−2)) =
n · (n −1) · · · (n −k) · · ·2 τέτοιες επιλογές, υπάρχει µόνο µία επιλογή για το f (xn) η οποία είναι το στοιχείο
του µονοσυνόλου X \{ f (x1), f (x2), · · · , f (xn−1)}. Εποµένως, συνοψίζοντας, για να οριστεί η τυχούσα «1-1» και
«επί» απεικόνιση f , υπάρχουν n · (n −1) · · ·2 ·1 = n! διαφορετικοί τρόποι. Αυτό σηµαίνει ότι το πλήθος των
στοιχείων του συνολου S(X ) είναι |S(X )| = n!. ■

Το επόµενο αποτέλεσµα δείχνει ότι το σύνολο S(X ) των µεταθέσεων του συνόλου X εξαρτάται ουσιαστικά
µόνο από το πλήθος και όχι την ϕύση των στοιχείων του συνόλου X , µε την ακόλουθη έννοια : αν Y είναι
ένα άλλο σύνολο ίσου πλήθους στοιχείων µε το X , τότε τα σύνολα των µεταθέσεων S(X ) και S(Y ) είναι σε
«1-1» και «επί» αντιστοιχία µέσω της οποίας διατηρείται η σύνθεση απεικονίσεων.

Πρόταση 1.3.24. ΄Εστω X και Y δύο µη κενά σύνολα, και υποθέτουµε ότι |X | = |Y |. Τότε |S(X )| = |S(Y )|.
Αναλυτικότερα, αν ϕ : X −→ Y είναι µια «1-1» και «επί» απεικόνιση, τότε η απεικόνιση

Φ : S(X ) −→ S(Y ), Φ( f ) =ϕ◦ f ◦ϕ−1

είναι «1-1» και «επί», και επιπλέον η Φ διατηρεί την σύνθεση απεικονίσεων, δηλαδή ∀ f , g ∈ S(X ):

Φ( f ◦ g ) =Φ( f )◦Φ(g )

Απόδειξη. Επειδή |X | = |Y |, έπεται ότι υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση ϕ : X −→ Y . Ορίζουµε µια
απεικόνιση:

Φ : S(X ) −→ S(Y ), Φ( f ) =ϕ◦ f ◦ϕ−1

∆ηλαδή η απεικόνιση Φ στέλνει την «1-1» και «επί» απεικόνιση f : X −→ X στην απεικόνιση Φ( f ) : Y −→ Y η
οποία ορίζεται ως η εξής σύνθεση:

Y

ϕ−1

��

Φ( f ) // Y

X
f // X

ϕ

OO

1. Η Φ είναι καλά ορισµένη: ΄Εστω f ∈ S(X ). Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση Φ( f ) ανήκει στο σύνολο S(Y ),
δηλαδή είναι «1-1» και «επί». Αυτό όµως είναι άµεσο, διότι Φ( f ) =ϕ◦ f ◦ϕ−1 : Y −→ Y είναι «1-1» και
«επί» ως σύνθεση απεικονίσεων οι οποίες είναι «1-1» και «επί».
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2. Η Φ είναι «1-1»: ΄Εστω f , g ∈ S(X ), και υποθέτουµε ότι Φ( f ) =Φ(g ). Τότε, χρησιµοποιώντας την προσε-
ταιριστική ιδιότητα της σύνθεσης απεικονίσεων και την Πρόταση 0.2.8, συνθέτοντας από αριστερά µε
την ϕ−1 και από τα δεξιά µε την ϕ, ϑα έχουµε:

Φ( f ) =Φ(g ) =⇒ ϕ◦ f ◦ϕ−1 =ϕ◦g◦ϕ−1 =⇒ ϕ−1◦ϕ◦ f ◦ϕ−1 =ϕ−1◦ϕ◦g◦ϕ−1 =⇒ IdY ◦ f ◦ϕ−1 = IdY ◦g◦ϕ−1

=⇒ f ◦ϕ−1 = g ◦ϕ−1 =⇒ f ◦ϕ−1 ◦ϕ= g ◦ϕ−1 ◦ϕ =⇒ f ◦ IdX = g ◦ IdX =⇒ f = g

Εποµένως η Φ είναι «1-1».

3. Η Φ είναι «επί»: Αν h : Y −→ Y είναι µια «1-1» και «επί» απεικόνιση, δηλαδή είναι ένα στοιχείο του
συνόλου S(Y ), τότε ϑεωρούµε την απεικόνιση

ϕ−1 ◦h ◦ϕ : X −→ X

η οποία είναι «1-1» και «επί» ως σύνθεση απεικονίσεων οι οποίες είναι «1-1» και «επί», και άρα ανήκει
στο σύνολο S(X ). Επιπλέον

Φ(ϕ−1 ◦h ◦ϕ) =ϕ◦ϕ−1 ◦h ◦ϕ◦ϕ−1 = h

Εποµένως η απεικόνιση Φ είναι «επί».

4. Η Φ διατηρεί τη σύνθεση: ΄Εστω f , g ∈ S(X ). Τότε :

Φ( f ◦ g ) =ϕ◦ ( f ◦ g )◦ϕ−1 =ϕ◦ f ◦ g ◦ϕ−1 =ϕ◦ f ◦ IdX ◦ g ◦ϕ−1 =

=ϕ◦ f ◦ϕ−1 ◦ϕ◦ g ◦ϕ−1 =Φ( f )◦Φ(g )

Εποµένως η απεικόνιση Φ : S(X ) −→ S(Y ) είναι «1-1» και «επί» και διατηρεί την πράξη της σύνθεσης απεικο-
νίσεων. ■

Πόρισµα 1.3.25. ΄Εστω X ένα σύνολο µε n το πλήθος στοιχεία : |X | = n, και έστω ϕ : X −→ Nn µια «1-1»
και «επί» απεικόνιση. Τότε η απεικόνιση Φ : S(X ) −→ S(Nn) = Sn , Φ( f ) = ϕ ◦ f ◦ϕ−1 είναι «1-1» και «επί», και
επιπλέον η Φ διατηρεί τη σύνθεση απεικονίσεων, δηλαδή ∀ f ∈ S(X ): Φ( f ◦ g ) =Φ( f )◦Φ(g ).

Παρατήρηση 1.3.26. ΄Εστω X = {
x1, x2, · · · , xn

}
ένα σύνολο µε n το πλήθος στοιχεία. Τότε προφανώς η

απεικόνιση ϕ : X −→Nn , ϕ(xi ) = i είναι «1-1» και «επί». Μέσω της «1-1» και «επί» απεικόνισης Φ : S(X ) −→ Sn ,
Φ( f ) = ϕ ◦ f ◦ϕ−1 η οποία διατηρεί την σύνθεση απεικονίσεων, όλες οι ϐασικές ιδιότητες της άλγεβρας
απεικονίσεων επί του συνόλου X µεταφέρονται στις αντίστοιχες ιδιότητες της άλγεβρας απεικονίσεων επί του
συνόλου Nn = {1,2, · · · ,n}. Αυτή η παρατήρηση ϑα διαδραµατίσει σηµαντικό ϱόλο στην ϐαθύτερη µελέτη και
ανάλυση ιδιοτήτων που αφορούν σύνολα µεταθέσεων επί πεπερασµένων συνόλων. N

Συµβολισµός 1.3.27. ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, για την περαιτέρω ανάπτυξη της ϑεωρίας µεταθέσεων
επί ενός συνόλου, είναι απαραίτητη η χρήση όσο γίνεται απλούστερου συµβολισµού. Εδώ ϑα αναλύσουµε
εν συντοµία δύο ϐασικούς συµβολισµούς µεταθέσεων: (α) τον συµβολισµό µε χρήση πινάκων και (β) τον
κυκλικό συµβολισµό.

(a) Αν σ ∈ Sn είναι µια µετάθεση του συνόλου Nn = {
1,2, · · · ,n

}
, τότε είναι χρήσιµο για λόγους εποπτείας

να παριστάνουµε την «1-1» και «επί» απεικόνιση

σ :
{
1,2, · · · ,n

} −→ {
1,2, · · · ,n

}
, i 7−→σ(i )

µε έναν 2×n πίνακα

σ=
(

1 2 · · · i · · · n −1 n
σ(1) σ(2) · · · σ(i ) · · · σ(n −1) σ(n)

)
του οποίου η πρώτη γραµµή περιέχει τα στοιχεία του συνόλου Nn και η δεύτερη γραµµή περιέχει τις εικόνες
των στοιχείων αυτών µέσω της µετάθεσης σ.
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Για παράδειγµα, έχουµε τις µεταθέσεις

σ=
(
1 2 3
3 1 2

)
∈ S3, ρ =

(
1 2 3 4 5
2 1 4 5 3

)
∈ S5, τ=

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 4 1 6 2 5 8 7

)
∈ S8

Για την µετάθεση σ έχουµε: σ(1) = 3, σ(2) = 1, σ(3) = 2, και παρόµοια για τις µεταθέσεις ρ και τ.
΄Εστω σ,τ ∈ Sn . Τότε για το γινόµενο σ·τ των µεταθέσεων σ και τ, δηλαδή για τη σύνθεση των απεικονίσεων

σ και τ, όπου πρώτα εφαρµόζουµε τη συνάρτηση τ, ϑα έχουµε

στ=
(

1 2 · · · n −1 n
σ(1) σ(2) · · · σ(n −1) σ(n)

)(
1 2 · · · n −1 n
τ(1) τ(2) · · · τ(n −1) τ(n)

)
=

=
(

1 2 · · · n −1 n
σ(τ(1)) σ(τ(2)) · · · σ(τ(n −1)) σ(τ(n))

)
Για παράδειγµα: (

1 2 3
3 1 2

)(
1 2 3
2 3 1

)
=

(
1 2 3
1 2 3

)
(
1 2 3 4 5
2 1 4 5 3

)(
1 2 3 4 5
4 1 5 2 3

)
=

(
1 2 3 4 5
5 2 3 1 4

)
Η ταυτοτική µετάθεση, δηλαδή η ταυτοτική απεικόνιση IdNn , συµβολίζεται συνήθως µε ι και είναι η

ι=
(
1 2 · · · n −1 n
1 2 · · · n −1 n

)
(b) Αν

{
a1, a2, · · · , ak

}⊆ {
1,2, · · · ,n

}
, όπου 1 ≤ k ≤ n, είναι ένα υποσύνολο του Nn µε k το πλήθος στοιχεία,

τότε καλούµε k-κύκλο των στοιχείων a1, a2, · · · , an µε αυτή τη σειρά αναγραφής, την µετάθεση σ ∈ Sn η
οποία µεταθέτει κυκλικά τα στοιχεία a1, a2, · · · , ak , και διατηρεί σταθερά τα υπόλοιπα στοιχεία του συνόλου{
1,2, , · · · ,n

}
:

σ(ak ) =
{

ak+1, αν 1 ≤ k ≤ n −1

a1, αν k = n
και σ(x) = x, αν x ∈ {

1,2, · · · ,n
}

\
{

a1, a2, · · · , ak
}

Ο k-κύκλος σ των στοιχείων
{

a1, a2, · · · , ak
}
συµβολίζεται ως εξής :

σ= (
a1 a2 · · · ak−1 ak

)
δηλαδή παραλείπονται τα στοιχεία x του συνόλου

{
1,2, · · · ,n

}
\
{

a1, a2, · · · , ak
}
τα οποία παραµένουν σταθερά

από την µετάθεση σ (ϕυσικά τα στοιχεία αυτά υπονοούνται χωρίς να αναφέρονται στον συµβολισµό). ∆ύο
κύκλοι, ο k-κύκλος

(
a1 a2 · · · ak−1 ak

)
και ο l-κύκλος

(
b1 b2 · · · bl−1 bl

)
, καλούνται ξένοι

κύκλοι, αν
{

a1, a2, · · · , ak
}⋂{

b1,b2, · · · ,bl
}=;.

Χρησιµοποιώντας τον κυκλικό συµβολισµό, ϑα αναλύσουµε τις µεταθέσεις σ, ρ και τ, ως γινόµενα

ξένων κύκλων. Η µετάθεση σ =
(
1 2 3
3 1 2

)
∈ S3 µεταθέτει κυκλικά τα στοιχεία 1,3,2 (µε αυτή τη σειρά),

και άρα: σ = (132). Στην µετάθεση ρ =
(
1 2 3 4 5
2 1 4 5 3

)
∈ S5 περιέχονται δύο κύκλοι : ο 2-κύκλος

ρ1 = (12) ο οποίος µεταθέτει τα στοιχεία 1,2 (µε αυτή τη σειρά) και διατηρεί σταθερά τα υπόλοιπα, και ο
3-κύκλος ρ2 = (345) ο οποίος µεταθέτει κυκλικά τα στοιχεία 3,4,5 (µε αυτή τη σειρά) και διατηρεί σταθερά
τα υπόλοιπα. Παρατηρούµε ότι η µετάθεση ρ γράφεται ως γινόµενο ξένων κύκλων: ρ = ρ1◦ρ2 = (12)◦(345).

Στη µετάθεση τ =
(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 4 1 6 2 5 8 7

)
∈ S8 περιέχονται τρεις κύκλοι : ο 2-κύκλος τ1 = (13) ο

οποίος µεταθέτει κυκλικά τα στοιχεία 1,3 (µε αυτή τη σειρά) και διατηρεί σταθερά τα υπόλοιπα, ο 4-κύκλος
τ2 = (2465) ο οποίος µεταθέτει κυκλικά τα στοιχεία 1,3 (µε αυτή τη σειρά) και διατηρεί σταθερά τα υπόλοιπα,
και ο 2-κύκλος τ3 = (78) ο οποίος µεταθέτει κυκλικά τα στοιχεία 7,8 (µε αυτή τη σειρά) και διατηρεί
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σταθερά τα υπόλοιπα. Παρατηρούµε ότι η µετάθεση τ γράφεται ως γινόµενο ξένων κύκλων: τ= τ1 ◦τ2 ◦τ3 =
(13)◦(2465)◦(78). Εποµένως οι µεταθέσεις σ, ρ και τ γράφονται χρησιµοποιώντας κυκλικό συµβολισµό ως
εξής :

σ=
(
1 2 3
3 1 2

)
= (

1 3 2
)

, ρ =
(
1 2 3 4 5
2 1 4 5 3

)
= (

1 2
) ◦ (

3 4 5
)

τ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 4 1 6 2 5 8 7

)
= (

1 3
) ◦ (

2 4 6 5
) ◦ (

7 8
)

΄Οπως ϑα δούµε σε µεταγενέστερο κεφάλαιο, κάθε µετάθεση µπορεί να γραφεί µοναδικά ως γινόµενο ξένων
κύκλων. N

1.3.5 Επαγόµενες Πράξεις

΄Εστω «∗» µια (διµελής) πράξη επί ενός µη κενού συνόλου X . Αν S είναι ένα µη κενό υποσύνολο του X , τότε
για κάθε δύο στοιχεία s1, s2 του υποσυνόλου S, το στοιχείο s1? s2 ∈ X , δεν είναι απαραίτητα στοιχείο του S.
Για παράδειγµα, αν ϑεωρήσουµε την πράξη της αφαίρεσης − : Z×Z−→Z, (n,m) 7−→ n−m, επί του συνόλου
των ακεραίων Z, και αν S =N, τότε 3,5 ∈N, αλλά 3−5 =−2 ∉N.

Το υποσύνολο S του X είναι κλειστό στην πράξη «?» επί του X , αν :

∀s1, s2 ∈ S : s1? s2 ∈ S

Πρόταση 1.3.28. ΄Εστω «∗» µια πράξη επί ενός µη κενού συνόλου X , και S ένα µη κενό υποσύνολο του X ,
το οποίο είναι κλειστό στην πράξη «∗». Τότε η πράξη «∗» επάγει µια πράξη «?S » επί του συνόλου S ως εξής :

∀s1, s2 ∈ S : s1?S s2 = s1? s2

Επιπλέον :

1. Αν η πράξη «?» επί του X είναι προσεταιριστική ή µεταθετική, τότε η πράξη «?S » επί του S είναι προσεται-
ϱιστική ή µεταθετική αντίστοιχα.

2. ΄Εστω e ∈ X ένα ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?» επί του X . Αν e ∈ S, τότε το e είναι ουδέτερο στοιχείο
για την πράξη «?S » επί του S.

3. Υποθέτουµε ότι η πράξη «?» έχει ένα ουδέτερο στοιχείο e ∈ X έτσι ώστε e ∈ S , και έστω x ένα στοιχείο του
S για το οποίο υπάρχει ένα αντίστροφο στοιχείο x ′ ∈ X για την πράξη «?» επί του X . Αν x ′ ∈ S, τότε το
στοιχείο x ′ είναι ένα αντίστροφο στοιχείο του x για την πράξη «?S » επί του S.

Απόδειξη. Επειδή το υποσύνολο S είναι κλειστό στην πράξη «?», ϑέτοντας s1 ?S s2 = s1 ? s2, ∀s1, s2 ∈ S,
ορίζεται µια πράξη «?S» επί του S. Από τον τρόπο ορισµού της η πράξη «?S» επί του S είναι προσεταιριστική
ή µεταθετική, αν η πράξη «?» επί του X είναι προσεταιριστική ή µεταθετική αντίστοιχα. ΄Εστω ότι η πράξη «?»
επί του X έχει ουδέτερο στοιχείο e και υποθέτουµε ότι e ∈ S. Τότε προφανώς s?S e = s?e = s = e? s = e?S s,
∀s ∈ S, και άρα το στοιχείο e είναι ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?S» επί του S. Τέλος, έστω ότι η πράξη
«?» έχει ένα ουδέτερο στοιχείο e ∈ X έτσι ώστε e ∈ S, και έστω s ένα στοιχείο του S για το οποίο υπάρχει ένα
αντίστροφο στοιχείο s′ ∈ X . Αν s ∈ S, τότε : s?S s′ = s? s′ = e = s′? s = s′?S s, από όπου έπεται ότι το στοιχείο
s′ είναι αντίστροφο του στοιχείου s ως προς την πράξη ?S επί του S. ■

Η πράξη «?S» της Πρότασης 1.3.28 καλείται η επαγόµενη πράξη επί του S, και στο εξής ϑα συµβολίζεται
απλά µε το ίδιο σύµβολο «?».

Παράδειγµα 1.3.29 (Παραδείγµατα επαγόµενων πράξεων).

1. Θεωρούµε το Ϲεύγος (C,?), όπου «?» είναι είτε η συνήθης πρόσθεση ή ο συνήθης πολλαπλασιασµός
µιγαδικών αριθµών. Τότε το υποσύνολο K⊆C, όπου K είναι ένα εκ των N, N0, Z, Q, R, είναι κλειστό
στην πράξη «?».
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2. ΄Εστω Mn(K) το σύνολο των n ×n πινάκων µε στοιχεία από το σύνολο K, όπου K είναι ένα εκ των Z,
Q, R, C, το οποίο ϑεωρούµε εφοδιασµένο µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού
τετραγωνικών πινάκων όπως στο µέρος 6 του Παραδείγµατος 1.3.8. Θεωρούµε το υποσύνολο n ×n
άνω τριγωνικών πινάκων µε στοιχεία από το K:

ATn(K) = {
A = (ai j ) ∈Mn(K) | ai j = 0, 1 ≤ j < i ≤ n

}
δηλαδή A = (ai j ) =


a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann


και το υποσύνολο n ×n κάτω τριγωνικών πινάκων µε στοιχεία από το K:

KTn(K) = {
A = (ai j ) ∈Mn(K) | ai j = 0, 1 ≤ i < j ≤ n

}
δηλαδή A = (ai j ) =


a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · ann


Τότε τα υποσύνολα ATn(K) και KTn(K) είναι, όπως εύκολα µπορούµε να δούµε, κλειστά στις πράξεις
πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού τετραγωνικών πινάκων.

3. ΄Εστω F ([0,1],R) = {
f : [0,1] −→ R | f : απεικόνιση

}
το σύνολο όλων των πραγµατικών απεικονίσεων οι

οποίες είναι ορισµένες επί του κλειστού διαστήµατος [0,1] της πραγµατικής ευθείας, το οποίο είναι
εφοδιασµένο είτε µε την πράξη της πρόσθεσης ή µε την πράξη του πολλαπλασιασµού απεικονίσεων,
ϐλέπε το µέρος 9 στο Παράδειγµα 1.3.8. Θεωρούµε το υποσύνολο C ([0,1]),R) = {

f : [0,1] −→ R | f :
συνεχής απεικόνιση

} ⊆ F ([0,1],R). Επειδή άθροισµα και πολλαπλασιασµός, όπως αυτές ορίστηκαν
στο µέρος 9 στο Παράδειγµα 1.3.8, συνεχών απεικονίσεων είναι συνεχής απεικόνιση, έπεται ότι το
υποσύνολο C ([0,1]),R) είναι κλειστό στις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού απεικονίσεων.

4. Θεωρούµε το Ϲεύγος (A ,∗) όπου «∗» είναι το γινόµενο Dirichlet επί του συνόλου A των αριθµητικών
συναρτήσεων. Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο M το οποίο αποτελείται από τις πολλαπλασιαστικές
συναρτήσεις:

M = {
f : N−→C | f 6= 0 και (n,m) = 1 =⇒ f (nm) = f (n) f (m)

}
Αποδεικνύεται13 στη στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών ότι ∀ f , g ∈M : f ∗ g ∈M , δηλαδή το υποσύνολο M

του A είναι κλειστό στην πράξη του γινοµένου Dirichlet.

5. ΄Εστω ότι το σύνολο A(K) των ακολουθιών µε στοιχεία από το σύνολο K, όπου K είναι ένα εκ των
συνόλων Z, Q, R, C. Θεωρούµε ότι το σύνολο A(K) είναι εφοδιασµένο µε τις πράξεις πρόσθεσης και
πολλαπλασιασµού ακολουθιών όπως στο µέρος 10 του Παραδείγµατος 1.3.8.

Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο του A(K):

Π(K) = {
a= (an)n≥0 ∈A(K) | ∃n ≥ 0 : ak = 0, ∀k > n

}
Αν a= (an)n≥0 και b= (bn)n≥0 είναι στοιχεία του Π(K), τότε υπάρχουν µη αρνητικοί ακέραιοι n,m έτσι
ώστε : ak = 0, ∀k > n και bk = 0, ∀k > m. Θέτοντας l = max{n,m}, ϑα έχουµε ak = 0 = bk , ∀k > l και
εποµένως ck = ak +bk = 0+0 = 0, ∀k > l . Αυτό σηµαίνει ότι η ακολουθία c= (cn)n≥0 = a+b ανήκει στο
υποσύνολο Π(K). Εποµένως το υποσύνολο Π(K) ⊆A(K) είναι κλειστό στην πράξη της πρόσθεσης.

Θεωρούµε το γινόµενο a ·b= d= (dn)d≥0 των ακολουθιών a και b, και ϑέτουµε l = n +m. Τότε :

dr =
r∑

k=0
ak bn−k = a0br +a1br−1 +·· ·ar−1b1 +ar b0 και άρα dr = 0, αν r > l

Αυτό σηµαίνει ότι η ακολουθία d= (cd )n≥0 = a·b ανήκει στο υποσύνολο Π(K). Εποµένως το υποσύνολο
Π(K) ⊆A(K) είναι κλειστό στην πράξη του πολλαπλασιασµού.

13Βλέπε για παράδειγµα το ϐιβλίο [28].
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Τα στοιχεία του συνόλου Π(K) καλούνται πολυώνυµα µιας µεταβλητής υπεράνω του K. Για µια δικαιο-
λόγηση της ορολογίας και του συµβολισµού, παραπέµπουµε στην υποενότητα 7.2.14 του Κεφαλαίου
7.

p

Παρατήρηση 1.3.30. ΄Εστω το Ϲεύγος (X ,?), όπου «?» είναι µια προσεταιριστική πράξη επί του συνόλου X
για την οποία υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ X , και έστω U(X ,?) το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων του
X . Από την Πρόταση 1.3.7 έπεται ότι το υποσύνολο U(X ,?) είναι κλειστό στην πράξη «?», και εποµένως από
την Πρόταση 1.3.28, έπεται ότι στο Ϲεύγος (U(X ,?),?) η πράξη «?» είναι προσεταιριστική, υπάρχει ουδέτερο
στοιχείο, και εκ κατασκευής ικανοποιείται η χαρακτηριστική ιδιότητα ότι κάθε στοιχείο του συνόλου U(X ,?)
είναι αντιστρέψιµο ως προς την επαγόµενη πράξη.

Παραδείγµατα Ϲευγών (X ,?), για τα οποία η πράξη «?» είναι προσεταιριστική περιλαµβάνουν, σύµφωνα
µε το Παράδειγµα 1.3.8, και τα εξής :

(Z, ·), (Q, ·), (R, ·), (C, ·), (Mn(R), ·), (Map(X ),◦)

Εποµένως αποκτούµε τα Ϲεύγη

U(Z, ·) = {
1,−1

}
, U(Q, ·) =Q∗, U(R, ·) =R∗, U(C, ·) =C∗, U(Mn(R), ·) :=GL(n,R), U(Map(X ),◦) = S(X )

στα οποία η επαγόµενη πράξη είναι προσεταιριστική, υπάρχει αντίστροφο στοιχείο, και κάθε στοιχείο του
αντίστοιχου συνόλου είναι αντιστρέψιµο. N

Η ακόλουθη πρόταση περιγράφει ένα σηµαντικό παράδειγµα υποσυνόλου το οποίο είναι κλειστό στην
πράξη ενός υπερσυνόλου.

Πρόταση 1.3.31. ΄Εστω (X , ·) ένα Ϲεύγος, όπου «·» είναι µια προσεταιριστική (πολλαπλασιαστική) πράξη επί
του X για την οποία υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ X . Για κάθε στοιχείο x ∈ X , το υποσύνολο:

[x〉 = {
xn ∈ X | n ∈N0

}
είναι κλειστό στην πράξη «·» του X . Αν το στοιχείο x είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «·», τότε το υποσύνολο

〈x〉 = {
xn ∈ X | n ∈Z}

είναι κλειστό στην πράξη «·» του X .

Απόδειξη. Θεωρούµε τας στοιχεία xn και xm τα οποία ανήκουν στο υποσύνολο [x〉, όπου n,m ≥ 0. Τότε από
την Πρόταση 1.3.18 έπεται ότι xn · xm = xn+m ∈ [x〉 και άρα το υποσύνολο [x〉 είναι κλειστό στην πράξη «·».
Αν επιπλέον το x είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «·», και xn και xm ανήκουν στο υποσύνολο 〈x〉, όπου
n,m ∈Z, τότε από την Πρόταση 1.3.18 έπεται ότι xn ·xm = xn+m ∈ 〈x〉 και άρα το υποσύνολο 〈x〉 είναι επίσης
κλειστό στην πράξη «·». ■

Παράδειγµα 1.3.32. Θεωρούµε το Ϲεύγος (Map(X ),◦) του µέρους 3 του Παραδείγµατος 1.3.8, και έστω
f : X −→ X µια απεικόνιση, δηλαδή ένα στοιχείο του Map(X ). Τότε το σύνολο [ f 〉 = {

f 0 = IdX , f , f 2, · · ·} ⊆
Map(X ) είναι κλειστό στην πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων. Αν η απεικόνιση είναι «1-1» και «επί», δηλαδή
ανήκει στο υποσύνολο S(X ), τότε το υποσύνολο 〈 f 〉 = { · · · , f −2, f −1, f 0 = IdX , f , f 2, · · ·} ⊆ S(X ) είναι κλειστό
στην πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων.

p

Παράδειγµα 1.3.33. Θεωρούµε το Ϲεύγος (GL(2,R), ·) των αντιστρέψιµων πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς

αριθµούς, όπου «·» είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός πινάκων όπως στο Παράδειγµα 1.3.8. Αν A =
(
1 1
0 1

)
,

τότε, όπως µπορούµε να δούµε εύκολα, ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και A−1 =
(
1 −1
0 1

)
. Υπολογίζουµε
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A2 = A·A =
(
1 1
0 1

)
·
(
1 1
0 1

)
=

(
1 2
0 1

)
, και τότε, χρησιµοποιώντας της Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής, ϐλέπουµε

εύκολα ότι An =
(
1 n
0 1

)
, ∀n ∈N0. Παρόµοια έπεται ότι A−n =

(
1 −n
0 1

)
, ∀n ∈N0. Εποµένως

〈A〉 = {
An ∈GLn(R) | n ∈Z}= {(

1 n
0 1

)
∈GL(2,R) | n ∈Z

} p

Παράδειγµα 1.3.34. Θεωρούµε το Ϲεύγος (A ,∗), όπου A είναι το σύνολο των αριθµητικών συναρτήσεων
και «∗» είναι το γινόµενο Dirichlet. Αποδεικνύεται στην στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών14 ότι το υποσύνολο
U(A ,∗) των αντιστρέψιµων στοιχείων του A ως προς την πράξη «∗» συµπίπτει µε το σύνολο

U(A ,∗) = {
f : N−→C | f (1) 6= 0

}
το οποίο περιέχει και το υποσύνολο M των πολλαπλασιαστικών συναρτήσεων, δηλαδή: M ⊆U(A ,∗).

p

Παρατήρηση 1.3.35. Χρησιµοποιώντας προσθετικό συµβολισµό, η Πρόταση 1.3.31 παίρνει την ακόλουθη
µορφή. ΄Εστω η προσεταιριστική πράξη «+» επί ενός συνόλου X , και έστω x ∈ X . Τότε το υποσύνολο:

[x〉 = {
nx ∈ X | n ∈N0

}
είναι κλειστό στην πράξη «+» του X . Αν το στοιχείο x είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «+», τότε το
υποσύνολο

〈x〉 = {
nx ∈ X | n ∈Z}

είναι κλειστό στην πράξη «+» του X .
Για παράδειγµα, ϑεωρούµε το Ϲεύγος (Z,+), όπου «+» είναι η συνήθης πράξη της πρόσθεσης ακεραίων.

Αν x ∈ Z, τότε τα υποσύνολα [x〉, το οποίο συµπίπτει µε τα µη αρνητικά ακέραια πολλαπλάσια του x, και
το υποσύνολο 〈x〉, το οποίο συµπίπτει µε όλα τα ακέραια πολλαπλάσια του x, είναι κλειστά στην πράξη της
πρόσθεσης ακεραίων. N

Η χρησιµότητα των υποσυνόλων [x,〉 ή 〈x〉 της Πρότασης 1.3.31 έγκειται στο γεγονός ότι, αν και η πράξη
«·» επί του X µπορεί να είναι πολύπλοκη και εποµένως δύσκολη στην µελέτη της, η πράξη «·» είναι πολύ απλή
όταν περιοριστεί σε υποσύνολα της µορφής [x,〉 ή 〈x〉, καθώς ουσιαστικά ανάγεται στην πρόσθεση ακεραίων.
Αυτή η παρατήρηση ϑα µας οδηγήσει σε επόµενα Κεφάλαια στην µελέτη ιδιοτήτων µιας αλγεβρικής δοµής
της µορφής (X , ·), µε ϐάση ιδιότητες επαγόµενων δοµών της µορφής ([x〉, ·) ή (〈x〉, ·), x ∈ X .

1.3.6 Πράξεις συµβιβαστές µε σχέσεις ισοδυναµίας

Στα επόµενα εδάφια σηµαντικό ϱόλο ϑα παίξουν πράξεις ? : X × X −→ X επί συνόλων X οι οποίες είναι
συµβιβαστές µε µια δοσµένη σχέση ισοδυναµίας R ⊆ X ×X επί του συνόλου X , µε την έννοια του ακόλουθου
ορισµού.

Ορισµός 1.3.36. Η σχέση ισοδυναµίας R είναι συµβιβαστή µε την πράξη «?» επί του X αν ισχύει :

∀x, y, z, w ∈ X : x ∼R z και y ∼R w =⇒ x? y ∼R z?w

Η ακόλουθη Πρόταση εξηγεί γιατί η παραπάνω έννοια είναι σηµαντική.

Πρόταση 1.3.37. ΄Εστω ότι ? : X × X −→ X µια πράξη επί του συνόλου X , και έστω R ⊆ X × X µια σχέση
ισοδυναµίας επί του συνόλου X η οποία είναι συµβιβαστή µε την πράξη «?».

14Βλέπε το ϐιβλίο [28].
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1. Ορίζοντας
?̃ : X /R×X /R −→ X /R, ?̃([x]R , [y]R) := [x]R ?̃ [y]R = [x? y]R

αποκτούµε µια πράξη «?̃» επί του συνόλου πηλίκου X /R.

2. Αν η πράξη «?» επί του X είναι προσεταιριστική ή µεταθετική, τότε η πράξη «?̃» επί του X /R είναι
προσεταιριστική ή µεταθετική αντίστοιχα.

3. ΄Εστω e ∈ X ένα ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?» επί του X . Τότε το στοιχείο [e]R ∈ X /R είναι
ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?̃» επί του X /R.

4. Υποθέτουµε ότι η πράξη «?» έχει ένα ουδέτερο στοιχείο e ∈ X , και έστω x ένα στοιχείο του X για το
οποίο υπάρχει ένα αντίστροφο στοιχείο x ′ ∈ X ως προς την πράξη «?». Τότε το στοιχείο [x ′]R είναι ένα
αντίστροφο στοιχείο του [x]R για την πράξη «?̃» επί του X /R.

Απόδειξη. 1. Αρκεί το αποτέλεσµα της πράξης [x]R ?̃ [y]R = [x? y]R , ∀x, y ∈ X , να είναι ανεξάρτητο της
επιλογής αντιπροσώπων των κλάσεων ισοδυναµίας. ∆ηλαδή αρκεί να δείξουµε ότι :

∀x, y, z, w ∈ X : [x]R = [z]R και [y]R = [w]R =⇒ [x? y]R = [z?w]R

Σύµφωνα µε το Λήµµα 1.2.10, αρκεί να δείξουµε ισοδύναµα ότι

∀x, y, z, w ∈ X : x ∼R z και y ∼R w =⇒ x? y ∼R z?w

Η τελευταία συνεπαγωγή όµως ισχύει ακριβώς διότι από την υπόθεση η σχέση R είναι συµβιβαστή µε
την πράξη «?».

2. Υποθέτουµε ότι η πράξη «?» επί του X είναι µεταθετική. Τότε η πράξη «?̃» επί του X /R είναι µεταθετική
διότι, ∀ [x]R , [y]R ∈ X /R:

[x]R ?̃ [y]R = [x? y]R = [y ?x]R = [y]R ?̃ [x]R

Παρόµοια, αν η πράξη «?» επί του X είναι προσεταιριστική, τότε η πράξη «?̃» επί του X /R είναι
προσεταιριστική διότι, ∀ [x]R , [y]R , [z]R ∈ X /R:

[x]R ?̃
(
[y]R ?̃ [z]R

)= [x]?̃ [y?z]R = [x?(y?z)]R = [(x? y)?z]R = [x? y]R ?̃ [z]R = (
[x]R ?̃ [y]R

)
?̃ [z]R

3. Αν e ∈ X είναι ουδέτερο στοιχείο της πράξης «?», τότε το στοιχείο [e]R είναι ουδέτερο στοιχείο για την
πράξη ?̃ επί του X /R διότι, ∀ [x]R ∈ X /R:

[x]R ?̃ [e]R = [x?e]R = [x]R = [e?x]R = [e]R ?̃ [x]R

4. Υποθέτουµε ότι η πράξη «?» έχει ένα ουδέτερο στοιχείο e ∈ X , και έστω x ένα στοιχείο του X µε
αντίστροφο στοιχείο x ′ ∈ X ως προς την πράξη «?». Τότε ϑα έχουµε:

[x]R ?̃ [x ′]R = [x?x ′]R = [e]R = [x ′?x]R = [x ′]R ?̃ [x]R

και εποµένως το στοιχείο [x ′]R είναι ένα αντίστροφο στοιχείο του [x]R για την πράξη «?̃» επί του
X /R. ■

Παρατήρηση 1.3.38. ΄Εστω ? : X ×X −→ X µια πράξη επί του συνόλου X , και έστω R ⊆ X ×X µια σχέση
ισοδυναµίας επί του συνόλου X η οποία είναι συµβιβαστή µε την πράξη «?». Τότε το ακόλουθο διάγραµµα
απεικονίσεων µεταξύ συνόλων είναι µεταθετικό

X ×X

πR×πR

��

? // X

πR

��
X /R×X /R

?̃ // X /R

(1.10)
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δηλαδή:
?̃◦ (πR ×πR) =πR ◦? (1.11)

όπου η απεικόνιση πR ×πR είναι η απεικόνιση γινόµενο, ϐλέπε το Παράδειγµα 0.2.6:

πR ×πR : X ×X −→ X /R×X /R, (πR ×πR)(x, y) = ([x]R , [y]R)

Πράγµατι, για τυχόντα στοιχεία x, y ∈ X , ϑα έχουµε:(
?̃◦ (πR ×πR)

)
(x, y) = ?̃(

(πR ×πR)(x, y)
)= ?̃(

πR(x),πR(y)
)= ?̃([x]R , [y]R) =

= [x]R?̃[y]R = [x? y]R =πR(x? y) = (πR ◦?)(x, y)

΄Αρα πράγµατι : ?̃◦ (πR ×πR) =πR ◦?.
Επιπλέον η πράξη «?̃»:

[x]R ?̃ [y]R := [x? y]R

επί του X /R είναι η µοναδική πράξη επί του X /R η οποία ικανοποιεί την παραπάνω σχέση (1.11). ∆ηλαδή
αν

# : X /R×X /R −→ X /R, #([x]R , [y]R) := [x]R #[y]R

είναι µια πράξη επί του X /R για την οποία ισχύει : # ◦ (πR ×πR) = πR ◦?, τότε : # = ?̃. Πράγµατι, για
τυχόντα στοιχεία x, y ∈ X ϑα έχουµε:

#([x]R , [y]R) = #(πR(x),πR(y)) = #
(
(πR ×πR)(x, y)

)= (
#◦ (πR ×πR)

)
(x, y) = (πR ◦?)(x, y) =

=πR(?(x, y)) =πR(x? y) = [x? y]R = [x]R?̃[y]R = ?̃([x]R , [y]R)

΄Αρα: # = ?̃. N

Φυσικά δεν είναι όλες οι πράξεις σε ένα σύνολο συµβιβαστές µε µια δοσµένη σχέση ισοδυναµίας επί του
συνόλου. Ας δούµε ένα παράδειγµα µιας σχέσης ισοδυναµίας R που ορίζεται επί ενός συνόλου X , η οποία
δεν είναι συµβιβαστή µε µία από τις πράξεις του συνόλου:

Παράδειγµα 1.3.39. Επί του συνόλου Z των ακέραιων αριθµών ϑεωρούµε τις συνήθεις πράξεις της πρό-
σθεσης και πολλαπλασιασµού:

+ : Z × Z −→ Z, (z1, z2) 7−→ z1 + z2

· : Z × Z −→ Z, (z1, z2) 7−→ z1 · z2.

Επιπλέον, ϑεωρούµε την ακόλουθη διαµέριση ∆ του Z:

Z= A∪B , όπου A = {0,±1}, B = {±2,±3,±4, . . . }.

Η διαµέριση ∆, σύµφωνα µε Πρόταση 1.2.20, ορίζει επί του Z την ακόλουθη σχέση ισοδυναµίας

R∆ = {
(α,β) |α,β ∈ A

} ⋃ {
(γ,δ) | γ,δ ∈ B

}
.

Η σχέση ισοδυναµίας R∆ δεν είναι συµβιβαστή µε την πράξη της πρόσθεσης, αφού [0]R∆ = [1]R∆ , ενώ [0]R∆ =
[0+0]R 6= [2]R∆ = [1+1]R∆ . Αντίθετα η σχέση R∆ είναι συµβιβαστή µε την πράξη του πολλαπλασιασµού,
αφού [0]R∆ = [1]R∆ = [−1]R∆ , όπως επίσης [±2]R∆ = [±3]R∆ = [±4]R∆ = ·· · και όλα τα δυνατά γινόµενα α ·β,
όπου α,β ∈ A ή B αντίστοιχα δίνουν και πάλι στοιχείο από το A ή το B αντίστοιχα.

p

΄Ισως το πιο χαρακτηριστικό παράδειγµα πράξης η οποία είναι συµβιβαστή µε µια σχέση ισοδυναµίας
είναι το ακόλουθο:
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Παράδειγµα 1.3.40. ΄Εστω n ≥ 1. ΄Οπως στο Παράδειγµα 1.2.5, στο σύνολο Z των ακεραίων ϑεωρούµε τη
σχέση ισοδυναµίας Rn , όπου:

∀a,b ∈Z : a ∼Rn b ⇐⇒ n |a −b

΄Εστω a, a′,b,b′ ∈ Z και υποθέτουµε ότι : a ∼Rn b και a′ ∼Rn b′. Τότε ϑα έχουµε n | a −b και n | a′−b′ και
εποµένως υπάρχουν ακέραιοι k, l έτσι ώστε :

a −b = k ·n και a′−b′ = l ·n (1.12)

Προσθέτοντας τις σχέσεις (1.12) ϑα έχουµε:

(a+a′)−(b+b′) = a−b+a′−b′ = k ·n+l ·n = (k+l )·n =⇒ n | (a+a′)−(b+b′) =⇒ (a+a′) ∼Rn (b+b′)

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εκ των σχέσεων (1.12) µε τον ακέραιο a′ και την δεύτερη εκ των σχέσεων
(1.12) µε τον ακέραιο b, ϑα έχουµε:

a ·a′−b ·a′ = k ·a′ ·n και b ·a′−b ·b′ = l ·b ·n =⇒ a ·a′−b ·b′ = (k ·a′+l ·b) ·n =⇒ n | (a ·a′−b ·b′)

=⇒ (a ·a′) ∼Rn (b ·b′)

Εποµένως η σχέση ισοδυναµίας Rn είναι συµβιβαστή µε την πράξη της πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού
ακεραίων. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.3.37, ορίζοντας

+̃ : Zn ×Zn −→Zn , [x]n +̃ [y]n = [x + y]n

·̃ : Zn ×Zn −→Zn , [x]n ·̃ [y]n = [x · y]n

αποκτούµε καλά ορισµένες πράξεις επί του συνόλου πηλίκο Zn . Επειδή οι πράξεις «+» και «·» είναι προσεται-
ϱιστικές και µεταθετικές, και υπάρχει ουδέτερο στοιχείο γι΄ αυτές στο Z, οι ακέραιοι 0 και 1 αντίστοιχα, από
την Πρόταση 1.3.37 έπεται ότι οι πράξεις «+̃» και «̃·» είναι προσεταιριστικές και µεταθετικές, και υπάρχει
ουδέτερο στοιχείο γι΄ αυτές στο Zn , οι κλάσεις ισοδυναµίας [0]n και [1]n αντίστοιχα. Τέλος, επειδή κάθε
στοιχείο z του Z είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «+», µε αντίστροφο τον ακέραιο −z, έπεται ότι κάθε
στοιχείο [z]n του Zn είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «+̃», µε αντίστροφο την κλάση ισοδυναµίας [−z]n .

Χάριν απλότητας και αν δεν δηµιοιργείται σύγχυση, συνήθως ϑα χρησιµοποιούµε τα σύµβολα «+» και «·»
αντί των συµβόλων «+̃» και «̃·» αντίστοιχα. p

΄Οπως είδαµε στην υποενότητα 1.2.4, ϐλέπε τη σχετική συζήτηση πρίν την Πρόταση 1.2.29, σχέσεις ι-
σοδυναµίας επί ενός συνόλου X προκύπτουν µε µοναδικό τρόπο ως σχέσεις ισοδυναµίας επαγόµενες από
απεικονίσεις µε πεδίο ορισµού το συνολο X . Εποµένως είναι λογικό να εξετάσουµε πότε η σχέση ισοδυ-
ναµίας η οποία επάγεται από µια απεικόνιση f : (X ,?) −→ (Y ,∗) µεταξύ συνόλων X και Y , τα οποία είναι
εφοδιασµένα µε διµελείς πράξεις «?» και «∗» αντίστοιχα, είναι συµβιβαστή µε την πράξη «?» του συνόλου X :

Παρατήρηση 1.3.41. ΄Εστω (X ,?) και (Y ,∗) δύο Ϲεύγη αποτελούµενα από πράξεις «?» και «∗» επί των µη-
κενών συνόλων X και Y αντίστοιχα, και υποθέτουµε ότι f : X −→ Y είναι µια απεικόνιση. Από τον Ορισµό
1.2.25 έπεται ότι η f επάγει µια σχέση ισοδυναµίας R f επί του X ως εξής :

∀x1, x2 ∈ X : x1 ∼R f x2 ⇐⇒ f (x1) = f (x2)

Από την άλλη πλευρά, από τον Ορισµό 1.3.36, η σχέση ισοδυναµίας R f είναι συµβιβαστή µε την πράξη «?»
επί του X αν ισχύει, ∀x1, x2, z1, z2 ∈ X :

x1 ∼R f z1 και x2 ∼R f z2 =⇒ x1?x2 ∼R f z1? z2

µε άλλα λόγια, αν και µόνο αν

f (x1) = f (z1) και f (x2) = f (z2) =⇒ f (x1?x2) = f (z1? z2)
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Μια σηµαντική περίπτωση κατά την οποία οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν, και άρα η σχέση ισοδυναµίας R f

την οποία επάγει επί του X η f είναι συµβιβαστή µε την πράξη «?» του X , είναι η περιπτωση κατά την οποία
η απεικόνιση f ικανοποιεί την ακόλουθη σχέση:

∀x1, x2 ∈ X : f (x1?x2) = f (x1)∗ f (x2)

Πράγµατι, τότε ϑα έχουµε f (x1? x2) = f (x1)∗ f (x2) = f (z1)∗ f (z2) = f (z1? z2). ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα,
η παραπάνω σχέση ϑα µας οδηγήσει στην σηµαντική έννοια του οµοµορφισµού µεταξύ αλγεβρικών δοµών
ίδιου τύπου. N

1.4 Μονοειδή

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε την αλγεβρική δοµή του µονοειδούς, η οποία είναι ίσως η απλούστερη
αλγεβρική δοµή µε ενδιαφέρουσες ιδιότητες, ϐρίσκεται στην ϐάση των περισσότερων αλγεβρικών δοµών
τις οποίες ϑα µελετήσουµε στη συνέχεια, και έχει πολλές εφαρµογές και σε άλλες επιστήµες, όπως για
παράδειγµα στην Θεωρητική Πληροφορική.

1.4.1 Βασικές Ιδιότητες και Παραδείγµατα

΄Οπως µπορούµε να δούµε από τα παραδείγµατα 1.3.8, σύνολα τα οποία είναι εφοδιασµένα µε µια προσε-
ταιριστική πράξη για την οποία υπάρχει ουδέτερο στοιχείο έχουν ευχάριστες ιδιότητες και επιπλέον πολλά
γνωστά µας σύνολα είναι εφοδιασµένα µε τέτοιες πράξεις. ΄Ετσι οδηγούµαστε ϕυσιολογικά στον ακόλουθο
ορισµό ο οποίος συνοψίζει αρκετά ϕαινόµενα τα οποία παρατηρήσαµε σε διάφορα παραδείγµατα συνόλων
εφοδιασµένα µε µια πράξη.

Ορισµός 1.4.1. ΄Ενα Ϲεύγος (X ,?), όπου «?» είναι µια πράξη επί ενός συνόλου X καλείται µονοειδές, αν :

1. Η πράξη «?» είναι προσεταιριστική.

2. Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e για την πράξη «?» επί του X .

Το µονοειδές (X ,?) καλείται µεταθετικό µονοειδές, αν η πράξη «?» είναι µεταθετική. ΄Οταν το σύνολο X
είναι πεπερασµένο, ο πίνακας Cayley της πράξης «?» καλείται ο πίνακας Cayley του µονοειδούς (X ,?).

Παρατήρηση 1.4.2. ΄Οπως προκύπτει από τη σχέση 1.2, το ουδέτερο στοιχείο e ενός µονοειδούς (X ,?) είναι
µοναδικό. Επίσης, όπως προκύπτει από τη σχέση 1.4, αν x είναι ένα στοιχείο του X για το οποίο υπάρχει
αντίστροφο στοιχείο x ′, τότε το αντίστροφο στοιχείο είναι µοναδικό. N

Μια γενικότερη έννοια από την έννοια του µονοειδούς, είναι η έννοια της ηµιοµάδας : µια ηµιοµάδα
είναι ένα Ϲεύγος (X ,?), όπου X είναι ένα µη κενό σύνολο και «?» είναι µια προσεταιριστική πράξη επί του X .
΄Ολα τα Ϲεύγη στο Παράδειγµα 1.3.8 αποτελούν ηµιοµάδες, εκτός από τα Ϲεύγη στο Παράδειγµα 1.3.8(4),
1.3.8(5). Στη συνέχεια δεν ϑα ασχοληθούµε αναλυτικά µε την έννοια της ηµιοµάδας, και ϑα περιοριστούµε
στην µελέτη µονοειδών των οποίων η ϑεωρία είναι περισσότερο πλούσια.

Παράδειγµα 1.4.3. ΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e. Ορίζουµε επί του X µια νέα πράξη
«?op» ως εξής :

?op : X ×X −→ X , x?op y = y ?x

Εύκολα ϐλέπουµε ότι το Ϲεύγος (X ,?op) είναι ένα µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e, το οποίο καλείται το
αντίθετο µονοειδές του (X ,?).

Παρατηρούµε ότι το µονοειδές (X ,?) είναι µεταθετικό αν και µόνο αν τα µονοειδή (X ,?) και (X ,?op)
συµπίπτουν, δηλαδή αν και µόνο αν «?» = «?op».

p

Παράδειγµα 1.4.4. Τα παρακάτω είναι ϐασικά παραδείγµατα µονοειδών.
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1. ΄Εστω X = {x} ένα µονοσύνολο, επί του οποίου ορίζουµε µια πράξη «?» ϑέτοντας x ? x = x. Τότε το
Ϲεύγος (X ,?) είναι µονοειδές, το τετριµµένο µονοειδές.

2. ΄Ολα τα Ϲεύγη στο παράδειγµα 1.3.8 είναι µονοειδή, εκτός από το Ϲεύγος (N,+) το οποίο δεν είναι µο-
νοειδές διότι δεν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο ως προς την πρόσθεση (0 ∉N), και τα Ϲεύγη στο Παράδειγµα
1.3.8(4), 1.3.8(5), τα οποια δεν είναι ούτε ηµιοµάδες.

3. ΄Ολα τα Ϲεύγη της µορφής (X ,?) τα οποία οποία αναλύονται στο Παράδειγµα 1.3.29 είναι µονοειδή.

4. Τα Ϲεύγη (Zn ,+) και (Zn , ·), όπου Zn είναι το σύνολο των κλάσεων υπολοίπων mod n και «+», «·» οι
πράξεις οι οποίες ορίστηκαν στο Παράδειγµα 1.3.40, είναι µεταθετικά µονοειδή.

5. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και Rel(X ) το σύνολο των σχέσεων επί του X . Τότε το Ϲεύγος Rel(X ),◦),
όπου «◦» είναι η πράξη µεταξύ σχέσεων επί του X η οποία ορίστηκε στην υποενότητα 1.1.1, είναι ένα
µονοειδές (ϐλέπε ΄Ασκηση 1.5.6).

6. ΄Εστω X = {
x
}
ένα τυχόν µονοσύνολο. Από το µονοσύνολο X µπορούµε να σχηµατίσουµε το σύνολο

F(X ) των λέξεων µε ϐάση το γράµµα x (δηλαδή µια πεπερασµένη ακολουθία xxx · · ·x) και την κενή
λέξη e:

F(X ) = {
e, x, xx, xxx, · · · , xxxxxxxxxxx (n παράγοντες), · · ·}

∆ύο λέξεις ϑεωρούνται ίσες όταν το γράµµα x εµφανίζεται ίδιες ϕορές και στις δύο λέξεις. Ορίζοντας
πράξη

(x1x2 · · ·xn)? (y1 y2 · · · ym) = x1x2 · · ·xn y1 y2 · · · ym

e? (x1x2 · · ·xn) = x1x2 · · ·xn = (x1x2 · · ·xn)?e

για κάθε x1x2 · · ·xn , y1 y2 · · · ym ∈ F(X ), όπου xi = x = y j , 1 ≤ i ≤ n και 1 ≤ j ≤ m, αποκτούµε ένα
µονοειδές (F(X ),e) µε ουδέτερο στοιχείο την κενή λέξη e, το οποίο καλείται το ελεύθερο µονοειδές µε
ϐάση το σύνολο X .

p

Από την Πρόταση 1.3.37 προκύπτει άµεσα η ακόλουθη.

Πρόταση 1.4.5. ΄Εστω (X ,?) ένα (µεταθετικό) µονοειδές και έστω ότι R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του
X η οποία είναι συµβιβαστή µε την πράξη «?». Τότε το Ϲεύγος (X /R,?̃), όπου «?̃» είναι η πράξη

?̃ : X /R×X /R −→ X /R, ([x]R , [y]R) 7−→ [x]R ?̃ [y]R = [x? y]R

είναι ένα (µεταθετικό) µονοειδές.

Το µονοειδές (X /R,?̃), καλείται το µονοειδές πηλίκο του (X ,?) ως προς τη σχέση ισοδυναµίας R.

Παράδειγµα 1.4.6. 1. ΄Εστω (X , ·) ένα µονοειδές και x ∈ X . Τότε, όπως προκύπτει από την Πρόταση
1.3.31, το Ϲεύγος ([x,〉, ·), όπου

[x〉 = {
xn ∈ X | n ∈N0

}
είναι ένα µονοειδές, το οποίο καλείται το µονοειδές το οποίο παράγεται από το στοιχείο x ∈ X .

2. Θεωρούµε το µονοειδές (Z,+), και έστω το υποσύνολο N0 ⊆Z. ΄Οπως µπορούµε να δούµε εύκολα, το
υποσύνολο N0 είναι κλειστό στην πράξη της πρόσθεσης και το Ϲεύγος (N0,+) είναι ένα µονοειδές.

p

Το παραπάνω παράδειγµα δείχνει ότι κάποια υποσύνολα µονοειδών είναι επίσης µονοειδή µε την επα-
γόµενη πράξη. Γενικεύοντας αποκτούµε την έννοια του υποµονοειδούς :

Ορισµός 1.4.7. ΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e και S ⊆ X ένα υποσύνολο του X . Το
υποσύνολο S καλείται υποµονοειδές του (X ,?), αν e ∈ S και το S είναι κλειστό στην πράξη «?».

Η ακόλουθη άµεση συνέπεια δίνει έναν τρόπο κατασκευής νέων µονοειδών από παλαιά.
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Πόρισµα 1.4.8. ΄Εστω S ένα υποµονοειδές του µονοειδούς (X ,?), Τότε το Ϲεύγος (S,?) είναι ένα µονοειδές.

Απόδειξη. Επειδή το υποσύνολο S είναι κλειστό στην πράξη «?» του X , ορίζεται η επαγόµενη πράξη επί του
X η οποία είναι προφανώς προσεταιριστική. Επειδή το ουδέτερο στοιχείο e του X ανήκει στο S, προφανώς το
e είναι ουδέτερο στοιχείο για την επαγόµενη πράξη «?» επί του S, και άρα το Ϲεύγος (S,?) είναι µονοειδές. ■

Παράδειγµα 1.4.9. ΄Εστω (X , ·) ένα µονοειδές και x ∈ X ένα στοιχείο του. Από την Πρόταση 1.3.31, το
υποσύνολο [x〉 = {xn ∈ X | n ∈ N0} είναι κλειστό στην πράξη του X , και επιπλέον περιέχει το ουδέτερο
στοιχείο e του X , διότι e = x0. Εποµένως το υποσύνολο [x〉 είναι ένα υποµονοειδές του (X , ·), το οποίο
καλείται το κυκλικό υποµονοειδές του X το οποίο παράγεται από το στοιχείο x.

Αν Y είναι ένα υποµονοειδές του X το οποίο περιέχει το στοιχείο x, τότε προφανώς e ∈ Y και λόγω
της κλειστότητας του Y στην πράξη «·» έπεται ότι x2 = x · x ∈ Y , x3 = x2 · x ∈ Y , και µε χρήση της Αρχής
Μαθηµατικής Επαγωγής προκύπτει άµεσα ότι xn ∈ Y , ∀n ∈ N0. Εποµένως [x〉 ∈ Y και άρα το κυκλικό
υποµονοειδές του X το οποίο παράγεται από το στοιχείο x είναι το µικρότερο υποµονοειδές του X το οποίο
περιέχει το στοιχείο x.

Για παράδειγµα, έστω X = {1,2,3,4} και έστω το µονοειδές (Map(X ),◦) των απεικονίσεων f : X −→ X µε
πράξη την σύνθεση απεικονίσεων. Θεωρούµε την απεικόνιση f ∈Map(X ), όπου f (1) = 1, f (2) = 1, f (3) = 4,
και f (4) = 3. Εύκολα υπολογίζουµε ότι f = f 3, και f 2 = f 4 είναι η απεικόνιση f 2(1) = 1, f 2(2) = 1, f 2(3) = 3,
και f 2(4) = 4. Εποµένως [ f 〉 = {IdX , f , f 2, f 3}.

p

Παράδειγµα 1.4.10. ΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές, και U(X ,?) το υποσύνολο του X το οποίο αποτελείται από
όλα τα αντιστρέψιµα στοιχεία του X ως προς την πράξη «?». Τότε από την Παρατήρηση 1.3.30 έπεται ότι
το υποσύνολο U(X ,?) περιέχει το ουδέτερο στοιχείο του X και είναι κλειστό στην πράξη «?». Εποµένως το
υποσύνολο U(X ,?) είναι ένα υποµονοειδές, το µονοειδές των αντιστρέψιµων στοιχείων του (X ,?).

Για παράδειγµα, τα Ϲεύγη

U(Z, ·) = {
1,−1

}
, U(Q, ·) =Q∗, U(R, ·) =R∗, U(C, ·) =C∗, U(Mn(R), ·) :=GL(n,R), U(Map(X ),◦) = S(X )

του παραδείγµατος 1.3.30 είναι τα υποµονοειδή των αντιστρέψιµων στοιχείων των µονοειδών :

(Z, ·), (Q, ·), (R, ·), (C, ·), (Mn(R), ·), (Map(X ),◦)
p

Το ακόλουθο παράδειγµα δείχνει ιδιαίτερα ότι η συνθήκη e ∈ S στον ορισµό υποµονοειδούς 1.4.7 δεν
προκύπτει από την κλειστότητα της πράξης «?».

Παράδειγµα 1.4.11. Θεωρούµε το µονοειδές (M2(R), ·) των 2×2 πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθ-
µούς και πράξη τον συνήθη πολλαπλασιασµό πινάκων, το ουδέτερο στοιχείο του οποίου είναι ο µοναδιαίος

2×2 πίνακας I2 =
(
1 0
0 1

)
. Τότε το υποσύνολο

S =
{(

x 0
0 0

)
∈M2(R) | x ∈R

}
είναι προφανώς κλειστό στην πράξη «·» αλλά δεν είναι υποµονοειδές του (M2(R), ·), διότι το ουδέτερο στοι-

χείο
(
1 0
0 1

)
του µονοειδούς (M2(R), ·) δεν ανήκει στο υποσύνολο S. Παρατηρούµε ότι το Ϲεύγος (S, ·) είναι

µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο τον πίνακα
(
1 0
0 0

)
. ΄Αρα υπάρχουν µονοειδή (X ,?) τα οποία περιέχουν ως

υποσύνολα µονοειδή (S,?) τα οποία δεν είναι υποµονοειδή του (X ,?).
p

Πρόταση 1.4.12 (Νόµοι ∆ιαγραφής σε Μονοειδή). ΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές. Τότε :

∀x, y ∈ X , ∀u ∈U(X ,?) : x?u = y ?u =⇒ x = y και u?x = u? y =⇒ x = y
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Απόδειξη. ΄Εστω u′ το αντίστροφο του στοιχείου u. Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστική ιδιότητα, ϑα
έχουµε:

x?u = y?u =⇒ (x?u)?u′ = (y?u)?u′ =⇒ x? (u?u′) = y? (u?u′) =⇒ x?e = y?e =⇒ x = y

Παρόµοια ϑα έχουµε

u?x = u?y =⇒ u′?(u?x) = u′?(u?y) =⇒ (u′?u)?x = (u′?u)?y =⇒ e?x = e?y =⇒ x = y ■
Θα κλείσουµε την παρούσα ενότητα µε δύο σηµαντικές κατασκευές µονοειδών. Η πρώτη κατασκευή

αφορά απεικονίσεις οι οποίες ξεκινούν από ένα µη κενό σύνολο και καταλήγουν σε ένα µονοειδές.

Πρόταση 1.4.13. ΄Εστω (X ,?) ένα Ϲεύγος, όπου «?» είναι µια πράξη επί του X . Για κάθε µη κενό σύνολο A,
ϑεωρούµε το σύνολο

F (A, X ) = {
f : A −→ X | f : απεικόνιση

}
επί του οποίου ορίζουµε πράξη :

?̃ : F (A, X )×F (A, X ) −→ F (A, X ), f ?̃g : A −→ X , ( f ?̃g )(a) = f (a)? g (a)

1. Αν η πράξη «?» επί του X είναι προσεταιριστική ή µεταθετική, τότε η πράξη «?̃» επί του F (A, X ) είναι
προσεταιριστική ή µεταθετική αντίστοιχα.

2. Αν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ X για την πράξη «?», τότε η (σταθερή) απεικόνιση

ẽ : A −→ X , ẽ(a) = e

αποτελεί ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?̃» επί του F (A, X ).

3. Αν το Ϲεύγος (X ,?) είναι (µεταθετικό) µονοειδές, τότε και το Ϲεύγος (F (A, X ),?̃) είναι (µεταθετικό) µονοει-
δές.

4. Αν το Ϲεύγος (X ,?) είναι µονοειδές και U(X ,?) = X , τότε U(F (A, X ),?̃) =F (A, X ).

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι η πράξη «?» επί του X είναι προσεταιριστική. ΄Εστω f , g ,h ∈ F (A, X ). Τότε,
χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της πράξης «?» επί του X , για κάθε στοιχείο a ∈ A, ϑα έχουµε:

[( f ?̃g )?̃h](a) = ( f ?̃g )(a)?h(a) = (
f (a)? g (a)

)
?h(a) = f (a)?

(
g (a)?h(a)

)= f (a)? (g ?̃h)(a) = [ f ?̃(g ?̃h)](a)

Εποµένως ϑα έχουµε ( f ?̃g )?̃h = f ?̃(g ?̃h) και άρα η πράξη ?̃ επί του F (A, X ) είναι προσεταιριστική.
Παρόµοια, αν η πράξη ? επί του X είναι µεταθετική, τότε για κάθε στοιχείο a ∈ A, ϑα έχουµε:

( f ?̃g )(a) = f (a)? g (a) = g (a)? f (a) = (g ?̃ f )(a)

Εποµένως ϑα έχουµε f ?̃g = g ?̃ f και άρα η πράξη «?̃» επί του F (A, X ) είναι µεταθετική.
2. Για κάθε στοιχείο f ∈F (A, X ), και για κάθε στοιχείο a ∈ A, ϑα έχουµε:

( f ?̃ ẽ)(a) = f (a)? ẽ(a) = f (a)?e = f (a) και (ẽ ?̃ f )(a) = ẽ(a)? f (a) = e? f (a) = f (a)

Εποµένως f ?̃ ẽ = f = ẽ ?̃ f , ∀ f ∈F (A, X ), και άρα η απεικόνιση ẽ είναι ουδέτερο στοιχείο για την πράξη ?̃

επί του F (A, X ).
3. Προκύπτει άµεσα από τα µέρη 1. και 2., και τον ορισµό του µονοειδούς.
4. Υποθέτουµε ότι U(X ,?) = X , δηλαδή για κάθε στοιχείο x ∈ X υπάρχει αντίστροφο στοιχείο x ′ του x ως

προς την πράξη «?». Αν f : A −→ X είναι τυχόν στοιχείο του συνόλου F (A, X ), τότε ορίζουµε την απεικόνιση

f ′ : A −→ X , f ′(a) = f (a)′

Τότε ϑα έχουµε:

( f ?̃ f ′)(a) = f (a)? f ′(a) = f (a)? f (a)′ = e = ẽ(a) και ( f ′?̃ f )(a) = f ′(a)? f (a) = f (a)′? f (a) = e = ẽ(a)

Εποµένως f ?̃ f ′ = ẽ = f ′?̃ f , και άρα η απεικόνιση f ′ είναι το αντίστροφο στοιχείο του f επί του F (A, X ), ως
προς την πράξη «?̃», δηλαδή: U

(
F (A, X ),?̃

)=F (A, X ). ■
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Παράδειγµα 1.4.14. Για κάθε µη κενό σύνολο A, επιλέγοντας (X ,?) = (N0,+) ή (X ,?) = (N, ·), ή (X ,?) =
(Z,+), · · · , αποκτούµε νέα µονοειδή F (A,N0) ή F (A,N), ή F (A,Z), · · · . Από την άλλη πλευρά, αν επιλέξουµε
A = N0, και (X ,?) ένα τυχαίο µονοειδές, τότε αποκτούµε το µονοειδές (F (N0, X ),?̃) όλων των ακολουθιών
(xn)n≥0 µε στοιχεία από το µονοειδές (X ,?), όπου, χάριν ευκολίας, ταυτίζουµε µια απεικόνιση f : N0 −→ X
µε την ακολουθία των τιµών της : f (n) = xn , ∀n ≥ 0. Με ϐάση την παραπάνω ταύτιση, η πράξη «?̃» την οποία
περιγράφει η Πρόταση 1.4.13 µεταξύ απεικονίσεων f , g : A −→ X , αντιστοιχεί στην ακόλουθη πράξη µεταξύ
ακολουθιών στοιχείων του X : (xn)n≥0 ?̃ (yn)n≥0 = (zn)n≥0, όπου zn = xn ? yn , ∀n ≥ 0.

p

Υποθέτουµε τώρα ότι τα Ϲεύγη (X1,?1), (X2,?2), · · · , (Xn ,?n) είναι µονοειδή µε ουδέτερο στοιχείο ei

αντίστοιχα, όπου 1 ≤ i ≤ n. Η ακόλουθη Πρόταση ορίζει µια σηµαντική κατασκευή ενός νέου µονοειδούς
επί του καρτεσιανού γινοµένου

∏n
k=1 Xk = X1 ×X2 ×·· ·×Xn .

Πρόταση 1.4.15. Με τους παραπάνω συµβολισµούς, το Ϲεύγος (
∏n

k=1 Xk ,?), όπου

(x1, x2, · · · , xn)? (y1, y2, · · · , yn) = (
x1?1 y1, x2?2 y2, · · · , xn ?n yn

)
είναι µονοειδές, το ευθύ γινόµενο των µονοειδών (Xi ,?i ). Επιπρόσθετα :

U(
n∏

k=1
Xk ,?) =

n∏
k=1

U(Xk ,?k )

Απόδειξη. ΄Εστω x= (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn), και z= (z1, z2, · · · , zn) ∈ X := ∏
k=1 Xk . Τότε, χρησιµο-

ποιώντας την προσεταιριστικότητα των σχέσεων «?i » επί των συνόλων Xi , 1 ≤ i ≤ n, ϑα έχουµε:

x? (y?z) = (x1, x2, · · · , xn)?
(
(y1, y2, · · · , yn)? (z1, z2, · · · , zn)

)= (x1, x2, · · · , xn)?
(
y1?1 z1, y2?2 z2, · · · , yn ?n zn

)=
= (

x1?1 (y1?1 z1), x2?2 (y2?2 z2), · · · , xn?n (yn?n zn)
)= (

(x1?1 y1)?1 z1, (x2?2 y2)?2 z2, · · · , (xn?n yn)?n zn
)=

= (
x1?1 y1, x2?2 y2, · · · , xn ?n yn

)
? (z1, z2, · · · , zn) = (

(x1, x2, · · · , xn)? (y1, y2, · · · , yn
)
? (z1, z2, · · · , zn) = (x?y)?z

΄Αρα η πράξη «?» επί του X είναι προσεταιριστική. Θα δείξουµε ότι το στοιχείο

e = (e1, e2, · · · , en) ∈ X

όπου ei είναι το ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?i » επί του Xi , 1 ≤ i ≤ n, είναι το ουδέτερο στοιχείο για
την πράξη «?» επί του X . Πράγµατι, ∀x= (x1, x2, · · · , xn) ∈ X :

x?e = (x1, x2, · · · , xn)? (e1,e2, · · · ,en) = (x1?1 e1, x2?2 e2, · · · , xn ?n en) = (x1, x2, · · · , xn) = x

e?x= (e1,e2, · · · ,en)? (x1, x2, · · · , xn) = (e1?1 x1, e2?2 x2, · · · , en ?n xn) = (x1, x2, · · · , xn) = x

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το e είναι το ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?» επί του X , και εποµένως
το Ϲεύγος (X ,?) είναι µονοειδές.

Τέλος, έστω x= (x1, x2, · · · , xn) ∈∏n
k=1 Xk . Αν το στοιχείο x είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «?», τότε

υπάρχει στοιχείο x′ = (x ′
1, x ′

2, · · · , x ′
n) ∈ X , έτσι ώστε : x?x′ = e = x′?x. Εποµένως :

(x1?1 x ′
1, x2?2 x ′

2, · · · , xn ?n x ′
n) = (e1,e2, · · · ,en) =⇒ xk ?x ′

k = ek , 1 ≤ k ≤ n

(x ′
1?1 x1, x ′

2?2 x2, · · · , x ′
n ?n xn) = (e1,e2, · · · ,en) =⇒ x ′

k ?xk = ek , 1 ≤ k ≤ n

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το στοιχείο xk ∈ Xk είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «?k » µε
αντίστροφο το στοιχείο x ′

k , 1 ≤ k ≤ n. Εποµένως U(
∏n

k=1 Xk ,?) ⊆ ∏n
k=1U(Xk ,?k ). Αντίστροφα, έστω x =

(x1, x2, · · · , xn) ∈ ∏n
k=1 Xk , όπου xk ∈U(Xk ,?k ), 1 ≤ k ≤ n. Τότε xk ?k x ′

k = ek = x ′
k ?k xk , για κάποια στοιχεία

x ′
k ∈ Xk , 1 ≤ k ≤ n, και τότε ϑέτοντας x′ = (x ′

1, x ′
2, · · · , x ′

n) ∈∏n
k=1 Xk , ϑα έχουµε:

x?x′ = (x1, x2, · · · , xn)? (x ′
1, x ′

2, · · · , x ′
n) = (x1?1 x ′

1, x2?2 x ′
2, · · · , xn ?n x ′

k ) = (e1,e2, · · · ,en) = e

x′?x= (x ′
1, x ′

2, · · · , x ′
n)? (x1, x2, · · · , xn) = (x ′

1?1 x1, x ′
2?2 x2, · · · , x ′

n ?n xk ) = (e1,e2, · · · ,en) = e

΄Αρα x ∈U(
∏n

k=1 Xk ,?) και εποµένως
∏n

k=1U(Xk ,?k ) ⊆U(
∏n

k=1 Xk ,?). Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι
∏n

k=1U(Xk ,?k )
=U(

∏n
k=1 Xk ,?). ■
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Παράδειγµα 1.4.16. ΄Εστω ότι K είναι ένα εκ των συνόλων N0, Z, Q, R, C το οποίο ϑεωρούµε εφοδιασµένο
µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού. Τότε έχουµε τα µεταθετικά µονοειδή (K,+) και
(K, ·). Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.4.35, το καρτεσιανό γινόµενο Kn είναι εφοδιασµένο µε τις ακόλουθες
πράξεις :

+ : Kn ×Kn −→Kn , (x1, x2, · · · , xn)+ (y1, y2, · · · , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn)

· : Kn ×Kn −→Kn , (x1, x2, · · · , xn) · (y1, y2, · · · , yn) = (x1 y1, x2 y2, · · · , xn yn)

και τα Ϲεύγη (Kn ,+) και (Kn , ·) είναι µεταθετικά µονοειδή.
p

Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα επισηµαίνοντας ότι ο ορισµός του ευθέος γινοµένου µονοειδών
{(Xi ,?i )}i∈I , όπου I = {1,2, · · · ,n}, επεκτείνεται ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο και για άπειρες οικογένειες µο-
νοειδών, δηλαδή όταν το σύνολο δεικτών I είναι άπειρο.

1.4.2 Οµοµορφισµοί Μονοειδών

Αν X και Y είναι δύο σύνολα χωρίς επιπλέον δοµή, ο ϕυσιολογικός τρόπος µε τον οποίο µπορούµε να τα
συγκρίνουµε ή να τα συσχετίσουµε ή να αναλύσουµε κοινές τους ιδιότητες είναι µέσω µιας απεικόνισης
f : X −→ Y . Ανάλογα, αν τα σύνολα X και Y είναι εφοδιασµένα µε επιπλέον αλγεβρική δοµή παρόµοιου
τύπου, τότε ο ϕυσιολογικός τρόπος σύγκρισής τους ή συσχέτισής τους είναι µέσω µιας απεικόνισης f η
οποία διατηρεί την κοινή αλγεβρική δοµή. Από την άλλη πλευρά, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 1.3.41, η
επαγόµενη από την απεικόνιση f σχέση ισοδυναµίας R f επί του X είναι συµβιβαστή µε την πράξη επί του
X η οποία ορίζει την αλγεβρική δοµή του X , αν η απεικόνιση f διατηρεί τις πράξεις οι οποίες ορίζουν την
αλγεβρική δοµή επί των X και Y .

Με ϐάση αυτές τις παρατηρήσεις και λαµβάνοντας υπόψη ότι η αλγεβρική δοµή ενός µονοειδούς (X ,?)
καθορίζεται από την πράξη «?» επί του X και το ουδέτερο στοιχείο της eX ∈ X , οδηγούµαστε ϕυσιολογικά
στην έννοια του οµοµορφισµού µονοειδών (X ,?) και (Y ,∗) η οποία είναι η κάταλληλη έννοια σύγκρισης ή
συσχέτισης µονοειδών.

Ορισµός 1.4.17. ΄Εστω (X ,?) και (Y ,∗) δύο µονοειδή. Μια απεικόνιση f : X −→ Y καλείται οµοµορφισµός
µονοειδών αν:

∀x1, x2 ∈ X : f (x1?x2) = f (x1)∗ f (x2) και f (eX ) = eY

όπου eX , αντίστοιχα eY , είναι το ουδέτερο στοιχείο του µονοειδούς X , αντίστοιχα Y . Το σύνολο όλων των
οµοµορφισµών µονοειδών από το µονοειδές (X ,?) στο µονοειδές (Y ,∗) συµβολίζεται µε :

HomMon(X ,Y ) = {
f : X −→ Y | f : οµοµορφισµός µονοειδών

}
Γενικότερα, αν τα Ϲεύγη (X ,?) και (Y ,∗) είναι ηµιοµάδες, δηλαδή οι πράξεις «?» και «∗» είναι προσεταιρι-

στικές αλλά δεν υπάρχει απαραίτητα ουδέτερο στοιχείο για τις πράξεις «?» και «∗» αντίστοιχα, τότε µια απεικό-
νιση απεικόνιση f : X −→ Y καλείται οµοµορφισµός ηµιοµάδων αν: ∀x1, x2 ∈ X : f (x1?x2) = f (x1)∗ f (x2).

Παράδειγµα 1.4.18. Τα ακόλουθα είναι ϐασικά παραδείγµατα οµοµορφισµών µονοειδών.

1. Θεωρούµε µονοειδή (X ,?) και (Y ,∗) µε ουδέτερα στοιχεία eX και eY αντίστοιχα.

(αʹ) Η ταυτοτική απεικόνιση IdX : X −→ X είναι οµοµορφισµός µονοειδών.

(ϐʹ) Η απεικόνιση e : X −→ Y , e(x) = eY , ∀x ∈ X , είναι οµοµορφισµός µονοειδών, ο οποίος καλείται ο
τετριµµένος οµοµορφισµός µονοειδών.

2. Θεωρούµε τα µονοειδή (R,+) και (R+, ·), όπου R+ = {
x ∈R | x > 0

}
και «+», «·» είναι οι συνήθεις πράξεις

πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πραγµατικών αριθµών αντίστοιχα. Θεωρούµε την εκθετική και
λογαριθµική απεικόνιση αντίστοιχα

f : R −→ R+, f (x) = ex και g : R+ −→R, g (x) = loge (x)
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Τότε για τυχόντες πραγµατικούς αριθµούς x, y και για τυχόντες ϑετικούς πραγµατικούς αριθµούς z, w ,
ϑα έχουµε:

f (x + y) = ex+y = ex ·e y = f (x) · f (y) και f (0) = e0 = 1

g (x · y) = loge (x · y) = loge (x)+ loge (y) = g (x)+ g (y) και g (1) = loge (1) = 0

Εποµένως οι απεικονίσεις f και g είναι οµοµορφισµοί µονοειδών.

3. Θεωρούµε ένα µονοειδές (X , ·) µε ουδέτερο στοιχείο e, και έστω (N0,+) το προσθετικό µονοειδές των
µη αρνητικών ακεραίων. Για κάθε στοιχείο x ∈ X , η απεικόνιση

fx : N0 −→ X , fx (n) = xn

είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες δυνάµεων όπως περι-
γράφονται στην Πρόταση 1.3.18, ϑα έχουµε fx (0) = x0 = e και ∀n,m ∈N0: fx (n+m) = xn+m = xn ·xm =
fx (n) · fx (m). Εποµένως η απεικόνιση fx είναι οµοµορφισµός µονοειδών.

4. Αν (S,?) είναι υποµονοειδές του µονοειδούς (X ,?), δηλαδή το υποσύνολο S ⊆ X είναι κλειστό στην
πράξη «?» του X και eX ∈ S και άρα το Ϲεύγος (S,?) είναι µονοειδές µε την επαγόµενη πράξη, τότε η
απεικόνιση έγκλεισης ιS : S −→ X , ιS (x) = x, είναι προφανώς ένας οµοµορφισµός µονοειδών.

5. ΄Εστω ότι (X ,?) είναι ένα µονοειδές και έστω ότι R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X η οποία
είναι συµβιβαστή µε την πράξη «?». Θεωρούµε το µονοειδές πηλίκο (X /R,?̃), και την απεικόνιση

πR : X −→ X /R, πR(x) = [x]R

Τότε, µε χρήση της Πρότασης 1.3.37, ϑα έχουµε πR(eX ) = [eX ]R = eX /R , και αν x, y ∈ X , τότε :

πR(x? y) = [x? y]R = [x]R ?̃ [y]R =πR(x)?̃πR(y)

Εποµένως η απεικόνιση πR είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών ο οποίος καλείται κανονική προβολή
του µονοειδούς X στο µονοειδές πηλίκο X /R.

6. Θεωρούµε µονοειδή (X1,?1), (X2,?2), · · · , (Xn ,?n) µε ουδέτερο στοιχείο ei αντίστοιχα, όπου 1 ≤ i ≤ n,
και έστω (X = ∏n

k=1 Xk ,?) το µονοειδές ευθύ γινόµενο, ϐλέπε την Πρόταση 1.4.35. Τότε, για κάθε
δείκτη k = 1,2, · · · ,n, η απεικόνιση προβολής, ϐλέπε το Παράδειγµα 0.2.5:

πk :
n∏

k=1
Xk −→ Xk , πk (x1, x2, · · · , xn) = xk

είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών. Πράγµατι, ϑα έχουµε

πk (eX ) =πk (e1,e2, · · · ,en) = ek = eXk

και αν x= (x1, x2, · · · , xn) και y= (y1, y2, · · · , yn) είναι στοιχεία του X =∏n
k=1 Xk , τότε :

πk
(
x ? y

)=πk
(
(x1?1 y1, x2?2 y2, · · · , xn ?n yn)

)= xk ?k yk =πk (x)?k πk (y)

Οι οµοµορφισµοί µονοειδών πk , 1 ≤ k ≤ n, καλούνται οµοµορφισµοί κανονικής προβολής από το
µονοειδές ευθύ γινόµενο (

∏n
k=1 Xk ,?) στα µονοειδή παράγοντες (Xk ,?k ).

p

Παράδειγµα 1.4.19. ΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές. Θεωρούµε το µονοειδές (Map(X ),◦), όπου Map(X ) ={
f : X −→ X | f : απεικόνιση

}
είναι το σύνολο των απεικονίσεων επί του X , και «◦» είναι η πράξη της σύνθεσης

απεικονίσεων :
◦ : Map(X )×Map(X ) −→ Map(X ), ( f , g ) 7−→ f ◦ g

Ορίζουµε απεικονίσεις

L : X −→Map(X ), x 7−→ L(x) := Lx : X −→ X , y 7−→ Lx (y) = x? y
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R : X −→Map(X ), x 7−→ R(x) :=Rx : X −→ X , y 7−→ Rx (y) = y ?x

Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση L : (X ,?) −→ (Map(X ),◦) είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών και η απεικόνιση
R : (X ,?op) −→ (Map(X ),◦) είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών, όπου (X ,?op) είναι το αντίθετο µονοειδές
του (X ,?), ϐλ. Παράδειγµα 1.4.3. Σηµειώνουµε ότι το ουδέτερο στοιχείο e του µονοειδούς (X ,?) συµπίπτει
µε το ουδέτερο στοιχείο του αντίθετου µονοειδούς (X ,?op).

Η απεικόνιση L(e) = Le : X −→ X , Le (y) = e? y = y, είναι προφανώς η ταυτοτική απεικόνιση IdX , δηλαδή
το ουδέτερο στοιχείο του µονοειδούς (Map(X ),◦), και άρα L(e) = IdX . Παρόµοια R(e) = IdX . Αν x1, x2 είναι
στοιχεία του X , τότε ϑα έχουµε:

Lx1?x2 : X −→ X , Lx1?x2 (y) = (x1?x2)? y = x1? (x2? y)

Lx1 ◦Lx2 : X −→ X , (Lx1 ◦Lx2 )(y) = Lx1 (Lx2 (y)) = x1?Lx2 (y) = x1? (x2? y)

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι L(x1?x2) = L(x1)◦L(x2) και εποµένως η απεικόνιση L είναι οµοµορφισµός
µονοειδών. Παρόµοια, αν x1, x2 είναι στοιχεία του X , τότε ϑα έχουµε:

Rx1?opx2 : X −→ X , Rx1?opx2 (y) = y ? (x1?
op x2) = y ? (x2?x1) = (y ?x2)?x1

Rx1 ◦Rx2 : X −→ X , (Rx1 ◦Rx2 )(y) =Rx1 (Rx2 (y)) =Rx2 (y)?x1 = (y ?x2)?x1

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι R(x1?
op x2) =R(x1)◦R(x2) και εποµένως η απεικόνιση R είναι οµοµορ-

ϕισµός µονοειδών.
p

Ορισµός 1.4.20. ΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές. Με τους συµβολισµούς του Παραδείγµατος 1.4.19, ο οµοµορ-
ϕισµός µονοειδών L : (X ,?) −→ (Map(X ),◦) καλείται η αριστερή κανονική αναπαράσταση του µονοειδούς
(X ,?), και ο οµοµορφισµός µονοειδών R : (X ,?op) −→ (Map(X ),◦) καλείται η δεξιά κανονική αναπαράσταση
του µονοειδούς (X ,?).

Παράδειγµα 1.4.21. Θεωρούµε πεπερασµένες οικογένειες µονοειδών
{
(Xk ,?k )

}n
k=1 και

{
(Yk ,∗k )

}n
k=1, µε

ουδέτερα στοιχεία ek και εk , 1 ≤ k ≤ n, αντίστοιχα. Θεωρούµε το µονοειδές ευθύ γινόµενο (
∏n

k=1 Xk ,?)
µε ουδέτερο στοιχείο e = e∏n

k=1 Xk
= (e1,e2, · · · ,en) και το µονοειδές ευθύ γινόµενο (

∏n
k=1 Yk ,∗) µε ουδέτερο

στοιχείο ε= ε∏n
k=1 Yk

= (ε1,ε2, · · · ,εn).
Για κάθε πεπερασµένη οικογένεια οµοµορφισµών µονοειδών fk : (Xk ,?k ) −→ (Yk ,?k ), 1 ≤ k ≤ n, η επα-

γόµενη απεικόνιση ευθύ γινόµενο

n∏
k=1

fk :
n∏

k=1
Xk −→

n∏
k=1

Yk , (
n∏

k=1
fk )(x1, x2, · · · , xn) = (

f1(x1), f (x2), · · · , fn(xn)
)

είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών. Πράγµατι, επειδή κάθε fk είναι οµοµορφισµός µονοειδών, έπεται ότι
fk (ek ) = εk ,1 ≤ k ≤ n, και τότε ϑα έχουµε:

(
n∏

k=1
fk )(e) = (

n∏
k=1

fk )(e1,e2, · · · ,en) = (
f1(e1), f (e2), · · · , fn(en)

)= (
ε1,ε2, · · · ,εn)

)= ε
Επιπλέον, αν x= (x1, x2, · · · , xn) και y= (y1, y2, · · · , yn) είναι στοιχεία του X =∏n

k=1 Xk , τότε χρησιµοποιώντας
ότι κάθε fk , 1 ≤ k ≤ n, είναι οµοµορφισµός µονοειδών, ϑα έχουµε:

(
n∏

k=1
fk )(x?y) = (

n∏
k=1

fk )
(
(x1, · · · , xn)?(y1, · · · , yn)

)= (
n∏

k=1
fk )

(
x1?1 y1, · · · , xn?n yn

)= (
f1(x1?1 y1), · · · , fn(xn?n yn)

)=
= (

f1(x1)∗1 f1(y1), · · · , fn(xn)∗n fn(yn)
)= (

f1(x1), · · · , fn(xn)
) ∗ (

f1(y1), · · · , fn(yn)
)= (

n∏
k=1

fk )(x) ∗ (
n∏

k=1
fk )(y)

Εποµένως η απεικόνιση
∏n

k=1 fk : (
∏n

k=1 Xk ,?) −→ (
∏n

k=1 Yk ,∗) είναι οµοµορφισµός µονοειδών, ο οµοµορφι-
σµός ευθύ γινόµενο των οµοµορφισµών fk : (Xk ,?k ) −→ (Yk ,∗k ), 1 ≤ k ≤ n.

p



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΧΕΣΕΙΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ ΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ 84

Η επόµενη πρόταση περιγράφει κάποιες ϐασικές ιδιότητες οµοµορφισµών µονοειδών.

Πρόταση 1.4.22. Ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Αν f : (X ,?) −→ (Y ,∗) είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών, τότε, ∀x1, x2, · · · , xn :

f (x1?x2 · · · ?xn) = f (x1)∗ f (x2) · · · ∗ f (xn)

2. Σύνθεση οµοµορφισµών µονοειδών, όταν ορίζεται, είναι οµοµορφισµός µονοειδών.

3. Αν f : (X ,?) −→ (Y ,∗) είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών και η απεικόνιση f είναι «1-1» και «επί», τότε
η αντίστροφη απεικόνιση f −1 : X −→ Y είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών.

Απόδειξη. 1. Η Ϲητούµενη σχέση ισχύει προφανώς όταν n = 1 και όταν n = 2, διότι η f είναι οµοµορ-
ϕισµός µονοειδών. Υποθέτουµε ότι η Ϲητούµενη σχέση ισχύει για n το πλήθος στοιχεία, και έστω
x1, x2, · · · , xn+1 ∈ X . Χρησιµοποιώντας ότι η f είναι οµοµορφισµός και την επαγωγική υπόθεση, ϑα
έχουµε:

f (x1? · · ·?xn ?xn+1) = f (x1? · · ·?xn)∗ f (xn+1) = f (x1)∗·· ·∗ f (xn)∗ f (xn+1)

και άρα, από την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής, η Ϲητούµενη σχέση ισχύει για κάθε n ≥ 1.

2. Θεωρούµε µονοειδή (X1,?1), (X2,?2), και (X3,?3) µε ουδέτερα στοιχεία e1, e2, και e3 αντίστοιχα. Αν
f : (X1,?1) −→ (X2,?2) και g : (X2,?2) −→ (X3,?3) είναι οµοµορφισµοί µονοειδών, τότε :

(g ◦ f )(e1) = g ( f (e1)) = g (e2) = e3

Επίσης, αν x, y ∈ X1, τότε ϑα έχουµε:

(g ◦ f )(x?1 y) = g ( f (x?1 y)) = g ( f (x)?2 f (y)) = g ( f (x))?3 g ( f (y)) = (g ◦ f )(x)?3 (g ◦ f )(y)

Εποµένως η σύνθεση g ◦ f είναι οµοµορφισµός µονοειδών.

3. ΄Εστω f : (X ,?) −→ (Y ,∗) ένας οµοµορφισµός µονοειδών, υποθέτουµε ότι η απεικόνιση f είναι «1-1»
και «επί», και ϑεωρούµε την αντίστροφη απεικόνιση f −1 : Y −→ X .
Αν eX και eY είναι τα ουδέτερα στοιχεία των X και Y αντίστοιχα, και αν ε = f −1(eY ), τότε f (ε) =
f ( f −1(eY ) = eY . ΄Οµως f (eX ) = eY , διότι η f είναι οµοµορφισµός µονοειδών, και εποµένως ϑα έχουµε
f (ε) = eY = f (eX ). Επειδή η f είναι «1-1», έπεται ότι ε= eX και εποµένως f −1(eY ) = eX .
΄Εστω y1, y2 ∈ Y , και ϑέτουµε f −1(y1) = x1, f −1(y2) = x2, και f −1(y1 ∗ y2) = x3. Τότε ϑα έχουµε f (x1) =
y1, f (x2) = y2, και f (x3) = y1 ∗ y2. Επειδή η f είναι «1-1» και οµοµορφισµός µονοειδών, ϑα έχουµε:

f (x3) = y1 ∗ y2 = f (x1)∗ f (x2) = f (x1?x2) =⇒ x3 = x1?x2 =⇒ f −1(y1 ∗ y2) = f −1(y1)? f −1(y2)

Εποµένως η f −1 είναι οµοµορφισµός µονοειδών. ■
Η ακόλουθη Πρόταση δείχνει ότι ένας οµοµορφισµός µονοειδών επάγει έναν οµοµορφισµό µεταξύ των

αντίστοιχων µονοειδών των αντιστρέψιµων στοιχείων τους.

Πρόταση 1.4.23. Κάθε οµοµορφισµός µονοειδών f : (X ,?) −→ (Y ,∗) διατηρεί αντιστρέψιµα στοιχεία και
εποµένως επάγει έναν οµοµορφισµό µονοειδών

U( f ) : U(X ,?) −→ U(Y ,∗), U( f )(x) = f (x)

Απόδειξη. ΄Εστω e ∈ X και ε ∈ Y τα ουδέτερα στοιχεία των µονοειδών (X ,?) και (Y ,∗) αντίστοιχα, και έστω
x ∈UX ,?) ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του X ως προς την πράξη «?». Τότε υπάρχει στοιχείο x ′ ∈ X έτσι ώστε :
x?x ′ = e = x ′?x. Εφαρµόζοντας τον οµοµορφισµό f , ϑα έχουµε:

f (x?x ′) = f (e) = f (x ′?x) =⇒ f (x)∗ f (x ′) = ε= f (x ′)? f (x)

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το στοιχείο f (x) του (Y ,∗) είναι αντιστρέψιµο ως προς την πράξη «∗»
και το αντίστροφό του είναι το στοιχείο f (x ′), δηλαδή: f (x)′ = f (x ′). Εποµένως η f στέλνει αντιστρέψιµα
στοιχεία του µονοειδούς X σε αντιστρέψιµα στοιχεία του µονοειδούς Y , και εποµένως επάγει µια απεικόνιση
U( f ) : U(X ,?) −→U(Y ,∗), όπου U( f )(x) = f (x), η οποία είναι προφανώς ένας οµοµορφισµός µονοειδών. ■
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Πρόταση 1.4.24. ΄Εστω f : (X ,?) −→ (Y ,∗) ένας οµοµορφισµός µονοειδών.

1. Το υποσύνολο
Ker( f ) = {

x ∈ X | f (x) = eY
}

είναι ένα υποµονοειδές του X , το οποίο καλείται πυρήνας του f .

2. Το υποσύνολο
Im( f ) = {

f (x) ∈ Y | x ∈ X
}

είναι ένα υποµονοειδές του Y , το οποίο καλείται εικόνα του f .

Απόδειξη. 1. Επειδή η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός µονοειδών, ϑα έχουµε f (eX ) = eY και άρα eX ∈
Ker( f ). Αν x1, x2 ∈ Ker( f ), τότε f (x1? x2) = f (x1)∗ f (x2) = eY ∗ eY = eY , και άρα x1? x2 ∈ Ker( f ), δηλαδή
το υποσύνολο Ker( f ) είναι κλειστό στην πράξη «?» του X και εποµένως το υποσύνολο Ker( f ) είναι ένα
υποµονοειδές του X .

2. Επειδή η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός µονοειδών ϑα έχουµε f (eX ) = eY και άρα eY ∈ Im( f ). Αν
y1, y2 ∈ Im( f ), τότε y1 = f (x1) και y2 = f (x2) για κάποια στοιχεία x1, x2 ∈ X . Τότε y1 ∗ y2 = f (x1)∗ f (x2) =
f (x1?x2) ∈ Im( f ), δηλαδή το υποσύνολο Im( f ) είναι κλειστό στην πράξη «∗» του Y και εποµένως το υποσύνολο
Im( f ) είναι ένα υποµονοειδές του Y . ■

Παρατήρηση 1.4.25. Είδαµε στην αρχή της παρούσας υποενότητας ότι ο κατάλληλος τρόπος µέσω του
οποίου µπορούµε να συσχετίσουµε ή να συγκρίνουµε δύο µονοειδή είναι µέσω ενός οµοµορφισµού µονοει-
δών. ΄Ετσι, αν µια απεικόνιση f : (X ,?) −→ (Y ,∗) µεταξύ µονοειδών είναι οµοµορφισµός, τότε µπορούµε
µέσω της f να συγκρίνουµε τα σύνολα X και Y ως µονοειδή, δηλαδή λαµβάνοντας υπόψη την επιπλέον
δοµή µε την οποία είναι εφοδιασµένα. Σ΄ αυτό το πλαίσιο τίθεται ϕυσιολογικά το ερώτηµα:

Πότε δύο µονοειδή είναι «δοµικά ίδια»;

δηλαδή πότε µπορούµε να ταυτίσουµε δύο µονοειδή, µε ϐάση τις ιδιότητες οι οποίες απορρέουν από τα
αξιώµατα µονοειδούς και µη λαµβάνοντας υπόψη τη ϕύση των στοιχείων ή της πράξης µε την οποία είναι
εφοδιασµένα ;

Αν ο οµοµορφισµός µονοειδών f : (X ,?) −→ (Y ,∗) είναι απεικόνιση «1-1» και «επί», τότε µέσω της f τα
στοιχεία των συνόλων X και Y ϐρίσκονται σε αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία έτσι ώστε για κάθε x1, x2 ∈ X , το
στοιχείο x1? x2 αντιστοιχεί µε το στοιχείο f (x1)∗ f (x2). ΄Ως άµεση συνέπεια, έπεται ότι κάθε ιδιότητα του
µονοειδούς (X ,?) η οποία απορρέει από την πράξη «?» και τα αξιώµατα τα οποία ικανοποιεί, µεταφέρεται
σε ανάλογη ιδιότητα του µονοειδούς (Y ,∗) και αντιστρόφως. ΄Ετσι, για παράδειγµα, αν τα σύνολα X και Y
είναι πεπερασµένα, τότε οι πίνακες Cayley των µονοειδών (X ,?) και (Y ,∗) είναι δοµικά ίδιοι, δηλαδή,
αν εξαιρέσουµε την ϕύση των στοιχείων και της πράξης µε τα οποία τα σύνολα είναι εφοδιασµένα, οι
πίνακες είναι ουσιαστικά ταυτόσηµοι. Με ϐάση τις παραπάνω παρατηρήσεις, οδηγούµαστε ϕυσιολογικά
στην έννοια του ισοµορφισµού µονοειδών η οποία είναι η καταλληλότερη έννοια µέσω της οποίας µπορούµε
να απαντήοσυµε στο παραπάνω ερώτηµα.

Ορισµός 1.4.26. ΄Ενας οµοµορφισµός µονοειδών f : (X ,?) −→ (Y ,∗) καλείται ισοµορφισµός µονοειδών
αν η απεικόνιση f είναι απεικόνιση «1-1» και «επί», και τότε ϑα συµβολίζουµε :

f : (X ,?)
∼=−→ (Y ,∗)

΄Ενας ισοµορφισµός µονοειδών f : (X ,?) −→ (X ,?) καλείται αυτοµορφισµός του (X ,?).

Γενικότερα ο οµοµορφισµός µονοειδών f : (X ,?) −→ (Y ,∗) καλείται :

1. Μονοµορφισµός µονοειδών αν η f είναι απεικόνιση «1-1».

Για παράδειγµα, αν S ένα υποµονοειδές του µονοειδούς (X ,?), τότε η απεικόνιση έγκλεισης ι : S −→ X
είναι ένας µονοµορφισµός µονοειδών.
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2. Επιµορφισµός µονοειδών αν η f είναι απεικόνιση «επί».

Για παράδειγµα, έστω ότι (X ,?) είναι ένα µονοειδές και έστω ότι R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί
του X η οποία είναι συµβιβαστή µε την πράξη «?». Τότε η απεικόνιση κανονικής προβολής, όπως στο
Παράδειγµα 1.4.18:

πR : X −→ X /R, πR(x) = [x]R

από το µονοειδές X στο µονοειδές πηλίκο X /R είναι προφανώς επιµορφισµός µονοειδών.

Παρατήρηση 1.4.27. Η σχέση ισοµορφίας «∼=» η οποία ορίζεται στην κλάση15 Mon όλων των µονοειδών
ως εξής :

αν (X ,?), (Y ,∗) ∈ Mon τότε : (X ,?) ∼= (Y ,∗) ⇐⇒ υπάρχει ισοµορφισµός µονοειδών f : (X ,?) −→ (Y ,∗)

είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί της κλάσης Mon. Πράγµατι : επειδή για κάθε µονοειδές (X ,?), η ταυτοτική
απεικόνιση IdX : X −→ X είναι οµοµορφισµός µονοειδών, έπεται ότι (X ,?) ∼= (X ,?). Αν (X ,?) και (Y ,∗) είναι
µονοειδή και ισχύει (X ,?) ∼= (Y ,∗), τότε έστω f : (X ,?) −→ (Y ,∗) ένας ισοµορφισµός µονοειδών. Επειδή από
την Πρόταση 1.4.22, η αντίστροφη απεικόνιση f −1 : (Y ,∗) −→ (X ,?) είναι επίσης ισοµορφισµός µονοειδών,
έπεται ότι (Y ,∗) ∼= (X ,?). Τέλος, έστω ότι (X ,?), (Y ,∗), και (Z , ·) είναι µονοειδή και ισχύει ότι (X ,?) ∼= (Y ,∗)
και (Y ,∗) ∼= (Z , ·), τότε υπάρχουν ισοµορφισµοί µονοειδών f : (X ,?) −→ (Y ,∗) και g : (Y ,∗) −→ (Z , ·). Επειδή
από την Πρόταση 1.4.22 η σύνθεση οµοµορφισµών είναι οµοµορφισµός µονοειδών, έπεται ότι η σύνθεση
g ◦ f : (X ,?) −→ (Z , ·) είναι ένας ισοµορφισµός µονοειδών και εποµένως : (X ,?) ∼= (Z , ·).

Η σχέση ισοµορφίας διαµερίζει την κλάση Mon όλων των µονοειδών σε κλάσεις ισοµορφίας και, σύµφωνα
µε την Παρατήρηση 1.4.25, δύο µονοειδή τα οποία ανήκουν στην ίδια κλάση ισοµορφίας έχουν τις ίδιες
δοµικές ιδιότητες.

Τέλος, αν τα µονοειδή (X ,?) και (Y ,∗) δεν είναι ισόµορφα, τότε ϑα γράφουµε: (X ,?)� (Y ,∗). N

Το ακόλουθο ϐασικό αποτέλεσµα επιτρέπει την ανάλυση ενός οµοµορφισµού µονοειδών ως σύνθεση ενός
επιµορφισµού, ενός ισοµορφισµού, και ενός µονοµορφισµού µονοειδών.

Θεώρηµα 1.4.28 (Θεώρηµα Ισοµορφισµών για Μονοειδή). ΄Εστω f : (X ,?) −→ (Y ,∗) ένας οµοµορφισµός µο-
νοειδών.

1. Η σχέση ισοδυναµίας R f την οποία επάγει η απεικόνιση f επί του X είναι συµβιβαστή µε την πράξη του
µονοειδούς (X ,?) και εποµένως ορίζεται το µονοειδές πηλίκο (X /R f ,?̃).

2. Ο οµοµορφισµός f επάγει έναν ισοµορφισµό µονοειδών

f : (X /R f ,?̃)
∼=−→ (Im( f ),∗), f ([x]R f ) = f (x)

3. Ο οµοµορφισµός f είναι σύνθεση του επιµορφισµού πR f : X −→ X /R f , του ισοµορφισµού f : X /R f −→
Im( f ) και του µονοµορφισµού i f : Im( f ) −→ Y , σχηµατικά το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό :

X

πR f

��

f // Y

X /R f
f // Im( f )

i f

OO δηλαδή : f = i f ◦ f ◦πR f

Απόδειξη. 1. ΄Εστω x1, x2 και z1, z2 τυχόντα στοιχεία του X και υποθέτουµε ότι x1R f z1 και x2R f z2. Τότε ϑα
έχουµε f (x1) = f (z1) και f (x2) = f (z2). Επειδή η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός, έπεται ότι : f (x1?x2) =
f (x1)∗ f (x2) = f (z1)∗ f (z2) = f (z1? z2) και εποµένως (x1? x2) R f (z1? z2). Η τελευταία σχέση δείχνει ότι

15Η συλλογή όλων των µονοειδών δεν αποτελεί σύνολο. ΄Ετσι, όταν αναφερόµαστε σε µια σχέση ισοδυναµίας ή σε µια διαµέριση
ορισµένης επί µιας κλάσης αντικειµένων η οποία δεν είναι σύνολο, εννοούµε ότι η σχέση ισοδυναµίας ή η διαµέριση έχει τις τυπικές
ιδιότητες τις οποίες έχει µια σχέση ισοδυναµίας ή µια διαµέριση ορισµένη επί ενός συνόλου.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΧΕΣΕΙΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ ΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ 87

η σχέση ισοδυναµίας R f είναι συµβιβαστή µε την πράξη «?» του µονοειδούς X , και εποµένως ορίζεται το
µονοειδές πηλίκο (X /R f ,?̃) και ο επιµορφισµός κανονικής προβολής πR f : X −→ X /R f .

2. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.24, η f επάγει µια απεικόνιση f̃ : X /R f −→ Y , f̃ ([x]R f ) = f (x) η οποία
είναι «1-1», και επιπλέον, για κάθε [x1]R f , [x2]R f ∈ X /R f :

f̃ ([x1]R f ?̃ [x2]R f ) = f̃ ([x1?x2]R f ) = f (x1?x2) = f (x1)∗ f (x2) = f̃ ([x1]R f )∗ f̃ ([x1]R f )

΄Αρα η απεικόνιση f̃ είναι µονοµορφισµός µονοειδών, ο οποίος προφανώς επάγει έναν ισοµορφισµό µονοει-
δών f : (X /R f ,?̃) −→ (Im( f ),∗).

3. Από τη συζήτηση που προηγήθηκε της Παρατήρησης 1.4.27, η απεικόνιση πR f : X −→ X /R f είναι
επιµορφισµός µονοειδών, και η απεικόνιση i f : Im( f ) −→ Y είναι µονοµορφισµός µονοειδών. Τέλος, από
την Πρόταση 1.2.24 έπεται ότι f = i f ◦ f ◦πR f . ■

Παράδειγµα 1.4.29. Θεωρούµε δύο σύνολα X = {
e, x, y, z

}
και Y = {

ε, a
}

επί των οποίων έχουν οριστεί
πράξεις «?» και «·» αντίστοιχα µε πίνακες Cayley τους ακόλουθους :

? e x y z
e e x y z
x x e z y
y y z e x
z z y x e

και
· ε a
ε ε a
a a ε

Εύκολα τότε ϐλέπουµε ότι τα Ϲεύγη (X ,?) και (Y , ·) είναι (µεταθετικά) µονοειδή µε ουδέτερα στοιχεία e και
ε αντίστοιχα. Ορίζουµε απεικόνιση

f : X −→ Y , f (e) = f (z) = ε και f (x) = f (y) = a

Επειδή f (e) = ε, λαµβάνοντας υπόψη ότι το µονοειδές X είναι µεταθετικό και τις ακόλουθες σχέσεις :

f (x?y) = f (z) = ε= a·a = f (x)· f (y), f (x?z) = f (y) = a = a·ε= f (x)· f (z), f (y?z) = f (x) = a = a·ε= f (y)· f (z)

έπεται ότι η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός µονοειδών και επειδή προφανώς η f είναι απεικόνιση «επί»,
ϑα έχουµε Im( f ) = Y . Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι [e]R f = {e, z} και [x]R f = {x, y} και άρα X /R f =
{[e]R f , [x]R f }. Από το Θεώρηµα 1.4.28 έχουµε τον ισοµορφισµό µονοειδών

f : X /R f =
{
[e]R f , [x]R f

} −→ Y , f ([e]R f ) = f (e) = ε, f ([x]R f ) = f (x) = a
p

Παράδειγµα 1.4.30. ΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e. Σταθεροποιούµε ένα στοιχείο x ∈ X
και ϑεωρούµε τον οµοµορφισµό µονοειδών

fx : (N0,+) −→ (X ,?), f (n) = xn

όπως στο µέρος 3 του Παραδείγµατος 1.4.18. Προφανώς Im( fx ) = [x〉 είναι το κυκλικό υποµονοειδές του X
το οποίο παράγεται απο το στοιχείο x. Εποµένως από το Θεώρηµα 1.4.28 προκύπτει ένας ισοµορφισµός
µονοειδών

f : N0/R fx

∼=−→ [x〉, f ([n]R fx
) = f (n) = xn

όπου η σχέση ισοδυναµίας R fx η οποία επάγεται από την fx ορίζεται ως εξής, ∀n,m ∈N0: n ∼R fx
m, αν και

µόνο αν fx (n) = fx (m), δηλαδή αν και µόνο αν xn = xm . Υπενθυµίζουµε ότι : N0/R fx =
{
[n]R fx

⊆N0 | n ∈N0
}
,

όπου [n]R fx
= {

m ∈N0 | n ∼R fx
m

}= {
m ∈N0 | xn = xm

}
, και η επαγόµενη πράξη επί του µονοειδούς πηλίκου

N0/R fx ορίζεται ως : [n]R fx
+̃ [m]R fx

= [n +m]R fx
.

Θα περιγράψουµε το µονοειδές πηλίκο N0/R fx , άρα και το κυκλικό µονοειδές [x,〉, όταν x ∈U(X , ·), δη-
λαδή όταν το στοιχείο x είναι αντιστρέψιµο. Για την γενική περίπτωση παραπέµπουµε στην ΄Ασκηση 1.5.31.
΄Ετσι υποθέτουµε ότι το x είναι αντιστρέψιµο και, καθώς χρησιµοποιούµε πολλαπλασιαστικο συµβολισµό,
έστω x−1 το αντίστροφό του. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
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1. Αν x = e, τότε για τυχόντες µη αρνητικούς ακέραιους n,m ϑα έχουµε xn = en = e = em = xm , και
εποµένως n ∼R fx

m, ∀n,m ∈N0. Ιδιαίτερα [0]R fx
= [n]R fx

, ∀n ∈N0, και εποµένως N0/R fx = {[0]R fx
}.

2. Υποθέτουµε ότι x 6= e, και υπάρχει ϑετικός ακέραιος r έτσι ώστε xr = e. Τότε, αν n συµβολίζει τον
µικρότερο ϑετικό ακέραιο r έτσι ώστε xr = e, ϑα δείξουµε ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός µονοειδών

g : Zn
∼=−→ N0/R fx , g ([k]n) = [k]R fx

από το µονοειδές Zn = {
[0]n , [1]n , · · · , [n − 1]n

}
των κλάσεων υπολοίπων mod n εφοδιασµένο µε την

πράξη της πρόσθεσης στο µονοειδές πηλίκο N0/R fx . Η απεικόνιση g είναι καλά ορισµένη, διότι, αν
[k]n = [l ]n , τότε n | k − l , και εποµένως k − l = t ·n για έναν ακέραιο t . Τότε xk−l = x t ·n = (xn)t = e t = e
και άρα e = xk−l = xk · x−l =⇒ x l = e · x l = xk · x−l · x l = xk · e = xk . Η τελευταία σχέση δείχνει ότι
fx (k) = fx (l ), δηλαδή g ([k]n) = [k]R fx

= [l ]R fx
= g ([l ]n) και η g είναι καλά ορισµένη. Αν [k]n , [l ]n ∈Zn ,

τότε
g ([k]n + [l ]n) = g ([k + l ]n) = [k + l ]R fx

= [k]R fx
+̃ [l ]R fx

= g ([k]n) +̃ g ([l ]n)

και εποµένως η απεικόνιση g είναι οµοµορφισµός µονοειδών. Αν [k]n , [l ]n ∈Zn και g ([k]n) = g ([l ]n),
τότε xk = x l , και εποµένως xk−l = xk · x−l = x l · x−l = x0 = e. Επειδή n είναι ο µικρότερος ϑετικός
ακέραιος µε την ιδιότητα xn = e και 0 ≤ k, l < n, οπότε 0 ≤ k − l < n έπεται ότι k − l = 0, και άρα
k = l . Τότε [k]n = [l ]n και εποµένως η απεικόνιση g είναι «1-1», δηλαδή µονοµορφισµός. Επειδή η
απεικόνιση g είναι προφανώς «επί», έπεται ότι η g είναι ισοµορφισµός µονοειδών.

3. Υποθέτουµε ότι x 6= e και δεν υπάρχει ϑετικός ακέραιος r έτσι ώστε xr = e. Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση
κανονικής προβολής

πR fx
: N0

∼=−→ N0/R fx , πR fx
(k) = [k]R fx

είναι ένας ισοµορφισµός µονοειδών. Επειδή η απεικόνιση πR fx
είναι πάντα επιµορφισµός µονοειδών,

αρκεί να δείξουµε ότι είναι «1-1». Αν πR fx
(k) =πR fx

(l ), τότε [k]R fx
= [l ]R fx

και εποµένως xk = fx (k) =
fx (l ) = x l . Τότε xk−l = e και άρα k − l = 0, διότι από την υπόθεση δεν υπάρχει ϑετικός ακέραιος r έτσι
ώστε xr = e. ΄Αρα k = l και η απεικόνιση πR fx

είναι «1-1» και εποµένως ισοµορφισµός µονοειδών.

Συνοψίζουµε : αν x = e, τότε [x〉 = {e}, και αν x 6= e, τότε υπάρχουν ισοµορφισµοί µονοειδών :

([x〉, ·) ∼= (Zn ,+) (αν n = min{r ∈N | xr = e} ∈N) και ([x〉, ·) ∼= (N0,+) (αν δεν υπάρχει n ∈N : xr = e)
p

Παρατήρηση 1.4.31. ΄Εστω (P ) µια ιδιότητα την οποία µπορεί να ικανοποιεί ή µπορεί να µην ικανοποιεί
ένα µονοειδές. Η ιδιότητα (P ) καλείται δοµική ιδιότητα µονοειδών αν και µόνο αν ισχύει ότι :

ένα µονοειδές (X ,?) ικανοποιεί την ιδιότητα (P ) ⇐⇒
κάθε µονοειδές (Y ,∗) το οποίο είναι ισόµορφο µε το (X ,?) ικανοποιεί την ιδιότητα (P )

Για παράδειγµα, η ιδιότητα ότι «το πλήθος των στοιχείων ενός µονοειδούς (X ,?) είναι ίσο µε k είναι προφανώς
δοµική ιδιότητα µονοειδών, διότι ικανοποιείται από κάθε µονοειδές στην κλάση ισοµορφίας του (X ,?). Η
ιδιότητα ότι «το πλήθος των αντιστρέψιµων στοιχείων ενός µονοειδούς (X ,?) είναι ίσο µε k είναι δοµική ιδιότητα
µονοειδών. Πράγµατι, αν (Y ,∗) είναι ένα µονοειδές στην κλάση ισοµορφίας του (X ,?), και f : (X ,?) −→ (Y ,∗)
είναι ένας ισοµορφισµός µονοειδών, τότε, χρησιµοποιώντας την Πρόταση 1.4.23 και το ότι η f είναι «1-1»
και «επί», έπεται ότι ο επαγόµενος οµοµορφισµός µονοειδών U( f ) : U(X ,?) −→U(Y ,∗) είναι ισοµορφισµός,
και άρα τα µονοειδή (X ,?) και (Y ,∗) έχουν το ίδιο πλήθος αντιστρέψιµων στοιχείων. Παρόµοια ϐλέπουµε
ότι η ιδιότητα «υπάρχει e 6= x ∈ X : x?x = e» είναι µια δοµική ιδιότητα µονοειδών.

Αντίθετα η ιδιότητα «το στοιχείο −3 ανήκει στο µονοειδές (R,+)» δεν είναι δοµική ιδιότητα µονοεδών διότι,
όπως ϑα δούµε στο µέρος 5 του Παραδείγµατος 1.4.33, το µονοειδές (R+, ·) είναι ισόµορφο µε το µονοειδές
(R,+) και −3 ∉R+. N

Είναι προφανές ότι, αν υπάρχει µια δοµική ιδιότητα την οποία ικανοποιεί ένα µονοειδές (X ,?) και την
οποία δεν ικανοποιεί ένα µονοειδές (Y ,∗), τότε τα µονειδή (X ,?) και (Y ,∗) δεν µπορεί να είναι ισόµορφα.
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Παράδειγµα 1.4.32. Θεωρούµε το µονοειδές (R∗, ·) των µη µηδενικών πραγµατικών αριθµών µε πράξη
τη συνήθη πράξη πολλαπλασιασµού πραγµατικών αριθµών και ουδέτερο στοιχείο τον αριθµό 1, και το
µονοειδές (R,+) των πραγµατικών αριθµών µε πράξη τη συνήθη πράξη πρόσθεσης πραγµατικών αριθµών
και ουδέτερο στοιχείο τον αριθµό 0. Αν x ∈R∗, τότε x2 = x ·x = 1 αν και µόνο αν x = 1 ή x =−1. ΄Αρα υπάρχει
1 6= x ∈ R∗: x2 = x · x = 1. Αντίθετα, αν x ∈ R και 2x = x + x = 0, τότε προφανώς x = 0. ΄Ετσι το µόνο στοιχείο
του µονοειδούς (R,+) µε την ιδιότητα x + x = 0 είναι το ουδέτερο στοιχείο 0. Εποµένως η εξίσωση x · x = 1
έχει δύο λύσεις στο µονοειδές (R∗, ·) και µία λύση στο µονοειδές (R,+). ΄Αρα τα µονοειδή (R∗, ·) και (R,+) δεν
µπορεί να είναι ισόµορφα.

p

Παράδειγµα 1.4.33. 1. Θεωρούµε ένα σύνολο X = {
e, x, y

}
επί του οποίου ορίζουµε µια πράξη «?» όπως

στον παρακάτω πίνακα (Π1):

(Π1) :

? e x y
e e x y
x x y e
y y e x

και (Π2) :

+ [0]3 [1]3 [2]3

[0]3 [0]3 [1]3 [2]3

[1]3 [1]3 [2]3 [0]3

[2]3 [2]3 [0]3 [1]3

Τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι το Ϲεύγος (X ,?) είναι ένα (µεταθετικό) µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e και
πίνακα Cayley τον πίνακα (Π1). Θεωρούµε επίσης το µονοειδές (Z3,+) των κλάσεων υπολοίπων mod 3 µε
πράξη την πρόσθεση, ϐλέπε το µέρος 4 του Παραδείγµατος 1.4.4, του οποίου ο πίνακας Cayley είναι ο
πίνακας (Π2). Τα µονοειδή X και Z3 είναι ισόµορφα διότι η απεικόνιση f : X −→ Z3, όπου f (e) = [0]3,
f (x) = [1]3, και f (y) = [2]3, είναι προφανώς ένας ισοµορφισµός µονοειδών. ΄Ετσι (X ,?) ∼= (Y ,∗), και, όπως
ϐλέπουµε, οι πίνακες Cayley (Π1) και (Π2), αν εξαιρέσουµε τον συµβολισµό των στοιχείων και των πράξεων,
είναι ταυτόσηµοι.

2. Θεωρούµε ένα σύνολο X = {
e, x, y, z

}
επί του οποίου ορίζουµε µια πράξη «?» όπως στον παρακάτω

πίνακα (Π3), και το σύνολο Y = {
(1,1), (−1,1), (1,−1), (−1,−1)

} ⊆Z×Z επί του οποίου ορίζουµε πράξη όπως
στον παρακάτω πίνακα (Π4):

(Π3) :

? e x y z
e e x y z
x x e z y
y y z e x
z z y x e

και (Π4) :

· (1,1) (−1,1) (1,−1) (−1,−1)
(1,1) (1,1) (−1,1) (1,−1) (−1,−1)

(−1,1) (−1,1) (1,1) (−1,−1) (1,−1)
(1,−1) (1,−1) (−1,−1) (1,1) (−1,1)

(−1,−1) (−1,−1) (1,−1) (−1,1) (1,1)

Τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι το Ϲεύγος (X ,?) είναι ένα (µεταθετικό) µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e και
πίνακα Cayley τον πίνακα (Π3). Επίσης εύκολα ϐλέπουµε ότι το υποσύνολο Y είναι κλειστό στην πράξη «·»
µονοειδούς ευθύ γινόµενο (Z×Z, ·) και περιέχει το ουδέτερο στοιχείο του, και εποµένως είναι ένα µονοειδές
του οποίου ο πίνακας Cayley είναι ο πίνακας (Π4). Τα µονοειδή X και Y είναι ισόµορφα διότι η απεικόνιση

f : X −→ Y , όπου f (e) = (1,1), f (x) = (−1,1), f (y) = (1,−1), f (z) = (−1,−1)

είναι, όπως µπορούµε να δούµε εύκολα, ένας ισοµορφισµός µονοειδών. ΄Ετσι (X ,?) ∼= (Y ,∗), και, όπως
ϐλέπουµε, οι πίνακες Cayley (Π3) και (Π4), αν εξαιρέσουµε τον συµβολισµό των στοιχείων και των πράξεων,
είναι ταυτόσηµοι.

3. Θεωρούµε το µονοειδές (Z4,+) των κλάσεων υπολοίπων mod 4, του οποίου ο πίνακας Cayley είναι ο
παρακάτω πίνακας (Π5), και το υποσύνολο C4 = {

1,−1, i ,−i
} ⊆ C επί του οποίου ορίζεται η συνήθης πράξη

πολλαπλασιασµού µιγαδικών αριθµών όπως στον παρακάτω πίνακα (Π6):

(Π5) :

+ [0]4 [1]4 [2]4 [3]4

[0]4 [0]4 [1]4 [2]4 [3]4

[1]4 [1]4 [2]3 [3]4 [0]4

[2]4 [2]4 [3]4 [0]4 [1]4

[3]4 [3]4 [0]4 [1]4 [2]4

και (Π6) :

· 1 −1 i −i
1 1 −1 i −i
−1 −1 1 −i i

i i −i −1 1
−i −i i 1 −1
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Προφανώς το υποσύνολο C4 είναι υποµονοειδές του µονοειδούς (C∗, ·). Τότε το µονοειδές (Z4,+) δεν είναι
ισόµορφο µε το µονοειδές (X ,?) ή το µονοειδές (Y , ·). Η αιτία είναι ότι, αν και υπάρχει «1-1» και «επί»
απεικόνιση µεταξύ του Z4 και του X ή του Y (διότι όλα αυτά τα σύνολα έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων ίσο
µε 4), δεν υπάρχει µεταξύ αυτών «1-1» και «επί» απεικόνιση η οποία να είναι και οµοµορφισµός. Πράγµατι,
παρατηρώντας τους πίνακες Cayley (Π5) και (Π4) των µονοειδών (Z4,+) και (Y , ·), ϐλέπουµε ότι για κάθε
στοιχείο y ∈ Y ισχύει ότι y2 = y · y = (1,1) = eY , αλλά το µόνο στοιχείο [k]4 ∈ Z4 µε την ανάλογη ιδιότητα
2[k]4 = [k]4 + [k]4 = [0]4 = eZ4 είναι το στοιχείο [2]4 διότι 2[2]4 = [2]4 + [2]4 = [4]4 = [0]4. ΄Ετσι, αν υπάρχει
ισοµορφισµός µονοειδών f : (Y , ·) −→ (Z4,+), τότε για το στοιχείο [1]4 ∈Z4, επειδή η αντίστροφη απεικόνιση
f −1 είναι οµοµορφισµός, ϑα έχουµε

eY = (1,1) = f −1([1]4) · f −1([1]4) = f −1([1]4 + [1]4) = f −1([2]4) =⇒ f (eY ) = [2]4 6= [0]4

και αυτό είναι άτοπο διότι, επειδή η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός, ϑα έχουµε f (eY ) = eZ4 = [0]4.
Εποµένως16 (Z4,+)� (X ,?) και (Z4,+)� (Y ,∗).

Από την άλλη πλευρά, εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση

f : C4 −→Z4, f (1) = [0]4, f (−1) = [2]4, f (i ) = [1]4, f (−i ) = [3]4

είναι ένας ισοµορφισµός µονοειδών και άρα: (C4, ·) ∼= (Z4,+).
4. ΄Εστω X = {

x
}

ένα τυχόν µονοσύνολο και (F(X ),?) το ελεύθερο µονοειδές επί του X µε ουδέτερο
στοιχείο e, όπως στο µέρος 6 του Παραδείγµατος 1.4.4. Θεωρούµε επίσης και το µονοειδές (N0,+). Τότε η
απεικόνιση

f : N0 −→ F(X ), f (0) = e και f (n) = xxxxxx · · ·xxxxx (n παράγοντες), ∀n ≥ 1

είναι προφανώς ένας ισοµορφισµός µονοειδών, και άρα: (N0,+) ∼= (F(X ),?).
5. Θεωρούµε τα µονοειδή (R,+) και (R+, ·), όπου R+ = {

x ∈R | x > 0
}
και «+», «·» είναι οι συνήθεις πράξεις

πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πραγµατικών αριθµών αντίστοιχα. Από το µέρος 2. του Παραδείγµατος
1.4.18, η εκθετική απεικόνιση

f : (R,+) −→ (R+, ·), f (x) = ex

είναι οµοµορφισµός µονοειδών, και επειδή η f είναι «1-1» και «επί», µε αντίστροφη την απεικόνιση g : R+ −→
R, g (x) = loge x, έπεται ότι η απεικόνιση f είναι ένας ισοµορφισµός µονοειδών και άρα: (R,+) ∼= (R+, ·).

Αν το µονοειδές (R∗, ·) των µη µηδενικών πραγµατικών αριθµών είναι ισόµορφο µε το µονοειδές (R+, ·) των
ϑετικών πραγµατικών αριθµων, όπου και στις δύο περιπτώσεις «·» είναι η συνήθης πράξη του πολλαπλασια-
σµού πραγµατικών αριθµών, δηλαδή έχουµε (R∗, ·) ∼= (R+, ·), τότε, επειδή (R,+) ∼= (R+, ·), έπεται ότι ϑα έχουµε
(R∗,+) ∼= (R,+). Αυτό όµως είναι άτοπο, όπως προκύπτει από το Παράδειγµα 1.4.32. ΄Αρα (R∗, ·)� (R+, ·).

6. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και έστω P (X ) το δυναµοσύνολο του X . Θεωρούµε το µονοειδές (P (X ),∪)
µε ουδέτερο στοιχείο το κενό σύνολο ; και το µονοειδές (P (X ),∩) µε ουδέτερο στοιχείο το σύνολο X . Τότε
η απεικόνιση

f : (P (X ),∪) −→ (P (X ),∩), f (A) = Ac = X \ A

είναι ένας ισοµορφισµός µονοειδών διότι f (;) = ;c = X , και αν A,B ∈ P (X ) είναι υποσύνολα του X , τότε :
f (A ∪B) = (A ∪B)c = Ac ∩B c = f (A)∩ f (B). Χρησιµοποιώντας ότι f 2(A) = f ( f (A)) = (Ac )c = A = IdP (X )(A),
∀A ⊆ X , έπεται ότι f 2 = IdP (X ), και άρα η f είναι «1-1» και «επί» µε αντίστροφη την f . Εποµένως η απεικόνιση
f είναι ισοµορφισµός µονοειδών.

p

Το ακόλουθο Πόρισµα δίνει έναν χαρακτηρισµό ισοµορφισµού µονοειδών.

Πόρισµα 1.4.34. Για µια απεικόνιση f : (X ,?) −→ (Y ,∗) µεταξύ µονοειδών, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός µονοειδών.

16Η ιδιότητα x2 = eX , την οποία µπορεί να ικανοποιεί ένα στοιχείο x σε ένα µονοειδές (X ,?), είναι «δοµική», δηλαδή ικανοποιείται
από κάθε µονοειδές το οποίο ανήκει στην κλάση ισοµορφίας του µονοειδούς (X ,?). Εποµένως, αν δύο µονοειδή έχουν διαφορετικό
πλήθος στοιχείων τα οποία ικανοποιούν την ιδιότητα αυτή, τότε τα µονοειδή αυτά δεν µπορεί να είναι ισόµορφα.
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2. Η f είναι οµοµορφισµός µονοειδών και υπάρχει οµοµορφισµός µονοειδών g : Y −→ X έτσι ώστε :

f ◦ g = IdY και g ◦ f = IdX

Αν ισχύει µια από τις ισοδύναµες συνθήκες 1. και 2., τότε η απεικόνιση g στη συνθήκη 2. είναι µοναδική και

g = f −1

Απόδειξη. 1. =⇒ 2. Αν η f είναι ισοµορφισµός µονοειδών, τότε από την Πρόταση 1.4.22 έπεται ότι η
απεικόνιση g = f −1 είναι οµοµορφισµός µονοειδών και προφανώς ικανοποιεί τις συνθήκες στο µέρος 2.

2. =⇒ 1. Αν η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός µονοειδών και ισχύουν οι συνθήκες στο µέρος 2., τότε
η απεικόνιση f είναι αντιστρέψιµη και τότε από την Πρόταση 0.2.8, έπεται ότι η f είναι «1-1» και «επί» και
εποµένως η f είναι ισοµορφισµός µονοειδών. ■

Αν (X ,?) είναι ένα µονοειδές και f1, · · · , fn : X −→ X είναι απεικονίσεις, όχι απαραίτητα οµοµορφισµοί
µονοειδών, τότε ορίζεται η απεικόνιση

f1? f2? · · ·? fn : X −→ X , ( f1? f2? · · ·? fn)(x) = f1(x)? f2(x)? · · ·? fn(x)

Αν οι απεικονίσεις fk , 1 ≤ k ≤ n, είναι οµοµορφισµοί, τότε γενικά η απεικόνιση f1 ? f2 ? · · ·? fn δεν είναι
οµοµορφισµός µονοειδών, ϐλέπε την ΄Ασκηση 1.5.28.

Πρόταση 1.4.35. Θεωρούµε το µονοειδές ευθύ γινόµενο (
∏n

k=1 Xk ,?) των µονοειδών (Xk ,?k ), µε ουδέτερο
στοιχείο ek ∈ Xk αντίστοιχα, όπου 1 ≤ k ≤ n. Τότε οι απεικονίσεις

ιk : Xk −→
n∏

k=1
Xk , ιk (x) = (e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en)

είναι «1-1» οµοµορφισµοί µονοειδών και ισχύουν οι σχέσεις :

∀k,m = 1,2, · · · ,n : πk ◦ ιm =
{
IdXk , αν k = m

emk , αν k 6= l
: Xm −→ Xk

όπου πk , 1 ≤ k ≤ n, είναι οι οµοµορφισµοί κανονικής προβολής, ϐλέπε το µέρος 6 του Παραδείγµατος 1.4.18,
και όπου emk : Xm −→ Xk , emk (x) = ek , είναι ο τετριµµένος οµοµορφισµός µονοειδών, 1 ≤ k,m ≤ n. Επιπλέον

IdX = (ι1 ◦π1)? (ι2 ◦π2)? · · ·? (ιn ◦πn)

Απόδειξη. Σταθεροποιώντας έναν δείκτη k = 1,2, · · · ,n, και x, y ∈ Xk , ϑα έχουµε:

ιk (ek ) = (e1, · · · ,ek−1,ek ,ek+1, · · · ,en) = e∏n
k=1 Xk

ιk (x?k y) = (e1, · · · ,ek−1, x?k y,ek+1, · · · ,en) = (e1?1 e1, · · · ,ek−1?k−1 ek−1, x?k y,ek+1?k+1 ek+1, · · · ,en ?n en) =
= (e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en)? (e1, · · · ,ek−1, y,ek+1, · · · ,en) = ιk (x)? ιk (y)

Εποµένως η απεικόνιση ιk , η οποία προφανώς είναι «1-1», είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών.
Σταθεροποιούµε δείκτες k,m = 1,2, · · · ,n, και έστω τυχόν στοιχείο x ∈ Xm . Τότε το Ϲητούµενο προκύπτει

από τις ακόλουθες σχέσεις :

πk ◦ ιm(x) =πk ((e1, · · · ,em−1, x,em+1, · · · ,en) =
{

x, αν m = k

ek , αν m 6= k
=

{
IdXk (x), αν m = k

emk (x), αν m 6= k

Τέλος, έστω x= (x1, x2, · · · , xn) ∈∏n
k=1 Xk . Τότε :

(ι1 ◦π1)(x)? (ι2 ◦π2)(x)? · · ·? (ιn ◦πn)(x) = ι1(π1(x))? ι2(π2(x)? · · ·? ιn(πn(x)) = ι1(x1)? ι2(x2)? · · ·? ιn(xn) =
= (x1,e2, · · · ,en)? (e1, x2, · · · ,en)? · · · ? (e1,e2, · · · , xn) =

= (x1?1 e1?1 · · ·?1 e1, e2?2 x2?2 · · ·?2 e2, · · · , en ?n en ?n · · ·?n xn) = (x1, x2, · · · , xn) = x

Εποµένως x= (ι1◦π1)(x)?(ι2◦π2)(x)?· · ·?(ιn◦πn)(x), ∀x ∈ X και άρα: IdX = (ι1◦π1)?(ι2◦π2)?· · ·?(ιn◦πn). ■
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΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές. Θεωρούµε την αριστερή κανονική αναπαράσταση του (X ,?):

L : X −→Map(X ), x 7−→ L(x) := Lx : X −→ X , y 7−→ Lx (y) = x? y

και την δεξιά κανονική αναπαράσταση του (X ,?):

R : X −→Map(X ), x 7−→ R(x) :=Rx : X −→ X , y 7−→ Rx (y) = y ?x

όπως στο Παράδειγµα 1.4.19. Θεωρούµε τα υποσύνολα Im(L) ⊆Map(X ) ⊇ Im(R), δηλαδή:

Im(L) = {
Lx : X −→ X , Lx (y) = x? y | x ∈ X

}
και Im(R) = {

Rx : X −→ X , Rx (y) = y ?x | x ∈ X
}

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα µε το ακόλουθο αποτέλεσµα, γνωστό ως Θεώρηµα του Cayley για µονοειδή,
το οποίο, µε χρήση κανονικών αναπαραστάσεων µονοειδών, µας επιτρέπει να ϑεωρήσουµε κάθε µονοειδές
ως υποµονοειδές του µονοειδούς των απεικονίσεων επί ενός κατάλληλου συνόλου.

Πρόταση 1.4.36 (Θεώρηµα του Cayley για µονοειδή). ΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές.

1. Η αριστερή κανονική αναπαράσταση L : (X ,?) −→ (Map(X ),◦) είναι «1-1», το υποσύνολο Im(L) είναι ένα
υποµονοειδές του (Map(X ),◦) και η L επάγει έναν ισοµορφισµό µονοειδών (X ,?) ∼= Im(L) ⊆Map(X ).

Επιπλέον η απεικόνιση L επάγει έναν «1-1» οµοµορφισµό µονοειδών L : U(X ,?) −→ S(X ).

2. Η δεξιά κανονική αναπαράσταση R : (X ,?op) −→ (Map(X ),◦) είναι «1-1», το υποσύνολο Im(R) είναι ένα
υποµονοειδές του (Map(X ),◦) και η R επάγει έναν ισοµορφισµό µονοειδών (X ,?op) ∼= Im(R) ⊆Map(X ).

Επιπλέον η απεικόνιση R επάγει έναν «1-1» οµοµορφισµό µονοειδών R : U(X ,?op) −→ S(X ).

Απόδειξη. 1. Από το Παράδειγµα 1.4.19 έπεται ότι η απεικόνιση L : X −→ Map(X ), x 7−→ L(x) : X −→ X ,
όπου L(x)(y) = x? y, είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών.

΄Εστω x1 και x2 στοιχεία του µονοειδούς X έτσι ώστε : Lx1 = Lx2 . Τότε για κάθε στοιχείο y του X ϑα
έχουµε:

∀y ∈ X : Lx1 (y) = Lx2 (y) =⇒ x1? y = x2? y, και άρα για y = e : x1?e = x2?e =⇒ x1 = x2

Εποµένως, αν L(x1) = L(x2), τότε x1 = x2, και εποµένως η απεικόνιση L είναι «1-1». Από την Πρόταση 1.4.24,
έπεται ότι το υποσύνολο Im(L) είναι ένα υποµονοειδές του Y , και προφανώς η απεικόνιση L : X −→ Im(L) είναι
ένας ισοµορφισµός µονοειδών. Τέλος, επειδή U(Map(X ),◦) = S(X ), από την Πρόταση 1.4.23 η απεικόνιση L
επάγει έναν οµοµορφισµό µονοειδών L : U(X ,?) −→ S(X ) ο οποίος είναι προφανώς «1-1».

2. Η απόδειξη είναι παρόµοια και αφηνεται ως ΄Ασκηση στον αναγνώστη. ■

Παρατήρηση 1.4.37. Συχνά αναφερόµαστε στο υποµονοειδές Im(L) ⊆Map(X ), αντίστοιχα Im(R) ⊆Map(X ),
ως η αριστερή, αντίστοιχα δεξιά, κανονική αναπαράσταση του µονοειδούς (X ,?).

Η αριστερή (ή δεξιά) κανονική αναπαράσταση ενός µονοειδούς (X ,?) µας επιτρέπει να ϑεωρούµε τα
στοιχεία του, µέσω τους ισόµορφου αντιγράφου (Im(L),◦), ως απεικονίσεις επί του X και ταυτόχρονα να
ϑεωρούµε την πράξη «?» ως σύνθεση απεικονίσεων. Αυτή η ϑεώρηση παρουσιάζει αρκετά πλεονεκτήµατα,
καθώς επιτρέπει να έχουµε εποπτεία επί της πράξης «?» η οποία, όπως και το σύνολο X , µπορεί να έχει
δοθεί µε αφηρηµένο τρόπο. N

Παράδειγµα 1.4.38. Θεωρούµε το µονοειδές (X ,?), όπου X = {e, x, y}, µε τον ακόλουθο πίνακα Cayley,
ϐλέπε 1.4.33:

(Π) :

? e x y
e e x y
x x y e
y y e x
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Θα προσδιορίσουµε την αριστερή κανονική αναπαράσταση Im(L) του (X ,?). Θα έχουµε

Im(L) = {
Le , Lx , Ly

} ⊆ Map(X )

και άρα αρκεί να περιγράψουµε τις απεικονίσεις Le , Lx , Ly : X −→ X και ακολούθως να σχηµατίσουµε το
αντίστοιχο Cayley του µονοειδούς (Im(L),◦). Θα έχουµε:

Le (e) = e?e = e, Le (x) = e?x = x, Le (y) = e? y = y, και άρα Le = IdX

Lx (e) = x?e = x, Lx (x) = x?x = y, Lx (y) = x? y = e

Ly (e) = y ?e = y, Ly (x) = y ?x = e, Ly (y) = y ? y = x

Εύκολα ϐλέπουµε τότε ότι το διάγραµµα Cayley του µονοειδούς (Im(L),◦) είναι το ακόλουθο

(Π′) :

◦ Le Lx Ly

Le Le Lx Ly

Lx Lx Ly Le

Ly Ly Le Lx

p

1.5 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1.5.1. ΄Εστω f : A −→ B µια απεικόνιση µεταξύ συνόλων.

1. Να δειχθεί ότι η f είναι «1-1» αν και µόνο αν ικανοποιεί τη συνθήκη ότι αν g ,h : X −→ A είναι δύο
απεικονίσεις, όπου X είναι ένα σύνολο, έτσι ώστε f ◦ g = f ◦h, τότε g = h, δηλαδή:

X
g //

h
// A

f // B : f ◦ g = f ◦h =⇒ g = h

2. Να δειχθεί ότι η f είναι «επί» αν και µόνο αν ικανοποιεί τη συνθήκη ότι αν g ,h : B −→ Y είναι δύο
απεικονίσεις, όπου Y είναι ένα σύνολο, έτσι ώστε g ◦ f = h ◦ f , τότε g = h, δηλαδή:

A
f // B

g //

h
// Y : g ◦ f = h ◦ f =⇒ g = h

΄Ασκηση 1.5.2. Να περιγραφούν όλες οι δυνατές σχέσεις ισοδυναµίας επί ενός συνόλου µε τέσσερα στοιχεία.

΄Ασκηση 1.5.3. ΄Εστω n,m ∈N και έστω τα σύνολα πηλίκα Zn και Zm του Z ως προς τις σχέσεις ισοδυναµίας
Rn και Rm αντίστοιχα, όπως στο παράδειγµα 1.2.5.

1. Πότε ισχύει ότι Rn ⊆Rm (ως υποσύνολα του Z×Z);

2. Πότε ορίζοντας αντιστοιχία f : Zn −→Zm , f ([x]n) = [x]m , αποκτούµε µια καλά ορισµένη απεικόνιση ;

3. Γενικότερα, αν k ∈ Z, να εξεταστεί πότε ορίζοντας f : Zn −→ Zm , f ([x]n) = [kx]m αποκτούµε µια καλά
ορισµένη απεικόνιση.

΄Ασκηση 1.5.4. ΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας επί ενός συνόλου X και T µια σχέση ισοδυναµίας επί ενός
συνόλου Y . Να δειχθεί ότι ορίζοντας :

∀ (x, y), (z, w) ∈ X ×Y : (x, y) ∼R×T (z, w) ⇐⇒ x ∼R z και y ∼T w

αποκτούµε µια σχέση ισοδυναµίας R×T , τη σχέση ισοδυναµίας ευθέος γινοµένου, επί του X ×Y .
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΄Ασκηση 1.5.5. ΄Εστω ∆ = {
Ai | i ∈ I

}
µια διαµέριση του µη κενού συνόλου X , δηλαδή: X = ∑

i∈I Ai . ΄Εστω
Y ένα σύνολο και έστω ότι fi : Ai −→ Y είναι απεικονίσεις, για κάθε i ∈ I . Να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδική
απεικόνιση f : X −→ Y έτσι ώστε : f |Ai = fi , ∀i ∈ I .

Υπό προϋποθέσεις µπορούν να οριστούν διάφορες πράξεις σε σχέσεις επί συνόλων. Θεωρούµε µη-κενά
σύνολα X ,Y , Z , και W . ΄Εστω R ⊆ X ×Y , T ⊆ Y ×Z , και S ⊆ Z ×W , σχέσεις από το X και Y , από το Y στο
Z , και από το Z στο W αντίστοιχα. Η σύνθεση R ◦T των σχέσεων R και T ορίζεται ως η ακόλουθη σχέση
από το X στο Z :

R ◦T = {
(x, z) ∈ X ×Z | υπάρχει y ∈ Y : (x, y) ∈R και (y, z) ∈T

}
Επίσης η αντίστροφη της σχέσης R από το X στο Y ορίζεται ως η ακόλουθη σχέση από το Y στο X :

R−1 = {
(y, x) ∈ Y ×X | (x, y) ∈R

}
Συµβολίζουµε µε IX την ακόλουθη «διαγώνια» ή ταυτοτική σχέση επί ενός συνόλου X :

IX = {
(x, x) ∈ X ×X | x ∈ X

}
΄Ασκηση 1.5.6. ∆ιατηρώντας τους παραπάνω συµβολισµούς, να δείξετε τα ακόλουθα.

1. Αν οι σχέσεις R και T είναι απεικονίσεις, τότε η σχέση T ◦R είναι απεικόνιση και µάλιστα είναι η
σύνθεση των απεικονίσεων R και T .

2. ∆είξτε ότι : (T ◦R)−1 =R−1 ◦T −1.

3. Ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα σύνθεσης σχέσεων: S ◦ (T ◦R) = (S ◦T )◦R.

4. R ◦ IX =R = IY ◦R.

5. Αν X = Y , και οι σχέσεις R και T είναι σχέσεις ισοδυναµίας, να εξεταστεί αν οι σχέσεις R ◦T και R−1

είναι σχέσεις ισοδυναµίας.

Στην ακόλουθη άσκηση Ϲητείται να χαρακτηριστούν οι σχέσεις ισοδυναµίας µε ϐάση πράξεις επί αυτών.

΄Ασκηση 1.5.7. ΄Εστω R µια σχέση επί του µη κενού συνόλου Q.

1. Η σχέση R είναι ανακλαστική αν και µόνο αν IX ⊆R.

2. Η σχέση R είναι συµµετρική αν και µόνο αν R =R−1.

3. Η σχέση R είναι µεταβατική αν και µόνο αν R ◦R ⊆R.

4. Η σχέση R είναι σχέση ισοδυναµίας αν και µόνο αν IX ⊆R και R =R ◦R−1.

΄Ασκηση 1.5.8. 1. Να ϐρεθεί σχέση R επί κατάλληλου µη κενού συνόλου X η οποία είναι ανακλαστική
και συµµετρική, αλλά δεν είναι µεταβατική (και άρα σχέση ισοδυναµίας επί του X ).

2. Να ϐρεθεί σχέση S επί κατάλληλου µη κενού συνόλου Y η οποία είναι συµµετρική και µεταβατική,
αλλά δεν είναι ανακλαστική (και άρα σχέση ισοδυναµίας επί του Y ).

3. Να ϐρεθεί σχέση T επί κατάλληλου µη κενού συνόλου Z η οποία είναι ανακλαστική και µεταβατική,
αλλά δεν είναι συµµετρική (και άρα σχέση ισοδυναµίας επί του Z ).

΄Ασκηση 1.5.9. ΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας επί ενός συνόλου X το οποίο είναι εφοδιασµένο µε µια πράξη
«?». Να δειχθεί ότι η σχέση ισοδυναµίας R είναι συµβιβαστή µε την πράξη «?» αν και µόνο αν :

∀x, y, z ∈ X : x ∼R y =⇒ x? z ∼R y ? z και z?x ∼R z? y
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΄Ασκηση 1.5.10. Θεωρούµε το σύνολο C S (Q) των ακολουθιών Cauchy ϱητών αριθµών.17 Στο σύνολο
C S (Q) ορίζουµε τη σχέση R ⊆C S (Q)×C S (Q) ως εξής :

(rn)n∈N ∼R (r ′
n)n∈N ⇐⇒ η (rn − r ′

n)n∈N είναι µια µηδενική ακολουθία : lim−−→(rn − r ′
n) = 0

1. Να δειχθεί ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί τού C S (Q).

2. Να περιγραφεί το σύνολο πηλίκο C S (Q)/R.

΄Ασκηση 1.5.11. Θεωρούµε το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών και έστω R[t ] το σύνολο των πολυωνύµων
µε συντελεστές από το R. Για κάθε πολυώνυµο H(t ) ∈R[t ], ορίζουµε µια σχέση RH(t ) στο σύνολο R[t ] ως εξής :

∀ P (t ),Q(t ) ∈R[t ] : P (t ) ∼RH(t ) Q(t ) ⇐⇒ H(t ) | P (t )−Q(t ) δηλαδή υπάρχει A(t ) ∈R[t ] : P (t )−Q(t ) = A(t )H(t )

1. Να δειχθεί ότι η σχέση RH(t ) είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του R[t ].

2. Αν H(t ) = t 2 +1, να δειχθεί ότι το σύνολο πηλίκο R[t ]/RH(t ) είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µε το
σύνολο C των µιγαδικών αριθµών.

΄Ασκηση 1.5.12. ΄Εστω (X ,?) µια ηµιοµάδα. Στο σύνολο X επισυνάπτουµε ένα νέο στοιχείο ω (η µόνη
απαίτηση για το ω είναι ότι δεν ανήκει στο σύνολο X ). Θεωρούµε το συνολο X (ω) = X ∪ {ω}, επί του οποίου
ορίζουµε διµελή πράξη

?̃ : X (ω)×X (ω) −→ X (ω), x?̃y = x? y αν x, y ∈ X , ω?̃ω=ω=ω, και ∀x ∈ X : x?̃ω= x =ω?̃x

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (X (ω,?̃) είναι ένα µονοειδές και η απεικόνιση

f : (X ,?) −→ (X (ω),?̃), f (x) = x

είναι «1-1» και ένας οµοµορφισµός ηµιοµάδων.18

΄Ασκηση 1.5.13. ΄Εστω f : (X ,?) −→ (Y ,∗) µια απεικόνιση µεταξύ µονοειδών έτσι ώστε : f (x?y) = f (x)∗ f (y),
∀x, y ∈ X . Να δειχθεί ότι δεν είναι απαραίτητο ότι ισχύει f (eX ) = eY , και εποµένως η απεικονιση f δεν είναι
απαραίτητα οµοµορφισµός µονοειδών.

΄Ασκηση 1.5.14. ΄Εστω f : (X ,?) −→ (Y ,∗) µια απεικόνιση µεταξύ µονοειδών έτσι ώστε : f (x?y) = f (x)∗ f (y),
∀x, y ∈ X . Αν το στοιχείο f (eX ) ∈ Y είναι αντιστρέψιµο, να δειχθεί ότι f (eX ) = eY και εποµένως η απεικονιση f
είναι οµοµορφισµός µονοειδών.

΄Ασκηση 1.5.15. ΄Εστω f : (X ,?) −→ (Y ,∗) µια απεικόνιση «επί» µεταξύ µονοειδών, έτσι ώστε : f (x ? y) =
f (x)∗ f (y), ∀x, y ∈ X . Να δειχθεί ότι f (eX ) = eY και εποµένως η f είναι οµοµορφισµός µονοειδών.

΄Ασκηση 1.5.16. Θεωρούµε την ακόλουθη πράξη «∗» επί του Z:

∀n,m ∈Z : n?m = n +m −nm

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (Z,∗) είναι µονοειδές. Ποιο είναι το ουδέτερο στοιχείο του ; Ποια είναι η σχέση του
µονοειδούς (Z,∗) µε το µονοειδές (Z, ·), όπου «·» είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός ακεραίων ;

17 Υπενθυµίζουµε ότι µια ακολουθία (rn )n∈N, rn ∈Q, ∀n ∈N, ϱητών αριθµών καλείται ακολουθία Cauchy αν:

∀ε ∈Q, ε> 0, ∃n0 ∈N : ∀m,n ≥ n0 =⇒ |rn − rm | < ε

18Σύµφωνα µε την παραπάνω ΄Ασκηση κάθε ηµιοµάδα «εµφυτεύεται» σε ένα µονοειδές.
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΄Ασκηση 1.5.17. ΄Εστω f : (X ,?) −→ (Y ,∗) ένας οµοµορφισµός µονοειδών.

1. Αν S είναι ένα υποµονοειδές του X , να δειχθεί ότι το υποσύνολο f (S) είναι ένα υποµονοειδές του Y .

2. Αν T είναι ένα υποµονοειδές του Y , να δειχθεί ότι το υποσύνολο f −1(T ) είναι ένα υποµονοειδές του X .

΄Ασκηση 1.5.18. Να υπολογιστεί η αριστερή κανονική αναπαράσταση (Im(L),◦) του προσθετικού µονοειδούς
(Z4,+) και του µονοειδούς ευθέος γινοµένου (Z2,+)× (Z2,+).

΄Ασκηση 1.5.19. ΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές και (G , ·) ένα µονοειδές κάθε στοιχείο του οποίου είναι αντι-
στρέψιµο, δηλαδή ισχύει ότι G = U(G). Να δειχθεί ότι για κάθε οµοµορφισµό µονοειδών f : G −→ X ισχύει
ότι Im( f ) ⊆ U(X ), και άρα ορίζεται η απεικόνιση f ′ : G −→ U(X ), f ′(a) = f (a) η οποία είναι οµοµορφισµός
µονοειδών. Επιπλέον η απεικόνιση

Φ : HomMon(G , X ) −→ HomMon(G ,U(X )), Φ( f ) = f ′

είναι «1-1» και «επί».

΄Ασκηση 1.5.20. Να δειχθεί ότι υπάρχουν nn2
διαφορετικές (διµελείς) πράξεις επί ενός συνόλου X µε πλήθος

στοιχείων ίσο µε n. Πόσες από αυτές τις πράξεις είναι µεταθετικές ;
Να δειχθεί ότι υπάρχουν ακριβώς 7 διαφορετικά µονοειδή µε πλήθος στοιχείων ίσο µε 3.

΄Ασκηση 1.5.21. Θεωρούµε το µονοειδές (Map(X ),◦) των απεικονίσεων επί ενός συνόλου X µε πεπερασµένο
πλήθος στοιχείων, και έστω A ⊆ X . Να δειχθεί ότι το υποσύνολο

MapA(X ) = {
f ∈Map(X ) | f (A) ⊆ A

}
είναι κλειστό στην πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων και εποµένως το Ϲεύγος (MapA(X ),◦) είναι ένα µονοειδές.

΄Ασκηση 1.5.22. Θεωρούµε το µονοειδές (Map(X ),◦) των απεικονίσεων επί ενός συνόλου X µε πεπερασµένο
πλήθος στοιχείων, και έστω A ⊆ X . Να δειχθεί ότι το υποσύνολο

SA(X ) = {
f ∈ S(X ) | f (A) ⊆ A

}
του µονοειδούς S(X ), και εποµένως το Ϲεύγος (SA(X ),◦) είναι ένα µονοειδές µε την ιδιότητα ότι κάθε στοιχείο
του είναι αντιστρέψιµο.

΄Ασκηση 1.5.23. Στο σύνολο X =Z×Z, ορίζουµε διµελή πράξη :

? : X ×X −→ X , (x1, y1)? (x2, y2) = (x1x2 +2y1 y2, x1 y2 +x2 y1)

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (X ,?) είναι ένα µεταθετικό µονοειδές. Να περιγραφεί το υποµονοειδές U(X ,?) των
αντιστρέψιµων στοιχείων του (X ,?), και να δειχθεί ότι οι Νόµοι ∆ιαγραφής, όπως περιγράφονται στην Πρόταση
1.4.12, ισχύουν για όλα τα στοιχεία του (X ,?) εκτός από το στοιχείο (0,0).

΄Ασκηση 1.5.24. Στο σύνολο των ακεραίων Z ορίζουµε διµελή πράξη «?» ως εξής :

? : Z×Z−→Z, x? y = x + y −x y

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (Z,?) είναι µονοειδές το οποίο είναι ισόµορφο µε το µονοειδές (Z, ·), όπου «·» είναι ο
συνήθης πολλαπλασιασµός ακεραίων.
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΄Ασκηση 1.5.25. Θεωρούµε το σύνολο A(K) των ακολουθιών µε στοιχεία από το σύνολο K, όπου K είναι
ένα εκ των Z, Q, R, C. Υποθέτουµε ότι το σύνολο A(K) είναι εφοδιασµένο µε τις πράξεις πρόσθεσης «+» και
πολλαπλασιασµού «·» ακολουθιών, ϐλέπε µέρος 10 του Παραδείγµατος 1.3.8.

1. Να δειχθεί ότι τα Ϲεύγη (A(K),+) και (A(K), ·) είναι µεταθετικά µονοειδή.

2. Να δειχθεί ότι :

U(A(K),+) =A(K) και U(A(K), ·) = {
a= (an)n≥0 | a0 ∈U(K, ·) και an = 0, ∀n ≥ 1

}
΄Ασκηση 1.5.26. Θεωρούµε µονοειδή (X1,?1), (X2,?2), · · · , (Xn ,?n) µε ουδέτερο στοιχείο ei αντίστοιχα, όπου
1 ≤ i ≤ n, και έστω (X ,?) το µονοειδές ευθύ γινόµενο, ϐλέπε την Πρόταση 1.4.35. Να προσδιοριστεί το µονοειδές
U(X ,?) των αντιστρέψιµων στοιχείων του (X ,?).

΄Ασκηση 1.5.27. ΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e. ΄Ενα στοιχείο x ∈ X καλείται ταυτοδύναµο

αν x2 = x?x = e. Να δειχθεί ότι, αν το µονοειδές X είναι µεταθετικό, τότε το σύνολο των ταυτοδύναµων στοιχείων
του X αποτελεί ένα υποµονοειδές του X . Να δοθεί παράδειγµα µη µεταθετικού µονοειδούς στο οποίο το σύνολο
των ταυτοδύναµων στοιχείων του δεν είναι υποµονοειδές.

΄Ασκηση 1.5.28. Αν (X ,?) είναι ένα µεταθετικό µονοειδές και f1, · · · , fn : X −→ X είναι οµοµορφισµοί µονοει-
δών, τότε να δειχθεί ότι η απεικόνιση

f1? f2? · · ·? fn : X −→ X , ( f1? f2? · · ·? fn)(x) = f1(x)? f2(x)? · · ·? fn(x)

είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών. Ισχύει το συµπέρασµα αν το µονοειδές (X ,?) δεν είναι µεταθετικό ;

΄Ασκηση 1.5.29. ΄Εστω ότι (X1,?1) και (X2,?2) είναι δύο µονοειδή και έστω (X ,?) το µονοειδές ευθύ γινόµενο
των (Xi ,?i ), i = 1,2. Να δειχθεί ότι υπάρχουν ισοµορφισµοί µονοειδών

X1/R
∼=−→ X2 και X2/T

∼=−→ X1

όπου R και T είναι κατάλληλες σχέσεις ισοδυναµίας επί των X1 και X2 αντίστοιχα.

΄Ασκηση 1.5.30. Θεωρούµε µονοειδή (X ,∗) και (Xk ,?k ), 1 ≤ k ≤ n. Υποθέτουµε ότι για κάθε k = 1,2, · · · ,n,
υπάρχουν οµοµορφισµοί µονοειδών

ι̃k : Xk −→ X και π̃k : X −→ Xk

έτσι ώστε, ∀k,m = 1,2, · · · ,n:

πk ◦ ιm =
{
IdXk , αν k = m

emk , αν k 6= l
: Xm −→ Xk και IdX = (ι1 ◦π1)? (ι2 ◦π2)? · · ·? (ιn ◦πn)

Να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδικός ισοµορφισµός µονοειδών

f : (X ,∗)
∼=−→ (

n∏
k=1

Xk ,?) έτσι ώστε : πk ◦ f = π̃k και f ◦ ι̃k = ιk , 1 ≤ k ≤ n

όπου οι απεικονίσεις πk , emk , και ιk , 1 ≤ k,m ≤ n, είναι οι οµοµορφισµοί µονοειδών της Πρότασης 1.4.35.

΄Ασκηση 1.5.31. ΄Εστω (X ,?) ένα µονοειδές και x ∈ X ένα στοιχείο του. Θεωρούµε το κυκλικό µονοειδές [x〉
το οποίο παράγεται από το x, ϐλέπε το Παράδειγµα 1.4.30.

1. Αν το σύνολο [x〉 είναι άπειρο, τότε να δειχθεί ότι το µονοειδές [x〉 ειναι ισόµορφο µε το µονοειδές (N0,+).

2. Αν το σύνολο είναι πεπερασµένο, τότε υπάρχουν µη αρνητικοί ακέραιοι n και k, όπου k ≥ 1, έτσι ώστε :

[x〉 = {
e, x, x2, · · · , xn+k−1 | xn+k = xn}



Κεφάλαιο 2

Οµάδες: Βασικές Ιδιότητες,
Παραδείγµατα, και Κατασκευές

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε αναλυτικά την έννοια της οµάδας. Εν συντοµία, µια οµάδα είναι
ένα µονοειδές κάθε στοιχείο του οποίου είναι αντιστρέψιµο. ΄Ετσι η έννοια της οµάδας αποτελεί ειδική
περίπτωση της έννοιας του µονοειδούς. Η ϑεωρία οµάδων είναι πολύ πιο πλούσια από τη ϑεωρία µονοειδών
και αποτελεί έναν από τους δοµικούς λίθους της σύγχρονης άλγεβρας. Από την άλλη πλευρά, η ϑεωρία
οµάδων διαδραµατίζει σπουδαίο ϱόλο σε πολλές περιοχές των Μαθηµατικών, καθώς και άλλων επιστηµών,
καθώς αποτελεί το κατάλληλο εννοιολογικό πλαίσιο µελέτης ϕαινοµένων συµµετρίας. Για τους παραπάνω
λόγους, η ϑεωρία οµάδων αξίζει να µελετηθεί διεξοδικότερα και ανεξάρτητα από τη ϑεωρία µονοειδών.
΄Ετσι στην παρούσα ενότητα ϑα αναλύσουµε τις ϐασικές ιδιότητες οµάδων, ϑα δώσουµε παραδείγµατα και
κατασκευές οµάδων, ανεξάρτητα από την εκτεθείσα ϑεωρία µονοειδών στις υποενότητες 1.4 και 1.4.2 του
Κεφαλαίου 1.

2.1 Η ΄Εννοια της Οµάδας και Βασικές Ιδιότητες

Στην παρούσα ενότητα εισάγουµε την έννοια της οµάδας, αναπτύσσουµε τις ϐασικές ιδιότητες οι οποίες α-
πορρέουν από τα αξιώµατα, και δίνουµε διάφορους χαρακτηρισµούς οµάδων οι οποίοι ϑα µας είναι χρήσιµοι
στη συνέχεια. Στην επόµενη υποενότητα ϑα δοθεί πληθώρα παραδειγµάτων οµάδων.

Σηµειώνουµε ότι από τώρα και στο εξής ϑεωρούµε γνωστές τις ϐασικές ιδιότητες διµελών πράξεων επί
συνόλων οι οποίες αναπτύχθηκαν στο προηγούµενο Κεφάλαιο.

2.1.1 Η ΄Εννοια της Οµάδας

Εν συντοµία µια οµάδα είναι ένα µονοειδές, µε την έννοια του Ορισµού 1.4.1, κάθε στοιχείο του οποίου έχει
αντίστροφο. Αναλυτικότερα:

Ορισµός 2.1.1. Μια οµάδα είναι ένα Ϲεύγος (G ,?), όπου G είναι ένα σύνολο, και

? : G ×G −→ G , ?(x, y) = x? y

είναι µια διµελής πράξη επί του συνόλου G, για την οποία ικανοποιούνται τα ακόλουθα αξιώµατα :

1. Η πράξη «?» είναι προσεταιριστική, δηλαδή ισχύει ότι :

∀x, y, z ∈G : x? (y ? z) = (x? y)? z (2.1)

2. Υπάρχει ένα στοιχείο e ∈G, το οποίο καλείται ουδέτερο ή ταυτοτικό στοιχείο της G, έτσι ώστε :

∀x ∈G : x?e = x = e?x (2.2)
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3. Για κάθε στοιχείο x ∈G, υπάρχει ένα στοιχείο x ′ ∈G, το οποίο καλείται αντίστροφο ή αντίθετο στοιχείο
του x, έτσι ώστε να ισχύει :

∀x ∈G , ∃x ′ ∈G : x?x ′ = e = x ′?x (2.3)

Μια οµάδα (G ,?) καλείται αβελιανή1 ή µεταθετική αν επιπλέον :

4. Η πράξη «?» είναι µεταθετική, δηλαδή ισχύει :

∀x, y ∈G : x? y = y ?x (2.4)

Η ακόλουθη ϐοηθητική πρόταση πιστοποιεί ότι το ουδέτερο στοιχείο e µιας οµάδας (G ,?) είναι µοναδικό,
και επίσης το αντίστροφο στοιχείο x ′ κάθε στοιχείου x ∈G είναι επίσης µοναδικό.

Λήµµα 2.1.2. ΄Εστω (G ,?) µια οµάδα.

1. Αν e και e ′ είναι δύο ουδέτερα στοιχεία της G, δηλαδή τα στοιχεία τα οποία ικανοποιούν το Αξίωµα (2.2)
του Ορισµού 2.1.1, τότε e = e ′.

2. Αν x ∈G, και x ′ και x ′′ είναι δύο αντίστροφα ή αντίθετα στοιχεία της G, δηλαδή στοιχεία του συνόλου G
τα οποία ικανοποιούν το Αξίωµα 2.3 του Ορισµού 2.1.1, τότε x = x ′.

Απόδειξη. 1. Επειδή το στοιχείο e είναι ουδέτερο στοιχείο της G, ϑα έχουµε e?e ′ = e ′ = e ′?e. Επειδή το
στοιχείο e ′ είναι επίσης ουδέτερο στοιχείο της G, ϑα έχουµε και e ′?e = e = e?e ′. Εποµένως e = e ′.

2. Θα έχουµε τις σχέσεις : x?x ′ = e = x ′?x και x?x ′′ = e = x ′′?x. Τότε :

x ′′? (x?x ′) = x ′′?e =⇒ (x ′′?x)?x ′ = x ′′ =⇒ e?x ′ = x ′′ =⇒ x ′ = x ′′ ■

Υπενθυµίζουµε ότι αν «?» είναι µια προσεταιριστική πράξη επί ενός συνόλου X για την οποία υπάρχει
ουδέτερο στοιχείο e ∈ X , τότε ορίζεται η n-οστή δύναµη ?n x κάθε στοιχείου x ∈ X , αν n ≥ 0 ή αν n < 0 και το
στοιχείο x είναι αντιστρέψιµο µε αντίστροφο το στοιχείο x ′, ως εξής (ϐλέπε τον Ορισµό 1.3.16):

?n x :=



x?x? · · ·?x︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

, αν n > 0

e, αν n = 0

x ′?x ′? · · ·?x ′︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

, αν n < 0

(2.5)

Για την περαιτέρω ανάπτυξη των ϐασικών ιδιοτήτων της γενικής ϑεωρίας οµάδων, είναι χρήσιµο να
απλοποιήσουµε τον συµβολισµό µας.

Συµβολισµός 2.1.3. ΄Οπως και στην γενική ϑεωρία διµελών πράξεων επί συνόλων, στη ϑεωρία οµάδων οι
επικρατέστεροι συµβολισµοί πράξεων είναι ο πολλαπλασιαστικός και ο προσθετικός συµβολισµός :

• (Πολλαπλασιαστικός Συµβολισµός) Αν ο συµβολισµός της διµελούς πράξης σε µια οµάδα G είναι «πολλα-
πλασιαστικός», δηλαδή προσοµοιάζει µε την συνήθη πράξη πολλαπλασιασµού σε ένα σύνολο αριθµών, οπότε
χρησιµοποιούµε ως σύµβολο της διµελούς πράξης το σύµβολο «·», τότε για κάθε στοιχείο x σε µια οµάδα
(G , ·), και για κάθε ακέραιο n ∈ Z, ϑα γράφουµε ·n x := xn . Το στοιχείο xn καλείται η n-οστή δύναµη
(ϕυσική ή ακέραια) του x ως προς την πράξη «·» της οµάδας G. Σηµειώνουµε ότι στον πολλαπλασιαστικό

1Η ορολογία «αβελιανή», στα αγγλικά «abelian», προέρχεται από το επώνυµο του Nield Henrik Abel 1802-1829 [http://en.
wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel], ο οποίος υπήρξε σηµαντικός Νορβηγός µαθηµατικός µε πρωτοπόρα συµβολή στη
Θεωρία Οµάδων, στη Θεωρία Συναρτήσεων, και στη Θεωρία (αλγεβρικών) Εξισώσεων.

http://en.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel
http://en.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel
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συµβολισµό, συνήθως το ουδέτερο στοιχείο e συµβολίζεται µε 1, και το αντίστροφο x ′ ενός στοιχείου x ∈ G
συµβολίζεται µε x−1 ∈ X , και οι σχέσεις (2.5) παίρνουν την ακόλουθη µορφή:

xn :=



x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

, αν n > 0

e, αν n = 0

x−1 · x−1 · · · · · x−1︸ ︷︷ ︸
(−n)−παράγοντες

, αν n < 0

• (Προσθετικός Συµβολισµός) Αν ο συµβολισµός της διµελούς πράξης σε µια οµάδα G είναι «προσθετικός»,
δηλαδή προσοµοιάζει µε την συνήθη πράξη πρόσθεσης σε ένα σύνολο αριθµών, οπότε χρησιµοποιούµε ως
σύµβολο της διµελούς πράξης το σύµβολο «+», τότε για κάθε στοιχείο x σε µια οµάδα (G ,+), και για κάθε
ακέραιο n ∈Z, ϑα γράφουµε ·n x := nx. Το στοιχείο nx καλείται η n-οστό πολλαπλάσιο (ϕυσικό ή ακέραιο)
του x ως προς την πράξη «+» της οµάδας G. Σηµειώνουµε ότι, στον προσθετικό συµβολισµό, συνήθως το
ουδέτερο στοιχείο e συµβολίζεται µε 0, και το αντίστροφο x ′ ενός στοιχείου x ∈ G συµβολίζεται µε −x ∈ X ,
και οι σχέσεις (2.5) παίρνουν την ακόλουθη µορφή:

nx :=



x +x + ·· · +x︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

, αν n > 0

e, αν n = 0

(−x)+ (−x)+ ·· · + (−x)︸ ︷︷ ︸
(−n)−παράγοντες

, αν n < 0

Σηµειώνουµε ότι παραδοσιακά ο προσθετικός συµβολισµός για µια πράξη χρησιµοποιείται συνήθως (αλλά
όχι πάντα) όταν η πράξη είναι µεταθετική. N

Σύµβαση: Από τώρα και στο εξής, στην ανάπτυξη των ϐασικών στοιχείων της γενικής ϑεωρίας οµάδων ϑα

χρησιµοποιούµε τον πολλαπλασιστικό συµβολισµό «·» για την πράξη µιας οµάδας. ΄Ετσι µια οµάδα ϑα είναι ένα Ϲεύγος

(G , ·), ή απλά G όταν η πράξη «·» υπονοείται και δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα

αξιώµατα του ορισµού 2.1.1. Επιπλέον, και χάριν απλότητας, για µια οµάδα (G , ·), αρκετές ϕορές ϑα γράφουµε :

1. x y για το αποτέλεσµα της πράξης x · y στην οµάδα G .

2. eG ή e ή 1 για το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας G .

3. x−1 για το αντίστροφο του στοιχείου x στην οµάδα G .

4. xn , όπου n ∈Z, για την ϕυσική ή ακέραια δύναµη του στοιχείου x µιας οµάδας G .

Παράλληλα, όπου κρίνουµε σκόπιµο, ϑα διατυπώνουµε στοιχεία της ϑεωρίας οµάδων χρησιµοποιώντας τον προσθετικό

συµβολισµό, ο οποίος κατά κανόνα, αλλά όχι πάντα, ϑα είναι σε ισχύ όταν η οµάδα είναι αβελιανή.

Τέλος, αν και τυπικά µια οµάδα είναι ένα Ϲεύγος (G , ·) όπου G είναι ένα µη κενό σύνολο και «·» είναι µια διµελής

πράξη · : G ×G −→ G επί του G έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα αξιώµατα (2.1), (2.2), (2.3) του ορισµού 2.1.1, χάριν

απλότητας, και αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, πολλές ϕορές ϑα αναφερόµαστε στην οµάδα G , καθώς η πράξη

«·» ϑα υπονοείται. N

Παρατήρηση 2.1.4. Με ϐάση την Σύµβαση του Συµβολισµού 2.1.3, αν (G , ·) είναι µια οµάδα και x, y ∈G,
τότε ϑα γράφουµε

x · y ′ = x · y−1 ή απλά x y−1

για το αποτέλεσµα της πράξης του στοιχείου x µε το αντίστροφο του στοιχείου y. Στην περίπτωση προσθετικού
συµβολισµού ϑα γράφουµε:

x · y ′ = x + (−y) := x − y N
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Για τις δυνάµεις και αντιστοίχως τα πολλαπλάσια στοιχείων µιας οµάδας ισχύουν κανόνες ανάλογοι
των κανόνων που ισχύουν για τις ακέραιες δυνάµεις και τα ακέραια πολλαπλάσια των γνωστών µας αριθ-
µών. Η απόδειξη της ακόλουθης Πρότασης είναι ταυτόσηµη µε την απόδειξη της Πρότασης 1.3.18 και του
Πορίσµατος 1.3.19.

Πρόταση 2.1.5. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Τότε για τυχόν στοιχείο x ∈G ϑα έχουµε :

∀n,m ∈Z : xn+m = xn · xm (2.6)

∀n,m ∈Z : (xn)m = xnm (2.7)

∀n ∈Z : (xn)−1 = x−n = (x−1)n (2.8)

Τέλος, αν x, y ∈G και ισχύει ότι : x · y = y · x, τότε :

∀n ∈Z : (x · y)n = xn · yn (2.9)

Παρατήρηση 2.1.6. Λαµβάνοντας υπόψη την Σύµβαση του Συµβολισµού 2.1.3, χρησιµοποιώντας προσθε-
τικό συµβολισµό «+» για την πράξη µιας οµάδας (G ,+), η Πρόταση 2.1.5 παίρνει την ακόλουθη µορφή.
΄Εστω x ∈G ένα στοιχείο της G. Τότε :

1. ∀n,m ∈Z: (n +m)x = nx +mx.

2. ∀n,m ∈Z: n(mx) = (nm)x.

3. ∀n ∈Z: −(nx) = (−n)x = n(−x).

4. Αν x + y = y +x, τότε,2 ∀n ∈Z: n(x + y) = nx +ny. N

2.1.2 Στοιχειώδεις Ιδιότητες Οµάδων

Στην παρούσα υποενότητα ϑα αναλύσουµε τις ϐασικές ιδιότητες τις οποίες έχει µια οµάδα και οι οποίες ϑα
µας είναι χρήσιµες στη συνέχεια. Επιπλέον ϑα δώσουµε διάφορους χαρακτηρισµούς για το πότε ένα σύνολο
εφοδιασµένο µε µια διµελή πράξη είναι οµάδα.

Η ακόλουθη Πρόταση δείχνει ότι σε µια οµάδα ισχύουν οικεία αποτελέσµατα που αφορούν γνωστές
πράξεις µεταξύ αριθµών, όπως οι νόµοι διαγραφής και η επίλυση πρωτοβάθµιων γραµµικών εξισώσεων.

Πρόταση 2.1.7. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα.

1. (Υπαρξη και Μοναδικοτητα Λυσεων Γραµµικων Εξισωσεων σε Οµαδες). Αν a,b ∈G, τότε η εξίσωση

a · x = b (αντίστοιχα y ·a = b)

έχει µοναδική λύση την ακόλουθη:

x = a−1 ·b ( αντίστοιχα y = b ·a−1)

2. (Νοµοι ∆ιαγραφης σε Οµαδες). Αν a,b,c ∈G, τότε :

a ·b = a · c =⇒ b = c και b ·a = c ·a =⇒ b = c

2Προσοχή: η προσθετική εκδοχή της σχέσης (2.9) δεν είναι η σχέση (x + y)n = xn + yn η οποία γενικά δεν είναι αληθής.
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Απόδειξη. 1. Για την εξίσωση a · x = b, υποθέτουµε ότι υπάρχει λύση x, δηλαδή στοιχείο x ∈ G έτσι ώστε
a · x = b. Χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα οµάδας του Ορισµού 2.1.1, ϑα έχουµε:

a · x = b =⇒ a−1 · (a · x) = a−1 ·b =⇒ (a−1 ·a) · x = a−1 ·b =⇒ e · x = a−1 ·b =⇒ x = a−1 ·b

Αντίστροφα το στοιχείο a−1 ·b ικανοποιεί την εξίσωση a · x = b, διότι : a · (a−1 ·b) = (a ·a−1) ·b = e ·b = b. ΄Αρα
το στοιχείο x = a−1 ·b είναι η µοναδική λύση στην οµάδα G της εξίσωσης ax = b.

Εργαζόµενοι παρόµοια, εύκολα ϐλέπουµε ότι το στοιχείο y = b ·a−1 είναι η µοναδική λύση στην οµάδα
G της εξίσωσης y ·a = b.

2. Υποθέτουµε ότι a ·b = a · c. Τότε :

a ·b = a · c =⇒ a−1 · (a ·b) = a−1 · (a · c) =⇒ (a ·a−1) ·b = (a ·a−1) · c =⇒ e ·b = e · c =⇒ b = c

Εργαζόµενοι παρόµοια, εύκολα ϐλέπουµε ότι αν b ·a = c ·a, τότε b = c. ■

Το ακόλουθο χρήσιµο αποτέλεσµα ϑα διευκολύνει πολύ την περαιτέρω ανάπτυξη της ϑεωρίας οµάδων.

Πρόταση 2.1.8. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα.

1. Αν a,b ∈G, τότε :
(a ·b)−1 = b−1 ·a−1 και (a−1)−1 = a

Γενικότερα αν a1, a2, · · · , an ∈G, τότε :

(a1 ·a2 · · ·an)−1 = a−1
n · · · a−1

2 ·a−1
1 (2.10)

2. Αν a,b ∈G, τότε :

(αʹ) a ·b = e =⇒ a = b−1 και b = a−1.

(ϐʹ) a2 = a =⇒ a = e.

(γʹ) a ·b = a =⇒ b = e.

(δʹ) a ·b = b =⇒ a = e.

Απόδειξη. 1. Θεωρώντας το στοιχείο b−1 ·a−1 ∈G, και χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα οµάδας, ϑα έχουµε:

(a ·b) · (b−1 ·a−1) = a · (b · (b−1) ·a−1) = a · ((b ·b−1) ·a−1) = a · (e ·a−1) = a ·a−1 = e

(b−1 ·a−1) · (a ·b) = b−1 · (a−1 · (a ·b)) = b−1 · ((a−1 ·a) ·b) = b−1 · (e ·b) = b−1 ·b = e

Εποµένως το στοιχείο ικανοποιεί το αξίωµα (2.3) του Ορισµού 2.1.1 περί ύπαρξης αντίστροφου στοι-
χείου για το στοιχείο a ·b ∈ G. Από την µοναδικότητα του αντίστροφου στοιχείου, ϐλέπε το Λήµµα
2.1.2, έπεται ότι : (a ·b)−1 = b−1 ·a−1.

Για το τυχόν στοιχείο a ∈G, το αξίωµα (2.3) πιστοποιεί την ύπαρξη του αντιστρόφου στοιχείου a−1 του
a έτσι ώστε εξ ορισµού:

a−1 ·a = e και a ·a−1 = e

Ερµηνεύοντας την παραπάνω σχέση, ξεκινώντας από το στοιχείο a−1, έπεται ότι το στοιχείο a ικανοποιεί
την ιδιότητα του αντιστρόφου του στοιχείου a−1. Εποµένως, λόγω µοναδικότητας του αντίστροφου
στοιχείου όπως πιστοποιείται από το Λήµµα 2.1.2, ϑα έχουµε: (a−1)−1 = a.

Θα δείξουµε µε χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής ότι ισχύει η σχέση (2.10). ΄Οπως δείχνει η
παραπάνω ανάλυση, η σχέση (2.10) είναι αληθής αν n = 1 ή n = 2. Υποθέτουµε ότι η σχέση (2.10), για
n το πλήθος στοιχεία a1, a2, · · · , an . Τότε, ϑεωρώντας n +1 το πλήθος στοιχεία a1, a2, · · · , an , an+1 και
χρησιµοποιώντας διαδοχικά την επαγωγική υπόθεση και την προσεταιριστική ιδιότητα, ϑα έχουµε:

(a1 ·a2 · · ·an ·an+1)−1 = [(a1 ·a2 · · ·an) ·an+1)−1 = a−1
n+1 · (a1 · ·a2 · · ·an)−1 =

= a−1
n+1 · (a−1

n · · ·a−1
2 ·a−1

1 ) = a−1
n+1 ·a−1

n · · · a−1
2 ·a−1

1

΄Αρα η σχέση (2.10) ισχύει για n +1 το πλήθος στοιχεία, και εποµένως από την Αρχή Μαθηµατικής
Επαγωγής, έπεται ότι η σχέση (2.10) ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό n ∈N.
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2. ΄Εστω a,b ∈G:

(αʹ) Αν a ·b = e, τότε ϑα έχουµε:

a−1 · (a ·b) = a−1 ·e =⇒ (a−1 ·a) ·b = a−1 =⇒ e ·b = a−1 =⇒ b = a−1

(a ·b) ·b−1 = e ·b−1 =⇒ a · (b ·b−1) = b−1 =⇒ a ·e = b−1 =⇒ a = b−1

(ϐʹ) Αν a2 = a, δηλαδή a ·a = a, τότε :

a−1 · (a ·a) = a−1 ·a =⇒ (a−1 ·a) ·a = e =⇒ e ·a = e =⇒ a = e

(γʹ) Αν ab = a, τότε :

a ·b = a =⇒ a−1 · (a ·b) = a−1 ·a =⇒ (a−1 ·a) ·b = e =⇒ e ·b = e =⇒ b = e

(δʹ) Αν a ·b = b, τότε :

a ·b = b =⇒ (a ·b) ·b−1 = b ·b−1 =⇒ a · (b ·b−1) = e =⇒ a ·e = e =⇒ a = e ■

Η ακόλουθη Πρόταση δείχνει ότι τα αξιώµατα (2.2) και (2.3) στον ορισµό οµάδας, µπορούν να απλοποι-
ηθούν περαιτέρω.

Πρόταση 2.1.9. ΄Εστω (G , ·) ένα Ϲεύγος το οποίο αποτελείται από ένα σύνολο G και µια προσεταιριστική
πράξη επί του G έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα εξής :

1. ( ΄Υπαρξη αριστερού ουδέτερου στοιχείου). Υπάρχει ένα στοιχείο e έτσι ώστε e ·a = a, ∀a ∈G.

2. ( ΄Υπαρξη αριστερού αντίστροφου στοιχείου). Για κάθε στοιχείο a ∈ G, υπάρχει ένα στοιχείο a′ ∈ G έτσι
ώστε : a′ ·a = e.

Τότε το Ϲεύγος (G , ·) είναι οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο το e.

Απόδειξη. Για τυχόν στοιχείο a ∈G, σύµφωνα µε την συνθήκη 2., υπάρχει στοιχείο a′ ∈G έτσι ώστε : a′ ·a = e.
Παρόµοια, για το στοιχείο a′ ∈G, σύµφωνα µε την συνθήκη 2., υπάρχει στοιχείο a′′ ∈G έτσι ώστε : a′′ ·a′ = e.
Τότε, χρησιµοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις και την προσεταιριστική ιδιότητα, ϑα έχουµε:

a ·a′ = e · (a ·a′) = (a′′ ·a′) · (a ·a′) = a′′ · ((a′ ·a) ·a′) = a′′ · (e ·a′) = a′′ ·a′ = e

Εποµένως, για το τυχόν στοιχείο a ∈G, υπάρχει στοιχείο a′ ∈G έτσι ώστε : a ·a′ = e = a ·a′, δηλαδή ισχύει το
αξίωµα (2.3).

Τέλος, για το τυχόν στοιχείο a ∈G, χρησιµοποιώντας τηη προσεταιριστική ιδιότητα της πράξης «·» και τις
παραπάνω σχέσεις, ϑα έχουµε:

a = e ·a = (a ·a′) ·a = a · (a′ ·a) = a ·e

΄Αρα, για το τυχόν στοιχείο a ∈G, ϑα έχουµε: a · e = a = e ·a, δηλαδή ισχύει το αξίωµα (2.2). Συνοψίζοντας,
δείξαµε ότι ικανοποιοιούνται τα αξιώµατα (2.1), (2.2), και (2.3) του ορισµού 2.1.1, και άρα το Ϲεύγος (G , ·)
είναι οµάδα. ■

Παρατήρηση 2.1.10. Η Πρόταση 2.1.9 πιστοποιεί ότι ένα Ϲεύγος (G , ·) είναι οµάδα, αν η πράξη «·» είναι
προσεταιριστική, αν υπάρχει αριστερό ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «·», και αν για κάθε στοιχείο του
συνόλου G, υπάρχει αριστερό αντίστροφο στοιχείο ως προς την πράξη «·».

Ακριβώς ανάλογα, αν (G , ·) είναι ένα Ϲεύγος το οποίο αποτελείται από ένα σύνολο G και µια προσεταιρι-
στική πράξη επί του G έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα εξής :

1. (΄Υπαρξη δεξιού ουδέτερου στοιχείου). Υπάρχει ένα στοιχείο e έτσι ώστε a ·e = a, ∀a ∈G.
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2. (΄Υπαρξη δεξιού αντίστροφου στοιχείου). Για κάθε στοιχείο a ∈G, υπάρχει ένα στοιχείο a′ ∈G έτσι ώστε :
a ·a′ = e.

τότε το Ϲεύγος (G , ·) είναι οµάδα.
Από την άλλη πλευρά, υπάρχουν παραδείγµατα Ϲευγών (G , ·), όπου «·» είναι µια προσεταιριστική πράξη

επί του συνόλου G έτσι ώστε :

1. (΄Υπαρξη δεξιού ουδέτερου στοιχείου). Υπάρχει ένα στοιχείο e έτσι ώστε a ·e = a, ∀a ∈G.

2. (΄Υπαρξη αριστερού αντίστροφου στοιχείου). Για κάθε στοιχείο a ∈ G, υπάρχει ένα στοιχείο a′ ∈ G έτσι
ώστε : a′ ·a = e.

ή

1. (΄Υπαρξη αριστερού ουδέτερου στοιχείου). Υπάρχει ένα στοιχείο e έτσι ώστε e ·a = a, ∀a ∈G.

2. (΄Υπαρξη δεξιού αντίστροφου στοιχείου). Για κάθε στοιχείο a ∈G, υπάρχει ένα στοιχείο a′ ∈G έτσι ώστε :
a ·a′ = e.

και το Ϲεύγος (G , ·) δεν είναι οµάδα.3

Αναφέρουµε για µελλοντική χρήση τον ακόλουθο ϐασικό ορισµό ο οποίος ταξινοµεί την κλάση των
οµάδων µε ϐάση το πλήθος των στοιχείων τους.

Ορισµός 2.1.11. Μια οµάδα (G , ·) καλείται πεπερασµένη οµάδα αν το πλήθος των στοιχείων της είναι
πεπερασµένο : |G| <∞, διαφορετικά η G καλείται άπειρη οµάδα.

Η τάξη της οµάδας G ορίζεται να είναι το πλήθος |G| των στοιχείων του συνόλου G όταν η οµάδα είναι
πεπερασµένη, διαφορετικά το σύµβολο ∞ αν η οµάδα G είναι άπειρη, και τότε ϑα γράφουµε |G| =∞.

Η έννοια της τάξης οµάδας, και της συνοδού έννοιας της τάξης στοιχείου οµάδας, αναλύεται εκτενέστερα
στο Κεφάλαιο 3 στο οποίο και παραπέµπουµε για περισσότερες λεπτοµέρειες.

Παρατήρηση 2.1.12. ΄Οταν µια οµάδα (G , ·) είναι άπειρη, ο συµβολισµός |G| = ∞ σηµαίνει ότι η οµάδα
G έχει άπειρο πλήθος στοιχείων χωρίς να υπονοεί ότι το πλήθος των στοιχείων της |G| είναι συγκεκριµένος
άπειρος πληθάριθµος. Για παράδειγµα, οι προσθετικές οµάδες (Z,+) και (R,+) είναι και οι δύο άπειρες,
αλλά το πλήθος των στοιχείων της Z είναι αριθµήσιµο, και άρα γνήσια µικρότερο από το πλήθος των στοιχείων
της R το οποίο είναι µη αριθµήσιµο. Παρεπέµπουµε στην επόµενη υποενότητα για παραδείγµατα σχετικά
µε την τάξη οµάδων. N

2.2 Παραδείγµατα Οµάδων

Στην παρούσα ενότητα, παραθέτουµε και αναλύουµε εν συντοµία ϐασικά παραδείγµατα οµάδων, πολλά από
τα οποία ϑα µας απασχολήσουν και στη συνέχεια.

Παράδειγµα 2.2.1. ΄Εστω G = {ε} ένα µονοσύνολο (η ϕύση του στοιχείου ε µας είναι αδιάφορη), επί του
οποίου ορίζουµε µια πράξη «·» ϑέτοντας ε ·ε= ε. Τότε το Ϲεύγος (G , ·) είναι κατά προφανή τρόπο µια αβελιανή
οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο ε και ε−1 = ε, η οποία καλείται η τετριµµένη οµάδα. Αντίστροφα, αν (G , ·) είναι
µια οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e, τότε το µονοσύνολο {e} είναι κλειστό στην πράξη «·» και άρα το Ϲεύγος
({e}, ·) αποτελεί οµάδα. ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα τετριµµένες οµάδες είναι δοµικά ίδιες και γι΄ αυτό τον
λόγο ϑα τις ταυτίζουµε.

p

3Τέτοια παραδείγµατα αναλύθηκαν διεξοδικά για πρώτη ϕορά στις εργασίες των A.H. Clifford: A system arising from a weakened
set of group postulates, Annals of Mathematics 34 (1933), 865-871, και H. B. Mann: On certain systems which are almost groups,
Bull. Amer. Math. Soc. 50 (1944), 879–881.
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Παράδειγµα 2.2.2. Στην πλειονότητα των παρακάτω παραδειγµάτων οµάδων η επαλήθευση των αξιωµάτων
είναι πολύ εύκολη, και σε κάθε περίπτωση έχει συζητηθεί στο Κεφάλαιο 1.

1. Τα Ϲεύγη (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), όπου «+» είναι η συνήθης πράξη πρόσθεσης αριθµών αποτελούν
αβελιανές οµάδες. Αν K είναι ένα εκ των συνόλων

{
Z,Q,R,C

}
, τότε η αβελιανή οµάδα (K,+) καλείται η

προσθετική οµάδα του K.

Αντίθετα τα Ϲεύγη (N,+) και (N0,+) δεν αποτελούν οµάδες (για την πράξη «+» δεν υπάρχει ουδέτερο
στοιχείο στο σύνολο N, και για έναν ϑετικό ακέραιο n δεν υπάρχει αντίστροφο (ή αντίθετο) στοιχείο στο
σύνολο N0). Υπενθυµίζουµε ότι N0 =N∪ {0}.

2. Τα Ϲεύγη (Q∗, ·), (R∗, ·), (C∗, ·), όπου «·» είναι η συνήθης πράξη πολλαπλασιασµού αριθµών αποτελούν
αβελιανές οµάδες. Υπενθυµίζουµε ότι K∗ =K\{0}. Αν K είναι ένα εκ των συνόλων {Q,R,C}, η αβελιανή
οµάδα (K∗, ·) καλείται η πολλαπλασιαστική οµάδα των µη µηδενικών στοιχείων του K.

Αντίθετα, τα Ϲεύγη (N, ·), (N0, ·), (Z, ·) και (N, ·) και (Z, ·) δεν αποτελούν οµάδα, καθώς, αν και µονοειδή,
κανένα στοιχείο n 6= ±1 σε ένα εκ των παραπάνω συνόλων δεν έχει αντίστροφο.

3. Γενικότερα, έστω (V ,+, ·) ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός «σώµατος» K ∈ {Q,R,C}, µε την
έννοια της Γραµµικής ΄Αλγεβρας.4 Τότε το Ϲεύγος (V ,+) είναι µια αβελιανή οµάδα η οποία καλείται η
προσθετική οµάδα του διανυσµατικού χώρου V . Για παράδειγµα, έχουµε:

(αʹ) την προσθετική αβελιανή οµάδα (K[t ],+) των πολυωνύµων υπεράνω ενός σώµατος K,

(ϐʹ) την προσθετική αβελιανή οµάδα (A(K),+) των ακολουθιών µε στοιχεία από ένα σώµα K,

(γʹ) την προσθετική αβελιανή οµάδα (F (S,V ),+) των συναρτήσεων f : S −→ V από ένα µη-κενό σύνολο
S σε έναν K-διανυσµατικό χώρο V , για παράδειγµα V =K, κτλ.

Κάποιες από τις παραπάνω οµάδες ϑα αναλυθούν λεπτοµερέστερα στη συνέχεια.

4. ΄Εστω Mm×n(R) το σύνολο όλων των m ×n πινάκων A µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς :

Mm×n(R) = {
A = (ai j ) | ai j ∈R, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

}
, όπου A = (ai j ) =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


Στο σύνολο Mm×n(R) ϑεωρούµε την συνήθη πράξη πρόσθεσης πινάκων: αν A = (ai j ) και B = (bi j ),

τότε A +B = (ci j ), όπου ci j = ai j +bi j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Η πράξη «+» επί του συνόλου Mm×n(R)
είναι προσεταιριστική, µεταθετική, ο µηδενικός πίνακας O = (xi j ), όπου xi j = 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,
είναι το ουδέτερο στοιχείο, και για το σύνολο των αντιθέτων στοιχείων ως προς την πράξη «+» έχουµε
προφανώς U(Mm×n(R),+) =Mm×n(R), διότι για κάθε πίνακα A = (ai j ), υπάρχει ο πίνακας −A := (−ai j )
έτσι ώστε A+ (−A) =O= (−A)+ A.

Η παραπάνω ανάλυση δείχνει ότι το Ϲεύγος (Mm×n(R),+) είναι µια αβελιανή οµάδα. Παρόµοιο συµπέ-
ϱασµα προκύπτει αν στη ϑέση του συνόλου R των πραγµατικών αριθµών είναι ένα εκ των συνόλων Z,

4Υπενθυµίζουµε ότι, αν K ∈ {
Q, R, C

}
, τότε ένας K-διανυσµατικός χώρος, ή διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K, είναι µια τριάδα

(V ,+, ·), όπου το Ϲεύγος (V ,+) είναι µια αβελιανή οµάδα, τα στοιχεία της οποίας καλούµε διανύσµατα και τα συµβολίζουµε µε ~x, ~y, ~z,
κλπ., και

· : K×V −→ V , (k,~x) 7−→ k ·~x
είναι µια εξωτερική πράξη του K επί του V έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες, ∀k, l ∈K, ∀~x,~y ∈ V :

(αʹ) (k + l ) ·~x = k ·~x + l ·~x.
(ϐʹ) k · (~x +~y) = k ·~x +k ·~y.
(γʹ) (kl ) ·~x = k · (l ·~x).

(δʹ) 1 ·~x =~x.
Τα σύνολα Q, R, C είναι σώµατα µε την έννοια του Κεφαλαίου 7, όπου και παραπέµπουµε για περισσότερες λεπτροµέρειες. Η έννοια
του διανυσµατικού χώρου υπεράνω του K ορίζεται ακριβώς όπως παραπάνω όταν γενικότερα το σύνολο K είναι σώµα.
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Q, και C, και έτσι αποκτούµε τις αβελιανές οµάδες : (Mm×n(Z),+), (Mm×n(Q),+), και (Mm×n(C),+) των
m ×n πινάκων A µε στοιχεία ακέραιους, ϱητούς, και µιγαδικούς αριθµούς αντίστοιχα.

p

Το επόµενο παράδειγµα παρουσιάζει ένα «µη συµβατικό» παράδειγµα οµάδας.

Παράδειγµα 2.2.3. Στο ακόλουθο «Παιχνίδι µε δύο Κέρµατα» δύο κέρµατα A και B , χρωµατισµένα παρα-
κάτω το ένα µε µπλέ χρώµα (το κέρµα A) και το άλλο µε κόκκινο χρώµα (το κέρµα B ), ϐρίσκονται σε ένα
τραπέζι, και στην αρχική τους ϑέση δείχνουν και τα δύο κορώνα (Κ):

Κ Κ

Μπορούµε να µετακινήσουµε τα κέρµατα κατά τη διάρκεια του παιχνιδιού. Οι επιτρεπτές κινήσεις στα
κέρµατα είναι οι εξής :

1. I 7−→ καµία κίνηση:

Κ Κ

2. M1 7−→ στρέφουµε το κέρµα A:

Γ Κ

3. M2 7−→ στρέφουµε το κέρµα B :

Κ Γ

4. M3 7−→ στρέφουµε τα κέρµατα A και B :

Γ Γ

5. M4 7−→ εναλλάσσουµε τις ϑέσεις των κερµάτων A και B :

Κ Κ

6. M5 7−→ στρέφουµε το κέρµα A και ακολούθως εναλλάσσουµε τις ϑέσεις των κερµάτων A και B :

Κ Γ

7. M6 7−→ στρέφουµε το κέρµα B και ακολούθως εναλλάσσουµε τις ϑέσεις των κερµάτων A και B :

Γ Κ

8. M7 7−→ στρέφουµε τα κέρµατα A και B και ακολούθως εναλλάσσουµε τις ϑέσεις των κερµάτων A και B :

Γ Γ
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Θεωρούµε το σύνολο των επιτρεπτών κινήσεων του «Παιχνιδιού µε δύο Κέρµατα»

G = {
I , M1, M2, M3, M4, M5, M6, M7

}
το οποίο εφοδιάζουµε µε πράξη ? : G ×G −→G, (x, y) 7−→ x? y, το αποτέλεσµα της οποίας είναι η εκτέλεση
των διαδοχικών κινήσεων: πρώτα η κίνηση y ακολουθούµενη από την κίνηση x. Για παράδειγµα:

M4?M3 = M7 = M3?M4, M4?M1 = M5 = M2?M4 και M1?M4 = M6 και M 2
i = I , 1 ≤ i ≤ 4

Η πράξη «?» επί του συνόλου G δεν είναι µεταθετική διότι, για παράδειγµα:

M4?M1 = M5 6= M6 = M1?M4

∆εν είναι δύσκολο να δείξει κανείς ότι η πράξη «?» επί του συνόλου G είναι προσεταιριστική. Προφανώς το
στοιχείο I είναι ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «·», και, όπως µπορούµε να δούµε εύκολα, κάθε στοιχείο
του συνόλου G έχει αντίστροφο ως προς την πράξη «?» (για παράδειγµα, M−1

i = Mi , αν 1 ≤ i ≤ 4, και
M−1

5 = M 3
5 = M6 κλπ.). Για λεπτοµέρειες, παραπέµπουµε στην ΄Ασκηση 2.10.13, όπου Ϲητείται να αποδειχθεί

ότι το σύνολο (G ,?) είναι µια µη αβελιανή οµάδα µε 8 στοιχεία (η οµάδα G αποτελεί παράδειγµα «διεδρικής»
οµάδας - την κλάση των διεδρικών οµάδων ϑα τη συναντήσουµε και σε µεταγενέστερη ενότητα).

p

Μια µεγάλη κλάση παραδειγµάτων οµάδων προκύπτει από την ακόλουθη πρόταση η οποία πιστοποιεί
ότι το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων ενός µονοειδούς αποτελεί οµάδα (ϐλέπε το Παράδειγµα 1.3.30).

Πρόταση 2.2.4. ΄Εστω (M , ·) ένα µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e.

1. Το Ϲεύγος (U(M , ·), ·) αποτελεί οµάδα, όπου

U(M , ·) = {
a ∈ M | ∃a−1 ∈ M : a ·a−1 = e = a−1 ·a

}
είναι το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων του µονοειδούς (M , ·). Επιπρόσθετα, αν το µονοειδές (M , ·)
είναι µεταθετικό, τότε η οµάδα (U(M , ·), ·) είναι αβελιανή.

2. Το µονοειδές (M , ·) είναι οµάδα αν και µόνο αν M = U(M , ·) (δηλαδή κάθε στοιχείο του µονοειδούς M
είναι αντιστρέψιµο).

Απόδειξη. 1. ∆είχνουµε πρώτα ότι το σύνολο U(M , ·) είναι κλειστό στην πράξη «·» του µονοειδούς (M , ·).
Πράγµατι, αν a,b ∈U(M , ·), τότε τα στοιχεία a,b διαθέτουν αντίστροφα στοιχεία a−1,b−1 ∈ M , και ϑα έχουµε:
a ·a−1 = e = a−1 ·a και b ·b−1 = e = b−1 ·b. Τότε :

(a ·b) · (b−1 ·a−1) = a · (b · (b−1 ·a−1)) = a · ((b ·b−1) ·a−1) = a · (e ·a−1) = a ·a−1 = e

(b−1 ·a−1) · (a ·b) = ((b−1 ·a−1) ·a) ·b = (b−1 · (a−1) ·a) ·b = (b−1 ·e) ·b = b−1 ·b = e

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το στοιχείο a ·b ∈ M είναι αντιστρέψιµο, δηλαδή ανήκει στο υποσύνολο
U(M , ·), και µάλιστα : (a ·b)−1 = b−1 ·a−1. Ιδιαίτερα έπεται ότι το υποσύνολο U(M , ·) είναι κλειστό στην πράξη
«·» του µονοειδούς (M , ·). Επειδή e ·e = e, έπεται ότι e ∈U(M , ·) και τότε το στοιχείο e είναι ουδέτερο στοιχείο
για την πράξη «·» του υποσυνόλου U(M , ·). Εποµένως το Ϲεύγος (U(M , ·), ·) είναι ένα υποµονοειδές του (M , ·).

Ιδιαίτερα για το Ϲεύγος (U(M , ·), ·) ικανοποιούνται τα αξιώµατα (2.1) και (2.2) του Ορισµού 2.1.1, και
µένει να δείξουµε το αξίωµα (2.3), δηλαδή ότι κάθε στοιχείο a ∈U(M , ·) είναι αντιστρέψιµο. Αυτό προκύπτει
άµεσα, διότι το στοιχείο a−1 είναι προφανώς το αντίστροφο του a και ανήκει στο υποµονοειδές U(M , ·).
Εποµένως το Ϲεύγος (U(M , ·), ·) είναι οµάδα, η οποία είναι προφανώς αβελιανή αν το µονοειδές (M , ·) είναι
µεταθετικό.

2. Επειδή από το µέρος 1., το Ϲεύγος (U(M , ·), ·) είναι οµάδα, αν M =U(M , ·), τότε το µονοειδές (M , ·) είναι
οµάδα. Αντίστροφα, αν το µονοειδές (M , ·) αποτελεί οµάδα, τότε κάθε στοιχείο του M είναι αντιστρέψιµο και
άρα: M =U(M , ·). ■

Ως εφαρµογή της Πρότασης 2.2.4 αποκτούµε τα ακόλουθα παραδείγµατα οµάδων.
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Παράδειγµα 2.2.5. (Οµάδες Κλάσεων Υπολοίπων mod n). Θεωρούµε τα µεταθετικά µονοειδή (Zn ,+) και
(Zn , ·), όπου

Zn = {
[0]n , [1]n , · · · , [n −1]n

}
είναι το σύνολο των κλάσεων υπολοίπων mod n και «+», «·» οι πράξεις οι οποίες ορίστηκαν στο Παράδειγµα
1.3.40. Από την Πρόταση 2.2.4 έπεται ότι τα Ϲεύγη (U(Zn),+) και (U(Zn), ·) των αντιστρέψιµων στοιχείων του
Zn ως προς τις πράξεις και «+», «·» είναι αβελιανές οµάδες. Επειδή κάθε στοιχείο [k]n ∈Zn είναι αντιστρέψιµο
ως προς την πράξη «+» µε αντίστροφο την κλάση υπολοίπων [−k]n (πράγµατι : [k]n +[−k]n = [k−k]n = [0]n =
[−k]n + [k]n ), έπεται ότι (U(Zn),+) = (Zn ,+) και άρα το Ϲεύγος (Zn),+) είναι αβελιανή οµάδα.

Από την άλλη πλευρά ισχύει ότι :

U(Zn , ·) = {
[k]n ∈Zn | (k,n) = 1

}
(2.11)

Απόδειξη: ΄Εστω ότι [k]n ∈U(Zn , ·). Τότε υπάρχει κλάση ισοτιµίας [l ]n έτσι ώστε : [k]n · [l ]n = [1]n δηλαδή
[k · l ]n = [1]n . Τότε ϑα έχουµε n | 1− k · l και άρα υπάρχει ακέραιος m έτσι ώστε 1− k · l = n ·m δηλαδή
1 = k · l +n ·m. Η τελευταία σχέση είναι ισοδύναµη µε τη σχέση (k,n) = 1. Αντίστροφα, αν (k,n) = 1, τότε από
γνωστές ιδιότητες του µέγιστου κοινού διαιρέτη ακεραίων αριθµών έπεται ότι υπάρχουν ακέραιοι l ,m έτσι
ώστε : 1 = k · l +n ·m. Τότε, ϑεωρώντας κλάσεις ισοτιµίας mod n, ϑα έχουµε [1]n = [k · l +n ·m]n = [k · l ]n +
[n ·m]n = [k]n · [l ]n + [n]n · [m]n και εποµένως [1]n = [k]n · [l ]n διότι [n]n = [0]n . Επειδή ο πολλαπλασιασµός
κλάσεων ισοτιµίας είναι µεταθετική πράξη έπεται ότι η κλάση ισοτιµίας [k]n είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του
µονοειδούς (Zn , ·) µε αντίστροφη την κλάση ισοτιµίας [l ]n , δηλαδή [k]n ∈U(Zn , ·). ΄Αρα πράγµατι έχουµε την
ισότητα (2.11): U(Zn , ·) = {

[k]n ∈Zn | (k,n) = 1
}
.

Η αβελιανή οµάδα (Zn ,+) καλείται η προσθετική οµάδα των κλάσεων υπολοίπων mod n, και η
αβελιανή οµάδα U(Zn , ·) καλείται η πολλαπλασιαστική οµάδα των αντιστρέψιµων κλάσεων υπολοίπων
mod n.

p

Οµάδες Μεταθέσεων και Συµµετρικές Οµάδες

Παράδειγµα 2.2.6. (Οµάδες Μεταθέσεων - Συµµετρικές Οµάδες). Για κάθε µη κενό σύνολο X , ϑεωρούµε το
µονοειδές (Map(X ),◦), όπου Map(X ) = {

f : X −→ X | f : απεικόνιση
}
είναι το σύνολο των απεικονίσεων επί

ενός µη-κενού συνόλου X , και «◦» είναι η πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων :

◦ : Map(X )×Map(X ) −→ Map(X ), ( f , g ) 7−→ f ◦ g

Από την Πρόταση 0.2.8, για το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων, έχουµε:

U(Map(X ),◦) = {
f : X −→ X | f : απεικόνιση «1-1» και «επί»

}= S(X )

και άρα αποκτούµε την οµάδα (S(X ),◦) η οποία καλείται η οµάδα των µεταθέσεων του συνόλου X .
Σηµειώνουµε ότι, αν το πλήθος των στοιχείων του συνόλου X είναι |X | = n, τότε σύµφωνα µε την Πρόταση

1.3.23, το πλήθος των στοιχείων της οµάδας S(X ) είναι n!. Υπενθυµίζουµε ότι, αν X = {1,2, · · · ,n}, τότε
συµβολίζουµε S(X ) = Sn και η οµάδα (Sn ,◦) καλείται η n-οστή συµµετρική οµάδα.

p

΄Οπως πιστοποιεί η παρακάτω Πρόταση, η οµάδα µεταθέσεων ενός µη-κενού συνόλου σπάνια είναι
αβελιανή.

Πρόταση 2.2.7. Για την οµάδα µεταθέσεων (S(X ),◦) ενός συνόλου X 6= ;, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η οµάδα (S(X ),◦) είναι αβελιανή.

2. |X | ≤ 2.

Απόδειξη. «2. =⇒ 1.» Αν το σύνολο X έχει ένα στοιχείο : X = {a}, τότε προφανώς η οµάδα µεταθέσεων
S(X ) αποτελείται µόνο από την ταυτοτική µετάθεση IdX : X −→ X , IdX (a) = a. Εποµένως S(X ) = {IdX } είναι
η τετριµµένη οµάδα η οποία κατά προφανή τρόπο είναι αβελιανή. Υποθέτουµε ότι το σύνολο X έχει δύο
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στοιχεία : X = {a,b}. Τότε το σύνολο Map(X ) όλων των απεικονίσεων : X −→ X αποτελείται από τις ακόλουθες
τέσσερις απεικονίσεις

IdX :

{
a 7−→ a

b 7−→ b
, f :

{
a 7−→ b

b 7−→ a
, g :

{
a 7−→ a

b 7−→ a
, h :

{
a 7−→ b

b 7−→ b

Από τις παραπάνω απεικονίσεις, αυτές οι οποίες είναι µεταθέσεις του X , δηλαδή είναι απεικονίσεις «1-1»
και «επί», είναι προφανώς οι IdX και f . ΄Αρα

S(X ) = {
IdX , f

}
Επειδή IdX ◦ f = f = IdX ◦ f , IdX ◦ IdX = IdX = IdX ◦ IdX , και επειδή, όπως µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα
f 2 = f ◦ f = IdX , έπεται ότι η οµάδα (S(X ),◦) είναι αβελιανή. ΄Αρα αν |X | ≤ 2, η οµάδα (S(X ),◦) είναι αβελιανή.

«1. =⇒ 2.» ΄Εστω ότι η οµάδα (S(X ),◦) είναι αβελιανή. Υποθέτοντας ότι |X | ≥ 3, ϑα καταλήξουµε σε άτοπο.
Επειδή |X | ≥ 3, υπάρχουν στο σύνολο X τουλάχιστον τρία διακεκριµένα στοιχεία, έστω τα a,b,c. Ορίζουµε
τις ακόλουθες απεικονίσεις :

f :


a 7−→ b

b 7−→ a

x 7−→ x, αν x ∈ X \ {a,b}

και g :


a 7−→ b

b 7−→ c

c 7−→ a

x 7−→ x, αν x ∈ X \ {a,b,c}

Εκ κατασκευής ποι απεικονίσεις f και g είναι «1-1» και «επί», και άρα f , g ∈ S(X ). Επειδή

( f ◦ g )(a) = f (g (a)) = f (b) = a 6= c = g (b) = g ( f (a)) = (g ◦ f )(a), έπεται ότι : f ◦ g 6= g ◦ f

και εποµένως η οµάδα S(X ),◦) δεν είναι αβελιανή, το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση. Στο άτοπο
καταλήξαµε υποθέτοντας ότι |X | ≥ 3. ΄Αρα |X | ≤ 2. ■

Θεωρούµε την n-οστή συµµετρική οµάδα (Sn ,◦), n ≥ 1. Υπενθυµίζουµε, ϐλέπε την υποενότητα 1.3.27
και την Πρόταση 1.3.23, ότι |Sn | = n!, και τα στοιχεία της Sn , δηλαδή οι «1-1» και «επί» απεικόνισεις

σ :
{
1,2, · · · ,n

} −→ {
1,2, · · · ,n

}
, i 7−→σ(i )

παρίστανται, χάριν εποπτείας, µε έναν 2×n πίνακα

σ=
(

1 2 · · · i · · · n −1 n
σ(1) σ(2) · · · σ(i ) · · · σ(n −1) σ(n)

)
του οποίου η πρώτη γραµµή περιέχει τα στοιχεία του συνόλου Nn και η δεύτερη γραµµή περιέχει τις εικόνες
των στοιχείων αυτών µέσω της µετάθεσης σ. Αν σ,τ ∈ Sn , τότε για το γινόµενο σ ·τ των µεταθέσεων σ και τ,
δηλαδή για τη σύνθεση των απεικονίσεων σ και τ, όπου πρώτα εφαρµόζουµε τη συνάρτηση τ, ϑα έχουµε

στ=
(

1 2 · · · n −1 n
σ(1) σ(2) · · · σ(n −1) σ(n)

)(
1 2 · · · n −1 n
τ(1) τ(2) · · · τ(n −1) τ(n)

)
=

=
(

1 2 · · · n −1 n
σ(τ(1)) σ(τ(2)) · · · σ(τ(n −1)) σ(τ(n))

)
Η ταυτοτική µετάθεση, δηλαδή η ταυτοτική απεικόνιση IdNn , συµβολίζεται συνήθως µε ι και είναι

ι=
(
1 2 · · · n −1 n
1 2 · · · n −1 n

)
Για λόγους αναφοράς περιγράφουµε τα στοιχεία των συµµετρικών οµάδων Sn , όταν n ≤ 3.
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1. Αν n = 1, τότε προφανώς η µόνη µετάθεση του συνόλου N1 = {1} είναι η ταυτοτική µετάθεση ι:

S1 =
{
ι=

(
1
1

)}

2. Αν n = 2, τότε ϑα έχουµε:

S2 =
{
ι=

(
1 2
1 2

)
, σ=

(
1 2
2 1

)}
Πράγµατι γνωρίζουµε ότι το πλήθος των στοιχείων της S2 είναι 2! = 2. Επειδή, όπως προκύπτει εύκολα,
οι απεικονίσεις ι, και σ είναι «1-1» και «επί» απεικονίσεις N2 −→ N2, δηλαδή είναι µεταθέσεις του
συνόλου N2 = {1,2}, έπεται ότι αυτές οι µεταθέσεις είναι ακριβώς όλα τα στοιχεία της οµάδας S2.

3. Αν n = 3, τότε ϑα έχουµε:
S3 =

{
ι, µ1, µ2, µ3, ρ1, ρ2

}
όπου:

ρ0 = ι=
(
1 2 3
1 2 3

)
, µ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, µ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, µ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

ρ1 =
(
1 2 3
2 3 1

)
, ρ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
Πράγµατι, γνωρίζουµε ότι το πλήθος των στοιχείων της S3 είναι 3! = 6. Επειδή, όπως προκύπτει
εύκολα, οι απεικονίσεις ι, µ1, µ2, µ3, ρ1, και ρ2 είναι «1-1» και «επί» απεικονίσεις N3 −→N3, δηλαδή
είναι µεταθέσεις του συνόλου N3 = {1,2,3}, έπεται ότι αυτές οι µεταθέσεις είναι ακριβώς όλα τα στοιχεία
της οµάδας S3.

Θα µελετήσουµε τις συµµετρικές οµάδες αναλυτικότερα σε µεταγενέστερο εδάφιο.
Υπενθυµίζοντας τον κυκλικό συµβολισµό µεταθέσεων, ϐλέπε τον συµβολισµό 1.3.27 στο Κεφάλαιο 1, ϑα

γράφουµε έναν k-κύκλο σ στα στοιχεία a1, a2, · · · , ak (µε αυτή τη σειρά) του συνόλου
{
1,2, · · · ,n

}
ως

σ= (
a1 a2 · · · an−1 an

)
δηλαδή σ είναι η µετάθεση η οποία µεταθέτει κυκλικά τα στοιχεία a1, a2, · · · , ak και διατηρεί σταθερά τα
υπόλοιπα:

σ(ak ) =
{

ak+1, αν 1 ≤ k ≤ n −1

a1, αν k = n
και σ(x) = x, αν x ∈ {

1,2, · · · ,n
}

\
{

a1, a2, · · · , ak
}

Η ταυτοτική µετάθεση ι ∈ Sn είναι ένας 1-κύκλος, και άρα διατηρεί όλα τα στοιχεία του συνόλου {1,2, · · · ,n}
σταθερά και συµβολίζεται συνήθως µε ι= (1).

Για λόγους αναφοράς περιγράφουµε τα στοιχεία των συµµετρικών οµάδων Sn ως κύκλους στοιχείων του
συνόλου Nn , όταν n ≤ 3.

1. Αν n = 1, τότε προφανώς η µόνη µετάθεση του συνόλου N1 = {1} είναι η ταυτοτική µετάθεση ι:

S1 =
{
ι= (

1
)}

2. Αν n = 2, τότε ϑα έχουµε:
S2 =

{
ι= (

1
)

, σ= (
1 2

)}
3. Αν n = 3, τότε ϑα έχουµε:

S3 =
{
ι= (

1
)

, µ1 =
(
2 3

)
, µ2 =

(
1 3

)
, µ3 =

(
1 2

)
, ρ1 =

(
1 2 3

)
, ρ2 =

(
1 3 2

)}
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Η Γενική Γραµµική Οµάδα

Παράδειγµα 2.2.8. (Η Γενική Γραµµική Οµάδα). Υπενθυµίζουµε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n µπορούµε
να ορίσουµε στο σύνολο Mn(R) :=Mn×n(R) των n ×n πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς µια νέα
πράξη, την πράξη «·» του πολλαπλασιασµού πινάκων ως εξής :

Αν A = (ai j ) και B = (bi j ), τότε : A ·B = ((A ·B)i j ) = (ci j ), όπου ci j =
n∑

k=1
ai k bk j , 1 ≤ i , j ≤ n

΄Οπως προκύπτει από το µέρος 6 του Παραδείγµατος 1.3.8, η πράξη «·» πολλαπλασιασµού πινάκων είναι
προσεταιριστική, αλλά γενικά όχι µεταθετική, και ο µοναδιαίος n×n πίνακας In αποτελεί ουδέτερο στοιχείο
για την πράξη «·». Εποµένως το Ϲεύγος (Mn(R), ·) είναι ένα µονοειδές. Το σύνολο U(Mn(R), ·) των αντιστρέψι-
µων στοιχείων του µονοειδούς (Mn(R), ·) συµπίπτει µε το σύνολο GL(n,R) των αντιστρέψιµων n ×n πινάκων
πραγµατικών αριθµών:

U(Mn(R), ·) :=GL(n,R) = {
A ∈Mn(R) | A : αντιστρέψιµος

}
Σηµειώνουµε ότι, όπως γνωρίζουµε από την Γραµµική ΄Αλγεβρα, ισχύει ότι GL(n,R) = {

A ∈Mn(R) | Det(A) 6=
0
}
. Η παραπάνω ανάλυση δείχνει ότι το Ϲεύγος (GL(n,R), ·) είναι οµάδα, η οποία καλείται η γενική γραµµική

οµάδα υπεράνω του R. Παρόµοιο συµπέρασµα προκύπτει αν στη ϑέση του συνόλου R των πραγµατικών α-
ϱιθµών είναι ένα εκ των συνόλων Z, Q, και C, και έτσι αποκτούµε τις γενικές γραµµικές οµάδες : (GL(n,Z), ·),
(GL(n,Q), ·), και (GL(n,C), ·) των n×n αντιστρέψιµων πινάκων µε στοιχεία ακέραιους, ϱητούς, και µιγαδικούς
αριθµούς αντίστοιχα.

p

΄Οπως πιστοποιεί η παρακάτω Πρόταση, η γενική γραµµική οµάδα σπάνια είναι αβελιανή.

Πρόταση 2.2.9. Για την γενική γραµµική οµάδαGL(n,K), όπουK ∈ {Z,Q,R,C}, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η οµάδα GL(n,K) είναι αβελιανή.

2. n = 1, και τότε GL(n,K) =K∗.

Απόδειξη. «1. ⇐= 2.» Αν n = 1, τότε επειδή προφανώς οι αντιστρέψιµοι 1×1 πίνακες είναι τα µη µηδενικά
στοιχεία του K, έχουµε ότι GL(n,K) =K∗, και άρα η οµάδα GL(n,K) είναι αβελιανή διότι η οµάδα K∗ είναι
αβελιανή (η πράξη πολλαπλασιασµού στο σύνολο K είναι µεταθετική).

«2. =⇒ 1.» Για να δείξουµε ότι, αν η γενική γραµµική οµάδα GL(n,K) είναι αβελιανή, τότε n = 1, αρκεί
να δείξουµε ότι, αν n ≥ 2, τότε η GL(n,K) δεν είναι αβελιανή. Θεωρούµε τους 2×2 πίνακες

K =
(
1 1
0 1

)
και L =

(
1 0
1 1

)
΄Οπως ϐλέπουµε εύκολα οι πίνακες K και L είναι αντιστρέψιµοι και

K ·L =
(
2 1
1 1

)
6=

(
1 1
1 2

)
= L ·K

΄Ετσι K ,L ∈GL(2,K) και K ·L 6= L ·K , δηλαδή η οµάδα GL(2,K) δεν είναι αβελιανή.
Αν n > 2, τότε ϑεωρούµε τον µοναδιαίο (n −2)× (n −2)-πίνακα In−2 και τα ευθέα αθροίσµατα5 K ⊕ In−2

5Υπενθυµίζουµε ότι, αν A = (ai j ) είναι ένας n×n πίνακας και B = (bi j ) είναι ένας m×m πίνακας αριθµών, τότε το ευθύ άθροισµα
των πινάκων A και B ορίζεται να είναι ο (n +m)× (n +m) πίνακας

A⊕B =



a11 a12 · · · a1n 0 0 · · · 0
a21 a22 · · · a2n 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann 0 0 · · · 0

0 0 · · · 0 b11 b12 · · · b1m
0 0 · · · 0 b21 b22 · · · b2m
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 bm1 bm2 · · · bmm


.
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του K και του In−2, και L⊕ In−2 του L και του In−2:

A = K ⊕ In−2 =



1 1 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 0 1


και B = L⊕ In−2 =



1 0 0 · · · 0 0
1 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 0 1


Εύκολα ϐλέπουµε ότι οι πίνακες A και B είναι αντιστρέψιµοι, άρα είναι στοιχεία της γενικής γραµµικής
οµάδας GL(n,K), και A ·B 6= B · A. Εποµένως η GL(n,K) δεν είναι αβελιανή, αν n > 1. ■

Η ∆ιεδρική Οµάδα

Θεωρούµε το επίπεδο R2 = {
(x, y) ∈R2 | x, y ∈R}

, επί του οποίου ορίζουµε απεικονίσεις

T : R2 −→R2, T (x, y) = (−x, y)

R : R2 −→R2, R(x, y) =
(
cos( 2π

n ) −sin( 2π
n )

sin( 2π
n ) cos( 2π

n )

)
·
(

x
y

)
= (

x cos(
2π

n
)− y sin(

2π

n
), x sin(

2π

n
)+ y cos(

2π

n
)
)

Υπολογίζουµε εύκολα ότι :

T 2 = IdR2 = Rn και T ◦R = R−1 ◦T = Rn−1 ◦T (2.12)

Ιδιαίτερα οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι οι απεικονίσεις T και R είναι «1-1» και «επί», και άρα είναι
στοιχεία της οµάδας µεταθέσεων (S(R2),◦). Επιπλέον T −1 = T και R−1 = Rn−1. Θέτουµε

Dn = {
T i ◦R j ∈ S(R2) | i , j ∈Z}

Λαµβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (2.12), ϐλέπουµε εύκολα ότι :

Dn = {
IdR2 , R, R2, · · · , Rn−1,T, T ◦R, T ◦R2, · · · , T ◦Rn−1}

και το σύνολο Dn είναι κλειστό στην πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων, περιέχει την ταυτοτική απεικόνιση
του R2, και επίσης περιέχει την αντίστροφη απεικόνιση κάθε στοιχείου του. Εποµένως το Ϲεύγος (Dn ,◦)
αποτελεί οµάδα µε πλήθος στοιχείων 2n, η οποία αποτελεί µοντέλο της n-οστής διεδρικής οµάδας. Γεω-
µετρικά η απεικόνιση φ παριστά ανάκλαση ως προς τον άξονα

{
(0, y) ∈R2 | y ∈R}

των y ′y του επιπέδου R2,
και η απεικόνιση ψ παριστά στροφή επιπέδου κατά γωνία θn = 2π

n γύρω από την αρχή των αξόνων µε ϕορά
αντίθετη της ϕοράς των δεικτών του ϱολογιού.

Οι παραπάνω απεικονίσεις, καθώς και οι ακέραιες δυνάµεις τους όταν εφαρµοστούν στα σηµεία ενός
κανονικού n-γώνου ∆n , n ≥ 3, εγγεγραµµένου στον µοναδιαίο κύκλο ακτίνας 1 στο επίπεδο R2, έτσι ώστε το
κέντρο του ∆n να ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων, αποτελούν συµµετρίες του κανονικού n-γώνου διότι το
αφήνουν αναλλοίωτο ως γεωµετρικό σχήµα. Προφανώς η απεικόνιση Rk παριστάνει στροφή του επιπέδου
κατά γωνία 2kπ

n µε κέντρο την αρχή των αξόνων, και όπως µπορούµε να δούµε εύκολα, ϐλέπε την ΄Ασκηση
2.10.31, ικανοποιούνται οι ακόλουθες σχέσεις :

Rn = T 2 = (R ◦T )2 = IdR2 και Rk 6= IdR2 , αν 1 < k < n

Ας προσδιορίσουµε την διεδρική οµάδα Dn για µικρές τιµές του n:

1. Αν n = 1, τότε η απεικόνιση R είναι στροφή επιπέδου κατά γωνία 2π και άρα είναι η ταυτοτική
απεικόνιση. Εποµένως D1 =

{
IdR2 ,T

}
.

Γεωµετρικά η D1 παριστάνει την οµάδα συµµετρίας ενός κανονικού 1-γώνου, δηλαδή ενός ευθύ-
γραµµου τµήµατος ∆1 το οποίο είναι παράλληλο µε τον άξονα

{
(x,0) ∈R2 | x ∈R}

, του οποίου το µέσον
ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων (ή ισοδύναµα την οµάδα συµµετρίας ενός ισοσκελούς µη ισόπλευρου
τριγώνου).
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2. Αν n = 2, τότε η απεικόνιση R είναι στροφή επιπέδου κατά γωνία π και άρα ϑα έχουµε R(x, y) = (−x,−y).
Εποµένως D2 =

{
IdR2 ,R,T,R ◦T

}
.

Γεωµετρικά η D2 παριστάνει την οµάδα συµµετρίας ενός παραλληλογράµµου το οποίο δεν είναι
τετράγωνο, και του οποίου οι πλευρές είναι παράλληλες µε τους άξονες και το κέντρο συµµετρίας του,
δηλαδή η τοµή των διαγωνίων του, ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων.

3. Αν n = 3, τότε η απεικόνιση R είναι στροφή επιπέδου κατά γωνία 2π
3 και άρα ϑα έχουµε R(x, y) =

(− x
2 −

p
3y
2 ,

p
3x
2 − y

2 ). Εποµένως D3 =
{
IdR2 ,R,R2,T,T ◦R,T ◦R2

}
.

Γεωµετρικά η D3 παριστάνει την οµάδα συµµετρίας ενός ισόπλευρου τριγώνου του οποίου το κέντρο
συµµετρίας του, δηλαδή η τοµή των διαγωνίων του, ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων.

4. Αν n = 4, τότε η απεικόνιση R είναι στροφή επιπέδου κατά γωνία π
2 και άρα ϑα έχουµε R(x, y) = (−y, x).

Εποµένως D4 =
{
IdR2 ,R,R2,R3,T,T ◦R,T ◦R2,T ◦R3

}
.

Γεωµετρικά ηD4 παριστάνει την οµάδα συµµετρίας ενός τετραγώνου του οποίου το κέντρο συµµετρίας
του, δηλαδή η τοµή των διαγωνίων του, ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων.

Παράδειγµα 2.2.10. Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα µε µια σειρά ενδεικτικών παραδειγµάτων οµάδων,
οι οποίες προκύπτουν ως οµάδες αντιστρέψιµων στοιχείων µονοειδών µε χρήση της Πρότασης 2.2.4.

1. Θεωρούµε το µεταθετικό µονοειδές (M ,+), όπου M είναι ένα εκ των συνόλων αριθµών N0, Z, Q, R, C,
και «+» είναι η συνήθης πράξη πρόσθεσης αριθµών. Για τα σύνολα των αντίθετων (ή αντιστρέψιµων)
στοιχείων του µονοειδούς (M ,+), έχουµε:

U(N0,+) = {
0
}
, U(Z,+) =Z, U(Q,+) =Q, U(R,+) =R, U(C,+) =C

και έτσι αποκτούµε την τετριµµένη οµάδα {0}, και τις αβελιανές οµάδες (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), του
Παραδείγµατος 2.2.2.

2. Θεωρούµε το µεταθετικό µονοειδές (M , ·), όπου M είναι ένα εκ των συνόλων αριθµών N, Z, Q, R, C,
και «·» είναι η συνήθης πράξη πολαπλασιασµού αριθµών. Για τα σύνολα των αντιστρέψιµων στοιχείων
του µονοειδούς (M , ·), έχουµε:

U(N, ·) = {
1
}
, U(Z, ·) = {

1,−1
}
, U(Q, ·) =Q∗, U(R, ·) =R∗, U(C, ·) =C∗,

και έτσι αποκτούµε την τετριµµένη οµάδα {1}, την αβελιανή οµάδα ({1,−1}, ·) και τις αβελιανές οµάδες
(Q∗, ·), (R∗, ·), (C∗, ·), του Παραδείγµατος 2.2.2.

3. (Οµάδες Υποσυνόλων). ΄Εστω A ένα µη κενό σύνολο, και έστω P (A) το δυναµοσύνολο του A. Θεωρούµε
το σύνολο P (A) εφοδιασµένο µε την πράξη «συµµετρικής διαφοράς» υποσυνόλων του A:

∆ : P (A)×P (A) −→ P (A), (X ,Y ) 7−→ X∆Y = (X ∪Y ) \ (X ∩Y )

΄Οπως προκύπτει από το µέρος 8 του Παραδείγµατος 1.3.8, η πράξη «∆» είναι προσεταιριστική και
µεταθετική. Επιπλέον υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, το κενό σύνολο ;, για την πράξη «∆», και άρα
το Ϲεύγος (P (A),∆) είναι ένα µεταθετικό µονοειδές. Για το σύνολο U

(
P (A),∆

)
των αντιστρέψιµων

στοιχείων του P (A) ως προς την πράξη «∆» έχουµε: U
(
P (A),∆

) = P (A), διότι για κάθε X ∈ P (A)
έχουµε: X∆X =;, δηλαδή το αντίστροφο ως προς την πράξη ∆ του X υπάρχει και συµπίπτει µε το X .
Εποµένως το Ϲεύγος (P (A),∆) αποτελεί αβελιανή οµάδα.

4. (Οµάδες Συναρτήσεων). ΄Εστω F (X ,R) = {
f : X −→R | f : απεικόνιση

}
το σύνολο όλων των πραγµατικών

απεικονίσεων οι οποίες είναι ορισµένες επί ενός υποσυνόλου X της πραγµατικής ευθείας. Το σύ-
νολο F (X ,R) είναι εφοδιασµένο µε τις εξής πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού συναρτήσεων,
∀ f , g : X −→R:

f + g , f · g : X −→R, όπου ( f + g )(x) = f (x)+ g (x), ( f · g )(x) = f (x) · g (x)
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΄Οπως προκύπτει από το µέρος 9 του Παραδείγµατος 1.3.8, τα Ϲεύγη (F (X ,R),+) και F (X ,R), ·) είναι
µεταθετικά µονοειδή µε ουδέτερα στοιχεία τις σταθερές απεικονίσεις 0 και 1 αντίστοιχα, όπου:

0 : X −→R, 0(x) = 0 και 1 : X −→R, 1(x) = 1

Επειδή κάθε f ∈F (X ,R) έχει αντίστροφο στοιχείο ως προς την πράξη «+» την απεικόνιση − f : X −→R,
(− f )(x) =− f (x), έπεται ότι το Ϲεύγος U(F (X ,R),+) = (F (X ,R),+) είναι αβελιανή οµάδα. Από την άλλη
πλευρά, µια απεικόνιση f ∈F (X ,R) είναι αντιστρέψιµη ως προς την πράξη «·», αν και µόνο αν f (x) 6= 0,
∀x ∈ X . Πράγµατι, αν η f είναι αντιστρέψιµη, τότε υπάρχει συνάρτηση g : X −→R, έτσι ώστε f · g = 1,
και τότε για κάθε x ∈ R ϑα έχουµε ( f · g )(x) = f (x) · g (x) = 1(x) = 1, και ιδιαίτερα f (x) 6= 0, ∀x ∈ X .
Αντίστροφα, αν η τελευταία σχέση ισχύει, τότε µπορούµε να ορίσουµε την απεικόνιση g : X −→ R,
g (x) = 1

f (x) η οποία ανήκει στο σύνολο F (X ,R) και ϑα έχουµε, για κάθε x ∈ X : ( f · g )(x) = f (x) · g (x) =
f (x) · 1

f (x) = 1 = 1(x), δηλαδή f ·g = 1 και, επειδή η πράξη «·» είναι µεταθετική, ϑα έχουµε και g · f = 1.
Εποµένως ϑα έχουµε την αβελιανή οµάδα U(F (X ,R), ·), όπου:

U(F (X ,R), ·) = {
f : X −→R | f (x) 6= 0, ∀x ∈ X

}
Παρόµοιο συµπέρασµα προκύπτει αν στη ϑέση του συνόλου R των πραγµατικών αριθµών είναι ένα

εκ των συνόλων Z, Q, και C, και έτσι αποκτούµε τις αβελιανές οµάδες : (F (X ,Z),+), (F (X ,Q),+),
(F (X ,C),+), των συναρτήσεων : X −→ K, όπου K = Z,Q,C αντίστοιχα. Κατά τον ίδιο τρόπο επίσης
αποκτούµε τις οµάδες U(F (X ,K), ·), όταν K=Z,R,Q,C.

5. (Οµάδες Ακολουθιών). ΄Εστω ότι K είναι ένα εκ των συνόλων Z, Q, R, C, καθένα εκ των οποίων ϑεωρείται
εφοδιασµένο µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού. Θεωρούµε το σύνολο

A(K) = {
a= (an)n≥0 | an ∈K, ∀n ≥ 0

}
των ακολουθιών µε στοιχεία από το σύνολο K. Υπενθυµίζουµε ότι, όπως στο µέρος 10 του Παρα-
δείγµατος 1.3.8, επί του A(K) ορίζονται πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «·» ως εξής : Αν
a= (an)n≥0 και b= (bn)n≥0 είναι στοιχεία του A(K), τότε :

+ : A(K)×A(K) −→A(K), a+b= c= (cn)n≥0, όπου cn = an +bn , ∀n ≥ 0

· : A(K)×A(K) −→A(K), a ·b= d= (dn)n≥0, όπου dn =
n∑

k=0
ak bn−k , ∀n ≥ 0

΄Οπως προκύπτει εύκολα, ϐλέπε την ΄Ασκηση 1.5.25, τα Ϲεύγη (A(K),+) και (A(K), ·), είναι µεταθετικά
µονοειδή, όπου το ουδέτερο στοιχείο του µονοειδούς (A(K),+) είναι η µηδενική ακολουθία 0= (an)n≥0,
όπου an = 0, ∀n ≥ 0, και το ουδέτερο στοιχείο του µονοειδούς (A(K), ·), είναι η ακολουθία 1= (an)n≥0,
όπου a0 = 1 και an = 0, ∀n ≥ 1. Επειδή κάθε ακολουθία a ∈A(K) έχει αντίστροφο στοιχείο ως προς την
πράξη «+» την ακολουθία −a, όπου −a= (−an)n≥0, έπεται ότι ϑα έχουµε την αβελιανή οµάδα:

U(A(K),+) = (A(K),+)

Από την άλλη πλευρά, επειδή, όπως προκύπτει εύκολα (ϐλέπε την ΄Ασκηση 1.5.25), η ακολουθία
a = (an)m≥0 είναι αντιστρέψιµη ως προς την πράξη «·» αν και µόνο αν a0 ∈U(K, ·) και an = 0, ∀n ≥ 1,
αποκτούµε την αβελιανή οµάδα

U(A(K), ·) = {
a= (an)n≥0 | a0 ∈U(K, ·) και an = 0, ∀n ≥ 1

}
6. (Οµάδες Αριθµητικών Συναρτήσεων). ΄Εστω A = { f : N−→C | f : συνάρτηση} το σύνολο των αριθµητικών

συναρτήσεων εφοδιασµένο µε την πράξη του ενελικτικού γινοµένου

∀ f , g ∈A : f ? g : N−→C, ( f ? g )(n) = ∑
d |n

f (d)g (
n

d
)
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Από το µέρος 11 του Παραδείγµατος 1.3.8 γνωρίζουµε ότι το Ϲεύγος (A ,?) είναι ένα µεταθετικό
µονοειδές, δηλαδή η πράξη «?» είναι προσεταιριστική, µεταθετική, και έχει ουδέτερο στοιχείο την
αριθµητική συνάρτηση ε : N −→ C, όπου ε(1) = 1 και ε(n) = 0, ∀n ≥ 2. Εποµένως από την Πρόταση
2.2.4 αποκτούµε την αβελιανή οµάδα των ενελικτικά αντιστρεπτών αριθµητικών συναρτήσεων

U(A ,∗) = {
f : N−→C | ∃g : N−→C, έτσι ώστε : f ∗ g = ε}

Από τη Θεωρία Αριθµών γνωρίζουµε6 ότι η f είναι ενελικτικά αντιστρεπτή αν και µόνο αν f (1) 6= 0, και
άρα:

U(A ,∗) = {
f : N−→C | f (1) 6= 0

} p

2.3 Ο Πίνακας Cayley µιας Οµάδας

΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Αν το σύνολο G έχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων, τότε ο πίνακας Cayley της G
είναι ο πίνακας Cayley της πράξης «·» όπως στον Ορισµό 1.3.9. ΄Οπως ϑα δούµε, στην περίπτωση των οµάδων,
ο πίνακας Cayley ικανοποιεί επιπρόσθετες ιδιότητες και επιπλέον όλες οι ϐασικές πληροφορίες οι οποίες
αφορούν µια οµάδα εµπεριέχονται στον πίνακα Cayley της οµάδας. Περισσότερο αναλυτικά, ϑεωρούµε µια
οµάδα µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων, έστω (G , ·), όπου:

G = {
a1 = e, a2, · · · , an

}
και · : G ×G −→ G , (ai , a j ) 7−→ ai ·a j

Υπενθυµίζουµε πρώτα ότι, αν A = (ai j ) είναι ένας n ×n πίνακας µε στοιχεία από ένα τυχόν σύνολο, τότε το
στοιχείο ai j ϐρίσκεται στην τοµή της i -γραµµής και της j -στήλης του πίνακα A.

Ορισµός 2.3.1. Ο τετραγωνικός n ×n πίνακας C(G , ·) = (ai j ) στοιχείων της G, όπου :

ai j := ai ·a j , 1 ≤ i , j ≤ n

καλείται πίνακας Cayley της οµάδας (G , ·), και παριστάται όπως στο παρακάτω σχήµα :

· a1 a2 · · · ai · · · aj · · · an

a1 a1 · a1 a1 · a2 . . . a1 · ai . . . a1 · a j . . . a1 · an

a2 a2 · a1 a2 · a2 . . . a2 · ai . . . a2 · a j . . . a2 · an
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

ai ai · a1 ai · a2 · · · ai · ai · · · ai · a j · · · ai · an
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

aj a j · a1 a j · a2 · · · a j · ai · · · a j · a j · · · a j · an
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

an an · a1 an · a2 · · · an · ai · · · an · a j · · · an · an

Σχήµα 2.1: Ο πίνακας Cayley της οµάδας (G , ·), όπου G = {
a1, a2, · · · , an

}
.

Παρατήρηση 2.3.2. Ιδιότητες Πίνακα Cayley µιας Οµάδας (G , ·) ΄Εστω όπως και παραπάνω (G , ·) µια
οµάδα µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων G = {

a1, a2, · · · , an
}
. Θεωρούµε τον πίνακα Cayley C(G , ·) της

οµάδας όπως στο Σχήµα 2.1.
6Βλέπε το ϐιβλίο [28].



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΟΜΑ∆ΕΣ: ΒΑΣΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ, ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ, ΚΑΙ ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ 116

1. ΄Οταν είναι γνωστός ο πίνακας Cayley C(G , ·) µιας οµάδας (G , ·), τότε µπορεί να διαπιστωθεί άµεσα αν
η πράξη η οµάδα G είναι αβελιανή ή όχι. Πράγµατι, είναι αρκετό να παρατηρήσει κανείς ότι για κάθε
i , j µε 1 ≤ i , j ,≤ n, τα στοιχεία ai j = ai ·a j και a j i = a j ·ai , ϐρίσκονται συµµετρικά ως προς την κύρια
διαγώνιο του πίνακα η οποία αποτελείται από τα στοιχεία ai i = ai · ai , 1 ≤ i ≤ n. Συνεπώς η πράξη ·
είναι µεταθετική, και άρα η οµάδα G είναι αβελιανή, αν και µόνο αν τα στοιχεία του πίνακα Cayley
C(G , ·) που κείνται συµµετρικά ως προς την κύρια διαγώνιό του είναι ίσα.

Ισοδύναµα η οµάδα (G , ·) είναι αβελιανή αν και µόνο αν ο πίνακας Cayley C(G , ·) είναι συµµετρικός7:
C(G , ·) = tC(G , ·).

2. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, αναδιατάσσοντας αν είναι ανάγκη τα στοιχεία της οµάδας G, µπορούµε
να υποθέσουµε ότι το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας είναι το στοιχείο e = a1. Τότε ϑα έχουµε a1 ·ak =
ak = ak · a1, 1 ≤ k ≤ n, και εποµένως η πρώτη γραµµή a1k = a1 · ak , 1 ≤ k ≤ n, και η πρώτη στήλη
ak1 = ak ·a1, 1 ≤ k ≤ n, του πίνακα Cayley στο Σχήµα 2.1 αποτελείται από τα στοιχεία a1, a2, · · · , an της
G µε την ίδια σειρά αναγραφής.

Με άλλα λόγια, η ύπαρξη ουδέτερου στοιχείου e ∈G δείχνει ότι ακριβώς µια γραµµή και µια στήλη
του πίνακα Cayley της G συµπίπτει µε τα στοιχεία της οµάδας χωρίς να αλλάξει η σειρά αναγραφής
τους.

3. Επειδή από την Πρόταση 2.1.8, οι εξισώσεις a · x = b και y ·a = b, για κάθε a,b ∈G, έχουν µοναδική
λύση στην G, έπεται ότι κάθε στοιχείο της G εµφανίζεται ακριβώς µια ϕορά σε κάθε γραµµή και σε
κάθε στήλη του πίνακα Cayley.

Με άλλα λόγια, αν ak είναι ένα τυχόν στοιχείο της G, τότε για κάθε στήλη j και για κάθε γραµµή i ,
υπάρχουν µοναδικά στοιχεία am και al της οµάδας G έτσι ώστε : ai ·al = ak και am ·a j = ak . N

Παρατήρηση 2.3.3. Ο ακόλουθος ισχυρισµός είναι πολύ χρήσιµος στον σχηµατισµό του πίνακα Cayley
µιας οµάδας, όπως ϑα δούµε στην συνέχεια.

• Ισχυρισµός: ΄Εστω (G , ·) ένα Ϲεύγος το οποίο αποτελείται από ένα πεπερασµένο σύνολο G και µια
προσεταιριστική πράξη «·» επί του G. ΄Εστω ότι για τον πίνακα Cayley C(G , ·) της πράξης «·» ισχύουν τα εξής :

1. Υπάρχει τουλάχιστον µια γραµµή (αντίστοιχα στήλη) του πίνακα Cayley C(G , ·) η οποία συµπίπτει µε τα
στοιχεία του συνόλου G χωρίς να αλλάξει η σειρά αναγραφής τους.

2. Σε κάθε στήλη (αντίστοιχα γραµµή) του πίνακα Cayley C(G , ·), κάθε στοιχείο του συνόλου G εµφανίζεται
ακριβώς µια ϕορά.

Τότε το Ϲεύγος (G , ·) είναι οµάδα.

Απόδειξη. ΄Εστω G = {
a1, a2, · · · , an

}
, και αναγράφουµε τα στοιχεία της G στον πίνακα Cayley C(G , ·) µε

την ίδια σειρά αναγραφής: a1, a2, · · · , an , ϐλέπε Σχήµα 2.1. Υποθέτουµε ότι η k-οστή γραµµή του πίνακα
Cayley C(G , ·), δηλαδή η γραµµή (ak · a1, ak · a2, · · · , ak · an), συµπίπτει µε την γραµµή (a1, a2, · · · , an) των
στοιχείων της G. Τότε ϑα έχουµε:

ak ·a1 = a1, ak ·a2 = a2, · · · , ak ·an = an

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το στοιχείο ak του συνόλου G είναι αριστερό ουδέτερο στοιχείο για την
πράξη «·». Από την άλλη πλευρά, επειδή κάθε στοιχείο a του συνόλου G εµφανίζεται ακριβώς µια ϕορά σε
κάθε στήλη του πίνακα C(G , ·), έπεται ότι κάθε στήλη του πίνακα Cayley περιέχει τα στοιχεία του συνόλου
G, ενδεχοµένως µε διαφορετικής σειρά αναγραφής. ΄Ετσι, αν a,b είναι δύο τυχόντα στοιχεία του συνόλου
G, τότε τα στοιχεία a1 · a, a2 · a, · · · , an · a είναι τα στοιχεία a1, a2, · · · , an του συνόλου G, ενδεχοµένως µε
διαφορετική σειρά. Αν b = a j , για κάποιο 1 ≤ j ≤ n, τότε ϑα έχουµε ότι υπάρχει k ∈ {1,2, · · · ,n}, έτσι ώστε :
ak ·a = a j = b. Αυτό δείχνει ότι η εξίσωση y ·a = b έχει λύση στο σύνολο G. Ιδιαίτερα, επιλέγοντας a ∈G να

7Υπενθυµίζουµε ότι ο ανάστροφος πίνακας t A ενός πίνακα A = (ai j ), είναι ο πίνακας t A = (a j i ), δηλαδή στην τοµή της i -γραµµής
και της j -στήλης ϐρίσκεται το στοιχείο a j i του πίνακα A. Εξ ορισµού ο πίνακας A είναι συµµετρικός αν συµπίπτει µε τον ανάστροφό
του: A = t A.
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είναι ένα τυχόν στοιχείο της G και b = e ένα αριστερό ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «·», έπεται ότι υπάρχει
στοιχείο a′ ∈G, έτσι ώστε : a′ ·a = e. Εποµένως για κάθε στοιχείο a της G υπάρχει αριστερό αντίστροφο στο
σύνολο G ως προς την πράξη «·». Τότε από την Πρόταση 2.1.9, έπεται ότι το Ϲεύγος (G , ·) είναι οµάδα.

Η παρενθετική εκδοχή του παραπάνω ισχυρισµού αποδεικνύεται παρόµοια.
p

Πίνακες Cayley οµάδων µε πλήθος στοιχείων ≤ 4

Θα περιγράψουµε όλες τις οµάδες οι οποίες έχουν το πολύ τέσσερα στοιχεία, µέσω των αντίστοιχων πινάκων
Cayley, και ϑα δούµε διακεκριµένα µοντέλα αυτών των οµάδων. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα.

1. Αν |G| = 1, δηλαδή η G είναι η τετριµµένη οµάδα, τότε η G αποτελείται µόνο από το ουδέτερο στοιχείο
της

G = {
e
}

Προφανώς e2 = e, και ο πίνακας Cayley της G είναι :

· e
e e

Αναγκαστικά λοιπόν υπάρχει ένας πίνακας Cayley για µια οµάδα µε πλήθος στοιχείων ίσο µε ένα.
Αντίστροφα ο παραπάνω πίνακας Cayley της πράξης «·» προφανώς ορίζει µοναδικά µια δοµή οµάδας
στο µονοσύνολο G = {e}.

Μοντέλο οµάδας µε ένα στοιχείο αποτελεί το µονοσύνολο {0} ⊆Z εφοδιασµένο µε την σύνηθη πράξη
της πρόσθεσης «+», καθώς έχουµε 0+0 = 0, και το µονοσύνολο {1} ⊆ Z εφοδιασµένο µε την σύνηθη
πράξη του πολλαπλασιασµού «·», καθώς έχουµε 1 ·1 = 1.

2. Αν |G| = 2, τότε η G αποτελείται από το ουδέτερο στοιχείο της e και ένα επιπλέον στοιχείο, έστω a:

G = {
e, a

}
Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 2.3.2 περί ιδιοτήτων του πίνακα Cayley µιας οµάδας, επειδή e είναι το
ουδέτερο στοιχείο της G, η πρώτη γραµµή και η πρώτη στήλη του πίνακα είναι τα στοιχεία της G µε
την ίδια σειρά παράθεσης. Για το στοιχείο στη ϑέση (2,2), ϑα έχουµε αναγκαστικά a2 = e, διότι η µόνη
άλλη επιλογή a2 = a σύµφωνα µε την Πρόταση 2.1.8, µας οδηγεί στο άτοπο a = e (εναλλακτικά, διότι
διαφορετικά ϑα είχαµε το a δύο ϕορές στην δεύτερη στήλη του πίνακα).

΄Ετσι ο πίνακας Cayley της G είναι :
· e a
e e a
a e e

Αναγκαστικά λοιπόν υπάρχει µόνο ένας πίνακας Cayley για µια οµάδα µε πλήθος στοιχείων ίσο µε
δύο. Αντίστροφα, εύκολα ϐλέπουµε, µε χρήση της Παρατήρησης 2.3.3, ότι ο παραπάνω πίνακας
Cayley της πράξης «·» ορίζει µοναδικά µια δοµή οµάδας στο σύνολο G = {e, a}.

Μοντέλα οµάδας µε πλήθος στοιχείων ίσο µε δύο αποτελούν τα Ϲεύγη:

(Z2,+) και (U2 = {1,−1}, ·)

3. Αν |G| = 3, τότε η G αποτελείται από το ουδέτερο στοιχείο e και δύο επιπλέον στοιχεία, έστω a και b:

G = {
e, a,b

}
Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 2.3.2 περί ιδιοτήτων του πίνακα Cayley µιας οµάδας, επειδή e είναι το
ουδέτερο στοιχείο της G, η πρώτη γραµµή και η πρώτη στήλη του πίνακα C(G , ·) είναι τα στοιχεία της
G µε την ίδια σειρά παράθεσης.
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Για το στοιχείο στη ϑέση (2,2), δηλαδή για το στοιχείο a2: αυτό δεν µπορεί να είναι το a, διότι το a
υπάρχει στην ίδια γραµµή και στήλη. Αν a2 = e, τότε το στοιχείο στη ϑέση (2,3), δηλαδή το στοιχείο a ·b
ϑα πρέπει αναγκαστικά να είναι το b, διότι η δεύτερη γραµµή ϑα πρέπει να περιέχει όλα τα στοιχεία
της G ακριβώς µια ϕορά. ΄Οµως αυτό είναι άτοπο διότι το b υπάρχει ήδη στην τρίτη στήλη. Εποµένως
η υπόθεση a2 = e µας οδήγησε σε άτοπο και άρα αναγκαστικά ϑα έχουµε a2 = e, και τότε στη ϑέση
(2,3) ϑα έχουµε a ·b = e. Χρησιµοποιώντας ότι κάθε γραµµή και στήλη ϑα πρέπει να περιέχει όλα τα
στοιχεία της G ακριβώς µια ϕορά, ϐλέπουµε ότι b ·a = e και b2 = a.

΄Ετσι ο πίνακας Cayley της G είναι :
· e a b
e e a b
a a b e
b b e a

Αναγκαστικά λοιπόν υπάρχει µόνο ένας πίνακας Cayley για µια οµάδα µε πλήθος στοιχείων ίσο µε
τρία. Αντίστροφα, εύκολα ϐλέπουµε, µε χρήση της Παρατήρησης 2.3.3, ότι ο παραπάνω πίνακας
Cayley της πράξης «·» ορίζει µοναδικά µια δοµή οµάδας στο σύνολο G = {e, a,b}.

Μοντέλα οµάδας µε πλήθος στοιχείων ίσο µε τρία αποτελούν τα εξής Ϲεύγη:

(Z3,+) και (U3 = {1,ω,ω2}, ·), όπου ω= −1+p
3

2
και ω2 = −1−p

3

2

4. ΄Εστω |G| = 4. Για την ανάλυση οµάδων µε πλήθος στοιχείων ίσο µε τέσσερα παραπέµπουµε στην
΄Ασκηση 2.10.12, όπου Ϲητείται να αποδειχθεί ότι υπάρχουν ακριβώς δύο «διαφορετικές» οµάδες µε
πλήθος στοιχείων ίσο µε 4. Αυτές οι οµάδες είναι και οι δύο αβελιανές και έχουν πίνακες Cayley:

Πίνακας Α΄ :

? e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Πίνακας Β΄:

∗ e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c a e
c c b e a

Η οµάδα που έχει ως πίνακα πράξης τον Πίνακα Α΄ καλείται η οµάδα V4 των τεσσάρων στοιχείων
του Klein8 και συνήθως συµβολίζεται µε V4.9. Παρατηρούµε ότι στην οµάδα αυτή, για κάθε στοιχείο
x ∈G ισχύει : x2 = e, κάτι το οποίο δεν ισχύει στην οµάδα µε πίνακα Cayley τον Πίνακα Β΄, διότι για
παράδειγµα c2 = b2 = a 6= e. Από τον πίνακα Cayley Β΄ παρατηρούµε η οµάδα G είναι της µορφής
G = {

e,b,b2,b3
}= {

e,c,c2,c3
}
.

Μοντέλο της οµάδας V4 του Klein είναι η οµάδα (Z2 ×Z2,+), όπου

Z2 ×Z2 =
{
([0]2, [0]2), ([0]2, [1]2), ([1]2, [0]2), ([1]2, [1]2)

}
και πράξη: ([x]2, [y]2)+ ([x ′]2, [y ′]2) = ([x +x ′]2, [y + y ′]2), και η οποία έχει πίνακα Cayley:

+ ([0]2, [0]2) ([1]2, [0]2) ([0]2, [1]2) ([1]2, [1]2)
([0]2, [0]2) ([0]2, [0]2) ([1]2, [0]2) ([0]2, [1]2) ([1]2, [1]2)
([1]2, [0]2) ([1]2, [0]2) ([0]2, [0]2) ([1]2, [1]2) ([0]2, [1]2)
([0]2, [1]2) ([0]2, [1]2) ([1]2, [1]2) ([0]2, [0]2) ([1]2, [0]2)
([1]2, [1]2) ([1]2, [1]2) ([0]2, [1]2) ([1]2, [0]2) ([0]2, [0]2)

8Felix Klein (1849-1925) [http://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Klein]: Γερµανός µαθηµατικός µε σηµαντική συµβολή
στη Θεωρία Οµάδων, στη Μιγαδική Ανάλυση, και στη µη Ευκλείδεια Γεωµετρία. Το έργο του αναφορικά µε την σχέση µεταξύ Θεωρίας
Οµάδων και Γεωµετρίας είχε εξαιρετικά µεγάλη επίδραση στα σύγχρονα Μαθηµατικά. Ο Felix Klein είναι ευρύτερα γνωστός για το
Πρόγραµµα του Erlangen, το οποίο διατύπωσε το 1872, στο οποίο πρότεινε την ταξινόµηση Γεωµετριών διαφόρων τύπων µε ϐάση
οµάδες συµµετρίας.

9Από τον γερµανικό όρο Vierergruppe: η οµάδα τεσσάρων στοιχείων.

http://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Klein
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Η αντιστοιχία µεταξύ της οµάδας V4 µε πίνακα Cayley τον Πίνακα Α΄ και της οµάδας Z2×Z2 µε πίνακα
Cayley τον παραπάνω, είναι η εξής :

e ←→ ([0]2, [0]2), a ←→ ([1]2, [0]2), b ←→ ([0]2, [1]2), c ←→ ([1]2, [1]2)

Στην δεύτερη οµάδα, το µόνο στοιχείο x, εκτός του ουδετέρου έτσι ώστε x2 = e είναι το x = a. Η
οµάδα µε πίνακα Cayley τον πίνακα Β΄ αποτελεί το πρότυπο κυκλικής οµάδας τάξης 4 (Η γενική
ϑεωρία κυκλικών οµάδων ϑα αναπτυχθεί στο Κεφάλαιο 4), και συνήθως ϑα την συµβολίζουµε µε C4.
Μοντέλο αυτής της οµάδας είναι η οµάδα (Z4 = {

[0]4, [1]4, [2]4, [3]4
}
,+), και η οµάδα (

{
1,−1, i ,−i

}
, ·),

όπου i ∈C είναι η ϕανταστική µονάδα, και «·» είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός µιγαδικών αριθµών,
µε αντίστοιχους πίνακες Cayley τους εξής :

+ [0]4 [1]4 [2]4 [3]4

[0]4 [0]4 [1]4 [2]4 [3]4

[1]4 [1]4 [2]3 [3]4 [0]4

[2]4 [2]4 [3]4 [0]4 [1]4

[3]4 [3]4 [0]4 [1]4 [2]4

και

· 1 −1 i −i
1 1 −1 i −i
−1 −1 1 −i i

i i −i −1 1
−i −i i 1 −1

Η αντιστοιχία µεταξύ της οµάδας G µε πίνακα Cayley τον πίνακα Β΄ και της οµάδας Z4 µε πίνακα
Cayley τον παραπάνω πίνακα είναι η εξής :

e ←→ [0]4, a ←→ [2]4, b ←→ [1]4, c ←→ [3]4

Παρατηρούµε ότι όλες οι οµάδες µε πλήθος στοιχείων το πολύ τέσσερα είναι αβελιανές διότι ο πίνακας
Cayley αυτών των οµάδων είναι συµµετρικός ως προς την κύρια διαγώνιο.

Παράδειγµα 2.3.4. Στο ακόλουθο «Μικρό Σκάκι» έχουµε ένα µικρό σκάκι µε µόνο 4 τετράγωνα:

1

4

2

3

µπορούµε να κινηθούµε κατά τους εξής τρόπους :

1. O: οριζόντια: 1 −→ 2, 2 −→ 1, 3 −→ 4, 4 −→ 3.

2. K : κάθετα: 1 −→ 3, 3 −→ 1, 2 −→ 4, 4 −→ 2.

3. ∆: διαγώνια: 1 −→ 4, 4 −→ 1, 2 −→ 3, 3 −→ 2.

4. I : καµµία κίνηση: 1 −→ 1, 2 −→ 2, 3 −→ 3, 4 −→ 4.

Στο σύνολο των επιτρεπτών κίνησεων
G = {

I ,O,K ,∆
}

ορίζουµε µια πράξη ? : G ×G −→G, ως εξής : ∀x, y ∈G, το αποτέλεσµα x? y της πράξης «?» στις επιτρεπτές
κινήσεις x, y είναι η εκτέλεση της κίνησης y ακολουθούµενη από την κίνηση x.

Για παράδειγµα, αν κινηθούµε πρώτα κάθετα και µετά οριζόντια, τότε το αποτέλεσµα είναι να κινηθούµε
διαγώνια : O?K = ∆. Αν κινηθούµε αρχικά οριζόντια και ακολούθως πάλι οριζόντια, ϑα καταλήξουµε στην
αρχική ϑέση: O?O = I , και παρόµοια K ?K = I , και ∆?∆= I .
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Εύκολα µπορούµε να δούµε ότι το Ϲεύγος (G ,?) είναι µια οµάδα µε πίνακα Cayley

? I O K ∆
I I O K ∆

O O I ∆ K
K K ∆ I O
∆ ∆ K O I

Παρατηρούµε ότι ο παραπάνω πίνακας Cayley συµπίπτει µε τον πίνακα Cayley της οµάδας του Klein V4,
µέσω της αντιστοιχίας

I ←→ e, K ←→ a, O ←→ b, ∆←→ c

και άρα οι οµάδες G και V4 είναι δοµικά ίδιες διότι έχουν τον ίδιο ππίνακα Cayley.

Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα σχηµατίζοντας το διάγραµµα Cayley των συµµετρικών οµάδων Sn

µικρής τάξης.

Παράδειγµα 2.3.5. (Πίνακες Cayley συµµετρικών οµάδων Sn , όπου n ≤ 3).
− Αν n = 1, τότε η συµµετρική οµάδα S1 =

{
ι
}
είναι η τετριµµένη και άρα ο πίνακας Cayley της S1 είναι

ο εξής :
◦ ι
ι ι

− Αν n = 2, τότε η συµµετρική οµάδα S2 =
{
ι,µ

}
, όπου µ=

(
1 2
2 1

)
= (

1 2
)
, έχει δύο στοιχεία, και προφανώς

ο πίνακας Cayley της S2 είναι ο εξής :
◦ ι µ
ι ι µ

µ µ ι

− Αν n = 3, ϑεωρούµε τη συµµετρική οµάδα (S3,◦). Υπενθυµίζουµε ότι S3 =
{
ι, µ1, µ2, µ3, ρ1, ρ2

}
, όπου:

ρ0 = ι=
(
1 2 3
1 2 3

)
, µ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
= (

2 3
)
, µ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
= (

1 3
)
, µ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
= (

1 2
)
,

ρ1 =
(
1 2 3
2 3 1

)
= (

1 2 ,3
)
, ρ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
= (

1 3 2
)

Τότε εύκολα υπολογίζουµε ότι ο πίνακας Cayley της S3 είναι ο εξής :

◦ ι µ1 µ2 µ3 ϱ1 ϱ2
ι ι µ1 µ2 µ3 ρ1 ρ2

µ1 µ1 ι ρ1 ρ2 µ2 µ3

µ2 µ2 ρ2 ι ρ1 µ3 µ1

µ3 µ3 ρ1 ρ2 ι µ1 µ2

ϱ1 ρ1 µ3 µ1 µ2 ρ2 ι

ϱ2 ρ2 µ2 µ3 µ1 ι ρ1

Χρησιµοποιώντας τον κυκλικό συµβολισµό µεταθέσεων ο πίνακας Cayley της S3 είναι ο εξής :

◦ (1) (23) (13) (12) (123) (132)
(1) (1) (12) (13) (23) (123) (132)
(23) (23) (1) (132) (123) (13) (12)
(13) (13) (123) (1) (132) (12) (23)
(12) (12) (132) (123) (1) (23) (13)
(123) (123) (12) (23) (13) (132) (1)
(132) (132) (13) (12) (23) (1) (123)
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Παράδειγµα 2.3.6. Κλείνουµε την παρούσα ενότητα µε τον πίνακα Cayley της οµάδας (Z6,+) των κλάσεων
υπολοίπων mod 6, όπου Z6 =

{
[0]6, [1]6, [2]6, [3]6, [4]6, [5]6

}
:

+ [0]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6

[0]6 [0]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6

[1]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6 [0]6

[2]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6 [0]6 [1]6

[3]6 [3]6 [4]6 [5]6 [0]6 [1]6 [2]6

[4]6 [4]6 [5]6 [0]6 [1]6 [2]6 [3]6

[5]6 [5]6 [0]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6

2.4 Υποοµάδες

Υποοµάδες είναι υποσύνολα µιας οµάδας τα οποία κληρονοµούν τη δοµή οµάδας µέσω της επαγόµενης
πράξης. Στην παρούσα ενότητα ϑα ορίσουµε την έννοια της υποοµάδας µια οµάδας, ϑα αναπτύξουµε τη
ϐασική ϑεωρία τους, και ϑα αναλύσουµε µια σειρά παραδειγµάτων και κατασκευών υποοµάδων.

2.4.1 Υποοµάδες και οι ϐασικές τους ιδιότητες

΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα.
Υπενθυµίζουµε ότι ένα υποσύνολο H ⊆G είναι κλειστό ως προς την πράξη · : G ×G −→G της οµάδας G,

αν :
∀a,b ∈ H : a ·b ∈ H

΄Οταν το υποσύνολο H είναι κλειστό ως προς την πράξη «·» τής G, τότε, όπως γνωρίζουµε, η απεικόνιση
«·» επάγει µια πράξη

· : H ×H −→ H

επί της H . Προφανώς η επαγόµενη πράξη «·» είναι προσεταιριστική. Είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε
ποια υποσύνολα µιας οµάδας κληρονοµούν την ιδιότητα της οµάδας, και έτσι οδηγούµαστε στον ακόλουθο
ορισµό.

Ορισµός 2.4.1. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και H ⊆G ένα υποσύνολο της G. Το H καλείται υποοµάδα της G αν:

1. Το υποσύνολο H είναι κλειστό στην πράξη «·» της οµάδας G.

2. Το Ϲεύγος (H , ·) αποτελεί οµάδα.

Συµβολισµός 2.4.2. Συνήθως, δηλώνουµε ότι ένα υποσύνολο H µιας οµάδας (G , ·) είναι µια υποοµάδα της
G γράφοντας

H ≤G

Μια υποοµάδα H της G καλείται γνήσια αν H 6=G. Θα δηλώνουµε ότι ένα υποσύνολο H µιας οµάδας (G , ·)
είναι µια γνήσια υποοµάδα τής G γράφοντας

H <G
p

Παρατήρηση 2.4.3. ΄Οπως προκύπτει από τον ορισµό, κάθε οµάδα G έχει πάντα δύο υποοµάδες (οι οποίες
µπορεί να συµπίπτουν όταν G = {

e
}
): την ίδια την οµάδα G, δηλαδή την µη γνήσια υποοµάδα G, και το

υποσύνολο {e}, δηλαδή την τετριµµένη υποοµάδα {e}. Θα δούµε αργότερα ποιες οµάδες έχουν µόνο δύο
υποοµάδες (οι οποίες αναγκαστικά ϑα είναι η τετριµµένη και η µη γνήσια υποοµάδα). N
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Συνεπώς, όταν το σύνολο H είναι µια υποοµάδα τής (G , ·), τότε το σύνολο H είναι κλειστό ως προς την
πράξη «·» της G και µε την επαγόµενη πράξη αποτελεί οµάδα. Εποµένως η H διαθέτει ουδέτερο στοιχείο, το
οποίο προσωρινά συµβολίζουµε µε eH , και εποµένως ισχύει ότι :

∀a ∈ H : a ·eH = a = eH ·a

Επιπλέον για κάθε στοιχείο a ∈ H , υπάρχει το αντίστροφό του στην οµάδα H , το οποίο προσωρινά συµβολί-
Ϲουµε µε a−1

H ∈ H , και εποµένως ισχύει ότι :

a ·a−1
H = eH = a−1

H ·a

Η επόµενη ϐοηθητική πρόταση µας εξασφαλίζει ότι τα ουδέτερα στοιχεία µιας οµάδας και µιας υποο-
µάδας συµπίπτουν, και επίσης το αντίστροφο ενός στοιχείου σε µια υποοµάδα συµπίπτει µε το αντίστροφο
στοιχείο στην οµάδα:

Λήµµα 2.4.4. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e, και έστω H ≤G µια υποοµάδα της.

1. Το ουδέτερο στοιχείο eH της οµάδας H συµπίπτει µε το ουδέτερο στοιχείο e της οµάδας G.

2. Για κάθε a ∈ H , το αντίστροφό του a−1
H στην οµάδα H συµπίπτει µε το αντίστροφό του a−1 στην G.

Απόδειξη. 1. Επειδή το στοιχείο eH είναι ουδέτερο στοιχείο της οµάδας H , έπεται ότι ϑα έχουµε eH ·eH =
eH . Επειδή το στοιχείο e είναι ουδέτερο στοιχείο της οµάδας G, έπεται ότι ϑα έχουµε eH ·e = eH . ΄Αρα
ϑα έχουµε στην οµάδα G ότι : eH · eH = eH · e. Από τον Νόµο ∆ιαγραφής στην οµάδα G, ϐλέπε την
Πρόταση 2.1.8, έπεται τότε ότι : eH = e.

2. Επειδή από το µέρος 1. ισχύει ότι eH = e, έπεται ότι για το στοιχείο a ∈ H ϑα έχουµε: a ·a−1
H = eH = e

(ύπαρξη αντιστρόφου του a στην οµάδα H ) και a ·a−1 = e (ύπαρξη αντιστρόφου του a στην οµάδα G).
΄Αρα ϑα έχουµε στην οµάδα G ότι : a ·a−1

H = e = a ·a−1. Από τον Νόµο ∆ιαγραφής στην οµάδα G, ϐλέπε
την Πρόταση 2.1.8, έπεται τότε ότι : a−1

H = a−1. ■

Η ακόλουθη πρόταση δίνει ένα χρήσιµο κριτήριο για το πότε ένα υποσύνολο µιας οµάδας είναι υποοµά-
δα.

Πρόταση 2.4.5. Αν (G , ·) είναι µια οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e, και H είναι ένα υποσύνολό της, τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το H είναι µια υποοµάδα της (G , ·).
2. (αʹ) Το υποσύνολο H είναι κλειστό στην πράξη «·» της G.

(ϐʹ) e ∈ H .

(γʹ) ∀a ∈ H : a−1 ∈ H .

3. (αʹ) H 6= ;.

(ϐʹ) ∀a,b ∈ H : a ·b−1 ∈ H .

Απόδειξη. 1. =⇒ 2. ΄Εστω ότι το υποσύνολο H είναι µια υποοµάδα της G. Τότε, σύµφωνα µε τον ορισµό
της υποοµάδας 2.4.1, το υποσύνολο H είναι κλειστό στην πράξη «·» της οµάδας, και είναι προφανώς
ένα µη κενό σύνολο (διότι το H ως οµάδα περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο, το ουδέτερο στοιχείο της).
Απο το Λήµµα 2.4.4, έπεται ότι η υποοµάδα H περιέχει το ταυτοτικό στοιχείο e της G και επίσης το
αντίστροφο a−1 κάθε στοιχείου a ∈ H .

2. =⇒ 3. Επειδή από την υπόθεση e ∈ H , έπεται ότι H 6= ;. ΄Εστω a,b ∈ H δύο στοιχεία της H . Τότε
από την υπόθεση, επειδή b ∈ H , έπεται ότι b−1 ∈ H . Τέλος, επειδή το υποσύνολο H είναι κλειστό στην
πράξη «·» της οµάδας G και a,b−1 ∈ H , έπεται ότι a ·b−1 ∈ H .
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3. =⇒ 1. Επειδή H 6= ;, έπεται ότι υπάρχει ένα στοιχείο a ∈ G το οποίο ανήκει στο υποσύνολο H :
a ∈ H . Τότε από το µέρος (ϐ΄) της υπόθεσης 3. έπεται ότι : a ·a−1 = e ∈ H . ΄Αρα το ουδέτερο στοιχείο
της G ανήκει στο υποσύνολο H . Επιπλέον για κάθε στοιχείο a ∈ H τα στοιχεία e, a είναι στοιχεία του
H και γι΄ αυτό, σύµφωνα µε το µέρος (ϐ΄) της υπόθεσης 3., το στοιχείο e ·a−1 = a−1 είναι στοιχείο του
υποσυνόλου H .

Θα δείξουµε τώρα ότι ο περιορισµός της πράξης «·» στο υποσύνολο H ορίζει µια πράξη · : H ×H −→
H , δηλαδή αν (a,b) ∈ H × H , τότε το στοιχείο a ·b της G ανήκει στο υποσύνολο H . Πράγµατι, αν
(a,b) ∈ H ×H , τότε b ∈ H και, όπως είδαµε παραπάνω, ϑα έχουµε b−1 ∈ H . Συνεπώς, το Ϲεύγος (a,b−1)
ανήκει στο H ×H και γι΄ αυτό, εφαρµόζοντας και πάλι το µέρος (b′) της υπόθεσης 3., ϑα έχουµε ότι
το στοιχείο a · (b−1)−1 ανήκει στο H . Επειδή (b−1)−1 = b, έπεται ότι το στοιχείο a ·b είναι στοιχείο του
υποσυνόλου H .

Τέλος, επειδή η πράξη «·» επί της G είναι προσεταιριστική, είναι ϕανερό ότι παραµένει προσεταιρι-
στική και περιορισµένη επί του υποσυνόλου H . Επόµενως το Ϲεύγος (H , ·) είναι οµάδα, διότι η πράξη
«·» επί του H είναι προσεταιριστική, υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ H , και κάθε στοιχείο a ∈ H , έχει
αντίστροφο στοιχείο a−1 ∈ H . ΄Αρα το υποσύνολο H είναι µια υποοµάδα της G. ■

Παρατήρηση 2.4.6. Ακολουθώντας προσθετικό συµβολισµό, έστω (G ,+) µια οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο
e. Αν H είναι ένα υποσύνολο της G, τότε η Πρόταση 2.4.5 λαµβάνει την ακόλουθη µορφή:

1. Το H είναι µια υποοµάδα της (G ,+).

2. Το υποσύνολο H είναι κλειστό στην πράξη «·» της G, e ∈ H , και ∀a ∈ H : −a ∈ H .

3. H 6= ;, και ∀a,b ∈ H : a −b ∈ H . N

Παρατήρηση 2.4.7. ΄Εστω K , H δύο υποσύνολα µιας οµάδας (G , ·), έτσι ώστε K ⊆ H .

1. Αν το υποσύνολο H είναι υποοµάδα της οµάδας G και το υποσύνολο K είναι υποσύνολο της οµάδας
H , τότε το υποσύνολο K είναι υποοµάδα της οµάδας G:

H ≤ G και K ≤ H =⇒ K ≤ G

2. Αν τα υποσύνολα H και K είναι υποοµάδες της οµάδας G, τότε το υποσύνολο K είναι υποοµάδα της
οµάδας H :

K , H ≤ G =⇒ K ≤ H

Η απόδειξη των παραπάνω ισχυρισµών είναι άµεση εφαρµογή του κριτηρίου 2.4.5. N

Σε µερικές περιπτώσεις ο έλεγχος αν ένα υποσύνολο µιας οµάδας αποτελεί υποοµάδα, είναι εξαιρετικά
απλός, όπως δείχνει η ακόλουθη πολύ χρήσιµη Πρόταση:

Πρόταση 2.4.8. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και H ένα µη κενό υποσύνολό της το οποίο έχει πεπερασµένο πλήθος
στοιχείων : |H | <∞. Αν το H είναι κλειστό ως προς την πράξη «·» της G, τότε το H είναι υποοµάδα της G.

Απόδειξη. Επειδή το σύνολο H είναι κλειστό ως προς την πράξη «·» της G, έπεται ότι, για τυχόντα στοιχεία
a,b ∈ H , το στοιχείο a ·b ανήκει επίσης στην H και εποµένως ορίζεται η επαγόµενη πράξη επί της H :

· : H ×H −→ H , (a,b) 7−→ a ·b

Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.5, για να είναι το υποσύνολο H υποοµάδα τής G, πρέπει το ουδέτερο στοιχείο
e της G να ανήκει στο H και για κάθε στοιχείο a ∈ H , το αντίστροφό του a−1 στην G να ανήκει επίσης στο H .

Επειδή το σύνολο H είναι πεπερασµένο, µπορούµε να υποθέσουµε ότι H = {
a1, a2, . . . , an

}
, όπου n ∈N.

΄Εστω a ένα οποιοδήποτε αλλά συγκεκριµένο στοιχείο της H .
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1. Θεωρούµε την απεικόνιση
`a : H −→ H , `a(ak ) = a ·ak

Η απεικόνιση `a είναι «1-1», διότι, αν ai , a j είναι στοιχεία της H έτσι ώστε `a(ai ) = `a(a j ), τότε
a · ai = a · a j και εποµένως από τον νόµο διαγραφής στην οµάδα G, ϐλέπε την Πρόταση 2.1.8, ϑα
έχουµε ai = a j . Επειδή το σύνολο H είναι πεπερασµένο και η απεικόνιση `a : H −→ H είναι «1-1»,
έπεται ότι η `a είναι απεικόνιση «επί». Εποµένως υπάρχει κάποιο στοιχείο a j ∈ H έτσι ώστε a = `a(a j ),
δηλαδή a = a ·a j . Τότε a ·e = a ·a j και πάλι από τον νόµο διαγραφής στην οµάδα G έπεται ότι a j = e.
΄Αρα e ∈ H διότι a j ∈ H .

2. Τέλος, για το τυχόν στοιχείο a ∈ H , επειδή η `a είναι «επί», έπεται ότι υπάρχει στοιχείο ak ∈ H έτσι
ώστε : `a(ak ) = e, δηλαδή a ·ak = e. Τότε στην οµάδα G ϑα έχουµε a−1 = ak ∈ H , δηλαδή το αντίστροφο,
στην οµάδα G, κάθε στοιχείου του υποσυνόλου H ανήκει στην H . Εποµένως σύµφωνα µε την Πρόταση
2.4.5, το υποσύνολο H είναι υποοµάδα της G. ■

Παράδειγµα 2.4.9. Στην προσθετική οµάδα (Z,+) των ακεραίων, ϑεωρούµε το (µη κενό) υποσύνολο N0, το
οποίο έχει άπειρο πλήθος στοιχείων και προφανώς είναι κλειστό στην πράξη «+» της οµάδας Z. ΄Οµως το
υποσύνολο N0 δεν είναι υποοµάδα της οµάδας Z διότι, για παράδειγµα, το αντίθετο του στοιχείου 1 ∈ N0

στην οµάδα Z, δηλαδή το −1, δεν ανήκει στο υποσύνολο N0. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.8, ο λόγος για
τον οποίο συµβαίνει αυτό είναι ότι το υποσύνολο N0 έχει άπειρο πλήθος στοιχείων.

p

2.4.2 Παραδείγµατα Υποοµάδων

Στην παρούσα ενότητα ϑα αναλύσουµε µια πληθώρα παραδειγµάτων υποοµάδων µιας οµάδας. ΄Ετσι ϑα
εφοδιαστούµε µε αρκετά νέα παραδείγµατα οµάδων τα οποία ϑα µας είναι χρήσιµα και στην συνέχεια.

Παράδειγµα 2.4.10. (Οµάδες και Υποοµάδες προερχόµενες από την οµάδα (Z,+) των ακεραίων). Θεωρούµε
την προσθετική οµάδα (Z,+) των ακεραίων. Η οµάδα (Z,+) είναι µια αβελιανή οµάδα µε άπειρο πλήθος
στοιχείων.

Για κάθε n ≥ 1, το σύνολο
nZ= {

nk ∈Z | k ∈Z}
των ακέραιων πολλαπλασίων του n είναι µια υποοµάδα του Z. Πράγµατι nZ 6= ; διότι 0 = n ·0, και αν a = n ·k1

και b = n ·k2 είναι δύο στοιχεία του υποσυνόλου nZ, όπου k1,k2 ∈Z, τότε a−b = n ·k1−n ·k2 = n ·(k1−k2) ∈ nZ.
Εποµένως από την Παρατήρηση 2.4.6 έπεται ότι nZ≤Z. ΄Ετσι η προσθετική οµάδα Z των ακεραίων περιέχει
τις υποοµάδες :

{0} = 0Z, Z= 1Z, 2Z, 3Z, · · · , nZ, · · ·
οι οποίες προφανώς είναι ανά δύο διακεκριµένες, και εκτός της τετριµµένης υποοµάδας {0}, όλες έχουν
άπειρο πλήθος στοιχείων. Θα δούµε σε επόµενη ενότητα ότι οι παραπάνω οµάδες είναι όλες οι υποοµάδες
της Z.

p

Παράδειγµα 2.4.11. (Η Οµάδα του Κύκλου). Θεωρούµε την οµάδα (C∗, ·) των µη-µηδενικών µιγαδικών
αριθµών, όπου «·» είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός µιγαδικών αριθµών.

Θεωρούµε το υποσύνολο
T= {

z ∈C | |z| = 1
}

του C, όπου |z| συµβολίζει το µέτρο του µιγαδικού αριθµού z. ΄Ετσι, αν z = x + i y, όπου x, y ∈ R, τότε
|z| =

√
x2 + y2 και |z|2 = x2 + y2 = z · z, όπου z = x − i y είναι ο συζυγής του z. Προφανώς T⊆ C∗ και T 6= ;

διότι 1 ∈ T. ΄Εστω z, w ∈ T, δηλαδή ϑα έχουµε |z| = 1 = |w |. Τότε, χρησιµοποιώντας στοιχειώδεις ιδιότητες
του µέτρου µιγαδικών αριθµών, ϐλέπε την υποενότητα 0.4, ϑα έχουµε:

|z ·w−1| = |z| · |w−1| = |z| · |w |−1 = 1 ·1−1 = 1 =⇒ z ·w−1 ∈ T

Από την Πρόταση 2.4.5, έπεται ότι το υποσύνολο T είναι µια υποοµάδα της (C∗, ·).
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Επειδή τα στοιχεία της οµάδας T είναι όλοι οι µιγαδικοί αριθµοί z = x+i y έτσι ώστε |z| = 1 ή ισοδύναµα
όλοι οι µιγαδικοί αριθµοί z = x + i y έτσι ώστε |z|2 = x2 + y2 = 1, γεωµετρικά το σύνολο T είναι περιφέρεια
κύκλου µε ακτίνα 1 στο επίπεδο R2. Γι΄ αυτόν τον λόγο η οµάδα T καλείται η οµάδα του κύκλου.

p

Παράδειγµα 2.4.12. (Η Οµάδα των n-οστών Ριζών της Μονάδας). Για κάθε ϑετικό ακέραιο n, ϑεωρούµε το
υποσύνολο

Un = {
z ∈C | zn = 1

}
του C. Προφανώς Un 6= ;, διότι 1 ∈ Un , και Un ⊆ C∗. Θεωρούµε τυχόντα στοιχεία z1, z2 ∈ Un , δηλαδή
zn

1 = 1 = zn
2 . Τότε :

(z1 · z−1
2 )n = zn

1 · (zn
2 )−1 = 1 ·1−1 = 1 =⇒ z1 · z−1

2 ∈ Un

Εποµένως, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.5, έπεται ότι το υποσύνολο Un είναι µια υποοµάδα της (C∗, ·) η
οποία καλείται η οµάδα των n-οστών ϱιζών της µονάδας.

Θα περιγράψουµε αναλυτικότερα τα στοιχεία της οµάδαςUn . Υπενθυµίζουµε ότι κάθε µιγαδικός αριθµός
z = a +bi µπορεί να γραφεί στην πολική µορφή του: z = r (cos(θ)+ i sin(θ)) = r e iθ, όπου r = |z| ∈ R είναι το
µέτρο του z, και θ είναι το όρισµα του z. ΄Εστω z ∈Un , και άρα zn = 1, και έστω z = r (cos(θ)+ i sin(θ)) = r e iθ

η πολική µορφή του z. Τότε ϑα έχουµε:

zn = 1 =⇒ |zn | = 1 =⇒ |z|n = 1 =⇒ |z| = r = 1 =⇒ z = cos(θ)+ i sin(θ) = e iθ

Ιδιαίτερα ϐλέπουµε ότι Un ⊆C∗. Εποµένως ϑα έχουµε:

Un ≤ T ≤ C∗

Χρησιµοποιώντας ϐασικές ιδιότητες µιγαδικών αριθµών στην πολική τους µορφή (τύπος του De Moivre,
δηλαδή η τρίτη ισότητα στην παρακάτω σχέση), ϐλέπε την υποενότητα 0.4, ϑα έχουµε:

1 = zn = (cos(θ)+ i sin(θ)n = cos(nθ)+ i sin(nθ) =⇒ cos(nθ) = 1 και sin(nθ) = 0 =⇒

=⇒ nθ = 2kπ, k ∈Z =⇒ θ = 2kπ

n
, k ∈Z

Από την άλλη πλευρά, η τιµή του z = cos(θ)+i sin(θ), όπου θ = 2kπ
n , εξαρτάται µόνο από την κλάση ισοτιµίας

mod n του ακέραιου k. Πράγµατι, έστω αν k, l είναι ακέραιοι έτσι ώστε [k]n = [l ]n , τότε n | k − l , και άρα
µπορούµε να γράψουµε ότι k − l = r ·n, ή ισοδύναµα k = l + r ·n, για κάποιον ακέραιο r . Τότε

cos(
2kπ

n
)+ i sin(

2kπ

n
) = cos(

2(l + r ·n)π

n
)+ i sin(

2(l + r ·n)π

n
) = cos(

2lπ

n
+2rπ)+ i sin(

2lπ

n
+2rπ) = cos(

2lπ

n
)+ i sin(

2lπ

n
)

Αντίστροφα, αν για κάποιους ακέραιους k, l ισχύει ότι cos( 2kπ
n )+ i sin( 2kπ

n ) = cos( 2lπ
n )+ i sin( 2lπ

n ), τότε ϑα
έχουµε cos( 2kπ

n ) = cos( 2lπ
n ) και sin( 2kπ

n ) = sin( 2lπ
n ), και εποµένως υπάρχει ακέραιος r έτσι ώστε :

2kπ

n
− 2lπ

n
= 2r ·π =⇒ (k − l ) ·π= r ·nπ =⇒ k − l = r ·n =⇒ n | k − l =⇒ [k]n = [l ]n

Επειδή το πλήθος των διακεκριµένων κλάσεων ισοτιµίας mod n είναι n, έπεται ότι το πλήθος των διακεκρι-
µένων στοιχείων της µορφής z = cos( 2kπ

n )+ i sin( 2kπ
n ) είναι n και εποµένως ϑα έχουµε:

Un =
{

e
2kπi

n = cos(
2kπ

n
)+ i sin(

2kπ

n
) ∈C ∣∣ 0 ≤ k ≤ n −1

}

Από τον τύπο του De Moivre έπεται ότι e
2kπi

n = cos( 2kπ
n )+ i sin( 2kπ

n ) = [cos( 2π
n )+ i sin( 2π

n )]k = (e
2πi

n )k , ∀k ≥ 1.
΄Ετσι, ϑέτοντας

ζn = e
2πi

n = cos(
2π

n
)+ i sin(

2π

n
), ϑα έχουµε : cos(

2kπ

n
)+ i sin(

2kπ

n
) = ζk

n
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και εποµένως
Un = {

1, ζn , ζ2
n , · · · , ζn−1

n

}
και άρα η οµάδα Un των n-οστών ϱιζών της µονάδας έχει ακριβώς n στοιχεία. Γεωµετρικά τα στοιχεία της
οµάδας Un είναι κορυφές κανονικού n-γώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας 1 στο επίπεδο R2. Ιδιαίτερα
ϐλέπουµε ότι Un ⊆T, όπου T είναι η οµάδα του κύκλου, τα σηµεία της οποίας όπως είδαµε συµπίπτουν µε
τα σηµεία του κύκλου ακτίνας 1 στο επίπεδο R2. Περιγράφουµε τα στοιχεία της Un για µικρές τιµές του n:

U1 =
{
1
}
, U2 =

{
1, −1

}
, U3 =

{
1,

−1+ i
p

3

2
,
−1− i

p
3

2

}
, U4 =

{
1, i , −1, −i

} p

Παράδειγµα 2.4.13. (Η Ειδική Γραµµική Οµάδα). Υπενθυµίζουµε ότι το σύνολο

GL(n,K) = {
A ∈Mn(K) | A : αντιστρέψιµος

}
των n ×n αντιστρέψιµων πινάκων µε στοιχεία από το σύνολο K, όπου K είναι ένα εκ των συνόλων αριθµών
Q,R,C, εφοδιασµένο µε την πράξη «·» του πολλαπλασιασµού πινάκων αποτελεί µια οµάδα. Σηµειώνουµε ότι
GL(n,K) = {

A ∈Mn(K) | |A| 6= 0
}
, όπου |A| = det(A) είναι η ορίζουσα του πίνακα A.

Θεωρούµε το υποσύνολο
SL(n,K) = {

A ∈GL(n,K) | det(A) = 1
}

της οµάδας GL(n,K). Θα εφαρµόσουµε την Πρόταση 2.4.5 για να αποδείξουµε ότι το υποσύνολο SL(n,K)
είναι υποοµάδα της GL(n,K). Παρατηρούµε πρώτα ότι το υποσύνολο SL(n,K) 6= ;, διότι ο µοναδιαίος n ×n
πίνακας In είναι στοιχείο του συνόλου SL(n,K). Επιπλέον, αν A,B ∈ SL(n,K), δηλαδή |A| = 1 = |B |, τότε
χρησιµοποιώντας ϐασικές ιδιότητες οριζουσών ϑα έχουµε:

|A ·B−1| = |A| · |B−1| = |A| · |B |−1 = 1 ·1−1 = 1 =⇒ A ·B ∈ SL(n,K)

Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.5, το υποσύνολο SL(n,K) είναι υποοµάδα της GL(n,K), η οποία καλείται η
n-οστή ειδική γραµµική οµάδα υπεράνω του K.

p

Παράδειγµα 2.4.14. (Η Ορθογώνια Οµάδα και η Οµάδα Περιστροφών του Rn ). Υπενθυµίζουµε ότι ένας πίνα-
κας A ∈Mn(R) καλείται ορθογώνιος, αν : A · t A = In = t A · A, όπου In είναι ο µοναδιαίος n ×n πραγµατικών
αριθµών και t A είναι ο ανάστροφος του πίνακα A. Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι ο πίνακας A είναι αντι-
στρέψιµος, άρα A ∈ GL(n,R), και ο αντίστροφός του είναι A−1 = t A. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο όλων
των ορθογώνιων πινάκων

O(n) = {
A ∈Mn(R) | A : ορθογώνιος

}
Προφανώς O(n) 6= ;, διότι In ∈O(n), και όπως είδαµε : O(n) ⊆GL(n,R). Αν A,B ∈O(n), δηλαδή A · t A = In =
t A · A και B · t B = In = t B ·B , ή ισοδύναµα A−1 = t A και B−1 = t B , τότε ϑα έχουµε

(A ·B−1)· t (A ·B−1) = (A · t B)· t (A · t B) = (A · t B)·(t (t B)· t A) = (A · t B)·(B · t A) = A ·(t B ·B)· t A = A ·In · t A = A · t A = In

t (A ·B−1)·(A ·B−1) = t (A · t B)·(A · t B) = (t (t B)· t A)·(A · t B) = (B · t A)·(A · t B) = B ·(t A ·A)· t B = B ·In · t B = B · t B = In

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι ο πίνακας A ·B−1 είναι ορθογώνιος : A ·B−1 ∈O(n). Εποµένως, σύµφωνα
µε την Πρόταση 2.4.5, το υποσύνολο O(n) των ορθογωνίων πινάκων είναι υποοµάδα της GL(n,R), η οποία
καλείται η n-οστή ορθογώνια οµάδα.

Αν ο πίνακας A είναι ορθογώνιος, τότε, ϑεωρώντας ορίζουσες στη σχέση A · t A = In και χρησιµοποιώντας
οτι η ορίζουσα ενός πίνακα συµπίπτει µε την ορίζουσα του αναστρόφου του, ϑα έχουµε:

|A · t A| = |In | =⇒ |A| · |t A| = 1 =⇒ |A| · |A| = 1 =⇒ |A|2 = 1 =⇒ |A| = ±1

Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο της ορθογώνιας οµάδας O(n):

SO(n) = {
A ∈O(n) | |A| = 1

}
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Τότε προφανώς In ∈ SO(n), και αν A,B ∈ SO(n), τότε ϑα έχουµε

|A ·B−1| = |A| · |B−1| = |A| · |B |−1 = 1 ·1−1 = 1 =⇒ A ·B−1 ∈ SO(n)

Εποµένως από την Πρόταση 2.4.5, έπεται ότι το υποσύνολο SO(n) των ορθογωνίων πινάκων µε ορίζουσα
1 είναι υποοµάδα της ορθογώνιας οµάδας O(n), η οποία καλείται η ειδική n-οστή ορθογώνια οµάδα ή
οµάδα περιστροφών του Rn .

p

Παράδειγµα 2.4.15. (Η Μοναδιαία Οµάδα). Υπενθυµίζουµε ότι ένας πίνακας A ∈Mn(C) καλείται µοναδιαίος,
αν : A · A∗ = In = A∗ · A, όπου In είναι ο µοναδιαίος n ×n µιγαδικών αριθµών και A∗ είναι ο ανάστροφος-
συζυγής10 του πίνακα A. Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος, άρα A ∈GL(n,C),
και ο αντίστροφός του είναι A−1 = A∗. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο όλων των µοναδιαίων πινάκων

U(n) = {
A ∈Mn(C) | A : µοναδιαίος

}
Προφανώς U(n) 6= ;, διότι In ∈U(n), και όπως είδαµε : U(n) ⊆GL(n,C). Αν A,B ∈U(n), δηλαδή A · A∗ = In =
A∗ · A και B ·B∗ = In = B∗ ·B , ή ισοδύναµα A−1 = A∗ και B−1 = B∗, τότε ϑα έχουµε

(A·B−1)·(A·B−1)∗ = (A·B∗)·(A·B∗)∗ = (A·B∗)·((B∗)∗·A∗) = (A·B∗)·(B ·A∗) = A·(B∗·B)·A∗ = A·In ·A∗ = A·A∗ = In

(A·B−1)∗·(A·B−1) = (A·B∗)∗·(A·B∗) = ((B∗)∗·A∗)·(A·B∗) = (B ·A∗)·(A·B∗) = B ·(A∗·A)·B∗ = B ·In ·B∗ = B ·B∗ = In

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι ο πίνακας A ·B−1 είναι µοναδιαίος : A ·B−1 ∈U(n). Εποµένως, σύµφωνα
µε την Πρόταση 2.4.5, το υποσύνολο U(n) των µοναδιαίων πινάκων είναι υποοµάδα της GL(n,R), η οποία
καλείται η n-οστή µοναδιαία οµάδα.

Αν ο πίνακας µιγαδικών αριθµών A είναι µοναδιαίος, τότε, ϑεωρώντας ορίζουσες στη σχέση A ·A∗ = In και
χρησιµοποιώντας οτι η ορίζουσα του αναστρόφου-συζυγή ενός πίνακα συµπίπτει µε τον συζυγή της ορίζουσας
του πίνακα, ϑα έχουµε (στη συνέχεια συµβολίζουµε την ορίζουσα ενός πίνακα A και ως |A| =Det(A), για να
µη δηµιουργείται σύγχυση µε το µέτρο του µιγαδικού αριθµού Det(A)):

|A · A∗| = |In | =⇒ |A| · |A∗| = 1 =⇒ |A| · |A| = 1 =⇒ |Det(A)| = 1

δηλαδή το µέτρο της ορίζουσας ενός µοναδιαίου πίνακα είναι ίσο µε 1. Με ϐάση αυτή την παρατήρηση,
ϑεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο της διαγώνιας οµάδας U(n):

SU(n) = {
A ∈U(n) | |Det(A)| = 1

}
Τότε προφανώς In ∈ SU(n), και αν A,B ∈ SU(n), τότε ϑα έχουµε

|Det(A·B−1)| = |Det(A)|·|Det(B−1)| = |Det(A)|·|Det(B)−1| = |Det(A)|·|Det(B)|−1 = 1·1−1 = 1 =⇒ A·B−1 ∈ SU(n)

Εποµένως από την Πρόταση 2.4.5 έπεται ότι το υποσύνολο SU(n) των µοναδιαίων πινάκων των οποίων η
ορίζουσα έχει µέτρο ίσο µε 1, είναι υποοµάδα της µοναδιαίας οµάδας U(n), η οποία καλείται η ειδική
n-οστή µοναδιαία οµάδα.

p

Παρατήρηση 2.4.16. Οι (υπο)οµάδες

GL(n,R), GL(n,C), SL(n,R), SL(n,C), O(n), SO(n), U(n), SU(n)

αποτελούν µέρος µιας σηµαντικής κλάσης οµάδων, των κλασικών οµάδων πινάκων. Οι οµάδες αυτές δια-
δραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στα Μαθηµατικά και στη Φυσική, και η ϑεωρία τους παρουσιάζει εξαιρετικό
ενδιαφέρον. Εδώ ϑα παρουσιάσουµε κάποιες σχέσεις µεταξύ αυτών των οµάδων για µικρές τιµές του n ∈N.
10Ο ανάστροφος-συζυγής ενός πίνακα A = (ai j ) µιγαδικών αριθµών ορίζεται να είναι ο πίνακας A∗ = (a j i ), δηλαδή το στοιχείο στην

(i , j ) ϑέση του A∗ είναι ο συζυγής a j i του στοιχείου στην ( j , i )-ϑέση του πίνακα A. Είναι γνωστό, και εύκολο να δειχθεί, ότι για τον
ανάστροφο-συζυγή πινάκων µιγαδικών αριθµών ισχύουν οι εξής σχέσεις :

(A ·B)∗ = B∗ · A∗ και (A∗)∗ = A και |A∗| = |A|
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1. Προφανώς: GL(1,R) = R∗, και εποµένως SL(1,R) = {
1
}
. Παρόµοια GL(1,C) = C∗, και εποµένως

SL(1,C) = {
1
}
.

2. Προφανώς O(1) = {
x ∈R | x2 = 1

}= {
1,−1

}
, και εποµένως SO(1) = {

1
}
.

3. Θα έχουµε U(1) = {
z ∈C | z · z = 1

}= {
z ∈C | |z| = 1

}
, και προφανώς SU(1) = {

z ∈U(1) | z = 1
}= {

1
}
.

Αργότερα, έχοντας εισάγαγει την έννοια του ισοµορφισµού οµάδων, ϑα δούµε και άλλες σχέσεις µεταξύ
των παραπάνω οµάδων, για µικρές τιµές του n ∈ N. Επιπρόσθετα ϑα αναλύσουµε κάποιες ενδιαφέρουσες
γεωµετρικές ερµηνείες αυτών των οµάδων, όταν n = 2,3. N

Θα δούµε τώρα µια σειρά παραδειγµάτων υποοµάδων τα οποία προκύπτουν µε αφαρµογή της Πρότασης
2.4.8. Ιδιαίτερα στα επόµενα τρία παραδείγµατα ϑα προσδιορίσουµε όλες τις υποοµάδες µιας οµάδας µε
πλήθος στοιχείων το πολύ τέσσερα.

Παράδειγµα 2.4.17. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα µε πλήθος στοιχείων |G| ≤ 3.

1. Αν |G| = 1, τότε G = {e} είναι η τετριµµένη οµάδα, και η µόνη υποοµάδα της G είναι η ίδια η G.

2. Αν |G| = 2, τότε G = {e, a}, όπου a2 = e, ϐλέπε το µέρος 2 στην υποενότητα 2.3. Επειδή προφανώς η
µόνη υποοµάδα της G µε πλήθος στοιχείων ίσο µε 2 είναι η ίδια η G, ϑα έχουµε ότι οι υποοµάδες της
G είναι οι {e} και G.

3. Αν |G| = 3, τότε η G είναι της µορφής G = {e, a, a2}, όπου a3 = e, ϐλέπε το µέρος 3 στην υποενότητα
2.3. Αν H είναι µια υποοµάδα της G µε δύο στοιχεία, τότε το σύνολο H αναγκαστικά ϑα είναι ένα εκ
των {e, a}, {e, a2}. Επειδή a2 = a ·a ∉ {e, a} και a2 ·a2 = a4 = a3 ·a = e ·a = a ∉ {e, a2}, τα σύνολα αυτά δεν
είναι κλειστά στην πράξη της οµάδας και άρα δεν είναι υποοµάδες. ΄Ετσι δεν υπάρχει υποποµάδα της
G µε πλήθος στοιχείων ίσο µε 2. Επειδή προφανώς η µόνη υποοµάδα της G µε πλήθος στοιχείων ίσο
µε 3 είναι η ίδια η G, ϑα έχουµε ότι οι υποοµάδες της G είναι οι {e} και G.

p

Παράδειγµα 2.4.18. ΄Εστω (V4, ·) η οµάδα των τεσσάρων στοιχείων του Klein, όπου V4 = {
e, a,b,c

}
, της

οποίας ο πίνακας Cayley δίνεται από τον Πίνακα Α΄ του µέρους 4 της υποενότητας 2.3. Ιδιαίτερα ϑα έχουµε
ότι a2 = b2 = c2 = e. Οι σχέσεις αυτές δείχνουν ότι τα υποσύνολα

H1 =
{
e, a

}
, H2 =

{
e, b

}
, H3 =

{
e, c

}
είναι κλειστά στην πράξη «·» της V4, και εποµένως, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.8, είναι υποοµάδες της
οµάδας V4. Θα δείξουµε ότι οι υποοµάδες Hi , όπου i = 1,2,3, µαζί µε την τετριµµένη υποοµάδα H0 = {

e
}
,

και την V4, είναι όλες οι διακεκριµένες υποοµάδες της V4. Η µοναδική υποοµάδα της V4 µε ένα στοιχείο
είναι προφανώς η τετριµµένη H0. Αν K είναι µια υποοµάδα της V4 µε δύο στοιχεία, τότε η K ϑα περιέχει
αναγκαστικά το ουδέτερο στοιχείο e της V4, και επίσης ένα εκ των υπόλοιπων στοιχείων a,b,c της V4. ΄Ετσι
αναγκαστικά η K ϑα είναι µια εκ των Hi , όπου i = 1,2,3. Αν K είναι µια υποοµάδα της V4 µε τρία στοιχεία,
τότε η K ϑα περιέχει αναγκαστικά το ουδέτερο στοιχείο e της V4, και δύο εκ των υπόλοιπων στοιχείων a,b,c.
΄Αρα η K ϑα είναι ένα εκ των εξής συνόλων: K1 = {

e, a,b
}
, K2 = {

e, a,c
}
, K3 = {

e,b,c
}
. Επειδή a ·b = c ∉ K1,

a ·c = b ∉ K2, και b·c = a ∉ K3, έπεται ότι κανένα από τα σύνολα Ki δεν είναι κλειστό στην πράξη της V4 και άρα
δεν είναι υποοµάδα της V4. Εποµένως δεν υπάρχουν υποοµάδες της V4 µε τρία στοιχεία. Προφανώς η µόνη
υποοµάδα της οµάδας V4, µε τέσσερα στοιχεία είναι η ίδια η V4. Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι οι διακεκριµένες
υποοµάδες της οµάδας V4 του Klein είναι οι εξής :{

e
}
,

{
e, a

}
,

{
e, b

}
,

{
e, c

}
, V4 =

{
e, a, b, c

} p

Παράδειγµα 2.4.19. ΄Εστω C4 η κυκλική οµάδα τάξης 4, της οποίας ο πίνακας Cayley δίνεται από τον
Πίνακα Β΄ του µέρους 4 της υποενότητας 2.3. Τότε ϑα έχουµε C4 = {

e,c,c2,c3
}
, όπου c4 = e 6= c2. Επειδή

το υποσύνολο H = {
e,c2

} ⊆ C4 είναι κλειστό στην πράξη «·», έπεται ότι είναι υποοµάδα της C4. Αν K είναι
µια υποοµάδα της G µε δύο στοιχεία, τότε το σύνολο K ϑα είναι ένα εκ των {e,c}, {e,c2}, και {e,c3}. Επειδή
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c2 6= {e,c} και επειδή c3 ·c3 = c6 = c4 ·c2 = e ·c2 = c2 ∉ {e,c3}, έπεται ότι τα υποσύνολα {e,c} και {e,c3} δεν είναι
υποσύνολα της οµάδας C4. ΄Αρα η µόνη υποοµάδα της C4 µε δύο στοιχεία είναι η H . Αν K είναι µια οµάδα
µε πλήθος στοιχείων ίσο µε τρία, τότε το υποσύνολο K ϑα είναι ένα εκ των {e,c,c2}, {e,c,c3}, και {e,c2,c3}.
΄Οπως παραπάνω, εύκολα ϐλέπουµε ότι κανένα από αυτά τα υποσύνολα δεν είναι κλειστό στην πράξη της C4,
και εποµένως δεν υπάρχει υποοµάδα της C4 µε πλήθος στοιχείων ίσο µε 3. Προφανώς η µόνη υποοµάδα της
οµάδας C4, µε τέσσερα στοιχεία είναι η ίδια η C4. Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι οι διακεκριµένες υποοµάδες
της οµάδας C4 είναι οι εξής : {

e
}
,

{
e, c2}, C4 =

{
e, c, c2, c3} p

Παράδειγµα 2.4.20. (Η οµάδα των τετρανίων (quaternions) του Hamilton11). ΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα
υποοµάδας, η οποία, όπως ϑα δούµε αργότερα, έχει ενδιαφέρουσες ιδιότητες, είναι η οµάδα των τετρανίων
(quaternion group) του Hamilton. Η οµάδα ορίζεται να είναι το ακόλουθο σύνολο οκτώ 2× 2 πινάκων
µιγαδικών αριθµών:

Q =
{(

1 0
0 1

)
,

(−1 0
0 −1

)
,

(
i 0
0 −i

)
,

(−i 0
0 i

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)
,

(
0 i
i 0

)
,

(
0 −i

−i 0

)}
⊆ M2(C)

Επειδή όλοι οι πίνακες του συνόλου Q είναι αντιστρέψιµοι, έπεται ότι Q ⊆GL(2,C), και επιπλέον το σύνολο

Q περιέχει το ουδέτερο στοιχείο
(
1 0
0 1

)
της οµάδας GL(2,C). Θέτοντας :

I2 =
(
1 0
0 1

)
, I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
, K =

(
0 i
i 0

)
ϑα έχουµε ότι :

Q =
{
± I2, ±I , ±J , ±K

}
Υπολογίζουµε εύκολα ότι µεταξύ των πινάκων του συνόλου Q ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις :

I 2 = J 2 = K 2 =−I2

I · J = K και J · I =−K

J ·K = I και K · J =−I

K · I = J και I ·K =−J

Με ϐάση τις παραπάνω σχέσεις, προκύπτει άµεσα ότι το σύνολο Q είναι κλειστό στην πράξη πολλαπλασια-
σµού πινάκων, και εποµένως σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.8 το σύνολο Q είναι µια υποοµάδα της οµάδας
GL(2,C) των αντιστρέψιµων 2×2 πινάκων µε στοιχεία µιγαδικούς αριθµούς. ∆ηλαδή Q ≤ GL2(C). Επειδή,
όπως ϐλέπουµε εύκολα, η ορίζουσα πίνακα κάθε στοιχείου της οµάδας Q είναι ίση µε 1, έπεται ότι η οµάδα
Q είναι υποοµάδα της ειδικής γραµµικής οµάδας SL(2,C), και έτσι έχουµε τις ακόλουθες σχέσεις υποµάδων:

Q ≤ SL(2,C) ≤ GL(2,C)

Η οµάδα (Q, ·) καλείται η οµάδα των τετρανίων του Hamilton, και, όπως ϑα δούµε και αργότερα, έχει
αξιοσηµείωτες ιδιότητες.

p

11William Rowan Hamilton (1805-1865) [https://en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton]: ∆ιακεκριµένος
Ιρλανδός µαθηµατικός και αστρονόµος µε σηµαντική συµβολή στην Κλασική Μηχανική, στην ΄Αλγεβρα και στην Οπτική. Είναι γνωστός
για την ανακάλυψη των τετρανίων που ϕέρουν το όνοµά του, καθώς και για την επαναδιατύπωση της Νευτώνειας Μηχανικής, γνωστής
ως Μηχανικής του Hamilton.

https://en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton
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Παράδειγµα 2.4.21. ΄Εστω Q η οµάδα των τετρανίων του Hamilton, όπως στο Παράδειγµα 2.4.20, και
ϑεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολά της :

K = {± I2
}
, H1 =

{± I2, ±I
}
, H2 =

{± I2, ±J
}
, H3 =

{± I2, ±K
}

Από την ανάλυση του Παραδείγµατος 2.4.20, ϐλέπουµε εύκολα ότι καθένα από τα παραπάνω υποσύνολα
της οµάδας Q είναι κλειστό στην πράξη «·» της Q, και εποµένως από την Πρόταση 2.4.8, τα υποσύνολα
K , Hi , i = 1,2,3, είναι υποοµάδες της Q. Επειδή οι υποοµάδες Hi περιέχουν την υποοµάδα K από την
Παρατήρηση 2.4.7 έπεται ότι η K είναι υποοµάδα της Hi , όπου i = 1,2,3. ΄Ετσι ϑα έχουµε τις ακόλουθες
σχέσεις υποοµάδων της Q:

∀i = 1,2,3 : K ≤ Hi ≤ Q

Στο επόµενο Κεφάλαιο, ϑα δούµε ότι οι υποοµάδες K , Hi , όπου i = 1,2,3, µαζί µε την τετριµµένη υποοµάδα{
I2

}
, και την Q, είναι όλες οι διακεκριµένες υποοµάδες της Q.

p

Παράδειγµα 2.4.22. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα (S3,◦). Υπενθυµίζουµε ότι S3 =
{
ι, µ1, µ2, µ3, ρ1, ρ2

}
,

όπου:

ρ0 = ι=
(
1 2 3
1 2 3

)
, µ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, µ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, µ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

ρ1 =
(
1 2 3
2 3 1

)
, ρ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
Θεωρούµε τα υποσύνολα

H1 =
{
ι, µ1

}
, H2 =

{
ι, µ2

}
, H3 =

{
ι, µ3

}
, H4 =

{
ι, ρ1, ρ2

}
Λαµβάνοντας υπόψη τον πίνακα Cayley της S3 ο οποίος κατασκευάστηκε στο Παράδειγµα 2.3.5, ϐλέπουµε
ότι τα παραπάνω υποσύνολα είναι κλειστά στην πράξη της οµάδας S3, και εποµένως, σύµφωνα µε την
Πρόταση 2.4.8, τα σύνολα Hi , όπου 1 ≤ i ≤ 4, είναι υποοµάδες της S3. Στο επόµενο Κεφάλαιο, ϑα δούµε
ότι οι υποοµάδες Hi , όπου 1 ≤ i ≤ 4, µαζί µε την τετριµµένη υποοµάδα

{
ι
}
, και την S3, είναι όλες οι

διακεκριµένες υποοµάδες της S3.
p

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα, µε τα ακόλουθα παραδείγµατα υποοµάδων, κάποια εκ των οποίων
συνοψίζουν προγενέστερα παραδείγµατα, και στην πλειονότητα των υπολοίπων η επαλήθευση των αξιωµάτων
υποοµάδας είναι πολύ εύκολη.

Παράδειγµα 2.4.23. (Παραδείγµατα υποοµάδων).

1. Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (C,+). Τότε έχουµε την ακολουθία υποοµάδων:

Z ≤ Q ≤ R ≤ C

2. Θεωρούµε την πολλαπλασιαστική οµάδα (C∗, ·). Τότε έχουµε την ακολουθία υποοµάδων:

{−1,1} ≤ Q∗ ≤ R∗ ≤ C∗

3. Αν n ≥ 1, ϑεωρούµε την πολλαπλασιαστική οµάδα (C, ·). Τότε έχουµε την ακολουθία υποοµάδων:

Un ≤ T ≤ C∗

4. Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (Mn×n(K),+). Αν ATn(K) είναι το σύνολο των άνω τριγωνικών n×n-
πινάκων υπεράνω του K, και Dn(K) είναι το σύνολο των διαγωνίων n×n-πινάκων υπεράνω του K, τότε
έχουµε την ακολουθία υποοµάδων:

Dn(K) ≤ ATn(K) ≤ Mn×n(K)
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5. Θεωρούµε τη γενική γραµµική οµάδα (GL(n,R), ·) υπεράνω του R, και την γενική γραµµική οµάδα
(GL(n,C), ·) υπεράνω του C. Τότε έχουµε τις ακόλουθες σειρές υποοµάδων:

SLn(R) ≤ GLn(R) και SLn(C) ≤ GLn(C)

SO(n,R) ≤ O(n,R) ≤ GLn(R) και SU(n,C) ≤ U(n,C) ≤ GLn(C)

6. ΄Εστω (V ,+) η προσθετική οµάδα ενός K-διανυσµατικού χώρου V υπεράνω ενός σώµατος K ∈ {Q,R,C}.
Τότε για κάθε υπόχωρο W του V , έχουµε ότι W ≤ V .

Ιδιαίτερα, ϑεωρώντας το σύνολο K[t ] των πολυωνύµων υπεράνω του K ως το υποσύνολο της προσθε-
τικής οµάδας (A(K),+) των ακολουθιών µε στοιχεία από το K το οποίο αποτελείται από τις ακολουθίες
όλοι οι όροι των οποίων είναι ίσοι µε µηδεν µετά από κάποιον δείκτη, έπεται ότι ϑα έχουµε K[t ] ≤A(K).

7. ΄Εστω I = (a,b) ⊆ R ένα διάστηµα της πραγµατικής ευθείας, και ϑεωρούµε την προσθετική οµάδα
F (I ,R) των συναρτήσεων f : I −→ R. Αν C (I ,R) είναι το υποσύνολο του F (I ,R) το οποίο αποτελείται
από όλες τις συνεχείς συναρτήσεις f : I −→ R, τότε, επειδή κάθε σταθερή συνάρτηση είναι συνεχής,
επειδή το άθροισµα συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση, και επειδή η αντίθετη − f µιας
συνεχούς συνάρτησης f είναι συνεχής συνάρτηση, από την Πρόταση 2.4.5 έπεται ότι το υποσύνολο
C (I ,R) είναι υποοµάδα της οµάδας F (I ,R):

C (I ,R) ≤ F (I ,R)

8. Θεωρούµε την οµάδα (U(A ),?) των ενελικτικά αντιστρέψιµων αριθµητικών συναρτήσεων µε πράξη
το ενελικτικό γινόµενο «?», όπως στο µέρος 6 του Παραδείγµατος 2.2.10. Υπενθυµίζουµε ότι µια
αριθµητική συνάρτηση f καλείται πολλαπλασιαστική, αν f 6= 0 και ισχύει ότι f (mn) = f (m) f (n), όταν
(n,m) = 1. ΄Εστω M το υποσύνολο του συνόλου A των αριθµητικών συναρτήσεων το οποίο αποτε-
λείται από όλες τις πολλαπλασιαστικές αριθµητικές συναρτήσεις. Επειδή για µια πολλαπλασιαστική
συνάρτηση f προφανώς ισχύει ότι f (1) = 1 6= 0, έπεται ότι M ⊆ U(A ). Αποδεικνύεται στην στοιχειώ-
δη Θεωρία Αριθµών12 ότι το ενελικτικό γινόµενο δύο πολλαπλασιαστικών συναρτήσεων f και g είναι
πολλαπλασιαστική συνάρτηση, δηλαδή f , g ∈M =⇒ f ? g ∈M . ΄Ετσι το υποσύνολο M είναι κλειστό
στην πραξη «?» της οµάδας U(A ), και εποµένως από την Πρόταση 2.4.8 το υποσύνολο M είναι µια
υποοµάδα της U(A ):

M ≤ U(A )

9. ΄Εστω V ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K ∈ {Q,R,C}. ΄Εστω

GL(V ) = {
f : V −→ V | f : ισοµορφισµός

}
το σύνολο όλων των ισοµορφισµών K-διανυσµατικών χώρων, δηλαδή των «1-1» και «επί» γραµµικών
απεικονίσεων, από τον V στον V . Επειδή κάθε ισοµορφισµός f : V −→ V είναι µια µετάθεση του
συνόλου V , έπεται ότι GL(V ) ⊆ S(V ). Το υποσύνολο GL(V ) 6= ;, διότι προφανώς IdV ∈ GL(V ). Από
την άλλη πλευρά, επειδή η σύνθεση «1-1» και «επί» γραµµικών απεικονίσεων f , g : V −→ V είναι
επίσης «1-1» και «επί» γραµµική απεικόνιση, έπεται ότι το υποσύνολο GL(V ) είναι κλειστό στην πράξη
«◦», δηλαδή της σύνθεσης απεικονίσεων, της οµάδας µεταθέσεων S(V ). Τέλος, επειδή η αντίστροφη
απεικόνιση µιας «1-1» και «επί» γραµµικής απεικονίσης είναι επίσης γραµµική και «1-1» και «επί»,
από την Πρόταση 2.4.5 έπεται ότι το υποσύνολο GL(V ) είναι υποοµάδα της οµάδας µεταθέσεων S(V ):

GL(V ) ≤ S(V )

Η οµάδα GL(V ) αποτελεί το ανάλογο της οµάδας GL(n,K) σε χώρους άπειρης διάστασης. ΄Οταν
dimK V = n, τότε οι οµάδες GL(V ) και GL(n,K) είναι ισόµορφες, δηλαδή είναι δοµικά ίδιες.

p

12Βλέπε το ϐιβλίο [28].
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2.4.3 Το ∆ιάγραµµα Hasse των Υποοµάδων µιας Οµάδας

΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα. Θεωρούµε το σύνολο Sub(G) των υποοµάδων της οµάδας (G , ·):

Sub(G) = {
H ⊆G | H : υποοµάδα της G

}
Υπενθυµίζουµε ότι, αν H είναι µια υποοµάδα της G, τότε γράφουµε H ≤G, και αν H και K είναι υποοµάδες
της G έτσι ώστε K ⊆ H , τότε K ≤ H , δηλαδή η υποοµάδα K είναι υποοµάδα της H . Επίσης γράφουµε K �H
αν K ≤ H και H 6= K . ΄Ετσι ορίζεται µια σχέση «≤» επί του συνόλου Sub(G) των υποοµάδων της οµάδας G.

Λήµµα 2.4.24. Το Ϲεύγος (Sub(G),≤) είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο.

Απόδειξη. Προφανώς H ≤ H , για κάθε υποοµάδα H της G. Αν H και K είναι υποοµάδες της G, έτσι ώστε
H ≤ K και K ≤ H , τότε προφανώς H = K . Τέλος, αν H , K και L είναι υποοµάδες της G, έτσι ώστε H ≤ K και
K ≤ L, τότε H ≤ L. Εποµένως η σχέση «≤» είναι µια σχέση µερικής διάταξης επί του συνόλου Sub(G). ■

Υπενθυµίζουµε από την υποενότητα 1.1.2 ότι, αν (X ,4) είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο, τότε το
διάγραµµα Hasse του (X ,4) έχει ως κορυφές σηµεία τα οποία είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µε τα
στοιχεία του συνόλου X . ∆ύο κορυφές του διαγράµµατος, οι οποίες αναπαριστούν τα στοιχεία x, y του X ,
ενώνονται µε µια ακµή, αν το y είναι κάλυψη του x, δηλαδή x ≺ y και δεν υπάρχει στοιχείο z ∈ X έτσι ώστε
x ≺ z ≺ y, και τότε τοποθετούµε την κορυφή y υπεράνω της κορυφής x. Υπενθυµίζουµε επίσης ότι x ≺ y
σηµαίνει ότι x 4 y και x 6= y.

Ορισµός 2.4.25. Αν (G , ·) είναι µια οµάδα, τότε το διάγραµµα Hasse του µερικώς διατεταγµένου συνόλου
(Sub(G),≤) καλείται το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της G.

Εποµένως το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της G έχει ως κορυφές σηµεία τα οποία είναι σε «1-1»
και «επί» αντιστοιχία µε τις διακεκριµένες υποοµάδες της G. Χάριν απλότητας, από τώρα και στο εξής,
ταυτίζουµε τις κορυφές του διαγράµµατος µε τις υποοµάδες της G. ∆ύο κορυφές του διαγράµµατος οι
οποίες αναπαριστούν υποοµάδες H ,K της G ενώνονται µε µια ακµή

H

K

αν K �H και δεν υπάρχει υποοµάδα L της G µε K � L�H , και τότε τοποθετούµε την υποοµάδα H υπεράνω
της υποοµάδας K .

Παράδειγµα 2.4.26. (Το ∆ιάγραµµα Hasse των υποοµάδων µιας οµάδας G µε |G| ≤ 4.). Θεωρούµε µια οµάδα
(G , ·) µε ουδέτερο στοιχείο e, και πλήθος στοιχείων ≤ 4.

1. Αν |G| = 1, τότε η οµάδα G είναι η τετριµµένη οµάδα G = {
e
}
και η µόνη υποοµάδα της G είναι η ίδια

η οµάδα G. Εποµένως το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της G αποτελείται από µια κορυφή, η
οποία αντιστοιχεί στην G, και δεν υπάρχει καµία ακµή.

2. Αν |G| = 2, τότε η οµάδα G ϑα είναι της µορφής G = {
e, a

}
. Προφανώς οι µόνες υποοµάδες της G είναι

η τετριµµένη υποοµάδα {e} και η ίδια η οµάδα G. ΄Ετσι το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της G
αποτελείται από δύο κορυφές, οι οποίες αντιστοιχούν στις υποοµάδες {e} και G, και µια ακµή η οποία
τις συνδέει :

G = {e, a}

{e}
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3. Αν |G| = 3, τότε η οµάδα G είναι της µορφής G = {
e, a, a2

}
, ϐλέπε το Παράδειγµα 2.4.17, από όπου

έπεται ότι οι µόνες υποοµάδες της G είναι οι {e} και G, ΄Αρα το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της
οµάδας G είναι το εξής :

G = {e, a, a2}

{e}

4. Αν |G| = 4, τότε από την υποενότητα 4 γνωρίζουµε ότι υπάρχουν ακριβώς δύο οµάδες µε πλήθος
στοιχείων ίσο µε 4: η οµάδα V4 των τεσσάρων στοιχείων του Klein, και η κυκλική οµάδα τάξης 4. Η
οµάδα του Klein είναι αβελιανή και είναι της µορφής V4 =

{
e, a,b,c

}
, όπου a2 = b2 = c2 = e. Η κυκλική

οµάδα τάξης 4 είναι αβελιανή και είναι της µορφής G = {
e,c,c2,c3

}
, όπου c4 = e.

(αʹ) Για το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της οµάδας του Klein: από το Παράδειγµα 2.4.18
γνωρίζουµε ότι οι υποοµάδες της V4 είναι οι εξής : {e}, {e, a}, {e,b}, {e,c}, και V4. Επειδή για τις
υποοµάδες µε δύο στοιχεία δεν υφίσταται σχέση υποοµαδας µεταξύ τους, προφανώς ϑα έχουµε
ότι το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της οµάδας του Klein είναι το εξής :

V4

{e, a} {e,b} {e,c}

{e}

(ϐʹ) Για το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της κυκλικής οµάδας τάξης 4: από το Παράδειγµα
2.4.19 γνωρίζουµε ότι οι υποοµάδες της C4 είναι οι εξής : {e}, {e,c2}, και C4. Προφανώς τότε το
το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της κυκλικής οµάδας τάξης 4 είναι το εξής :

C4

{e, a}

{e}

Παρατηρούµε ότι το διάγραµµα Hasse µιας οµάδας µε δύο στοιχεία και µιας οµάδας µε τρία στοιχεία
συµπίπτει. Εποµένως, αν και το διάγραµµα Hasse καταγράφει σηµαντικές δοµικές ιδιότητες µιας οµάδας,
δεν καθορίζει µοναδικά την οµάδα.

p

Θα δούµε αργότερα παραδείγµατα διαγράµµατων Hasse υποοµάδων µιας οµάδας, όταν ϑα έχουµε
αναπτύξει αποτελεσµατικότερες µεθόδους για τον προσδιορισµό όλων των υποοµάδων µιας οµάδας, καθώς
και των σχέσεων µεταξύ αυτών.

2.4.4 Τοµή Υποοµάδων και Υποοµάδες Παραγόµενες από Υποσύνολα - Κυκλικές
Υποοµάδες

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι µέσω των οποίων µπορούµε να αποκτήσουµε νέα παραδείγµατα (υπο)οµάδων
από ήδη γνωστές (υπο)οµάδες. Στην παρούσα υποενότητα ϑα αναλύσουµε τις πλέον ϐασικές µεθόδους
κατασκευής υποοµάδων.
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Υπεθυµίζουµε ότι µια υποοµάδα µιας οµάδας είναι ένα (µη κενό) υποσύνολο το οποίο ικανοποιεί επι-
πρόσθετες ιδιότητες. ΄Ετσι τίθεται ϕυσιολογικά το ερώτηµα αν ϐασικές συνολοθεωρητικές κατασκευές, όπως
η τοµή και η ένωση, µεταφέρονται και στο πλαίσιο των υποοµάδων. Στην ανάλυση αυτού του ερωτήµα-
τος σηµείο εκκίνησης αποτελεί η επόµενη Πρόταση, σύµφωνα µε την οποία η τοµή τυχούσας οικογένειας
υποοµάδων µιας οµάδων είναι υποοµάδα.

Πρόταση 2.4.27. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα, και H = {
Hi | Hi ≤G

}
i∈I µια οικογένεια υποοµάδων της

G. Τότε η τοµή
H =⋂

H = ⋂
i∈I

Hi

είναι µια υποοµάδα της G.

Απόδειξη. Επειδή, για κάθε i ∈ I , το υποσύνολο Hi είναι υποοµάδα της G, έπεται ότι περιέχει το ουδέτερο
στοιχείο e της οµάδας G, και άρα e ∈ Hi , ∀i ∈ I . Τότε e ∈ H = ⋂

i∈I Hi . Ιδιαίτερα ϐλέπουµε ότι : H 6= ;.
Θεωρούµε τυχόντα στοιχεία a,b ∈ H . Τότε προφανώς ϑα έχουµε ότι a,b ∈ Hi , ∀i ∈ I . Επειδή Hi ≤G, ∀i ∈ I ,
από την Πρόταση 2.4.5 έπεται ότι a ·b−1 ∈ Hi , ∀i ∈ I , και εποµένως a ·b−1 ∈ H = ⋂

i∈I Hi . ΄Αρα πάλι µε
εφαρµογή της Πρότασης 2.4.5, έπεται ότι η τοµή H =⋂

i∈I Hi είναι υποοµάδα της G. ■

Το ακόλουθο παράδειγµα δείχνει ότι, αντίθετα µε την τοµή υποοµάδων, η ένωση υποοµάδων µιας οµά-
δας, δεν είναι γενικά υποοοµάδα.

Παράδειγµα 2.4.28. (Παράδειγµα οµάδας G και υποοµάδων H ,K ≤G έτσι ώστε : H ∪K �G).

1. ΄Εστω V4 =
{
e, a,b,c

}
η οµάδα των τεσσάρων στοιχείων του Klein. Από το Παράδειγµα 2.4.18 γνωρίζουµε

ότι οι υποοµάδες της V4 είναι οι εξής : {e}, {e, a}, {e,b}, {e,c}, και V4. Αν H1 = {e, a} και H2 = {e,b},
τότε η ένωση H1 ∪ H2 = {e, a,b} δεν είναι υποοµάδα της V4 διότι, αν και a,b ∈ H1 ∪ H2, το στοιχείο
a ·b = c ∉ H1 ∪H2.

2. Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (R2,+), όπου η πράξη της πρόσθεσης «+» ορίζεται ως εξής : (x1, y1)+
(x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2). Θέτοντας H1 = {

(x,0) ∈ R2 | x ∈ R}
και H2 = {

(0, y) ∈ R2 | y ∈ R}
, εύκολα

ϐλέπουµε ότι τα υποσύνολα H1 και H2 είναι υποοµάδες της R2. Η ένωση H1 ∪H2 αποτελείται από τα
στοιχεία του R2 τα οποία ϐρίσκονται είτε στον άξονα των x, δηλαδή στην υποοµάδα H1, είτε στον άξονα
των y, δηλαδή στην υποοµάδα H2. Επειδή (1,0) ∈ H1 και (0,1) ∈ H2, ϑα έχουµε (1,0), (0,1) ∈ H1 ∪H2,
και εποµένως, αν η ένωση H1 ∪H2 ήταν υποοµάδα, ϑα έπρεπε (1,1) = (1,0)+ (0,1) ∈ H1 ∪H2 το οποίο
από την παραπάνω περιγραφή δεν ισχύει. ΄Αρα η ένωση H1 ∪H2 δεν είναι υποοµάδα της R2.

p

Επειδή, σύµφωνα µε το Παράδειγµα 2.4.28, γενικά η ένωση υποοµάδων µιας οµάδας δεν είναι υπο-
οµάδα, τίθεται ϕυσιολογικά το ερώτηµα: «Ποια είναι η µικρότερη υποοµάδα της οµάδας η οποία περιέχει την
ένωση δύο υποοµάδων»; Γενικότερα τίθεται ϕυσιολογικά το ακόλουθο ενδιαφέρον ερώτηµα:

«αν (G , ·) είναι µια οµάδα, και S ⊆G είναι ένα υποσύνολο της G, ποια είναι, αν υπάρχει,
η µικρότερη υποοµάδα της G η οποία περιέχει το υποσύνολο S;»

Θα ξεκινήσουµε την ανάλυση του γενικότερου ερωτήµατος, εξετάζοντας πρώτα την περίπτωση κατά την οποία
το υποσύνολο S αποτελείται από ένα στοιχείο.

Πρόταση 2.4.29. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα και a ∈G ένα στοιχείο της. Το υποσύνολο

〈a〉 := {
an ∈G | n ∈Z}

είναι µια υποοµάδα της G. Επιπλέον ισχύει ότι

〈a〉 = 〈a−1〉
και η 〈a〉 είναι η µικρότερη υποοµάδα της G η οποία περιέχει το στοιχείο a:

〈a〉 = ⋂
a∈H≤G

H
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Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι το υποσύνολο 〈a〉 της G δεν είναι το κενό σύνολο διότι π.χ. e = a0 ∈ 〈a〉 3 a1 = a.
΄Εστω x, y ∈ 〈a〉 δύο στοιχεία του υποσυνόλου 〈a〉. Τότε υπάρχουν ακέραιοι n,m ∈ Z έτσι ώστε x = an και
y = am , και ϑα έχουµε:

x · y−1 = an · (am)−1 = an ·a−m = an−m ∈ 〈a〉
Εποµένως από την Πρόταση 2.4.5 ϑα έχουµε ότι το υποσύνολο 〈a〉 είναι µια υποοµάδα της G.

Προφανώς ϑα έχουµε:

〈a〉 = {
an ∈G | n ∈Z}= {

a−n ∈G | n ∈Z}= {
(a−1)n ∈G | n ∈Z}= 〈a−1〉

Η υποοµάδα 〈a〉 είναι η µικρότερη υποοµάδα της G η οποία περιέχει το στοιχείο a, διότι, αν H είναι µια
υποοµάδα της G η οποία περιέχει το στοιχείο a, τότε η H ως υποοµάδα ϑα περιέχει το στοιχείο a−1, καθώς
και όλες τις ακέραιες δυνάµεις του a, δηλαδή ϑα περιέχει τα στοιχεία της υποοµάδας 〈a〉 και άρα: 〈a〉 ⊆ H .
΄Ετσι, αν H (a) είναι η οικογένεια των υποοµάδων της G οι οποίες περιέχουν το στοιχείο a, τότε 〈a〉 ⊆ H ,
∀H ∈H (a), και εποµένως ϑα έχουµε 〈a〉 ⊆⋂

H∈H (a) H . Από την άλλη πλευρά, επειδή η υποοµάδα 〈a〉 είναι
µια από τις υποοµάδες της οικογένειας H (a), ϑα έχουµε ότι

⋂
H∈H (a) H ⊆ 〈a〉. Εποµένως καταλήγουµε ότι :⋂

H∈H (a) H = 〈a〉. ■

Υποοµάδες της µορφής 〈a〉 ≤ G, όπου a ∈G, είναι σηµαντικές διότι, όπως προκύπτει από την Πρόταση
2.4.29, η περιγραφή των στοιχείων τους, καθώς και η δοµή τους, είναι πολύ απλή. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον
παρουσιάζουν οι οµάδες G για τις οποίες ισχύει ότι G = 〈a〉, για κάποιο στοιχείο a ∈ G. ΄Ετσι προκύπτει
ϕυσιολογικά, η έννοια της κυκλικής (υπο)οµάδας.

Ορισµός 2.4.30. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και a ∈ G ένα στοιχείο της. Η υποοµάδα 〈a〉 της G καλείται η
κυκλική υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το στοιχείο a.

Η οµάδα G καλείται κυκλική οµάδα, αν υπάρχει στοιχείο a ∈G έτσι ώστε : G = 〈a〉. Κάθε στοιχείο a µιας
οµάδας G έτσι ώστε : G = 〈a〉 καλείται γεννήτορας της κυκλικής οµάδας G.

Παρατήρηση 2.4.31. Χρησιµοποιώντας προσθετικό συµβολισµό, η Πρόταση 2.4.29 και ο Ορισµός 2.4.30
παίρνουν την ακόλουθη µορφή. ΄Εστω (G ,+) µια προσθετική οµάδα και a ∈ G. Τότε η κυκλική υποοµάδα
〈a〉 της G η οποία παράγεται από το a ορίζεται ως :

〈a〉 = {
na ∈G | n ∈Z}

και είναι η µικρότερη υποοµάδα της G η οποία περιέχει το στοιχείο a. N

Η γενική ϑεωρία κυκλικών οµάδων, καθώς και η ταξινόµισή τους, ϑα αναπτυχθεί στο Κεφάλαιο 4. Προς
το παρόν παραθέτουµε ϐασικά παραδείγµατα κυκλικών οµάδων για µεταγενέστερη χρήση.

Παράδειγµα 2.4.32. (Παραδείγµατα κυκλικών (υπο)οµάδων).

1. Αν (G , ·) είναι µια οµάδα µε τάξη |G| ≤ 3, τότε η G είναι κυκλική:

− Αν |G| = 1, τότε προφανώς G = {e} = 〈e〉 και η G είναι κυκλική µε γεννήτορα το ουδέτερο στοιχείο e.

− Αν |G| = 2, τότε, όπως γνωρίζουµε, G = {e, a}, όπου a2 = e. Τότε προφανώς G = 〈a〉 και η G είναι
κυκλική µε γεννήτορα το στοιχείο a.

− Αν |G| = 3, τότε, όπως γνωρίζουµε, G = {e, a,b}, όπου b = a2 και a3 = e. Τότε προφανώς ϑα έχουµε
ότι G = 〈a〉 και η G είναι κυκλική µε γεννήτορα το στοιχείο a.

2. Η οµάδα των τεσσάρων στοιχείων V4 = {
e, a,b,c

}
του Klein δεν είναι κυκλική, διότι : a2 = b2 = c2 = e,

και άρα κανένα στοιχείο της V4 δεν µπορεί να είναι γεννήτοράς της.

3. Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (Z,+) των ακεραίων. Τότε :

〈1〉 = {
n ·1 ∈Z | n ∈Z}= {

n ∈Z | n ∈Z}=Z
Εποµένως η οµάδα Z είναι κυκλική µε γεννήτορα τον αριθµό 1. Επειδή 〈−1〉 = {

n · (−1) ∈Z | n ∈Z}={−n ∈Z | n ∈Z}=Z, συµπεραίνουµε ότι και ο αριθµός −1 είναι γεννήτορας της Z.
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4. Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (Zn ,+) των κλάσεων υπολοίπων mod n, όπου n είναι ένας ϑετικός
ακέραιος. Αν k είναι ένας ϑετικός ακέραιος, τότε από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του k µε το n ϑα
έχουµε: k = nq + r , όπου q,r ∈Z και 0 ≤ rk < n. Τότε k[1]n = [k]n = [nqk + rk ]n = [nqk ]n + [rk ]n = [r ]n ,
και άρα για k = 1,2, · · · ,n −1, έχουµε

{
k[1]n ∈Zn | 0 ≤ k < n

}=Zn . Εποµένως

〈[1]n〉 =
{
[k]n ∈Zn | k ∈Z}= {

k[1]n ∈Zn | 0 ≤ k < n
}=Zn

Εποµένως η οµάδα Zn είναι κυκλική µε γεννήτορα την κλάση ισοτιµίας [1]n .

5. ΄Εστω Un = {
1, ζn , ζ2

n , · · · , ζn−1
n

}
η πολλαπλασιαστική οµάδα των n-οστών ϱιζών της µονάδας, όπου

ζn = e
2πi

n = cos( 2π
n )+ i sin( 2π

n ), όπως στο Παράδειγµα 2.4.12. Επειδή (e
2πi

n )k = [cos( 2π
n )+ i sin( 2π

n )]k =
cos( 2kπ

n )+ i sin( 2kπ
n ) = e

2kπi
n , από την περιγραφή της οµάδας Un στο Παράδειγµα 2.4.12, έπεται ότι :

Un = {
ζk

n ∈Un | k ∈Z}= 〈ζn〉

΄Αρα η οµάδαUn είναι κυκλική µε γεννήτορα την n-οστή ϱίζα της µονάδας ζn = e
2πi

n = cos( 2π
n )+i sin( 2π

n ).

Εξ ορισµού µια πρωταρχική n-οστή ϱίζα της µονάδας είναι ένας γεννήτορας της κυκλικής οµάδας
Un . ΄Ετσι το στοιχείο ζn είναι µια πρωταρχική n-οστή ϱίζα της µονάδας. Θα προσδιορίσουµε αργότερα
όλες τις πρωταρχικές n-οστές ϱίζες της µονάδας.

6. Θεωρούµε την οµάδα (GL(2,Q), ·) των αντιστρέψιµων 2× 2 πινάκων ϱητών αριθµών, και ϑεωρούµε

τον πίνακα A =
(
1 1
0 1

)
ο οποίος είναι αντιστρέψιµος µε αντίστροφο τον πίνακα A−1 =

(
1 −1
0 1

)
, και

εποµένως A ∈GL(2,Q). Επειδή, όπως µπορούµε να δουµε εύκολα: An =
(
1 n
0 1

)
, ∀n ∈Z, έπεται ότι η

κυκλική υποοµάδα 〈A〉 της GL(n,Q) η οποία παράγεται από τον πίνακα A είναι η εξής :

〈A〉 =
{(

1 n
0 1

)
∈ GL(2,Q) | n ∈Z

}

7. Θεωρούµε την οµάδα (GL(Rn),◦) των ισοµορφισµών του διανυσµατικού χώρου Rn , δηλαδή των «1-1»
και «επί» γραµµικών απεικονίσεων : Rn −→Rn µε πράξη την σύνθεση «◦» απεικονίσεων, όπως στο µέρος
9 του Παραδείγµατος 2.4.23. Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση

f : Rn −→ Rn , f (x1, x2, · · · , xn−1, xn) = (x2, x3, · · · , xn−1, x1)

Τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι η f είναι ισοµορφισµός και άρα f ∈ GL(Rn). Η κυκλική υποοµάδα της
GL(Rn) η οποία παράγεται από την f έχει n το πλήθος στοιχεία, διότι εύκολα ϐλέπουµε ότι f n =
f ◦ f ◦ · · · ◦ f = IdRn (n-παράγοντες). ΄Αρα

〈 f 〉 = {IdRn , f , f 2, f 3, · · · , f n−1}
p

Επιστρέφοντας στην αρχική ερώτηση 2.4.4 αναφορικά µε την ύπαρξη και περιγραφή υποοµάδας η οποία
παράγεται από ένα υποσύνολο, είµαστε έτοιµοι να αποδείξουµε την ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 2.4.33. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα, και S ⊆G ένα τυχόν µη κενό υποσύνολο της G. Τότε η τοµή

〈S〉 = ⋂
H∈H (S)

H = ⋂
S⊆H≤G

H

της οικογένειας H (S) = {
H ≤G | S ⊆ H

}
όλων των υποοµάδων της G οι οποίες περιέχουν το σύνολο S είναι η

µικρότερη υποοµάδα της G η οποία περιέχει το S, και έχει την ακόλουθη περιγραφή:〈
S
〉= {

sn1
1 sn2

2 · · · snk
k ∈G | k ∈N, ni ∈Z, και si ∈ S, όπου 1 ≤ i ≤ k

}
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Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι η οικογένεια υποοµάδων H (S) δεν είναι κενή διότι προφανώς G ∈H (S). Σύµ-
ϕωνα µε την Πρόταση 2.4.27, το υποσύνολο 〈S〉 είναι υποοµάδα της G ως τοµή υποοµάδων της G, και
προφανώς S ⊆ 〈S〉. ΄Εστω K ∈ H (S) µια υποοµάδα της G η οποία περιέχει το S, δηλαδή S ⊆ K ≤ G. Τότε
προφανώς

⋂
S⊆H≤G H ⊆ K και άρα 〈S〉 ⊆ K , δηλαδή η υποοµάδα 〈S〉 είναι η µικρότερη υποοµάδα της G η

οποία περιέχει το S.
Θέτουµε

K = {
sn1

1 sn2
2 · · · snk

k ∈G | ni ∈Z και si ∈ S 1 ≤ i ≤ k
}

΄Εστω x ∈ K . Τότε το x είναι ένα στοιχείο της G της µορφής x = sn1
1 sn2

2 · · · snk
k , όπου ni ∈ Z, και si ∈ S,

1 ≤ i ≤ k. Επειδή τα στοιχεία si ανήκουν στο S, έπεται ότι τα στοιχεία s1, s2, · · · , sk ανήκουν στο 〈S〉, και
επειδή το σύνολο αυτό είναι υποοµάδα της G, έπεται ότι το στοιχείο x = sn1

1 sn2
2 · · · snk

k ανήκει στο 〈S〉, δηλαδή
K ⊆ 〈S〉. Αντίστροφα, αν x ∈ 〈S〉, τότε το x ανήκει σε κάθε υποοµάδα της G η οποία περιέχει το S. Εποµένως,
για να δείξουµε ότι το x ανήκει στο υποσύνολο K , αρκεί να δείξουµε ότι το K είναι υποοµάδα της G η οποία
περιέχει το S.

Πράγµατι, έστω s ∈ S. Τότε e = s0 ∈ K . Αν x, y ∈ K , τότε x = sn1
1 sn2

2 · · · snk
k και y = t m1

1 t m2
2 · · · sml

l , όπου
si , t j ∈ S, ni ,m j ∈ Z, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l . Θα έχουµε x · y = sn1

1 sn2
2 · · · snk

k t m1
1 t m2

2 · · · sml
l ∈ K . Τέλος x−1 =

(sn1
1 sn2

2 · · · snk
k )−1 = s−nk

k · · · s−n2
2 s−n1

1 ∈ K . ΄Αρα, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.5, το υποσύνολο K είναι µια
υποοµάδα της G η οποία περιέχει το S διότι ∀s ∈ S: s = s1 ∈ K . Εποµένως, σύµφωνα µε την παραπάνω
ανάλυση, ϑα έχουµε ότι, επειδή το x ανήκει σε κάθε υποοµάδα της G η οποία περιέχει το S και το υποσύνολο
K είναι µια υποοµάδα της G η οποία περιέχει το S, ϑα έχουµε x ∈ K και άρα 〈S〉 ⊆ K . Εποµένως 〈S〉 = K . ■

Μπορούµε να αποκτήσουµε µια απλούστερη περιγραφή της υποοµάδας 〈S〉 η οποία παράγεται από ένα
µη κενό υποσύνολο S ⊆G, ως εξής. Για ένα υποσύνολο S ⊆G, συµβολίζουµε µε S−1 το σύνολο

S−1 = {
s−1 ∈G | s ∈ S

}
Πόρισµα 2.4.34. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα, και S ⊆G είναι ένα µη-κενό υποσύνολο της G. Τότε :

〈S〉 =
{

x1 · x2 · · ·xn ∈G | xk ∈ S ∪S−1, 1 ≤ k ≤ n, n ∈N0

}
=

{
s±1

1 · s±1
2 · · · s±1

n ∈G | sk ∈ S, 1 ≤ k ≤ n, n ∈N0

}
Απόδειξη. Από την Πρόταση 2.4.33, έπεται άµεσα ότι το σύνολο H = {

x1 · x2 · · ·xn ∈ G | xk ∈ S ∪ S−1, 1 ≤
k ≤ n, n ∈ N0

}
περιέχεται στην 〈S〉, έτσι H ⊆ 〈S〉. Αντίστροφα, γνωρίζουµε ότι κάθε στοιχείο x ∈ 〈S〉 είναι

της µορφής x = sn1
1 sn2

2 · · · snm
m , όπου sk ∈ S και nk ∈ Z, 1 ≤ k ≤ m. Θεωρούµε το στοιχείο snk

k . Αν nk > 0,
τότε snk

k = sk · sk · · · sk (nk-παράγοντες), και αν nk < 0, τότε snk
k = s−1

k · s−1
k · · · s−1

k (−nk-παράγοντες). ΄Ετσι σε
κάθε περίπτωση το στοιχείο snk

k , 1 ≤ k ≤ n, ανήκει στο υποσύνολο H , και και άρα ϑα γράφεται στην µορφή
snk

k = x±1
k1 · x±1

k2 · · ·x±1
krk

, 1 ≤ k ≤ m, και εποµένως το ίδιο συµβαίνει και για το στοιχείο x = sn1
1 sn2

2 · · · snk
k = (x±1

11 ·
x±1

12 · · ·x±1
1r1

) · · · (x±1
m1 · x±1

m2 · · ·x±1
mrm

). ΄Αρα x ∈ H και εποµένως 〈S〉 ⊆ H . Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι 〈S〉 = H . ■

Ορισµός 2.4.35. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα, και S ⊆G είναι ένα τυχόν µη-κενό υποσύνολο της G.

1. Η υποοµάδα 〈S〉 της Πρότασης 2.4.33 καλείται η υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το
υποσύνολο S.

2. Το υποσύνολο S ⊆G καλείται σύνολο γεννητόρων της G, και τα στοιχεία s ∈ S καλούνται γεννήτορες
της G, αν G = 〈S〉.

3. Η οµάδα (G , ·) καλείται πεπερασµένα παραγόµενη, αν η G έχει ένα πεπερασµένο σύνολο γεννητόρων,
δηλαδή υπάρχει ένα πεπερασµένο υποσύνολο S ⊆G, έτσι ώστε : G = 〈S〉.

Εποµένως, αν H ,K ≤G είναι υποοµάδες µιας οµάδας (G , ·), τότε η µικρότερη δυνατή υποοµάδα της G η
οποία περιέχει την ένωση H ∪K είναι η υποοµάδα 〈H ∪K 〉 η οποία παράγεται από την ένωση των συνόλων
H και K . Γενικότερα, από το Πόρισµα 2.4.34 προκύπτει το ακόλουθο:
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Πόρισµα 2.4.36. ΄Εστω
{

Hi
}

i∈I µια οικογένεια υποοµάδων µιας οµάδας (G , ·). Τότε η οµάδα
〈⋃

i∈I Hi
〉
είναι

η µικρότερη υποοµάδα της G η οποία περιέχει κάθε υποοµάδα Hi , i ∈ I , και έχει την ακόλουθη περιγραφή:〈⋃
i∈I

Hi

〉
=

{
xi1 · xi2 · · ·xin ∈G | xik ∈ Hik , όπου ik ∈ I , 1 ≤ k ≤ n, n ∈N0

}

Παρατήρηση 2.4.37. ΄Οπως είδαµε, η υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το υποσύνολο S έχει την
ακόλουθη περιγραφή:

〈S〉 = {
sn1

1 sn2
2 · · · snk

k ∈ G | ni ∈Z και si ∈ S, 1 ≤ i ≤ k, k ≥ 1
}

Αν η οµάδα G είναι προσθετική, τότε :

〈S〉 = {
n1s1 +n2s2 +·· ·+nk sk ∈ G | ni ∈Z και si ∈ S, 1 ≤ i ≤ k, k ≥ 1

}
Παράδειγµα 2.4.38. 1. Κάθε οµάδα (G , ·) έχει τουλάχιστον ένα σύνολο γεννητόρων, το σύνολο G: 〈G〉 =

G. Πράγµατι κάθε στοιχείο a ∈G είναι της µορφής a = a1 ∈ 〈G〉.
2. Κάθε πεπερασµένη οµάδα (G , ·) είναι πεπερασµένα παραγόµενη, διότι µπορούµε να επιλέξουµε ως

σύνολο γεννητόρων το σύνολο G, το οποίο στην περίπτωσή µας είναι πεπερασµένο.

3. Κάθε κυκλική οµάδα είναι πεπερασµένα παραγόµενη, διότι έχει ένα σύνολο γεννητόρων το οποίο
αποτελείται από ένα στοιχείο (τον γεννήτορά της).

4. Υπάρχουν άπειρες οµάδες οι οποίες είναι πεπερασµένα παραγόµενες. Για παράδειγµα, η προσθετική
οµάδα (Z,+) είναι άπειρη, και είναι πεπερασµένα παραγόµενη ως κυκλική: Z= 〈1〉.

Παράδειγµα 2.4.39. Θεωρούµε την οµάδα Q = {± I2, ±I , ±J , ±K
} ≤GL(2,C) των τετρανίων του Hamilton.

΄Εστω S = {I , J }, T = {
J ,K

}
, R = {

K , I
}
. Τότε εύκολα ϐλέπουµε, µε χρήση της ανάλυσης του Παραδείγµατος

2.4.20, ότι : 〈S〉 =Q. Για παράδειγµα, αν S = {
I , J

}
, τότε I , I 2 =−I2, I 3 =−I = I−1, I 4 = I , J , J 2 =−I2, J 3 =−J =

J−1, J 4 = I ∈ 〈S〉 και παρόµοια I · J = K , I−1 · J =−I · J =−K ∈ 〈S〉. ΄Ετσι ϐλέπουµε ότι Q ⊆ 〈S〉, και άρα Q = 〈S〉.
Εποµένως τα σύνολα S = {I , J }, T = {

J ,K
}
, R = {

K , I
}
είναι σύνολα γεννητόρων της Q.

΄Εστω

T =
{(
ζ2n 0

0 ζ2n

)
,

(
0 −1
1 0

)}
⊆ SL2(C)

όπου n ≥ 1, και ζ2n είναι µια πρωταρχική 2n-οστή ϱίζα της µονάδας, π.χ. µπορούµε να πάρουµε ζ2n = e
πi
n .

Η υποοµάδα

Qn = 〈T 〉 =
{(
ζ2n 0

0 ζ2n

)
,

(
0 −1
1 0

)}
της SL2(C) η οποία παράγεται από το σύνολο T καλείται η n-οστή γενικευµένη οµάδα των τετρανίων του
Hamilton, και έχει την ιδιότητα ότι είναι µια µη αβελιανή οµάδα τάξης 4n, όπου n > 1, και κάθε αβελιανή
υποοµάδα της είναι κυκλική, ϐλέπε την ΄Ασκηση 2.10.30. Για n = 2, εύκολα ϐλέπουµε ότι Q2 =Q η οµάδα
των τετρανίων του Hamilton. Αν n = 1, τότε, επειδή ζ2 =−1, εύκολα ϐλέπουµε ότι η οµάδα Q1 είναι κυκλική
τάξης 4 και :

Q1 =
〈(

0 −1
1 0

)〉 p

Παρατήρηση 2.4.40. Γενικά µια οµάδα έχει πολλά σύνολα γεννητόρων. Συνήθως, όταν η οµάδα G είναι
πεπερασµένα παραγόµενη, τότε, για προφανείς λόγους, ενδιαφερόµαστε για ελάχιστα σύνολα γεννητό-
ϱων, δηλαδή συνόλων γεννητόρων S της G µε την ιδιότητα ότι κάθε γνήσιο υποσύνολο T ⊆ S παράγει µια
γνήσια υποοµάδα της G: 〈T 〉�G. Φυσικά η ύπαρξη και µοναδικότητα για ελάχιστα σύνολα γεννητόρων δεν
εξασφαλίζεται, µε την έννοια ότι µια οµάδα µπορεί να µην διαθέτει ελάχιστο σύνολο γεννητόρων, και επίσης
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µπορεί να διαθέτει πολλά διαφορετικά ελάχιστα σύνολα γεννητόρων. Σηµειώνουµε ότι πεπερασµένα σύνολα
γεννητόρων µε τον µικρότερο δυνατό πλήθος στοιχείων είναι ελάχιστα σύνολα γεννητόρων, αλλά το αντί-
στροφο δεν ισχύει. Στο επόµενο παράδειγµα ϑα δούµε δύο ελάχιστα σύνολα γεννητόρων της συµµετρικής
οµάδας S3. N

Παράδειγµα 2.4.41. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα S3 =
{
ι, µ1, µ2, µ3, ρ1, ρ2

}
, όπου:

ρ0 = ι=
(
1 2 3
1 2 3

)
, µ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, µ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, µ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

ρ1 =
(
1 2 3
2 3 1

)
, ρ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
Τότε :

S3 =
〈
µ2,µ3

〉= 〈
µ1,ρ1

〉
Πράγµατι, χρησιµοποιώντας τον πίνακα Cayley της S3, όπως στο Παράδειγµα 2.3.5, ϑα έχουµε:

µ2
2 =µ1 ·µ2 = ι, µ2 ·µ3 = ρ1, µ3 ·µ2 = ρ2, µ2 ·µ3 ·µ2 =µ2 ·ρ2 =µ1 =⇒ S3 =

〈
µ2,µ3

〉
µ2

1 =µ1 ·µ1 = ι, ρ2
1 = ρ1 ·ρ1 = ρ2, µ1 ·ρ1 =µ2, ρ1µ1 =µ3 =⇒ S3 =

〈
µ1,ρ1

〉
Από την άλλη πλευρά, η οµάδα S3 δεν είναι κυκλική. Πράγµατι, όπως προκύπτει από τον πίνακα Cayley
της S3, κανένα στοιχείο της δεν µπορεί να είναι γεννήτοράς της, διότι µ2

1 = µ2
2 = µ2

3 = ρ3
1 = ρ3

2 = ι. ΄Ετσι
δεν υπάρχει σύνολο γεννητόρων της S3 µε ένα στοιχείο, και εποµένως τα σύνολα

{
µ2,µ3

}
και

{
µ1,ρ1

}
είναι

ελάχιστα σύνολα γεννητόρων.
p

Παράδειγµα 2.4.42. ΄Εστω K ένα εκ των συνόλων Q, R, και C. Συµβολίζουµε µε Ei j τον πίνακα ο οποίος
έχει στην (i , j )-ϑέση την µονάδα και παντού αλλού µηδέν, 1 ≤ i , j ,≤ n. ΄Ενας τετραγωνικός πίνακας E µε
στοιχεία από το σύνολο K καλείται στοιχειώδης πίνακας, αν είναι της µορφής

E = In +aEi j , για κάποιο a ∈K, όπου 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Συµβολίζουµε µε E (n) το σύνολο όλων των στοιχειωδών n×n πινάκων µε στοιχεία από το K, και έστω D(n) το
σύνολο όλων των διαγωνίων n×n πινάκων µε µη µηδενικά διαγώνια στοιχεία. Αποδεικνύεται στην Γραµµική
΄Αλγεβρα ότι κάθε στοιχειώδης πίνακας είναι αντιστρέψιµος, και επιπλέον ένας τετραγωνικός πίνακας A είναι
αντιστρέψιµος αν και µόνο αν είναι γινόµενο πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών πινάκων και διαγώνιων
αντιστρέψιµων πινάκων. Εποµένως ϑα έχουµε ότι :

GL(n,K) = 〈
E (n)∪D(n)

〉
Παρόµοια για την ειδική γραµµική οµάδα SL(n,K) ≤GL(n,K), ϑα έχουµε:

SL(n,K) = 〈
E (n)

〉 p

΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Τότε το σύνολο Sub(G) = {
H ⊆ G | H ≤ G

}
όλων των υποοοµάδων της G είναι

ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο όταν εφοδιαστεί µε την σχέση έγκλεισης «⊆» ή ισοδύναµα µε την σχέση
υποοµάδας «≤». Παρατηρούµε ότι το µερικώς διατεταγµένο σύνολο (Sub(G),⊆) έχει ελάχιστο στοιχείο, την
τετριµµένη υποοµάδα {e}, και µέγιστο στοιχείο, την υποοµάδα G. Επιπλέον η παρακάτω Πρόταση δείχνει
ότι το µερικώς διατεταγµένο σύνολο (Sub(G),≤) είναι πλήρης σύνδεσµος, µε την έννοια του Ορισµού 1.1.4.

Πόρισµα 2.4.43. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Τότε το µερικώς διατεταγµένο σύνολο (Sub(G),≤) των υποοµάδων
της G είναι ένας πλήρης σύνδεσµος µε ελάχιστο στοιχείο την τετριµµένη υποοµάδα {e} και µέγιστο στοιχείο την
οµάδα G. Για κάθε µη κενό υποσύνολο H ⊆ Sub(G) υποοµάδων της G, έχουµε ότι :∨

H = 〈
H

〉
και

∧
H = ⋂

H∈H

H
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Απόδειξη. Η υποοµάδα 〈H 〉 η οποία παράγεται από το σύνολο
⋃

H∈H H υποοµάδων είναι µια υποοµάδα της
G η οποία περιέχει κάθε υποοµάδα H ∈H και είναι η µικρότερη υποοµάδα µε αυτή την ιδιότητα. Εποµένως
η υποοµάδα 〈H 〉 είναι το ελάχιστο άνω ϕράγµα του συνόλου υποοµάδων H , δηλαδή

∨
H = 〈

H
〉
. Από την

άλλη πλευρά, η τοµή
⋂

H∈H H όλων των υποοµάδων H ∈ H είναι προφανώς η µεγαλύτερη υποοµάδα της
G η οποία περιέχεται σε κάθε υποοµάδα H ∈ H . Εποµένως, η υποοµάδα

⋂
H∈H H είναι το µέγιστο κάτω

ϕράγµα του συνόλου υποοµάδων H , δηλαδή
∧

H =⋂
H∈H H . ■

2.5 Χαρακτηριστικές Υποοµάδες µιας Οµάδας

Κάθε οµάδα διαθέτει κάποιες χαρακτηριστικές υποοµάδες, η δοµή των οποίων µας επιτρέπει να εξάγου-
µε σηµαντικές πληροφορίες για την οµάδα. Στην παρούσα υποενότητα ϑα δούµε κάποιες από αυτές τις
χαρακτηριστικές υποοµάδες.

2.5.1 Κεντροποιητής, Κανονικοποιητής, και Κέντρο - Συζυγείς Υποοµάδες

Από τώρα και στο εξής, σταθεροποιούµε µια (πολλαπλασιαστική) οµάδα (G , ·), και ένα τυχόν µη κενό υπο-
σύνολο S ⊆G.

Λήµµα 2.5.1. Το υποσύνολο
CG (S) = {

x ∈G | x · s = s · x, ∀s ∈ S
}

είναι µια υποοµάδα της G.

Απόδειξη. Θα έχουµε e · s = s = s · e, ∀s ∈ S, και άρα e ∈ CG (S). Ιδιαίτερα CG (S) 6= ;. ΄Εστω x, y ∈ CG (S), και
άρα ϑα έχουµε x · s = s · x και y · s = s · y, ∀s ∈ S. Από την τελευταία σχέση έπεται ότι, για κάθε s ∈ S, ϑα
έχουµε: y−1 · y · s = y−1 · s · y και άρα s = y−1 · s · y. Τότε s · y−1 = y−1 · s · y · y−1 = y−1 · s, και ϑα έχουµε, ∀s ∈ S:

(x · y−1) · s = x · (y−1 · s) = x · (s · y−1) = (x · s) · y−1 = (s · x) · y−1 = s · (x · y−1) =⇒ x · y−1 ∈ CG (S)

Εποµένως από την Πρόταση 2.4.5 έπεται ότι το υποσύνολο CG (S) είναι µια υποοµάδα της G. ■

΄Αµεση συνέπεια του Λήµµατος 2.5.1 είναι το ακόλουθο Πόρισµα.

Πόρισµα 2.5.2. Αν (G , ·) είναι µια οµάδα, τότε το υποσύνολο

Z(G) = {
x ∈G | x ·a = a · x

}
είναι µια αβελιανή υποοµάδα της G. Επιπρόσθετα η οµάδα G είναι αβελιανή αν και µόνο αν G =Z(G).

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι :
Z(G) =CG (G)

και άρα, από το Λήµµα 2.5.1, το υποσύνολο το υποσύνολο Z(G) είναι µια υποοµάδα της G. Προφανώς, αν
x, y ∈Z(G), τότε x · y = y · x, και εποµένως η οµάδα Z(G) είναι αβελιανή. ΄Ετσι, αν G =Z(G), τότε η οµάδα G
είναι αβελιανή. Αντίστροφα, αν η G είναι αβελιανή και x ∈G, τότε για κάθε στοιχείο a ∈G έχουµε: x ·a = a ·x,
και εποµένως x ∈Z(G). ∆ηλαδή G =Z(G). ■

Αν το υποσύνολο S ⊆ G είναι µονοσύνολο: S = {s}, τότε για την υποοµάδα CG (S) ϑα γράφουµε CG (s).
Παρατηρούµε τότε ότι γενικά ϑα έχουµε:

CG (S) = ⋂
s∈S

CG (s) (2.13)

και αν S,T είναι υποσύνολα της G, τότε :

S ⊆ T =⇒ CG (T ) ≤ CG (S) και ιδιαίτερα ∀S ⊆G : Z(G) ≤ CG (S) (2.14)
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Ορισµός 2.5.3. Αν (G , ·) είναι µια οµάδα, και S ⊆G, τότε η υποοµάδα CG (S) καλείται ο κεντροποιητής του
συνόλου S στην οµάδα G.

Η υποοµάδα Z(G) καλείται το κέντρο της οµάδας G.

Με ϐάση τους παραπάνω ορισµούς, ο κεντροποιητής CG (S) ενός υποσυνόλου S ⊆G δίνει ένα µέτρο του
πόσο απέχει το υποσύνολο S από το να περιέχεται στο κέντρο της οµάδας G, και το κέντρο Z(G) της οµάδας
G δίνει ένα µέτρο του πόσο απέχει η οµάδα G από το να είναι αβελιανή.

Παράδειγµα 2.5.4. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα S3 και την µετάθεση µ3 =
(
1 2 3
2 1 3

)
. Από τον πίνακα

Cayley της S3 ϐλέπουµε άµεσα ότι CS3
(µ3) = {

ι,µ3
}
. Παρόµοια από τον πίνακα Cayley της S3, έπεται ότι για

την µετάθεση ρ1 =
(
1 2 3
2 3 1

)
, ϑα έχουµε: CS3

(ρ1) = {
ι,ρ1,ρ2

}
, ϐλέπε το Παράδειγµα 2.3.5.

΄Εστω S = {
µ3,ρ1

}
. Τότε από την σχέση (2.13), ϑα έχουµε

CS3
(S) =CS3

({µ3,ρ1}) =CS3
(µ3)

⋂
CS3

(ρ1) = {
ι,µ3

}⋂{
ι,ρ1,ρ2

}= {
ι
}

Εποµένως, µε χρήση της σχέσης (2.14), επειδή S = {
µ3,ρ1

}⊆ S3, ϑα έχουµε ότι Z(S3) ⊆CS3
(S) = {

ι
}
. ΄Αρα το

κέντρο της συµµετρικής οµάδας S3 είναι η τετριµµένη υτποοµάδα:

Z(S3) = {
ι
}

Αργότερα ϑα δούµε ότι το κέντρο κάθε συµµετρικής οµάδας είναι η τετριµµένη υποοµάδα.
p

Στη συνέχεια είναι αναγκαίο να εισαγάγουµε συµβολισµό ο οποίος αφορά την επέκταση της πράξης «·»
µεταξύ στοιχείων της οµάδας G σε πράξη µεταξύ τυχαίων υποσυνόλων της G.

Συµβολισµός 2.5.5. (Πράξεις µεταξύ Υποσυνόλων). ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα, και S,T δύο µη κενά υποσύνολα
της G. Τότε ϑα συµβολίζουµε :

S ·T = {
s · t ∈G | s ∈ S και t ∈ T

}
Ιδιαίτερα, αν S = {s} ή T = {t }, ϑα γράφουµε:

sT = {s} ·T = {
s · t ∈G | t ∈ T

}
ή αντίστοιχα S · t = S · {t } = {

s · t ∈G | s ∈ S
}

Επίσης ϑα συµβολίζουµε :
S−1 = {

s−1 ∈G | s ∈ S
}

΄Ετσι, για παράδειγµα, αν x, y είναι στοιχεία της G, τότε :

xSy−1 = {
x · s · y−1 ∈G | s ∈ S

}
Γενικότερα, αν S1, S2, · · · , Sn είναι µη κενά υποσύνολα της οµάδας G, τότε :

S1 ·S2 · · ·Sn = {
s1 · s2 · · · sn ∈G | si ∈ Si , 1 ≤ i ≤ n

}
Αν για την πράξη της οµάδας G χρησιµοποιούµε προσθετικό συµβολισµό «+», τότε οι παραπάνω συµβο-

λισµοί παίρνουν την ακόλουθη µορφή, όπου T,S1, · · · ,Sn ⊆G, και s ∈G:

s +T = {
s + t ∈G | t ∈G

}
, T + s = {

t + s ∈G |t ∈G
}
, −T = {− t ∈G | t ∈ T

}
S1 +S2 +·· ·+Sn = {

s1 + s2 +·· ·+ sn ∈G | si ∈ Si , 1 ≤ i ≤ n
}
N

Με ϐάση τους παραπάνω συµβολισµούς, έχουµε την πρακάτω ϐοηθητική Πρόταση η οποία περιγράφει
ϐασικές ιδιότητες της πράξεων

· : P (G)∗×P (G)∗ −→ P (G)∗, (S,T ) 7−→ S ·T · : P (G)∗ −→ P (G)∗, S 7−→ S−1

όπως ορίστηκαν παραπάνω, όπου P (G)∗ = P (G) \ {;} είναι το σύνολο όλων των µη κενών υποσυνόλων της
οµάδας G.
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Λήµµα 2.5.6. ΄Εστω S,T,R µη κενά υποσύνολα µιας οµάδας (G .·). Τότε ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις :

S · (T ·R) = (S ·T ) ·R, (S ·T )−1 = T −1 ·S−1, S ·{e
}= S = {

e
} ·S

Απόδειξη. Θα έχουµε:

S · (T ·R) = {
s · (t · r ) ∈G | s ∈ S, t ∈ T, r ∈ R

}= {
(s · t ) · r ∈G | s ∈ S, t ∈ T, r ∈ R

}= (S ·T ) ·R

Επίσης
(S ·T )−1 = {

(s · t )−1 ∈G | s ∈ S, t ∈ T
}= {

t−1 · s−1 ∈G | s ∈ S, t ∈ T
}= T −1 ·S−1

Τέλος
S ·{e

}= {
s ·e ∈G s ∈ S

}= {
s ∈G | s ∈G

}= S = {
s ∈G | s ∈G

}= {
e · s ∈G s ∈ S

}= {
e
} ·S ■

Παρατήρηση 2.5.7. ΄Εστω S,T ⊆G δύο µη-κενά υποσύνολα µιας οµάδας (G , ·).
1. Για κάθε στοιχείο z ∈G, έχουµε:

S = z−1Tz ⇐⇒ zSz−1 = T

Πράγµατι, ϑα έχουµε: zSz−1 = T =⇒ z−1zSz−1 = z−1T =⇒ Sz−1 = eSz−1 = z−1T =⇒ Sz−1 ·z = z−1Tz
=⇒ S = Se = z−1Tz. Παρόµοια ϐλέπουµε ότι S = z−1Tz =⇒ zSz−1 = T . ΄Αρα S = z−1Tz ⇐⇒ zSz−1 = T .

2. Ισχύουν οι εξής σχέσεις :

∃x ∈G : xSx−1 = T ⇐⇒ ∃x ∈G : x−1T x = S ⇐⇒ ∃x ∈G : x−1Sx = T ⇐⇒ ∃x ∈G : xT x−1 = S

Από το µέρος 1., ϑα έχουµε ότι ισχύει η πρώτη και η τρίτη ισοδυναµία. Για την δεύτερη ισοδυναµία,
έστω x ∈ G έτσι ώστε : x−1T x = S. Τότε, όπως στο µέρος 1., ϑα έχουµε: T = xSx−1 = (x−1)−1Sx−1,
δηλαδή υπάρχει στοιχείο y ∈G, στοιχείο y = x−1, έτσι ώστε : ySy−1 = T . Παρόµοια, αν υπάρχει x ∈G
έτσι ώστε xSx−1 = T , τότε υπάρχει στοιχείο y ∈G, το στοιχείο y = x−1, έτσι ώστε : y−1SyT . ΄Ετσι δείξαµε
ότι ισχύει και η δεύτερη ισοδυναµία. N

Πρόταση 2.5.8. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα.

1. Για κάθε στοιχείο x ∈G και για κάθε µη-κενό υποσύνολο S ⊆G, το υποσύνολο

NG (S) = {
x ∈G | xSx−1 = S

}= {
x ∈G | x−1Sx = S

}
είναι µια υποοµάδα της G.

2. Για κάθε στοιχείο x ∈G και για κάθε υποοµάδα H ≤G, τα υποσύνολα

xH x−1 = {
x ·h ·h−1 ∈G | h ∈ H

}
και x−1H x = {

x−1 ·h · x ∈G | h ∈ H
}

είναι υποοµάδες της G και
|xH x−1| = |H | = |x−1H x|

Απόδειξη. 1. Παρατηρούµε ότι eSe−1 = eSe = S και εποµένως e ∈NG (S). Ιδιαίτερα NG (S) 6= ;.
΄Εστω x, y ∈NG (S). Τότε ϑα έχουµε: xSx−1 = S και ySy−1 = S. Λαµβάνοντας υπόψη το Λήµµα 2.5.6 και

την Παρατήρηση 2.5.7, ϑα έχουµε:

(x · y−1)S(x · y−1)−1 = (x · y−1)S((y−1)−1 · x−1) = (x y−1)S(y · x−1) = x(y−1Sy)x−1 = xSx−1 = S

΄Αρα x ·y−1 ∈NG (S), και εποµένως από την Πρόταση 2.4.5 έπεται ότι το υποσύνολο NG (S) είναι µια υποοµάδα
της G.
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2. Παρατηρούµε ότι, επειδή το υποσύνολο H είναι υποοµάδα της G, ϑα έχουµε e ∈ H και άρα e =
x · x−1 = x · e · x−1 ∈ xH x−1. Ιδιαίτερα xH x−1 6= ;. ΄Εστω a,b ∈ xH x−1. Τότε a = xh1x−1 και b = xh2x−1, για
κάποια στοιχεία h1,h2 ∈ H . Τότε, επειδή το υποσύνολο H είναι υποοµάδα της G, ϑα έχουµε ότι h1 ·h−1

2 ∈ H
και εποµένως :

a ·b−1 = (x ·h1 · x−1) · (x ·h2 · x−1)−1 = (x ·h1 · x−1) · ((x−1)−1 ·h−1
2 · x−1) = (x ·h1 · x−1) · (x ·h−1

2 · x−1) =

= x ·h1 · x−1 · x ·h−1
2 · x−1 = x ·h1 ·e ·h−1

2 · x−1 = x · (h1 ·h−1
2 ) · x−1 ∈ xH x−1

Εποµένως από την Πρόταση 2.4.5 έπεται ότι το υποσύνολο xH x−1 είναι µια υποοµάδα της G.
Θεωρούµε την απεικόνιση

f : H −→ xH x−1, f (h) = x ·h · x−1

Η απεικόνιση είναι προφανώς «επί», και επιπλέον η f είναι «1-1», διότι, χρησιµοποιώντας τον Νόµο ∆ιαγρα-
ϕής σε οµάδες, ϑα έχουµε:

f (h1) = f (h2) =⇒ x ·h1 · x−1 = x ·h2 · x−1 =⇒ h1 = h2

Εποµένως η f είναι «1-1» και «επί», και άρα: |xH x−1| = |H |, επειδή x−1H x = x−1H(x−1)−1, ϑα έχουµε και
|x−1H x| = |H |. ■

Ορισµός 2.5.9. Αν (G , ·) είναι µια οµάδα, και S ⊆G, τότε η υποοµάδα NG (S) καλείται ο κανονικοποιητής
του συνόλου S στην οµάδα G.

∆ύο υποσύνολα S,T ⊆ G της G καλούνται συζυγή υποσύνολα, αν υπάρχει στοιχείο x ∈ G έτσι ώστε :
xSx−1 = T . Τότε συνήθως τα υποσύνολα S και T καλούνται x-συζυγή υποσύνολα.

Ιδιαίτερα δύο υποοµάδες H ,K ≤G καλούνται συζυγείς υποοµάδες, αν υπάρχει στοιχείο x ∈G έτσι ώστε :
xH x−1 = K . Τότε συνήθως οι υποοµάδες H και K καλούνται x-συζυγείς υποοµάδες.

Τέλος, δύο στοιχεία a,b ∈G καλούνται συζυγή στοιχεία αν τα υποσύνολα {a} και {b} είναι συζυγή, δηλαδή
αν υπάρχει στοιχείο x ∈G: x ·a · x−1 = b.

Από την Παρατήρηση 2.5.7 έπεται ότι δύο υποσύνολα, αντίστοιχα υποοµάδες, H ,K της G είναι συζυγή
υποσύνολα, αντίστοιχα συζυγείς υποοµάδες, αν υπάρχει στοιχείο x ∈G έτσι ώστε : xH x−1 = K αν και µόνο αν
υπάρχει στοιχείο x ∈G έτσι ώστε : x−1H x = K αν και µόνο αν υπάρχει στοιχείο x ∈G έτσι ώστε : x−1K x = H αν
και µόνο αν υπάρχει στοιχείο x ∈G έτσι ώστε : xK x−1 = H (το στοιχείο x δεν είναι απαραίτητο να είναι το ίδιο
σε όλες τις περιπτώσεις). Παρόµοια, τα στοιχεία a,b ∈G είναι συζυγή αν και µόνο αν υπάρχει στοιχείο x ∈G:
x · a · x−1 = b αν και µόνο αν υπάρχει στοιχείο x ∈ G: x−1 · a · x = b αν και µόνο αν υπάρχει στοιχείο x ∈ G:
a = x−1 ·b · x αν και µόνο αν υπάρχει στοιχείο x ∈G: a = x ·b · x−1 (πάλι το στοιχείο x δεν είναι απαραίτητο
να είναι το ίδιο σε όλες τις περιπτώσεις).

Από τα παραπάνω έπεται ότι, για κάθε στοιχείο x ∈ G και υποοµάδα H ≤ G, οι υποοµάδες xH x−1

και H (ισοδύναµα οι υποοµάδες x−1H x και H είναι συζυγείς, και καλούνται οι συζυγείς υποοµάδες της
υποοµάδας H ). ΄Οπως ϑα δούµε και αργότερα, υποοµάδες οι οποίες συµπίπτουν µε κάθε συζυγή υποοµάδα
τους διαθέτουν σηµαντικές ιδιότητες.

Η ακόλουθη Πρόταση δείχνει ότι κάθε υποοµάδα µιας οµάδας η οποία περιέχεται στο κέντρο της συµπί-
πτει µε κάθε συζυγή υποοµάδα της.

Πόρισµα 2.5.10. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και H ≤G µια υποοµάδα της G έτσι ώστε : H ⊆Z(G). Τότε :

∀x ∈G : xH x−1 = H

δηλαδή η H συµπίπτει µε κάθε συζυγή υποοµάδα της.

Απόδειξη. ΄Εστω a ∈ xH x−1. Τότε a = x ·h · x−1, για κάποιο στοιχείο h ∈ H . Επειδή το στοιχείο h ∈ H ⊆Z(G),
ϑα έχουµε x ·h = h ·x, και άρα a = x ·h ·x−1 = h ·x ·h−1 = h ∈ H . Εποµένως xH x−1 ⊆ H . Αντίστροφα, αν h ∈ H ,
τότε, επειδή το στοιχείο h ανήκει στο κέντρο της G, ϑα έχουµε: h = h ·e = h · x · x−1 = x ·h · x−1 ∈ xH x−1, και
άρα H ⊆ xH x−1. Εποµένως ϑα έχουµε: H = xH x−1. ■
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2.5.2 Η Μεταθέτρια Υποοµάδα

΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Αν a,b ∈G είναι στοιχεία της G, τότε το στοιχείο

[a,b] = a ·b ·a−1 ·b−1

καλείται ο µεταθέτης των στοιχείων a,b, και δίνει ένα µέτρο για το πόσο απέχουν τα στοιχεία a,b από το να
µετατίθενται :

[a,b] = e ⇐⇒ a ·b ·a−1 ·b−1 = e ⇐⇒ a ·b ·a−1 = e ·b = b ⇐⇒ a ·b = b ·a

Για την µελέτη µεταθετών στοιχείων µιας οµάδας, ϑεωρούµε το σύνολο M = {
[a,b] ∈ G | a,b ∈ G

}
όλων

των µεταθετών της οµάδας G. Το σύνολο M περιέχει το ουδέτερο στοιχείο e της G διότι προφανώς e = [e,e],
και επίσης περιέχει το αντίστροφο κάθε στοιχείου του M όπως δείχνει η ακόλουθη σχέση:

∀a,b ∈G : [a,b]−1 = (a ·b ·a−1 ·b−1)−1 = (b−1)−1 · (a−1)−1 ·b−1 ·a−1 = b ·a ·b1 ·a−1 = [b, a] (2.15)

∆υστυχώς όµως το παραπάνω σύνολο δεν αποτελεί υποοµάδα της G, και ο λόγος είναι ότι το γινόµενο δύο
µεταθετών δεν είναι απαραίτητα µεταθέτης, δηλαδή το παραπάνω σύνολο δεν είναι γενικά κλειστό στην
πράξη της οµάδας.13 ΄Ετσι οδηγούµαστε ϕυσιολογικά στην ϑεώρηση της µικρότερης υποοµάδας της G η
οποία περιέχει το υποσύνολο M , δηλαδή όλους τους µεταθέτες της G.

Ορισµός 2.5.11. Αν (G , ·) είναι µια οµάδα, τότε η µεταθέτρια υποοµάδα της G ορίζεται να είναι η υποοµάδα
[G ,G] η οποία παράγεται από το σύνολο όλων των µεταθετών της G:

[G ,G] =
〈{

[a,b] ∈G | a,b ∈G
}〉

Η µεταθέτρια υποοµάδα [G ,G] της G συµβολίζεται επίσης και ως G ′.
Επειδή από τη σχέση (2.15) το αντίστροφο ενός µεταθέτη είναι µεταθέτης, από την Πρόταση 2.4.33 έπεται

ότι η µεταθέτρια υποοµάδα της G έχει την ακόλουθη περιγραφή:

[G ,G] =
{

[a1,b1] · [a2,b2] · · · [an ,bn] ∈ G | ak ,bk ∈G , 1 ≤ k ≤ n, n ∈N
}

Προφανώς: [G ,G] = {
e
}
αν και µόνο αν η οµάδα G είναι αβελιανή.

Από όλες τις οµάδες τις οποίες γνωρίζουµε µέχρι τώρα, η οµάδα µε την µικρότερη δυνατή τάξη η οποία
δεν είναι αβελιανή είναι η συµµετρική οµάδα S3. Στο επόµενο παράδειγµα ϑα υπολογίσουµε την µεταθέτρια
υποοµάδα της.

Παράδειγµα 2.5.12. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα S3 =
{
ι,µ1,µ2,µ3,ρ1,ρ2

}
. Τότε :

[S3,S3] = {
ι, ρ1, ρ2

}= 〈ρ1〉

Πράγµατι, προφανώς ι ∈ [S3,S3]. Χρησιµοποιώντας τον πίνακα Cayley της S3, ϐλέπε το Παράδειγµα 2.3.5,
ϑα έχουµε

[µ1,µ2] =µ1·µ2·µ−1
1 ·µ−1

2 =µ1·µ2·µ1·µ2 = ρ1·ρ1 = ρ2 και [µ2,µ1] =µ2·µ1·µ−1
2 ·µ−1

1 =µ2·µ1·µ2·µ1 = ρ2·ρ2 = ρ1

Εποµένως 〈ρ1〉 =
{
ι,ρ1,ρ2

} ⊆ [S3,S3]. Ελέγχοντας, µε χρήση του πίνακα Cayley, όλους τους δυνατούς
συνδυασµούς µεταθετών στοιχείων της S3, ϐλέπουµε ότι [x, y] ∈ {

ι,ρ1,ρ2
}
, για κάθε x, y ∈ S3, και άρα επειδή

το υποσύνολο
{
ι,ρ1,ρ2

}
είναι υποοµάδα της S3, έπεται ότι πεπερασµένα γινόµενα στοιχείων της µορφής [x, y],

δηλαδή τυπικά στοιχεία της µεταθέτριας υποοµάδας [S3,S3], ανήκουν στην υποοµάδα
{
ι,ρ1,ρ2

}
. Εποµένως

[S3,S3] = {
ι,ρ1,ρ2

}
.

p

13Παραδείγµατα οµάδων G στις οποίες γινόµενο µεταθετών δεν είναι απαραίτητα µεταθέτης δεν είναι εύκολο να ϐρεθούν. Αποδεικνύ-
εται ότι η τάξη της µικρότερης πεπερασµένης οµάδας στην οποία γινόµενο µεταθετών δεν είναι απαραίτητα µεταθέτης είναι 96. Επίσης
αποδεικνύεται, σχετικά ευκολότερα, ότι στην ειδική γραµµική οµάδα SL(2,R), γινόµενο µεταθετών δεν είναι απαραίτητα µεταθέτης.
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Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα, καταγράφοντας µια σηµαντική ιδιότητα της µεταθέτριας υποοµά-
δας, η οποία ϑα µας είναι χρήσιµη στη συνέχεια.

Πρόταση 2.5.13. Η µεταθέτρια υποοµάδα [G ,G] της G συµπίπτει µε κάθε συζυγή της υποοµάδα:

∀x ∈G : x[G ,G]x−1 = [G ,G]

Απόδειξη. Θεωρούµε έναν µεταθέτη [a,b] της G. Τότε για κάθε στοιχείο x ∈G, ϑα έχουµε:

x ·[a,b] ·x−1 = x ·a ·b ·a−1 ·b−1 ·x−1 = x ·a ·e ·b ·e ·a−1 ·e ·b−1 ·x−1 = x ·a ·x−1 ·x ·b ·x−1 ·x ·a−1 ·x−1 ·x ·b−1 ·x−1 =

= (x·a·x−1)·(x·b·x−1)·(x·a−1·x−1)·(x·b−1·x−1) = (x·a·x−1)·(x·b·x−1)·(x·a·x−1)−1·(x·b·x−1)−1 = [x·a·x−1, x·b·x−1]

Εποµένως το συζυγές στοιχείο ενός µεταθέτη είναι µεταθέτης των συζυγών στοιχείων :

∀x, a,b ∈G : x · [a,b] · x−1 = [x ·a · x−1, x ·b · x−1] (2.16)

΄Εστω A = [a1,b1] · [a2,b2] · · · [an ,bn] ένα τυπικό στοιχείο της µεταθέτριας υποοµάδας [G ,G]. Τότε, χρησιµο-
ποιώντας την παραπάνω σχέση (2.16), ϑα έχουµε:

x · A · x−1 = x · [a1,b1] · [a2,b2] · · · [an ,bn] · x−1 = x · [a1,b1] ·e · [a2,b2] ·e · · ·e · [an ,bn] · x−1 =

= x · [a1,b1] · x−1 · x · [a2,b2] · x−1 · x · · ·x · [an ,bn] · x−1 = (x · [a1,b1] · x−1) · (x · [a2,b2] · x−1) · · · (x · [an ,bn] · x−1) =
= [x ·a1 · x−1, x ·b1 · x−1] · [x ·a2 · x−1, x ·b2 · x−1] · · · [x ·an · x−1, x ·bn · x−1] ∈ [G ,G]

Εποµένως δείξαµε ότι x[G ,G]x−1 ⊆ [G ,G], ∀x ∈G. Αντίστροφα, έστω [a,b] ένας µεταθέτης της G. Αναζητούµε
στοιχείο y ∈ [G ,G] έτσι ώστε [a,b] = x · y ·x−1. Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία σχέση από τα αριστερά µε το
x−1 και από τα δεξιά µε το x, ϑα έχουµε y = x−1 ·[a,b] ·x, από όπου µε χρήση της σχέσης (2.16), ϑα έχουµε:
y = [x−1 ·a · x, x−1 ·b · x] ∈ [G ,G]. Εποµένως κάθε µεταθέτης [a,b] της G ανήκει στην υποοµάδα x[G ,G]x−1:

∀a,b ∈G : [a,b] = x · [x−1 ·a · x, a−1 ·b · x] ∈ [G ,G]

Επειδή κάθε στοιχείο της µεταθέτριας οµάδας είναι πεπερασµένο γινόµενο στοιχείων της µορφής [a,b] τα
οποία, όπως είδαµε, ανήκουν στο υποσύνολο x[G ,G]x−1, και επειδή από την Πρόταση 2.5.8, για κάθε
x ∈ G, το σύνολο x · [G ,G]x−1 είναι υποµάδα της G, έπεται κάθε στοιχείο της [G ,G] ανήκει στην υποοµάδα
x[G ,G]x−1, δηλαδή [G ,G] ⊆ x[G ,G]x−1. Εποµένως δείξαµε ότι [G ,G] = x[G ,G]x−1. ■

2.6 Κανονικές Υποοµάδες

΄Οπως είδαµε στο Πόρισµα 2.5.10 και στην Πρόταση 2.5.13, κάθε υποοµάδα µιας οµάδας η οποία περιέχεται
στο κέντρο της οµάδας, καθώς και η µεταθέτρια υποοµάδα µιας οµάδας, ικανοποιούν την ιδιότητα ότι
συµπίπτει µε κάθε συζυγή υποοµάδα της. Με ϐάση αυτή την παρατήρηση προκύπτει ο ακόλουθος ορισµός
ο οποίος ταξινοµεί µια σηµαντική κλάση υποοµάδων µιας οµάδας.

Ορισµός 2.6.1. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Μια υποοµάδα H ≤G της G καλείται κανονική,14 αν η H συµπίπτει
µε κάθε συζυγή υποοµάδα της, δηλαδή:

∀x ∈G : xH x−1 = H

Αν η H είναι κανονική υποοµάδα της G, ϑα γράφουµε :

H EG

14Ο όρος «κανονική» υποοµάδα συναντάται στην ϐιβλιογραφία και ως : «ορθόθετη υποοµάδα» ή «αναλλοίωτη υποοµάδα», ή «κανονικός
διαιρέτης».
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Σκοπός της παρούσας υποενότητας είναι να παρουσιάσουµε ϐασικές ιδιότητες και χαρακτηρισµούς κα-
νονικών υποοµάδων. Σε µεταγενέστερη ενότητα ϑα αναπτύξουµε αναλυτικότερα τη ϑεωρία και τις εφαρµογές
κανονικών υποοµάδων.

Πρόταση 2.6.2. Αν (G , ·) είναι µια οµάδα και H ≤G µια υποοµάδα της G, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η υποοµάδα H είναι κανονική.

2. NG (H) =G.

3. ∀x ∈G: xH x−1 ⊆ H .

4. ∀x ∈G, ∀h ∈ H : x ·h · x−1 ∈ H .

Απόδειξη. 1. =⇒ 2. Αν η υποοµάδα H είναι κανονική, τότε εξ ορισµού ϑα έχουµε ότι ∀x ∈G: xH x−1 = H .
Αυτή η σχέση σηµαίνει ότι κάθε στοιχείο x της οµάδας G ανήκει στον κανονικοποιητή της H στην G, και
εποµένως : G =NG (H).

2. =⇒ 3. Αν G =NG (H), τότε ∀x ∈G: xH x−1 = H , και προφανώς ϑα έχουµε, ∀x ∈G: xH x−1 ⊆ H .
3. =⇒ 4. Αν ∀x ∈G: xH x−1 ⊆ H , τότε προφανώς ∀x ∈G, ∀h ∈ H : x ·h · x−1 ∈ H .
4. =⇒ 1. Υποθέτουµε ότι ∀x ∈G, ∀h ∈ H : x ·h · x−1 ∈ H . Τότε προφανώς ϑα έχουµε ∀x ∈G: xH x−1 ⊆ H ,

και µένει να δείξουµε ότι H ⊆ xH x−1. ΄Εστω h ∈ H και x ∈ G. Θεωρούµε το στοιχείο h′ = x−1 ·h · x =
x−1 ·h · (x−1)−1 το οποίο από την υπόθεση ανήκει στην υποοµάδα H . Τότε ϑα έχουµε:

h′ = x−1 ·h · x =⇒ h = x ·h′ · x−1 ∈ xH x−1

και άρα H ⊆ xH x−1. Εποµένως xH x−1 = H , ∀x ∈G, δηλαδή η H είναι κανονική υποοµάδα της G. ■

Παρατήρηση 2.6.3. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και H ≤G µια υποοµάδα της G. Τότε, για κάθε στοιχείο x ∈ H ,
ισχύει ότι : xH x−1 = H . Πράγµατι, έστω a ∈ xH x−1, δηλαδή a = x ·h · x−1, για κάποιο στοιχείο h ∈ H . Τότε,
επειδή τα στοιχεία x,h,h−1 ανήκουν στην υποοµάδα H , έπεται ότι a = x ·h · x−1 ∈ H και άρα xH x−1 ⊆ H .
Αντίστροφα, αν h ∈ H , ϑεωρούµε το στοιχείο h′ = x−1 · h · x, το οποίο ανήκει στην H , διότι τα στοιχεία
x−1,h, x ∈ H . Τότε x ·h′ · x−1 ∈ xH x−1 και x · (x−1 ·h · x) · x−1 = (x · x−1) ·h · (x · x−1) = e ·h · e = h. Εποµένως
h ∈ xH x−1 και άρα H ⊆ xH x−1. Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι : xH x−1 = H , ∀x ∈ H .

΄Αρα, για να δείξουµε ότι µια υποοµάδα H ≤ G είναι κανονική, αρκεί να δείξουµε οτι : xH x−1 = H ,
∀x ∈G \ H ή λαµβάνοντας υπόψη την Πρόταση 2.6.2, αρκεί να δείξουµε ότι : xH x−1 ⊆ H , ∀x ∈G \ H N

Παράδειγµα 2.6.4. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Προφανώς η τετριµµένη υποοµάδα {e}, καθώς και η ίδια η
οµάδα G είναι κανονικές υποοµάδες της G. Επιπλέον :

1. Αν H ≤G είναι µια υποοµάδα της G µε την ιδιότητα H ⊆Z(G), τότε η H είναι κανονική. Ιδιαίτερα:

(αʹ) Αν η G είναι αβελιανή, τότε κάθε υποοµάδα της είναι κανονική.

(ϐʹ) Το κέντρο Z(G) της G είναι µια κανονική υποοµάδα της G.

2. Η µεταθέτρια υποοµάδα [G ,G] της G είναι κανονική.

3. Αν H ≤G είναι µια υποοµάδα της πεπερασµένης οµάδας G και η H είναι η µοναδική υποοµάδα της
G µε τάξη |H |, τότε η H είναι κανονική.

Πράγµατι, το µέρος 1. προκύπτει από το Πόρισµα 2.5.10, και το µέρος 2. προκύπτει από την Πρόταση
2.5.13. Για το µέρος 3., από την Πρόταση 2.5.8 γνωρίζουµε ότι, για κάθε στοιχείο x ∈G, και κάθε υποοοµάδα
H ≤ G, το υποσύνολο xH x−1 είναι µια υποοµάδα της G και |xH x−1| = |H |. Εποµένως, αν υπάρχει µόνο
µια υποοµάδα της G µε τάξη |H |, τότε λόγω µοναδικότητας ϑα έχουµε xH x−1 = H , ∀x ∈ G. ∆ηλαδή το
υποσύνολο H είναι κανονική υποοµάδα της G.

p



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΟΜΑ∆ΕΣ: ΒΑΣΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ, ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ, ΚΑΙ ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ 147

Παράδειγµα 2.6.5. Από το Παράδειγµα 2.6.4 έπεται ότι κάθε υποοµάδα H µιας οµάδας G η οποία περιέ-
χεται στο κέντρο Z(G) της G είναι κανονική. Θα δείξουµε ότι το αντίστροφο δεν ισχύει.

Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα S3 = {
ι,µ1,µ2,µ3,ρ1,ρ2

}
. ΄Εστω H = 〈ρ1〉 =

{
ι,ρ1,ρ2

}
η κυκλική υποο-

µάδα της S3 η οποία παράγεται από την µετάθεση ρ1. Θα δείξουµε ότι H E S3. Απο την Παρατήρηση 2.6.3,
αρκεί να δείξουµε ότι µi Hµ−1

i = H ή ισοδύναµα (επειδή µ2
i =µi ): µi Hµi = H , 1 ≤ i ≤ 3.

Χρησιµοποιώντας τον πίνακα Cayley της S3, όπως στο Παράδειγµα 2.3.5, ϑα έχουµε:

µ1 ·ρ1 ·µ1 = ρ2, µ1 ·ρ2 ·µ1 = ρ1, µ2 ·ρ1 ·µ2 = ρ2, µ2 ·ρ2 ·µ2 = ρ1, µ3 ·ρ1 ·µ3 = ρ2, µ3 ·ρ2 ·µ3 = ρ1

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι µi Hµi = H , 1 ≤ i ≤ 3, και εποµένως η υποοµάδα H είναι κανονική
υποοµάδα της S3.

Από το Παράδειγµα 2.5.4 έπεται ότι Z(S3) = {ι}. ΄Αρα H E S3 αλλά H *Z(S3).
p

Η ακόλουθη Πρόταση παρουσιάζει κάποιες ϐασικές ιδιότητες των κανονικών υποοµάδων.

Πρόταση 2.6.6. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Τότε :

1. Αν H ≤ G είναι µια υποοµάδα της G, τότε ο κανονικοποιητής NG (H) της H στην G είναι η µεγαλύτερη
υποοµάδα της G η οποία περιέχει την H ως κανονική υποοµάδα: H EK ≤G =⇒ K ≤NG (H).

2. Αν
{

Hi
}

i∈I είναι µια οικογένεια κανονικών υποοµάδων της G, τότε η τοµή
⋂

i∈I Hi είναι µια κανονική
υποοµάδα της G:

∀i ∈ I : Hi E G =⇒ ⋂
i∈I

Hi E G

3. ΄Εστω ότι H και K είναι δύο κανονικές υποοµάδες της G.

(αʹ) Ισχύει ότι HK = K H και το υποσύνολο HK = K H είναι µια κανονική υποοµάδα της G.

(ϐʹ) Η υποοµάδα H ∩K είναι κανονική υποοµάδα της H και της K .

Απόδειξη. 1. ΄Εστω H ≤G µια υποοµάδα της G. Θα δείξουµε ότι : H ENG (H), και αν K είναι µια υποοµάδα
της G µε την ιδιότητα H EK , τότε K ⊆NG (H).

Από την Πρόταση 2.5.8, έχουµε ότι το υποσύνολο NG (H) είναι υποοµάδα της G. Επιπλέον, από την
Παρατήρηση 2.6.3 προκύπτει ότι :

∀h ∈ H : hHh−1 = H

και εποµένως H ⊆ NG (H). ΄Εστω τώρα x ∈ NG (H). Τότε εξ ορισµού xH x−1 = H και εποµένως η H είναι
κανονική υποοµάδα της NG (H). Τέλος, έστω K µια υποοµάδα της G η οποία περιέχει την H ως κανονική
υποοµάδα. Τότε :

∀k ∈ K : kHk−1 = H =⇒ k ∈NG (H)

και εποµένως K ⊆NG (H).
2. ΄Εστω x ∈ G και h ∈ ⋂

i∈I Hi . Θα δείξουµε ότι x ·h · x−1 ∈ ⋂
i∈I Hi . Επειδή h ∈ Hi , ∀i ∈ I , και επειδή

κάθε υποοµάδα Hi είναι κανονική υποοµάδα της G, ϑα έχουµε:

∀i ∈ I : x ·h · x−1 ∈ Hi =⇒ x ·h · x−1 ∈ ⋂
i∈I

Hi

Εποµένως η τοµή υποοµάδων
⋂

i∈I Hi είναι µια κανονική υποοµάδα της G.
3. ΄Εστω ότι H και K είναι δύο κανονικές υποοµάδες της G.
(α΄) Παρατηρούµε ότι, επειδή η H είναι κανονική υποοµάδα της G, ϑα έχουµε xH x−1 = H , για κάθε

στοιχείο x ∈G και ιδιαίτερα:

∀k ∈ K : kHk−1 = H =⇒ kH = Hk =⇒ K H = {
k ·h ∈G | k ∈ K , h ∈ H

}= {
h ·k ∈G | h ∈ H , k ∈ K

}= HK

Προφανώς e ∈ HK διότι e ∈ H ∩K . ΄Εστω h1 · k1,h2 · k2 ∈ HK , όπου h1,h2 ∈ H και k1,k2 ∈ K . Τότε,
χρησιµοποιώντας ότι η K είναι υποοµάδα της G και ότι HK = K H , ϑα έχουµε:

(h1 ·k1) · (h2 ·k2)−1 = h1 ·k1 ·k−1
2 ·h−1

2 ∈ h1K h−1
2 ⊆ h1K H = h1HK = HK
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Εποµένως το υποσύνολο HK είναι µια υποοµάδα της G. Επιπλέον, επειδή οι υποοµάδες H και K είναι
κανονικές, ϑα έχουµε ∀x ∈G: g−1H g = H και g−1K g = K , και τότε µε χρήση του Λήµµατος 2.5.6 έπεται
ότι :

xHK x−1 = x(HeK )x−1 = x(H(x−1 · x)K )x−1 = (xH x−1)(xK x−1) = HK

και εποµένως η υποοµάδα HK είναι κανονική υποοµάδα της G.
(ϐ΄) ΄Εστω h ∈ H . Τότε για κάθε x ∈ H ∩K , το στοιχείο h · x ·h−1 ανήκει στην H διότι τα στοιχεία h, x,h−1

ανήκουν στην υποοµάδα H , και επίσης ανήκει και στην K διότι η K είναι κανονική υποοµάδα της G και
x ∈ K . ΄Αρα ∀h ∈ H : h(H ∩K )h−1 ⊆ H ∩K και τότε από την Πρόταση 2.6.2 έπεται ότι H ∩K E H . Ακριβώς
παρόµοια είναι η απόδειξη ότι η υποοµάδα H ∩K είναι κανονική υποοµάδα της K . ■

Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα µε µια σύντοµη αναφορά στην έννοια της απλής οµάδας. Μια
οµάδα G περιέχει πάντα ως κανονική υποοµάδα, την τετριµµένη υποοµάδα {e} και τη µη γνήσια υποοµάδα
G. Οµάδες οι οποίες δεν περιέχουν άλλες κανονικές υποοµάδες είναι πολύ σπουδαίες :

Ορισµός 2.6.7. Μια οµάδα G καλείται απλή, αν οι µόνες κανονικές υποοµάδες της G είναι οι {e} και G.

Υπάρχουν πολλοί λόγοι για τους οποίους η έννοια της απλής οµάδας είναι σηµαντική. Για παράδειγµα,
κάθε πεπερασµένη οµάδα διαθέτει µια συνθετική σειρά, δηλαδή µια ακολουθία υποοµάδων

{e} = H0 E H1 E H2 E · · · E Hn−1 E Hn =G

έτσι ώστε κάθε υποοµάδα Hi είναι κανονική υποοµάδα της Hi+1, 0 ≤ i ≤ n−1, και η οµάδα πηλίκο Hi+1/Hi ,
ϐλέπε το Κεφάλαιο 6 για την έννοια της οµάδας πηλίκο, είναι απλή. ΄Εποµένως η γνώση όλων των πεπερα-
σµένων απλών οµάδων συµβάλλει αποφασιστικά στη γνώση της δοµής όλων των πεπερασµένων οµάδων.

Προς αυτή την κατεύθυνση, το κεντρικό πρόβληµα της ϑεωρίας πεπερασµένων οµάδων τον προηγούµενο
αιώνα ήταν η ταξινόµηση των απλών πεπερασµένων οµάδων. ΄Ενα από τα µεγαλύτερα επιτεύγµατα των
Μαθηµατικών κατά τον προηγούµενο αιώνα ήταν η ταξινόµηση όλων των απλών πεπερασµένων οµάδων,
η οποία για να ολοκληρωθεί χρειάστηκαν περίπου 150 χρόνια ερευνητικών προσπαθειών πάνω από 100
µαθηµατικών.

Θεώρηµα 2.6.8. Κάθε πεπερασµένη απλή οµάδα είναι ισόµορφη µε µία από τις ακόλουθες απλές οµάδες :

1. Μια κυκλική οµάδα µε τάξη έναν πρώτο αριθµό.

2. Μια εναλλάσσουσα οµάδα An , όπου n ≥ 5.

3. Μια απλή οµάδα τύπου Lie.

4. Μια από τις 26 σποραδικές οµάδες.

Από τις παραπάνω απλές οµάδες, οι κυκλικές µε τάξη έναν πρώτο αριθµό είναι οι µόνες οι οποίες είναι
αβελιανές, ϐλέπε το Σχόλιο 3.4.12. Για τον ορισµό και τις ϐασικές ιδιότητες των εναλλασσουσών οµάδων
An , παραπέµπουµε στο Κεφάλαιο 5. Οι απλές οµάδες τύπου Lie, εµφανίζονται σε 16 οικογένειες οµάδων
(στις οποίες συµπεριλαµβάνονται οι κλασσικές οµάδες Lie υπεράνω πεπερασµένων σωµάτων). Η οµάδα µε
τη µεγαλύτερη τάξη από τις σποραδικές οµάδες είναι η οµάδα τέρας M µε τάξη

|M | = 808017424794512875886459904961710757005754368000000000 =
= 246 ·320 ·59 ·76 ·112 ·133 ·17 ·19 ·23 ·29 ·31 ·41 ·47 ·59 ·71 ≈ 8 ·1053

η ύπαρξη της οποίας προβλέφθηκε από τους Fischer και Griess στο διάστηµα 1973-1976, και η τελικά η
κατασκευή της πραγµατοποιήθηκε από τον Griess το 1982.

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος ταξινόµησης όλων των πεπερασµένων απλών οµάδων είναι διάσπαρτη σε
ερευνητικά περιοδικά και ϐιβλία και καλύπτει δεκάδες χιλιάδες σελίδων. Η προσπάθεια για την καταγραφή
µιας ολοκληρωµένης, και όσο γίνεται απλούστερης, απόδειξης συνεχίζεται µέχρι τις µέρες µας. Για περισσό-
τερες λεπτοµέρειες, ϐλέπε τον ιστότοπο https://en.wikipedia.org/wiki/Classification_of_
finite_simple_groups.

https://en.wikipedia.org/wiki/Classification_of_finite_simple_groups
https://en.wikipedia.org/wiki/Classification_of_finite_simple_groups
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2.7 Ευθέα Γινόµενα Οµάδων (Ι)

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε µια σηµαντική κατασκευή οµάδων η οποία από την µια πλευρά µας
επιτρέπει να αποκτήσουµε νέα παραδείγµατα οµάδων, και από την άλλη πλευρά, σε κάποιες περιπτώσεις,
µας επιτρέπει την διάσπαση µιας οµάδας σε απλούστερα κοµµάτια της.

2.7.1 Εξωτερικό Ευθύ Γινόµενο Οµάδων

Υποθέτουµε ότι τα Ϲεύγη (G1,?1), (G2,?2), · · · , (Gn ,?n) είναι οµάδες µε ουδέτερο στοιχείο ek αντίστοιχα,
όπου 1 ≤ k ≤ n. Η ακόλουθη Πρόταση ορίζει µια σηµαντική κατασκευή µιας νέας οµάδας.

Πρόταση 2.7.1. Με τους παραπάνω συµβολισµούς, το Ϲεύγος (G ,?) είναι οµάδα, όπου G =∏n
k=1 Gk , και

(x1, x2, · · · , xn)? (y1, y2, · · · , yn) = (
x1?1 y1, x2?2 y2, · · · , xn ?n yn

)
Επιπρόσθετα η οµάδα (

∏n
k=1 Gk ,?) είναι αβελιανή αν και µόνο αν η οµάδα (Gk ,?k ) είναι αβελιανή, 1 ≤ k ≤ n.

Απόδειξη. ΄Εστω x= (x1, x2, · · · , xn), y= (y1, y2, · · · , yn), και z= (z1, z2, · · · , zn) ∈G. Τότε, χρησιµοποιώντας την
προσεταιριστικότητα των πράξεων «?i » επί των συνόλων Gi , 1 ≤ i ≤ n, ϑα έχουµε:

x? (y?z) = (x1, x2, · · · , xn)?
(
(y1, y2, · · · , yn)? (z1, z2, · · · , zn)

)= (x1, x2, · · · , xn)?
(
y1?1 z1, y2?2 z2, · · · , yn ?n zn

)=
= (

x1?1 (y1?1 z1), x2?2 (y2?2 z2), · · · , xn?n (yn?n zn)
)= (

(x1?1 y1)?1 z1, (x2?2 y2)?2 z2, · · · , (xn?n yn)?n zn
)=

= (
x1?1 y1, x2?2 y2, · · · , xn ?n yn

)
? (z1, z2, · · · , zn) = (

(x1, x2, · · · , xn)? (y1, y2, · · · , yn
)
? (z1, z2, · · · , zn) = (x?y)?z

΄Αρα η πράξη «?» επί του G είναι προσεταιριστική. Θα δείξουµε ότι το στοιχείο

e= (e1, e2, · · · , en) ∈ G

όπου ei είναι το ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?i » επί του Gi , 1 ≤ i ≤ n, είναι το ουδέτερο στοιχείο για
την πράξη «?» επί του G. Πράγµατι, ∀x= (x1, x2, · · · , xn) ∈G:

x?e= (x1, x2, · · · , xn)? (e1,e2, · · · ,en) = (x1?1 e1, x2?2 e2, · · · , xn ?n en) = (x1, x2, · · · , xn) = x

e?x= (e1,e2, · · · ,en)? (x1, x2, · · · , xn) = (e1?1 x1, e2?2 x2, · · · , en ?n xn) = (x1, x2, · · · , xn) = x

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το e είναι το ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?» επί του G. Τέλος, ϑα
δείξουµε ότι κάθε στοιχείο x= (x1, x2, · · · , xn) ∈G είναι αντιστρέψιµο. ΄Εστω x−1

k το αντίστροφο του στοιχείου
xk στην οµάδα Gk , 1 ≤ k ≤ n, και ϑέτουµε x′ = (x1, x2, · · · , xn). Τότε ϑα έχουµε:

x?x′ = (x1, x2, · · · , xn)? (x−1
1 , x−1

2 , · · · , x−1
n ) = (x1?1 x−1

1 , x2?2 x−1
2 , · · · xn ?n x−1

n ) = (e1,e2, · · · ,en) = e

x′?x= (x−1
1 , x−1

2 , · · · , x−1
n )? (x1, x2, · · · , xn) = (x−1

1 ?1 x1, x−1
2 ?2 x2, · · · x−1

n ?n xn) = (e1,e2, · · · ,en) = e

΄Αρα το στοιχείο x= (x1, x2, · · · , xn) είναι αντιστρέψιµο και x−1 = (x−1
1 , x−1

2 , · · · , x−1
n ). Εποµένως το Ϲεύγος (G ,?)

είναι οµάδα.
΄Εστω ΄Εστω x= (x1, x2, · · · , xn) και y= (y1, y2, · · · , yn) δύο στοιχεία της G. Τότε :

x?y= (x1, x2, · · · , xn)?y= (y1, y2, · · · , yn) = (x1?1 y1, x2?2 y2, · · · , xn ?n yn)

y?x= (y1, y2, · · · , yn)?x= (x1, x2, · · · , xn) = (y1?1 x1, y2?2 x2, · · · , yn ?n xn)

Εποµένως :
x?y= y?x ⇐⇒ xk ?k yk = yk ?k xk , 1 ≤ k ≤ n

Αν κάθε οµάδα (Gk ,?k ) είναι αβελιανή, 1 ≤ k ≤ n, τότε οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι x? y = y? x,
∀x,y ∈ G, και άρα η οµάδα G είναι αβελιανή. Αντίστροφα, αν η G είναι αβελιανή, για κάθε k = 1,2, · · · ,n,
έστω a,b ∈ Gk δύο τυχόντα στοιχεία. Τότε ϑα έχουµε τα στοιχεία x = (e1, · · · ,ek−1, a,ek+1, · · · ,en) και y =
(e1, · · · ,ek−1,b,ek+1, · · · ,en), και άρα, επειδή x?y= y?x, από τις παραπάνω σχέσεις ϑα έχουµε: a?k b = b?k a.
Εποµένως ϑα έχουµε ότι οµάδα Gk είναι αβελιανή. ■
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Ορισµός 2.7.2. ΄Εστω
{
(Gk ,?k )

}n
k=1 µια πεπερασµένη οικογένεια οµάδων. Η οµάδα (G ,?), όπου G =∏n

k=1 Gk ,
της Πρότασης 2.7.1, καλείται η οµάδα (εξωτερικό) ευθύ γινόµενο των οµάδων (G1,?1), (G2,?2), · · · , (Gn ,?n),
και συµβολίζεται ως εξής :

n∏
k=1

Gk =G1 ×G2 ×·· ·×Gn

Παράδειγµα 2.7.3. Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (K,+), όπου K είναι ένα εκ των συνόλων Z, Q, R, C
το οποίο ϑεωρούµε εφοδιασµένο µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού. Τότε έχουµε τις
αβελιανές οµάδες (K,+) και (K?, ·). Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.7.1, τα καρτεσιανά γινόµενα Kn και (K∗)n

είναι εφοδιασµένα µε τις ακόλουθες πράξεις :

+ : Kn ×Kn −→Kn , (x1, x2, · · · , xn)+ (y1, y2, · · · , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn)

· : (K?)n × (K?)n −→ (K?)n , (x1, x2, · · · , xn) · (y1, y2, · · · , yn) = (x1 y1, x2 y2, · · · , xn yn)

και τα Ϲεύγη (Kn ,+) και ((K?)n , ·) είναι αβελιανές οµάδες.
p

Επισηµαίνουµε ότι ο ορισµός του ευθέος γινοµένου πεπερασµένου πλήθους οµάδων επεκτείνεται ακρι-
ϐώς µε τον ίδιο τρόπο και για άπειρο πλήθος οµάδων.

Αναλυτικότερα, έστω
{
(Gi ,?i )

}
i∈I µια οικογένεια οµάδων, όπου I είναι ένα, εν γένει άπειρο, σύνολο

δεικτών. Στο καρτεσιανό γινόµενο σύνολων∏
i∈I

Gi =
{
(xi )i∈I | xi ∈Gi

}
µε στοιχεία οικογένειες (xi )i∈I , ή απλούστερα (xi ), στοιχείων xi ∈ Gi υπεράνω του συνόλων δεικτών I , ορί-
Ϲουµε διµελή πράξη ως εξής :

? :
∏
i∈I

Gi ×
∏
i∈I

Gi −→ ∏
i∈I

Gi , (xi )i∈I ? (yi )i∈I = (xi ?i yi )i∈I

Τότε ισχύει η ακόλουθη Πρόταση, η απόδειξη της οποίας είναι παρόµοια µε την απόδειξη της Πρότασης
2.7.1 και αφήνεται ως ΄Ασκηση στον αναγνώστη.

Πρόταση 2.7.4. ΄Εστω
{
(Gi ,?i )

}
i∈I µια οικογένεια οµάδων. Τότε το Ϲεύγος (G ,?) όπου G =∏

i∈I Gi , και

(xi )i∈I ? (yi )i∈I = (xi ?i yi )i∈I

είναι οµάδα: η οµάδα (εξωτερικό) ευθύ γινόµενο της οικογένειας
{
(Gi ,?i )

}
i∈I . Το ουδέτερο στοιχείο της

οµάδας
∏

i∈I Gi είναι το στοιχείο (ei )i∈I , και το αντίστροφο του στοιχείου (xi )i∈I ∈ ∏
i∈I Gi είναι το στοιχείο

(x−1
i )i∈I . Τέλος, η οµάδα (

∏
i∈I Gi ,?) είναι αβελιανή αν και µόνο αν η οµάδα (Gi ,?i ) είναι αβελιανή, ∀i ∈ I .

Στη συνέχεια ϑα αναλύσουµε τη δοµή του ευθέος γινοµένου οµάδων, καθώς και των υποοµάδων τους. Σ΄
αυτό το σηµείο είναι απαραίτητο να εισαγάγουµε συµβολισµό ο οποίος ϑα απλοποιήσει την ανάλυσή µας.

Σύµβαση - Συµβολισµός 2.7.5. ΄Εστω (G1,?1), (G2,?2), · · · , (Gn ,?n) ένα πεπερασµένο πλήθος οµάδων, και
ϑεωρούµε την οµάδα εξωτερικό ευθύ γινόµενο (

∏n
k=1 Gk ,?). Από τώρα και στο εξής, αν δεν υπάρχει κίνδυνος

σύγχισης, ϑα συµβολίζουµε ενιαία τις εµπλεκόµενες πράξεις ((?k )), 1 ≤ k ≤ n, και «?», µε το ίδιο σύµβολο
«·», δηλαδή ϑα χρησιµοποιούµε τον πολλαπλασιαστικό συµβολισµό για όλες τις εµπλεκόµενες οµάδες. ΄Ετσι
ϑα ϑεωρούµε πεπερασµένο πλήθος οµάδων (G1, ·), (G2, ·), · · · , (Gn , ·), και η πράξη µε την οποία η οµάδα
ευθύ γινόµενο (G , ·) δοµείται σε οµάδα παίρνει την µορφή:

(x1, x2, · · · , xn) · (y1, y2, · · · , yn) = (
x1 · y1, x2 · y2, · · · , xn · yn

)
Αντίστοιχα, όταν οι εµπλεκόµενες οµάδες δίνονται µε προσθετικό συµβολισµό, τότε ϑα χρησιµοποιούµε

το ίδιο σύµβολο «+», και άρα η οµάδα εξωτερικό ευθύ γινόµενο των οµάδων (G1,+), (G2,+), · · · , (Gn ,+)
δοµείται σε οµάδα µε πράξη

(x1, x2, · · · , xn) + (y1, y2, · · · , yn) = (
x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn

)
Ο παραπάνω συµβολισµός επεκτείνεται και σε άπειρο πλήθος οµάδων. N
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Χάριν απλότητας, ϑα µελετήσουµε πρώτα την περίπτωση του ευθέος γινοµένου δύο οµάδων, και έπειτα
ϑα αναλύσουµε την γενική περίπτωση.

΄Εστω (G , ·) η οµάδα ευθύ γινόµενο δύο οµάδων (G1, ·) και (G2, ·):

G =G1 ×G2 =
{
(x1, x2) | x1 ∈G1, x2 ∈G2

}
Στην οµάδα G =G1 ×G2 ϑεωρούµε τα εξής υποσύνολα:

G̃1 =G1 × {e2} = {
(x1,e2) ∈G1 ×G2 | x1 ∈G1

}
και G̃2 = {e1}×G2 =

{
(e1, x2) ∈G1 ×G2 | x2 ∈G2

}
Πρόταση 2.7.6. Τα υποσύνολα G̃i ⊆G, i = 1,2, ικανοποιούν τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. Τα υποσύνολα G̃1 και G̃2, είναι κανονικές υποοµάδες της οµάδας G: G̃i EG, i = 1,2.

2. G̃1
⋂

G̃2 =
{
eG

}= {
(e1,e2)

}
.

3. G = G̃1 ·G̃2 = G̃2 ·G̃1.

4. G = 〈
G̃1

⋃
G̃2

〉
.

5. Κάθε στοιχείο a της οµάδας G γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γινόµενο :

(α) a = a1 ·a2, όπου ai ∈ G̃i , και (β) a = a′
2 ·a′

1, όπου a′
i ∈ G̃i

∆ηλαδή, αν επίσης έχουµε : a = b1 ·b2 = c2 · c1, όπου b1,c1 ∈ G̃1 και b2,c2 ∈ G̃2, τότε : b1 = a1 και b2 = a2,
και c1 = a′

1 και c2 = a′
2.

6. Η απεικόνιση
f : G =G1 ×G2 −→ G̃1 ×G̃2, f (x1, x2) = (

(x1,e2), (e1, x2)
)

είναι «1-1», «επί», και διατηρεί τις πράξεις των εµπλεκόµενων οµάδων.15

Απόδειξη. 1. Τα υποσύνολα G̃i , i = 1,2, περιέχουν προφανώς το ουδέτερο στοιχείο eG = (e1,e2) της G =
G1 ×G2, και άρα G̃i 6= ;, i = 1,2. ΄Εστω (x1,e2) και (y1,e2) δύο στοιχεία του υποσυνόλου G̃1. Τότε

(x1,e2) · (y1,e2)−1 = (x1,e2) · (y−1
1 ,e2) = (x1 · y−1

1 ,e2) ∈ G̃1

Εποµένως το υποσύνολο G̃1 είναι µια υποοµάδα της G, και παρόµοια το υποσύνολο G̃2 είναι µια υποοµάδα
της G.

΄Εστω (x1, x2) ένα τυχόν στοιχείο της οµάδας G =G1×G2 και έστω (x,e2) ένα τυχόν στοιχείο της υποοµάδας
G̃1. Τότε, επειδή τα στοιχεία x, x1 ανήκουν στην οµάδα G1, ϑα έχουµε

(x1, x2) · (x,e2) · (x1, x2)−1 = (x1, x2) · (x,e2) · (x−1
1 , x−1

2 ) = (x1 ·x ·x−1
1 , x2 ·e2 ·x−1

2 ) = (x1 ·x ·x−1
1 ,e2) ∈ G1 × {e2} = G̃1

Εποµένως, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.6.2, το υποσύνολο G̃1 είναι κανονική υποοµάδα της G: G̃1 E G.
Παρόµοια, αν (y1, y2) είναι ένα τυχόν στοιχείο της οµάδας G =G1×G2 και (e1, y) είναι ένα τυχόν στοιχείο της
υποοµάδας G̃2, τότε, επειδή τα στοιχεία y, y2 ανήκουν στην οµάδα G2, ϑα έχουµε:

(y1, y2) · (e1, y) · (y1, y2)−1 = (y1, y2) · (e1, y) · (y−1
1 , y−1

2 ) = (y1 ·e1 · y−1
1 , y2 · y · y−1

2 ) = (e1, y2 · y · y−1
2 ) ∈ {e1}×G2 = G̃2

Εποµένως, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.6.2, το υποσύνολο G̃2 είναι κανονική υποοµάδα της G: G̃2EG.
2. ΄Εστω (x1, x2) ∈ G̃1

⋂
G̃2. Τότε x2 = e2 διότι (x1, x2) ∈ G̃1 = G1 × {e2}, και x1 = e1 διότι (x1, x2) ∈ G̃2 =

{e1}×G2. ΄Αρα (x1, x2) = (e1,e2) = eG , και εποµένως G̃1
⋂

G̃2 =
{
eG

}= {
(e1,e2)

}
.

3. ΄Εστω (x1, x2) ένα τυχόν στοιχείο της οµάδας ευθύ γινόµενο G. Τότε ϑα έχουµε:

(x1, x2) = (x1,e2) · (e1, x2) ∈ (G1 × {e2}) · ({e1}×G2) = G̃1 ·G̃2 =⇒ G = G̃1 ·G̃2

15 ΄Οπως ϑα δούµε στην επόµενη ενότητα, η απεικόνιση f , εξ ορισµού, είναι ένας ισοµορφισµός οµάδων.
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(x1, x2) = (e1, x2) · (x1,e2) ∈ ({e1}×G2) · (G1 × {e2}) = G̃2 ·G̃1 =⇒ G = G̃2 ·G̃1

4. Επειδή από το µέρος 3., κάθε στοιχείο a της G είναι της µορφής a = a1 ·a2, όπου a1 ∈ G̃1 και a2 ∈ G̃2,
έπεται ότι κάθε στοιχείο της G είναι γινόµενο στοιχείων του συνόλου G̃1

⋃
G̃2 και άρα G = 〈

G̃1
⋃

G̃2
〉
.

5. Από το µέρος 3. έπεται ότι κάθε στοιχείο a = (x1, x2) ∈G γράφεται ως γινόµενο a = (x1, x2) = (x1,e2) ·
(e1, x2) = a1 ·a2 και a = (x1, x2) = (e1, x2)·(x1,e2) = a′

2 ·a′
1, όπου a1 = a′

1 = (x1,e2) ∈ G̃1 και a2 = a′
2 = (e2, x2) ∈ G̃2.

Αν έχουµε a = b1 ·b2, όπου bi ∈ G̃i , i = 1,2, τότε a1 · a2 = b1 ·b2 και εποµένως b−1
1 · a1 = b2 · a−1

2 . Επειδή
από το µέρος 1., τα υποσύνολα G̃i είναι υποοµάδες, ϑα έχουµε: b−1

1 · a1 ∈ G̃1 και b2 · a−1
2 ∈ G̃2, και άρα

b−1
1 ·a1 = b2 ·a−1

2 ∈ G̃1
⋂

G̃2. Επειδή από το µέρος 2., έχουµε G̃1
⋂

G̃2 =
{
eG

}
, έπεται ότι b−1

1 ·a1 = b2 ·a−1
2 = eG ,

και άρα b1 = a1 και b2 = a2. ∆ηλαδή δείξαµε ότι η γραφή ενός στοιχείου της οµάδας G ως γινόµενο ενός
στοιχείου της G̃1 µε ένα στοιχείο της G̃2 είναι µοναδική. Παρόµοια είναι η απόδειξη ότι γραφή ενός στοιχείου
της οµάδας G ως γινόµενο ενός στοιχείου της G̃2 µε ένα στοιχείο της G̃1 είναι µοναδική.

6. Η απεικόνιση f είναι «1-1» διότι αν f (x1, x2) = f (y1, y2), τότε ϑα έχουµε(
(x1,e2), (e1, x2)

)= (
(y1,e2), (e1, y2)

) =⇒ (x1,e2) = (y1,e2) και (e1, x2) = (e1, y2) =⇒ (x1, x2) = (y1, y2)

Επίσης η απεικόνιση f είναι «επί», διότι για κάθε στοιχείο
(
(x1,e2), (e1, x2)

) ∈ G̃1 × G̃2, έχουµε f (x1, x2) =(
(x1,e2), (e1, x2)

)
. Τέλος, η απεικόνιση f διατηρεί τις πράξεις των εµπλεκόµενων οµάδων, διότι :

f
(
(x1, x2) · (y1, y2)

)= f (x1 · y1, x2 · y2) = (
(x1 · y1,e2), (e1, x2 · y2)

)= (
(x1,e2) · (y1,e2), (e1, x2) · (e1, y2)

)=
= (

(x1,e2), (e1, x2)
) · ((y1,e2), (e1, y2)

)= f (x1, x2) · f (x2, y2) ■

Σχόλιο 2.7.7. ΄Εστω (G , ·) = (G1 ×G2, ·) η οµάδα ευθύ γινόµενο δύο οµάδων (G1, ·) και (G2, ·), και έστω
G̃1 = G1 × {e2}, και G̃2 = {e1} ×G2. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.7.6, ϑα έχουµε: G = G̃1 · G̃2 = G̃2 · G̃1.
Παρατηρούµε ότι ισχύει το εξής ισχυρότερο :

∀a ∈ G̃1, ∀b ∈ G̃2 : a ·b = b ·a

Πράγµατι, ϑα έχουµε a = (x,e2), για κάποιο x ∈ G1 και b = (e1, y) για κάποιο y ∈ G2. Τότε : a ·b = (x,e2) ·
(e1, y) = (x, y) = (e1, y) · (x,e2) = b ·a.

p

2.7.2 Εσωτερικό Ευθύ Γινόµενο (Υπο)οµάδων

Με ϐάση την παραπάνω Πρόταση 2.7.6 η οµάδα ευθύ γινόµενο G = G1 ×G2 καθορίζεται µοναδικά από τις
κανονικές υποοµάδες της G̃i , i = 1,2, και έτσι οδηγούµαστε ϕυσιολογικά στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 2.7.8. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα και H και K είναι δύο υποοµάδες της G. Η οµάδα G καλείται
η οµάδα εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων H και K , αν :

1. Οι υποοµάδες H και K είναι κανονικές υποοµάδες της G: H EG και K EG.

2. G = H ·K (ή ισοδύναµα G = K ·H ).

3. H ∩K = {
e
}
.

Εποµένως από την Πρόταση 2.7.6, έπεται το ακόλουθο πόρισµα.

Πόρισµα 2.7.9. ΄Εστω (G , ·) = (G1×G2, ·) η οµάδα εξωτερικό ευθύ γινόµενο δύο οµάδων (G1, ·) και (G2, ·). Τότε
η οµάδα G είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων της G1 × {e2} και {e1}×G2.
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Παράδειγµα 2.7.10. 1. Θεωρούµε την οµάδα V4 =
{
e, a,b,c

}
των τεσσάρων στοιχείων του Klein. Θέτουµε

H1 =
{
e, a

}
και H2 =

{
e,b

}
. Επειδή η V4 είναι αβελιανή, έπεται ότι κάθε υποοµάδα της είναι κανονική.

΄Αρα Hi E V4, i = 1,2, και προφανώς H1
⋂

H2 = {e}. Τέλος, H1·H2 = {e, a}·{e,b} = {e, a,b, a·b} = {e, a,b,c} =
V4. Εποµένως η οµάδα V4 είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων της H1 και H2.

Παρατηρούµε ότι η απεικόνιση

f : V4 −→ H1 ×H2, f (e) = (e,e), f (a) = (a,e), f (b) = (e,b), f (c) = (a,b)

είναι «1-1» και «επί» και διατηρεί τις πράξεις, δηλαδή: f (x · y) = f (x) · f (y), ∀x, y ∈ V4.

2. Θεωρούµε την πολλαπλασιαστική οµάδα (C∗, ·) των µη µηδενικών µιγαδικών αριθµών. Θεωρούµε
τις υποοµάδες της T = {

z ∈ C | |z| = 1
}

και R>0 = {
r ∈ R ⊆ C | r > 0

}
. Επειδή η οµάδα C∗ είναι

αβελανή, έπεται ότι κάθε υποοµάδα της είναι κανονική. ΄Αρα T E C∗ D R>0. Αν z ∈ T
⋂
R>0, τότε

z ∈ R>0 και |z| = z2 = 1, από όπου προφανώς έχουµε z = 1. ΄Αρα T
⋂
R>0 = {1}. Τέλος, για κάθε µη

µηδενικό µιγαδικό αριθµό z, έχουµε z = z
|z| ·|z|, όπου, επειδή | z

|z| | = 1, ϑα έχουµε z
|z| ∈T, και προφανώς

|z| ∈R>0. Εποµένως z ∈T·R>0, δηλαδή C∗ =T·R>0. ΄Αρα η οµάδα C∗ είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο
των υποοµάδων της T και R>0.

Παρατηρούµε ότι η απεικόνιση

f : C∗ −→T×R>0, f (z) = ( z

|z| , |z|)
είναι «1-1» και «επί» και διατηρεί τις πράξεις, δηλαδή: f (x · y) = f (x) · f (y), ∀x, y ∈C∗.

p

Με ϐάση την παραπάνω ανάλυση, προκύπτει το πρόβληµα ορισµού εσωτερικού ευθέος γινοµένου τριών
ή περισσότερων υποοµάδων µιας οµάδας. Μια πρώτη προσέγγιση ϑα ήταν να ορίσουµε ότι µια οµάδα G
είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων της H1, H2, · · · , Hn , αν :

1. Κάθε υποοµάδα Hi είναι κανονική, 1 ≤ i ≤ n: Hi EG.

2. G = H1 ·H2 · · ·Hn .

3. Hi ∩H j = {e}, αν 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Τότε, όπως στην Πρόταση 2.7.6, ϑα έπρεπε κάθε στοιχείο a της οµάδας G να γράφεται µοναδικά ως γινόµενο
a1 ·a2 · · ·an , όπου ai ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n. Το ακόλουθο παράδειγµα δείχνει ότι η παραπάνω προσέγγιση δεν είναι
απολύτως σωστή:

Παράδειγµα 2.7.11. Θεωρούµε την οµάδα V4 = {
e, a,b,c

}
των τεσσάρων στοιχείων του Klein. Θέτουµε

H1 =
{
e, a

}
, H2 =

{
e,b

}
, και H3 =

{
e,c

}
. Τότε :

1. Οι υποοµάδες Hi είναι κανονικές υποοµάδες της V4, , 1 ≤ i ≤ 3: Hi E V4.

Πράγµατι αυτό προκύπτει διότι η V4 είναι αβελιανή και άρα κάθε υποοµάδα της είναι κανονική.

2. V4 = H1 ·H2 ·H3.

Επειδή a2 = e, a = b · c, b = a · c, και c = b ·a, έπεται άµεσα ότι V4 = H1 ·H2 ·H3.

3. H1
⋂

H2 = H1
⋂

H3 = H2
⋂

H3 =
{
e
}
.

Προκύπτει άµεσα από την περιγραφή των υποοµάδων Hi , 1 ≤ i ≤ 3.

4. Υπάρχει στοιχείο της οµάδας V4 το οποίο δεν γράφεται µοναδικά ως γινόµενο στοιχείων των υποοµάδων
Hi , 1 ≤ i ≤ 3.

Πράγµατι, έχουµε e = e · e · e και e = a ·b · c, και e, a ∈ H1, e,b ∈ H2, και e,c ∈ H2, αλλά a 6= e, b 6= e,
και c 6= e. Παρόµοια a = a ·e ·e = e ·b · c, και a 6= e, e 6= b, και e 6= c.
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5. ∆εν υπάρχει «1-1» και «επί» απεικόνιση V4 −→ H1 ×H2 ×H3 (η οποία διατηρεί τις πράξεις των εµπλε-
κόµενων οµάδων.

Πράγµατι, |V4| = 4 6= 8 = |H1 ×H2 ×H3|. p

Με ϐάση τις παραπάνω παρατηρήσεις, οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό εσωτερικού ευθέος γινοµένου
υποοµάδων µιας οµάδας.

Ορισµός 2.7.12. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα και H1, H2, · · · , Hn είναι υποοµάδες της G. Η οµάδα G
καλείται η οµάδα εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων Hi , 1 ≤ i ≤ n, αν :

1. Οι υποοµάδες Hi είναι κανονικές υποοµάδες της G, 1 ≤ i ≤ n: Hi EG.

2. G = H1 ·H2 · · ·Hn .

3. ∀i = 1,2, · · · ,n: Hi
⋂(

H1 ·H2 · · ·Hi−1 ·Hi+1 · · ·Hn
)= {

e
}
.

Παρατήρηση 2.7.13. Αν η οµάδα G έχει δοθεί µε προσθετικό συµβολισµό: (G ,+), και αν το ουδέτερο
στοιχείο της συµβολιζεται µε 0, τότε η οµάδα G είναι το εσωτερικό γινόµενο υποοµάδων της H1, H2, · · · , Hn ,
αν :

1. Οι υποοµάδες Hi είναι κανονικές υποοµάδες της G, 1 ≤ i ≤ n: Hi EG.

2. G = H1 +H2 +·· ·+Hn .

3. ∀i = 1,2, · · · ,n: Hi
⋂(

H1 +H2 +·· ·+Hi−1 +Hi+1 +·· ·+Hn
)= {

0
}
. N

Η ακόλουθη Πρόταση περιγράφει τις ϐασικές ιδιότητες οµάδων οι οποίες είναι εσωτερικά ευθέα γινόµενα
πεπερασµένου πλήθους υποοµάδων της.

Πρόταση 2.7.14. ΄Εστω ότι (G , ·) µια οµάδα και ότι H1, H2, · · · , Hn είναι υποοµάδες της G. Αν η οµάδα G
είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων Hi , 1 ≤ i ≤ n, τότε :

1. (αʹ) Αν 1 ≤ i 6= j ≤ n, τότε : Hi ∩H j = {e}.

(ϐʹ) Αν 1 ≤ i 6= j ≤ n, και hi ∈ Hi και h j ∈ H j , τότε : hi ·h j = h j ·hi .

Ιδιαίτερα : Hi ·H j = H j ·Hi .

2. Κάθε στοιχείο a της οµάδας G γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γινόµενο :

a = h1 ·h2 · · ·hn , όπου hi ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n

∆ηλαδή, αν επίσης έχουµε : a = h′
1 ·h′

2 · · ·h′
n , όπου h′

i ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n, τότε : hi = h′
i , 1 ≤ i ≤ n.

Ιδιαίτερα : G = 〈
H1

⋃
H2

⋃ · · ·⋃Hn
〉
.

3. Η απεικόνιση

f : G −→ H1 ×H2 ×·· ·×Hn , a = h1 ·h2 · · ·hn 7−→ f (a) = (h1,h2, · · · ,hn)

είναι «1-1», «επί», και διατηρεί τις πράξεις των εµπλεκόµενων οµάδων.16

Απόδειξη. 1. (α΄) Θεωρούµε δείκτες i και j , όπου 1 ≤ i 6= j ≤ n, και έστω x ∈ Hi
⋂

H j . Επειδή i 6= j , ϑα
έχουµε ότι H j ⊆ H1 · H2 · · ·Hi−1 · Hi+1 · · ·H j · · ·Hn , διότι κάθε στοιχείο h j ∈ H j µπορεί να γραφεί ως h j =
e ·e · · ·e ·e · · ·h j · · ·e. Εποµένως x ∈ Hi

⋂(
H1 ·H2 · · ·Hi−1 ·Hi+1 · · ·H j · · ·Hn

)= {
e
}
. ΄Αρα Hi

⋂
H j =

{
e
}
.

(ϐ΄) Θεωρούµε δείκτες i και j , όπου 1 ≤ i 6= j ≤ n, και έστω hi ∈ Hi και h j ∈ H j . Επειδή h−1
i ∈ Hi και

h j ∈ H j και οι υποοµάδες Hi και H j είναι κανονικές, ϑα έχουµε:

h j ·h−1
i ·h−1

j ∈ Hi =⇒ hi ·h j ·h−1
i ·h−1

j ∈ Hi =⇒ [hi ,h j ] ∈ Hi

16 ΄Οπως ϑα δούµε στην επόµενη ενότητα, η απεικόνιση f είναι ένας ισοµορφισµός οµάδων.
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hi ·h j ·h−1
i ∈ H j =⇒ hi ·h j ·h−1

i ∈ H j ·h−1
j ∈ H j =⇒ [hi ,h j ] ∈ H j

Από τις παραπάνω σχέσεις, έχουµε: [hi ,h j ] ∈ Hi ∩H j . Επειδή από το (α΄) έχουµε Hi ∩H j = {e}, έπεται ότι
e = [hi ,h j ] = hi ·h j ·h−1

i ·h−1
j = (hi ·h j ) · (h j ·hi )−1 και εποµένως hi ·h j = h j ·hi . Ιδιαίτερα: Hi ·H j = H j ·Hi .

2. Από το µέρος 2. του Ορισµού 2.7.12, έπεται ότι κάθε στοιχείο a της οµάδας G γράφεται ως γινόµενο
a = h1 ·h2 · · ·hn , όπου hi ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε και µια διαφορετική γραφή του a ως
γινοµένου στοιχείων από τις υποοµάδες Hi : a = h′

1 ·h′
2 · · ·h′

n , όπου h′
i ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n. Τότε για κάθε δείκτη

i = 1,2, · · · ,n, ϑα έχουµε:

h1 ·h2 · · ·hn = h′
1 ·h′

2 · · ·h′
n =⇒ hi · (h1 ·h2 · · ·hi−1 ·hi+1 · · ·hn) = h′

i · (h′
1 ·h′

2 · · ·h′
i−1 ·h′

i+1 · · ·h′
n) =⇒

=⇒ (h′
i )−1 ·hi = (h′

1 ·h′
2 · · ·h′

i−1 ·h′
i+1 · · ·h′

n) · (h1 ·h2 · · ·hi−1 ·hi+1 · · ·hn)−1 =⇒
=⇒ (h′

i )−1 ·hi = (h′
1 ·h′

2 · · ·h′
i−1 ·h′

i+1 · · ·h′
n) · (h−1

n · · ·h−1
i+1 ·h−1

i−1 · · ·h−1
2 ·h−1

1 )

Χρησιµοποιώντας διαδοχικά ότι hi ·h j = h j ·hi , 1 ≤ i 6= j ≤ n, η τελευταία σχέση γράφεται :

(h′
i )−1 ·hi = (h′

1 ·h−1
1 ) · (h′

2 ·h−1
2 ) · · · (h′

i−1 ·h−1
i−1) · (h′

i+1 ·h−1
i+1) · · · (h′

n ·h−1
n )

Στην παραπάνω ισότητα, το πρώτο µέλος ανήκει στην υποοµάδα Hi και το δεύτερο µέλος στην υποοµάδα
H1 ·H2 · · ·Hi−1 ·Hi+1 · · ·Hn . ΄Αρα το στοιχείο (h′

i )−1 ·hi ανήκει στην υποοµάδα Hi
⋂(

H1 ·H2 · · ·Hi−1 ·Hi+1 · · ·Hn
)
,

η οποία από το µέρος 3. του Ορισµού 2.7.12, είναι η τετριµµένη υποοοµάδα {e}. ΄Ετσι (h′
i )−1 ·hi = e, και

εποµένως hi = h′
i . Επειδή ο δείκτης i = 1,2, · · · ,n ήταν τυχαίος, έπεται ότι hi = h′

i , 1 ≤ i ≤ n, και εποµένως η
γραφή του a ως γινόµενο στοιχείων των υποοµάδων Hi , 1 ≤ i ≤ n, είναι µοναδική.

3. Επειδή από το µέρος 2., κάθε στοιχείο a ∈ G γράφεται µοναδικά ως a = h1 ·h2 · · ·hn , όπου hi ∈ Hi ,
1 ≤ i ≤ n, ορίζεται η απεικόνιση

f : G −→ H1 ×H2 ×·· ·×Hn , a = h1 ·h2 · · ·hn 7−→ f (a) = (h1,h2, · · · ,hn)

Η απεικόνιση f είναι «1-1» διότι αν a = h1 ·h2 · · ·hn και b = h′
1 ·h′

2 · · ·h′
n , όπου hi ,h′

i ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n, και ισχύει
ότι f (a) = f (b), τότε ϑα έχουµε (h1,h2, · · · ,hn) = (h′

1,h′
2, · · · ,h′

n), και άρα hi = h′
i , 1 ≤ i ≤ n, δηλαδή a = b.

Προφανώς η f είναι «επί», διότι για κάθε στοιχείο (h1,h2, · · · ,hn) ∈ H1×H2×·· ·×Hn , έχουµε f (h1 ·h2 · · ·hn) =
(h1,h2, · · · ,hn). Τέλος, αν b = h′

1 · h′
2 · · ·h′

n ∈ G είναι ένα άλλο στοιχείο της G, όπου h′
i ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n,

τότε, χρησιµοποιώντας διαδοχικά ότι για τυχόντα στοιχεία xi ∈ Hi και x j ∈ H j , ισχύει ότι : xi · x j = x j · xi ,
1 ≤ i 6= j ≤ n, ϑα έχουµε:

f (a ·b) = f
(
(h1 ·h2 · · ·hn) · (h′

1 ·h2 · · ·hn)
)= f

(
h1 ·h′

1 ·h2 ·h′
2 · · ·hn ·h′

n

)=
= (

h1 ·h′
1,h2 ·h′

2, · · · ,hn ·h′
n

)= (h1, ·h2, · · ·hn) · (h′
1,h′

2, · · · ,h′
n) = f (a) · f (b) ■

Η ακόλουθη Πρόταση παρουσιάζει το αντίστροφο της Πρότασης 2.7.14.

Πρόταση 2.7.15. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα η οποία περιέχει κανονικές υποοµάδες Hi EG, 1 ≤ i ≤ n, έτσι ώστε
κάθε στοιχείο a ∈G γράφεται µοναδικά ως a = h1 ·h2 · · ·hn , όπου hi ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n. Τότε η οµάδα G είναι το
εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων Hi , 1 ≤ i ≤ n.

Απόδειξη. Από την υπόθεση, ϐλέπουµε άµεσα ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες 1. και 2. του Ορισµού
2.7.12, και άρα µένει να δείξουµε ότι ικανοποιείται και η συνθήκη 3., δηλαδή: ∀i = 1,2, · · · ,n: Hi

⋂(
H1 ·

H2 · · ·Hi−1 · Hi+1 · · ·Hn
) = {

e
}
. ΄Εστω x ∈ Hi

⋂(
H1 · H2 · · ·Hi−1 · Hi+1 · · ·Hn

)
, όπου i ∈ {

1,2, · · · ,n
}
. Τότε x =

h1 ·h2 · · ·hi−1 ·hi+1 · · ·hn , όπου h j ∈ H j , 1 ≤ j 6= i ≤ n. Τότε, ϑέτοντας e j = e ∈ H j , 1 ≤ j 6= i ≤ n, ϑα έχουµε:

x = e1 ·e2 · · ·ei−1 · x ·ei+1 · · ·en = h1 ·h2 · · ·hi−1 ·e ·hi+1 · · ·hn

Από την µοναδικότητα της γραφής του x ως γινοµένου στοιχείων των υποοµάδων Hk , 1 ≤ k ≤ n, έπεται ότι :
x = e (και h j = e, 1 ≤ j 6= i ≤ n). Εποµένως δείξαµε ότι για κάθε i = 1,2, · · · ,n, ισχύει ότι Hi

⋂(
H1 ·H2 · · ·Hi−1 ·

Hi+1 · · ·Hn
)= {

e
}
, και άρα η G είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων Hi , 1 ≤ i ≤ n. ■
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Πρόταση 2.7.16. ΄Εστω ότι (G , ·) = (
∏n

k=1 Gk , ·) είναι η οµάδα εξωτερικό ευθύ γινόµενο πεπερασµένου πλήθους
οµάδων

{
(Gk , ·)}n

k=1, και ϑέτουµε, ∀k = 1,2, · · · ,n:

G̃k = {
e1

}×·· ·{ek−1
}×Gk ×

{
ek+1

}×·· ·×{
en

}= {
(e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en) ∈

n∏
k=1

Gk | x ∈Gk
}

Τότε η οµάδα G είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων G̃k , 1 ≤ k ≤ n.

Απόδειξη. 1. Τα υποσύνολα G̃k , i = 1,2, περιέχουν προφανώς το ουδέτερο στοιχείο eG = (e1,e2, · · · ,en) της
G =G1 ×G2 ×·· ·×Gn), και άρα G̃k 6= ;, 1 ≤ k ≤ n. ΄Αν x,y ∈ G̃k , τότε ϑα έχουµε x= (e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en)
και y= (e1, · · · ,ek−1, y,ek+1, · · · ,en), όπου x, y ∈Gk , και εποµένως :

x ·y−1 = (e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en) · (e1, · · · ,ek−1, y−1,ek+1, · · · ,en) = (e1, · · · ,ek−1, x · y−1,ek+1, · · · ,en) ∈ G̃k

Εποµένως το υποσύνολο G̃k , 1 ≤ k ≤ n, είναι µια υποοµάδα της G.
΄Εστω a= (a1, a2, · · · , an) ∈G και x= (e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en) ∈ G̃k . Τότε ϑα έχουµε:

a ·x ·a−1 = (a1, a2, · · · , an) · (e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en) · (a−1
1 , a−1

2 , · · · , a−1
n ) =

= (a1 ·e1 ·a−1
1 , · · · , ak−1 ·ek−1 ·a−1

k−1, ak · xk ·a−1
k , ak+1 ·ek+1 ·a−1

k+1, · · · , an ·en ·a−1
n ) =

= (e1, · · · ,ek−1, ak · xk ·a−1
k ,ek+1, · · · ,en) ∈ G̃k

Εποµένως από την Πρόταση 2.6.2, έπεται ότι το υποσύνολο G̃k , 1 ≤ k ≤ n, είναι µια κανονική υποοµάδα της
G.

2. ΄Εστω a= (a1, a2, · · · , an) ∈G. Τότε ϑέτοντας ãk = (e1, · · · ,ek−1, ak ,ek+1, · · · , an) ∈ G̃k , 1 ≤ k ≤ n, ϑα έχουµε

a= (a1, a2, · · · , an) = (a1,e2, · · · ,en) · (e1, a2, · · · ,en) · · · (e1,e2, · · · , an) = ã1 · ã2 · · · ãn

Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι G = G̃1 ·G̃2 · · ·G̃n .
3. Αν k ∈ {1,2, · · · ,n}, έστω a = (a1, a2, · · · , an) ∈ G̃k

⋂(
G̃1 · · ·G̃k−1 · G̃k+1 · · ·G̃n

)
. Επειδή a ∈ G̃k , ϑα έχουµε

ai = ei , 1 ≤ i 6= k ≤ n, και άρα a= (e1, · · · ,ek−1, ak ,ek+1, · · · ,en). Επειδή a ∈ G̃1 · · ·G̃k−1 · G̃k+1 · · ·G̃n , έπεται ότι
ϑα έχουµε a= x1 · · ·xk−1 ·xk+1 · · ·xn , όπου x j = (e1, · · · ,e j−1, x j ,e j+1, · · · ,en), 1 ≤ j 6= k ≤ n, και άρα x1 · · ·xk−1 ·
xk+1 · · ·xn = (x1, · · · , xk−1,ek , xk+1, · · · , xn). Τότε :

a= x1 · · ·xk−1 ·xk+1 · · ·xn =⇒ (e1, · · · ,ek−1, ak ,ek+1, · · · ,en) = (x1, · · · , xk−1,ek , xk+1, · · · , xn) =⇒ ak = ek

και εποµένως a= (e1,e2 · · · ,en) = e. Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι G̃k
⋂(

G̃1 · · ·G̃k−1 ·G̃k+1 · · ·G̃n
)= {

e
}
.

Από τα µέρη 1., 2., 3., έπεται ότι η οµάδα G είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων G̃k ,
1 ≤ k ≤ n. ■

2.8 Ισοµορφισµοί Οµάδων

Στην παρούσα ενότητα ϑα δώσουµε απάντηση στο ερώτηµα: «Πότε δύο οµάδες είναι δοµικά ίδιες ;» ∆ηλαδή
πότε δύο οµάδες έχουν τις ίδιες ιδιότητες οι οποίες απορρέουν από τα αξιώµατα οµάδας, και εποµένως
µπορούµε να τις ταυτίζουµε ως οµάδες, µη λαµβάνοντας υπόψη τη ϕύση της πράξης µε την οποία είναι
εφοδιασµένα ή τη ϕύση των στοιχείων τους ;

Για να απαντήσουµε στο παραπάνω ερώτηµα, ϑα πρέπει να απαντήσουµε στο ερώτηµα «ποιος είναι ο
κατάλληλος τρόπος να συγκρίνουµε δύο οµάδες (G1,?) και (G2,∗);» Αν τα σύνολα G1 και G2 είναι δύο
σύνολα χωρίς επιπλέον δοµή, ο ϕυσιολογικός τρόπος µε τον οποίο µπορούµε να τα συγκρίνουµε ή να
τα συσχετίσουµε ή να αναλύσουµε κοινές τους ιδιότητες είναι µέσω µιας απεικόνισης f : G1 −→ G2, και
τότε µπορούµε να πούµε ότι τα G1 και G2 είναι «ίδια» ως σύνολα αν συνδέονται µέσω µιας «1-1» και «επί»
απεικόνισης.

Ανάλογα, αν τα σύνολα G1 και G2 είναι εφοδιασµένα µε επιπλέον αλγεβρική δοµή παρόµοιου τύπου,
για παράδειγµα, αν τα σύνολα G1 και G2 έχουν δοµή οµάδας, µέσω πράξεων «?» και «∗» αντίστοιχα, τότε ο
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ϕυσιολογικός τρόπος σύγκρισής τους ή συσχέτισής τους είναι µέσω µιας απεικόνισης f : G1 −→G2 η οποία
διατηρεί την κοινή αλγεβρική δοµή. Τότε µπορούµε να πούµε ότι οι οµάδες G1 και G2 είναι «δοµικά ίδιες»
ως οµάδες αν υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση f : G1 −→ G2 η οποία διατηρεί την αλγεβρική δοµή.
Λαµβάνοντας υπόψη ότι η αλγεβρική δοµή σε µια οµάδα καθορίζεται από την πράξη της οµάδας (και τα
αξιώµατα τα οποία αυτή ικανοποιεί), οδηγούµαστε ϕυσιολογικά στην έννοια του οµοµορφισµού οµάδων, η
οποία είναι η κάταλληλη έννοια σύγκρισης ή συσχέτισης οµάδων, και στην έννοια του ισοµορφισµού οµάδων,
η οποία είναι η κατάλληλη έννοια µέσω της οποίας µπορούµε να ϑεωρούµε οµάδες ως δοµικά ίδιες.

Ορισµός 2.8.1. ΄Εστω (G1,?) και (G2,∗) δύο οµάδες. Μια απεικόνιση f : G1 −→G2 καλείται οµοµορφισµός
οµάδων αν:

∀x1, x2 ∈ X : f (x1?x2) = f (x1)∗ f (x2)

Το σύνολο όλων των οµοµορφισµών οµάδων από την οµάδα (G1,?) στην οµάδα (G2,∗) συµβολίζεται µε :

HomGrp(G1,G2) = {
f : G1 −→G2 | f : οµοµορφισµός οµάδων

}
Παρατήρηση 2.8.2. Είδαµε ότι ο κατάλληλος τρόπος µέσω του οποίου µπορούµε να συσχετίσουµε ή να
συγκρίνουµε δύο οµάδες είναι µέσω ενός οµοµορφισµού οµάδων. ΄Ετσι, αν µια απεικόνιση f : (G1,?) −→
(G2,∗) µεταξύ οµάδων είναι οµοµορφισµός, τότε µπορούµε µέσω της f να συγκρίνουµε τα σύνολα G1 και
G2 ως οµάδες, δηλαδή λαµβάνοντας υπόψη την επιπλέον δοµή µε την οποία είναι εφοδιασµένα. Σ΄ αυτό το
πλαίσιο τίθεται ϕυσιολογικά το ερώτηµα:

Πότε δύο οµάδες είναι «δοµικά ίδιες»;

δηλαδή πότε µπορούµε να ταυτίσουµε δύο οµάδες, µε ϐάση τις ιδιότητες οι οποίες απορρέουν από τα
αξιώµατα οµάδας και µην λαµβάνοντας υπόψη τη ϕύση των στοιχείων ή της πράξης µε την οποία είναι
εφοδιασµένα ;

Αν ο οµοµορφισµός οµάδων f : (G1,?) −→ (G2,∗) είναι απεικόνιση «1-1» και «επί», τότε µέσω της f τα
στοιχεία των συνόλων G1 και G2 ϐρίσκονται σε αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία έτσι ώστε για κάθε a,b ∈G1, το
στοιχείο a?b αντιστοιχεί µέσω της f µε το στοιχείο f (a)∗ f (b). ΄Ως άµεση συνέπεια, έπεται ότι κάθε ιδιότητα
της οµάδας (G1,?) η οποία απορρέει από την πράξη «?» και τα αξιώµατα τα οποία ικανοποιεί, µεταφέρεται
σε ανάλογη ιδιότητα της οµάδας (G2,∗) και αντιστρόφως. ΄Ετσι, για παράδειγµα, αν τα σύνολα G1 και G2

είναι πεπερασµένα, τότε οι πίνακες Cayley των οµάδων (G1,?) και (G2,∗) είναι δοµικά ίδιοι, δηλαδή, αν
εξαιρέσουµε την ϕύση των στοιχείων και της πράξης µε τα οποία οι οµάδες είναι εφοδιασµένες, οι πίνακες
είναι ουσιαστικά ταυτόσηµοι, ενδεχοµένως µετά από αναδιάταξη των στοιχείων των οµάδων. Με ϐάση τις
παραπάνω παρατηρήσεις, οδηγούµαστε ϕυσιολογικά στην έννοια του ισοµορφισµού οµάδων η οποία είναι
η καταλληλότερη έννοια µέσω της οποίας µπορούµε να απαντήσουµε στο παραπάνω ερώτηµα. N

Ορισµός 2.8.3. ΄Ενας οµοµορφισµός οµάδων f : (G1,?) −→ (G2,∗) καλείται ισοµορφισµός οµάδων αν η
απεικόνιση f είναι απεικόνιση «1-1» και «επί», και τότε ϑα συµβολίζουµε :

f : (G1,?)
∼=−→ (G2,∗)

΄Ενας οµοµορφισµός οµάδων f : (G , ·) −→ (G , ·) καλείται ενδοµορφισµός της (G , ·). ΄Ενας ισοµορφισµός
οµάδων f : (G ,?) −→ (G ,?) καλείται αυτοµορφισµός της (G ,?).

Γενικότερα ο οµοµορφισµός οµάδων f : (G1,?) −→ (G2,∗) καλείται :

1. µονοµορφισµός οµάδων, αν η f είναι απεικόνιση «1-1».

2. επιµορφισµός οµάδων, αν η f είναι απεικόνιση «επί».

Παράδειγµα 2.8.4. 1. Για κάθε οµάδα (G , ·) η ταυτοτική απεικόνιση IdG : G −→ G, IdG (a) = a είναι
προφανώς ένας ισοµορφισµός οµάδων, δηλαδή ένας αυτοµορφισµός της (G , ·).
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2. Αν (G1,?) και (G2,∗) είναι οµάδες µε ουδέτερα στοιχεία e1 και e2 αντίστοιχα, τότε η απεικόνιση
f : G1 −→ G2, f (a) = e2, ∀a ∈ G1, είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων, ο οποίος για προφανείς λόγους
καλείται ο τετριµµένος οµοµορφισµός.

3. ΄Εστω H µια υποοµάδα µιας οµάδας (G , ·). Τότε η απεικόνιση έγκλεισης ι : H −→G, ι(a) = a, είναι ένας
µονοµορφισµός οµάδων.

p

Παράδειγµα 2.8.5. Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (R,+) των πραγµατικών αριθµών, και την πολλα-
πλασιαστική οµάδα (R+, ·) των ϑετικών πραγµατικών αριθµών, όπου R+ = {

x ∈ R | x > 0
}
και «+», «·» είναι

οι συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πραγµατικών αριθµών αντίστοιχα. Θεωρούµε την
εκθετική και λογαριθµική απεικόνιση αντίστοιχα

f : R −→ R+, f (x) = ex και g : R+ −→R, g (x) = loge (x)

Τότε για τυχόντες πραγµατικούς αριθµούς x, y και για τυχόντες ϑετικούς πραγµατικούς αριθµούς z, w , ϑα
έχουµε:

f (x + y) = ex+y = ex ·e y = f (x) · f (y)

g (x · y) = loge (x · y) = loge (x)+ loge (y) = g (x)+ g (y)

Εποµένως οι απεικονίσεις f και g είναι οµοµορφισµοί οµάδων, και επειδή η απεικόνιση f είναι «1-1» και
«επί» µε αντίστροφη την απεικόνιση g , έπεται ότι οι απεικονίσεις f και g είναι ισοµορφισµοί οµάδων.

Παρόµοια, για κάθε πραγµατικό αριθµό a > 1, οι απεικονίσεις

fa : R −→ R+, f (x) = ax και ga : R+ −→R, g (x) = loga(x)

είναι ισοµορφισµοί οµάδων και ga = f −1
a (οι ισοµορφισµοί f και g προκύπτουν ϑέτοντας a = e).

Εποµένως, υπάρχει άπειρο, για την ακρίβεια µη αριθµήσιµο, πλήθος (ανά δύο διαφορετικών) ισοµορφι-
σµών µεταξύ των οµάδων (R,+) και (R+, ·). p

Παράδειγµα 2.8.6. Θεωρούµε µια οµάδα (G , ·) µε ουδέτερο στοιχείο e, και έστω (Z,+) η προσθετική οµάδα
των ακεραίων. Για κάθε στοιχείο a ∈G, η απεικόνιση

fa : Z−→G , fa(n) = an

είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες δυνάµεων, όπως περιγράφο-
νται στην Πρόταση 2.1.5, ϑα έχουµε, ∀n,m ∈ Z: fa(n +m) = an+m = an · am = fa(n) · fa(m). Εποµένως η
απεικόνιση fx είναι οµοµορφισµός µονοειδών. Παρατηρούµε ότι µπορούµε να ϑεωρήσουµε την απεικόνιση
f ως απεικόνιση f ′ : Z −→ 〈a〉, και τότε προφανώς η απεικόνιση f ′ είναι επιµορφισµός οµάδων, όπου 〈a〉
είναι η κυκλική υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το στοιχείο a.

p

Παράδειγµα 2.8.7. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα, x ∈ G ένα στοιχείο της και H ≤ G µια υποοµάδα της. Τότε η
συζυγής υποοµάδα xH x−1 της H είναι ισόµορφη µε την H :

H ∼= xH x−1

Πράγµατι, ϑεωρούµε την απεικόνιση

f : H −→ xH x−1, f (h) = x ·h · x−1

η οποία, όπως στην απόδειξη της Πρότασης 2.5.8, είναι «1-1» και «επί». Επιπλέον, αν h1,h2 ∈ H , ϑα έχουµε:

f (h1 ·h2) = x · (h1 ·h2) · x−1 = x ·h1 ·e ·h2 · x−1 = x ·h1 · x−1 · x ·h2 · x−1 = f (h1) · f (h2)

Εποµένως η f είναι οµοµορφισµός και άρα είναι ισοµορφισµός οµάδων.
p
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Η επόµενη Πρόταση περιγράφει ϐασικές ιδιότητες οµοµορφισµών οµάδων.17

Πρόταση 2.8.8. ΄Εστω ότι (G1,?) και (G2,∗) είναι οµάδες µε ουδέτερα στοιχεία e1 και e2 αντίστοιχα.

1. ΄Εστω f : G1 −→G2 ένας οµοµορφισµός οµάδων. Τότε :

(αʹ) f (e1) = e2.

(ϐʹ) ∀a ∈G1: f (a−1) = f (a)−1.

(γʹ) Αν a1, · · · , an ∈G, n ≥ 1, τότε : f (a1? · · ·?an) = f (a1)∗·· ·∗ f (an).

(δʹ) ∀a ∈G1, ∀n ∈Z: f (an) = f (a)n .

2. Η σύνθεση οµοµορφισµών (ισοµορφισµών) οµάδων οµάδων είναι (οµοµορφισµός) ισοµορφισµός οµάδων.

3. (αʹ) Αν ο οµοµορφισµός οµάδων f : (G1,?) −→ (G2,∗) είναι ισοµορφισµός, τότε η αντίστροφη απεικόνιση
f −1 : G2 −→G1 είναι ισοµορφισµός οµάδων.

(ϐʹ) ΄Ενας οµοµορφισµός οµάδων f : (G1,?) −→ (G2,∗) είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν υπάρχει
οµοµορφισµός οµάδων g : (G2,∗) −→ (G1,?), έτσι ώστε :

f ◦ g = IdG2 και g ◦ f = IdG1

και τότε g = f −1.

Απόδειξη. 1. (αʹ) Χρησιµοποιώντας τον Νόµο ∆ιαγραφής στην οµάδα (G2,∗), Θα έχουµε:

e2 ∗ f (e1) = f (e1) = f (e1?e1) = f (e1)∗ f (e1) =⇒ e2 = f (e1)

(ϐʹ) Επειδή στην οµάδα G1 έχουµε a?a−1 = e1 = a−1?a, και επειδή η απεικόνιση f είναι οµοµορφι-
σµός και, από το µέρος (α΄), ισχύει f (e1) = e2, ϑα έχουµε:

f (a?a−1) = f (e1) = f (a−1?a) =⇒ f (a)∗ f (a−1) = e2 = f (a−1)∗ f (a) =⇒ f (a)−1 = f (a−1)

(γʹ) Η Ϲητούµενη σχέση ισχύει προφανώς όταν n = 1, και όταν n = 2 διότι η f είναι οµοµορφισµός.
Υποθέτουµε ότι η Ϲητούµενη σχέση ισχύει για n το πλήθος στοιχεία, και έστω a1, a2, · · · , an+1 ∈G1.
Χρησιµοποιώντας ότι η f είναι οµοµορφισµός και την επαγωγική υπόθεση, ϑα έχουµε:

f (a1? · · ·?an ?an+1) = f (a1? · · ·?an)∗ f (an+1) = f (a1)∗·· ·∗ f (an)∗ f (an+1)

και άρα, από την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής, η Ϲητούµενη σχέση ισχύει για κάθε n ≥ 1.

(δʹ) Αν n = 1, τότε η Ϲητούµενη σχέση προκύπτει άµεσα από το µέρος (γ΄), ϑέτοντας a1 = ·· · = an := a.
Αν n = 0, τότε a0 = e1 και f (a)0 = e2, και η Ϲητούµενη σχέσην προκύπτει από το µέρος (α΄).
Υποθέτουµε ότι n < 0, και άρα n =−m, όπου m ≥ 1. Τότε an = a−m = (am)−1 και ϑα έχουµε:

f (an) = f ((am)−1) = f (am)−1 = ( f (a)m)−1 = f (a)−m = f (a)n

(εʹ) Υποθέτουµε ότι ο οµοµορφισµός f : G1 −→G2 είναι ισοµορφισµός, και άρα υπάρχει η αντίστρο-
ϕη απεικόνιση f −1 : G2 −→ G1, η οποία είναι «1-1» και «επί». ΄Εστω x, y ∈ G2. Τότε υπάρχουν
µοναδικά στοιχεία a,b ∈ G1 έτσι ώστε : f (a) = x και f (b) = y, και f (c) = x ∗ y. Τότε ϑα έχου-
µε f −1(x) = a, f −1(y) = b, και f −1(x ∗ y) = c. Επειδή η f είναι οµοµορφισµός, ϑα έχουµε
f (a?b) = f (a)∗ f (b) = x ∗ y = f (c), και επειδή η f είναι «1-1», ϑα έχουµε a?b = c, ή ισοδύναµα
f −1(x)? f −1(y) = f −1(x ∗ y). Εποµένως η f −1 είναι ισοµορφισµός οµάδων.

17Αν f : (G1,?) −→ (G2,∗) είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων, τότε ϑεωρώντας την f ως απεικόνιση µεταξύ µονοειδών, ο Ορισµός 2.8.1
δεν εξασφαλίζει ότι η f είναι οµοµορφισµός µονοειδών, διότι δεν γνωρίζουµε αν η f στέλνει το ουδέτερο στοιχείο της G1 στο ουδέτερο
στοιχείο της οµάδας (G2,∗). Αυτό πραγµατικά συµβαίνει, όπως πιστοποιεί το µέρος 1(α΄) της Πρότασης 2.8.8.

΄Αρα κάθε οµοµορφισµός οµάδων είναι και οµοµορφισµός των υποκείµενων µονοειδών, αλλά γενικά το αντίστροφο δεν ισχύει.
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2. ΄Εστω ότι f : (G1,?) −→ (G2,∗) και g : (G2,∗) −→ (G3, ·) είναι οµοµορφισµοί οµάδων. Τότε για τυχόντα
στοιχεία a,b ∈G1, ϑα έχουµε:

(g ◦ f )(a?b) = g ( f (a?b)) = g ( f (a)∗ f (b)) = g ( f (a)) · g ( f (b)) = (g ◦ f )(a) · (g ◦ f )(b)

Εποµένως η σύνθεση g ◦ f : (G1,?) −→ (G3, ·) είναι οµοµορφισµός οµάδων.

3. Αν ο οµοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός, τότε µπορούµε να διαλέξουµε g = f −1 η οποία είναι οµο-
µορφισµός από το µέρος 3(α΄). Αντίστροφα, αν υπάρχει οµοµορφισµός g : (G2,∗) −→ (G1,?), έτσι ώστε
f ◦ g = IdG2 και g ◦ f = IdG1 , τότε η f είναι «1-1» και «επί», και άρα η απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός
οµάδων. ■

Ορισµός 2.8.9. Συµβολίζουµε µε Grp την κλάση18 όλων των οµάδων. Στην κλάση Grp ορίζουµε µια σχέση
«∼=» ως εξής :

αν (G1,?), (G2,∗) ∈ Grp τότε : (G1,?) ∼= (G2,∗) ⇐⇒ υπάρχει ισοµορφισµός οµάδων f : (G1,?) −→ (G2,∗)

Η σχέση «∼=» καλείται σχέση ισοµορφίας στην κλάση των οµάδων, και δύο οµάδες (G1,?) και (G2,∗) καλού-
νται ισόµορφες, αν : (G1,?) ∼= (G2,∗).

Με χρήση του Παραδείγµατος 2.8.5, ϑα έχουµε: (R,+) ∼= (R+, ·).
Η ακόλουθη συνέπεια της Πρότασης 2.8.8 δείχνει ότι η σχέση ισοµορφίας επί της κλάσης των οµάδων

είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

Πόρισµα 2.8.10. Η σχέση ισοµορφίας «∼=» η οποία ορίζεται στην κλάση Grp όλων των οµάδων είναι µια
σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Επειδή για κάθε οµάδα (G ,?), η ταυτοτική απεικόνιση IdG : G −→G είναι ισοµορφισµός οµάδων,
έπεται ότι (G ,?) ∼= (G ,?). Αν (G1,?) και (G2,∗) είναι οµάδες και ισχύει (G1,?) ∼= (G2,∗), τότε έστω f : (G1,?) −→
(G2,∗) ένας ισοµορφισµός οµάδων. Από την Πρόταση 2.8.8, η αντίστροφη απεικόνιση f −1 : (G2,∗) −→
(G1,?) είναι επίσης ισοµορφισµός οµάδων, έπεται ότι (Y ,∗) ∼= (X ,?). Τέλος, έστω ότι (G1,?), (G2,∗), και
(G3, ·) είναι οµάδες και ισχύει (G1,?) ∼= (G2,∗) και (G2,∗) ∼= (G3, ·) τότε υπάρχουν ισοµορφισµοί οµάδων
f : (G1,?) −→ (G2,∗) και g : (G2,∗) −→ (G3, ·). Επειδή από την Πρόταση 2.8.8, η σύνθεση οµο(ισο)µορφισµών
ένας οµο(ισο)µορφισµός οµάδων, έπεται ότι η σύνθεση g ◦ f : (G1,?) −→ (G3, ·) είναι ένας ισοµορφισµός
οµάδων και εποµένως : (G1,?) ∼= (G3, ·). Συνοψίζουµε : η σχέση ισοµορφίας «∼=» είναι µια σχέση ισοδυναµίας
στηνν κλάση Grp των οµάδων. ■

Η σχέση ισοµορφίας «∼=» διαµερίζει την κλάση Grp όλων των οµάδων σε κλάσεις ισοµορφίας και, σύµφωνα
µε την Παρατήρηση 2.8.2, δύο οµάδες οι οποίες ανήκουν στην ίδια κλάση ισοµορφίας έχουν τις ίδιες δοµικές
ιδιότητες, για παράδειγµα έχουν ταυτόσηµο πίνακα Cayley.

Με ϐάση την έννοια του ισοµορφισµού οµάδων, µπορούµε να διατυπώσουµε µια αυστηρή εκδοχή για το
πότε µια ιδιότητα οµάδων είναι δοµική ιδιότητα.

Παρατήρηση 2.8.11. ΄Εστω (P ) µια ιδιότητα την οποία µπορεί να ικανοποιεί ή µπορεί να µην ικανοποιεί
µια οµάδα. Η ιδιότητα (P ) καλείται δοµική ιδιότητα οµάδων αν και µόνο αν ισχύει ότι :

µια οµάδα (G ,?) ικανοποιεί την ιδιότητα (P ) ⇐⇒

κάθε οµάδα (G ′,∗) η οποία είναι ισόµορφη µε την (G ,?) ικανοποιεί την ιδιότητα (P )

Για παράδειγµα η ιδιότητα «η οµάδα (G , ·) είναι αβελιανή» είναι δοµική ιδιότητα οµάδων. Πράγµατι, έστω
f : (G1, ·) −→ (G2,∗) ένας ισοµορφισµός µεταξύ των οµάδων (G1, ·) και (G2,∗), και υποθέτουµε ότι η οµάδα

18Η συλλογή όλων των οµάδων δεν αποτελεί σύνολο. ΄Οταν αναφερόµαστε σε µια σχέση ισοδυναµίας ή σε µια διαµέριση ορισµένης
επί µιας κλάσης η οποία δεν είναι σύνολο, εννοούµε ότι η σχέση ισοδυναµίας ή η διαµέριση έχει τις τυπικές ιδιότητες τις οποίες έχει
µια σχέση ισοδυναµίας ή µια διαµέριση ορισµένη επί ενός συνόλου.
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(G1, ·) είναι αβελιανή. Αν x, y ∈G2, τότε, επειδή η f είναι απεικόνιση «επί», υπάρχουν στοιχεία a,b ∈G1 έτσι
ώστε : f (a) = x και f (b) = y. Επειδή η οµάδα G1 είναι αβελιανή, ϑα έχουµε a ·b = b ·a, και επειδή η f είναι
οµοµορφισµός οµάδων, ϑα έχουµε f (a ·b) = f (b ·a) =⇒ x ∗ y = f (a)∗ f (b) = f (b)∗ f (a) = y ∗ x. Εποµένως
η οµάδα G2 είναι αβελιανή.

Επίσης η ιδιότητα ότι «το πλήθος των στοιχείων µιας οµάδας (G , ·) είναι ίσο µε k είναι προφανώς δοµική
ιδιότητα οµάδων, διότι ικανοποιείται από κάθε οµάδα (G ′,∗) στην κλάση ισοµορφίας της (G , ·): |G| = |G ′|.

Παρόµοια, οι ιδιότητες «υπάρχει e 6= a ∈ G: a2 = e» ή «το πλήθος των στοιχείων a έτσι ώστε : a2 = e είναι
ίσο µε k», για µια οµάδα (G , ·) είναι δοµικές ιδιότητες οµάδων. Πράγµατι, αν f : (G1, ·) −→ (G2,∗) είναι ένας
ισοµορφισµός µεταξύ των οµάδων (G1, ·) και (G2,∗) µε ουδέτερα στοιχεία e1 και e2 αντίστοιχα, και αν a ∈G1,
τότε, χρησιµοποιώντας ότι η f είναι ισοµορφισµός, ϑα έχουµε: a2 = e1 ⇐⇒ f (a2) = f (a)2 = f (e1) = e2, από
όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.

Αντίθετα, η ιδιότητα ότι «το στοιχείο −3 ανήκει στην οµάδα (R,+)» δεν είναι δοµική ιδιότητα οµάδων
διότι, όπως προκύπτει από το Παράδειγµα 2.8.5, η πολλαπλασιαστική οµάδα (R+, ·) είναι ισόµορφη µε την
προσθετική οµάδα (R,+) και −3 ∉R+. N

Είναι προφανές ότι, αν υπάρχει µια δοµική ιδιότητα την οποία ικανοποιεί µια οµάδα (G1,?) και την
οποία δεν ικανοποιεί µια οµάδα (G2,∗), τότε οι οµάδες (G1,?) και (G2,∗), δεν µπορεί να είναι ισόµορφες.

Παράδειγµα 2.8.12. Θεωρούµε την πολλαπλασιαστική οµάδα (R∗, ·) των µη µηδενικών πραγµατικών αριθ-
µών, της οποίας το ουδέτερο στοιχείο είναι ο αριθµός 1, και την προσθετική οµάδα (R,+) των πραγµατικών
αριθµών, της οποίας το ουδέτερο στοιχείο είναι ο αριθµός 0. Αν x ∈ R∗, τότε x2 = x · x = 1 αν και µόνο αν
x = 1 ή x =−1. ΄Αρα υπάρχει 1 6= x ∈ R∗: x2 = x · x = 1. Αντίθετα, αν x ∈ R και 2x = x + x = 0, τότε προφανώς
x = 0. ΄Ετσι το µόνο στοιχείο του µονοειδούς (R,+) µε την ιδιότητα x + x = 0 είναι το ουδέτερο στοιχείο 0.
Εποµένως, η εξίσωση x · x = 1 έχει δύο λύσεις στην οµάδα (R∗, ·) και µία λύση στην οµάδα (R,+). ΄Αρα οι
οµάδες (R∗, ·) και (R,+) δεν µπορεί να είναι ισόµορφες.

Αν η οµάδα (R∗, ·) των µη µηδενικών πραγµατικών αριθµών είναι ισόµορφη µε την οµάδα (R+, ·) των
ϑετικών πραγµατικών αριθµων, όπου και στις δύο περιπτώσεις «·» είναι η συνήθης πράξη του πολλαπλασια-
σµού πραγµατικών αριθµών, δηλαδή έχουµε (R∗, ·) ∼= (R+, ·), τότε επειδή (R,+) ∼= (R+, ·), έπεται ότι ϑα έχουµε
(R∗,+) ∼= (R,+). Αυτό όµως είναι άτοπο, όπως προκύπτει από το Παράδειγµα 1.4.32. ΄Αρα (R∗, ·)� (R+, ·).
Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι :

(R,+) ∼= (R+, ·) και (R∗, ·) � (R,+) και (R∗,+) � (R+, ·) p

Παράδειγµα 2.8.13. ΄Εστω X και Y δύο µη κενά σύνολα µε το ίδιο πλήθος στοιχείων : |X | = |Y |. Τότε οι
οµάδες µεταθέσεων S(X ) και S(Y ) επί των συνόλων X και Y είναι ισόµορφες :

|X | = |Y | =⇒ S(X ) ∼= S(Y )

Πράγµατι, αν ϕ : X −→ Y είναι µια «1-1» και «επί» απεικόνιση, τότε από την Πρόταση 1.3.24 έπεται ότι η
απεικόνιση

Φ : S(X ) −→ S(Y ), Φ( f ) =ϕ◦ f ◦ϕ−1

είναι «1-1» και «επί», και επιπλέον η Φ διατηρεί την σύνθεση απεικονίσεων, δηλαδή ∀ f , g ∈ S(X ):

Φ( f ◦ g ) =Φ( f )◦Φ(g )

Με άλλα λόγια η απεικόνιση Φ είναι ισοµορφισµός οµάδων. Εποµένως η συµµετρική οµάδα S(X ) υπεράνω
ενός συνόλου X δεν εξαρτάται από τη ϕύση αλλά µόνο από το πλήθος των στοιχείων του X . ΄Ετσι από την
πλευρά της ϑεωρίας οµάδων οι οµάδες S(X ) και S(Y ) ϑεωρούνται ως ταυτόσηµες.

Ιδιαίτερα, ϐλέπουµε ότι, αν |X | = n, τότε :

S(X ) ∼= S({1,2, · · · ,n}) = Sn
p

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα ταξινοµώντας, µε ϐάση τη σχέση ισοµορφίας οµάδων, όλες τις οµάδες
µε τάξη ≤ 4.
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Παράδειγµα 2.8.14. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα, και υποθέτουµε ότι |G| ≤ 4.

1. Αν |G| = 1, τότε G = {e}, και προφανώς κάθε άλλη οµάδα G ′ = {e ′} τάξης 1 είναι ισόµορφη µε την G
µέσω του ισοµορφισµού f : G −→G ′, f (e) = e ′.
• ΄Αρα υπάρχει ακριβώς µια κλάση ισοµορφίας οµάδων µε τάξη 1, η κλάση ισοµορφίας της τετριµµένης

οµάδας.

Ως αντιπρόσωπος της µοναδικής κλάσης ισοµορφίας µπορεί να ληφθεί η τετριµµένη υποοµάδα {0}
της προσθετικής οµάδας (Z,+) ή η τετριµµένη υποοµάδα {1} της πολλαπλασιαστικής οµάδας (R∗, ·).

2. Αν |G| = 2, τότε, από το Παράδειγµα 2.4.26, η G είναι της µορφής G = {e, a}, όπου a2 = e. Κάθε
άλλη οµάδα G ′ τάξης 2 ϑα είναι ανάλογης µορφής G ′ = {e ′,b}, όπου b2 = e ′, και τότε η απεικόνιση
f : G −→G ′, όπου f (e) = e ′ και f (a) = b, είναι προφανώς ισοµορφισµός οµάδων.

• ΄Αρα υπάρχει ακριβώς µια κλάση ισοµορφίας οµάδων µε τάξη 2, η κλάση ισοµορφίας της κυκλικής οµάδας

τάξης 2.

Ως αντιπρόσωπος της µοναδικής κλάσης ισοµορφίας µπορεί να ληφθεί η προσθετική οµάδα (Z2,+)
των κλάσεων υπολοίπων mod 2, ή η υποοµάδα {1,−1} της πολλαπλασιαστικής οµάδας (R∗, ·), ή η
συµµετρική οµάδα (S2,◦).

3. Αν |G| = 3, τότε, από το Παράδειγµα 2.4.26, η G είναι της µορφής G = {e, a, a2}, όπου a3 = e. Κάθε
άλλη οµάδα G ′ τάξης 3 ϑα είναι ανάλογης µορφής G ′ = {e ′,b,b2}, όπου b3 = e ′, και τότε η απεικόνιση
f : G −→G ′, όπου f (e) = e ′, f (a) = b, και f (a2) = b2, είναι προφανώς ένας ισοµορφισµός οµάδων.

• ΄Αρα υπάρχει ακριβώς µια κλάση ισοµορφίας οµάδων µε τάξη 3, η κλάση ισοµορφίας της κυκλικής οµάδας

τάξης 3.

Ως αντιπρόσωπος της µοναδικής κλάσης ισοµορφίας µπορεί να ληφθεί η προσθετική οµάδα (Z3,+)
των κλάσεων υπολοίπων mod 2, ή η υποοµάδα {1,ζ3,ζ2

3} της πολλαπλασιαστικής οµάδας (C∗, ·) η οποία
αποτελείται από τις κυβικές ϱίζες της µονάδας.

4. Υποθέτουµε ότι |G| = 4. Από το Παράδειγµα 2.4.26, έπεται ότι υπάρχουν δύο διαφορετικές, ως προς
τον πίνακα Cayley, οµάδες µε τάξη 4: η οµάδα των τεσσάρων στοιχείων V4 του Klein, και η κυκλική
οµάδα C4 τάξης 4.

(αʹ) Για την οµάδα του Klein, έχουµε: (V4, ·), όπου V4 = {
e, a,b,c

}
, όπου a2 = b2 = c2 = e, και a ·b =

c = b ·a, b · c = a = c ·b, και c ·a = b = a · c. Στην οµάδα V4, όλα τα στοιχεία x ∈ V4 ικανοποιούν τη
σχέση x2 = e.

(ϐʹ) Για την κυκλική οµάδα C4 τάξης 4, έχουµε: (C4,∗), όπου C4 = {
ε, x, x2, x3

}
, όπου x4 = ε. Στην

οµάδα C4 τα µόνα στοιχεία x ∈C4 τα οποία ικανοποιούν τη σχέση x2 = ε είναι τα ε και a2.

Από τα παραπάνω, έπεται ότι οι οµάδες (V4, ·) και (C4,∗) δεν είναι ισόµορφες : (V4, ·) � (C4,∗).

Για την τυχούσα οµάδα G = {
e ′, a′,b′,c ′

}
µε τάξη 4, υπάρχουν δύο επιλογές : είτε κάθε στοιχείο

της x ικανοποιεί τη σχέση x2 = e ′, οπότε ο πίνακας Cayley της G ϑα είναι της µορφής του Πίνακα Α΄
παρακάτω, ή ϑα έχει ακριβώς δύο στοιχεία x, έστω τα e ′ και a′, τα οποία ικανοποιούν τη σχέση x2 = e ′,
οπότε ο πίνακας Cayley της G ϑα έχει την µορφή του Πίνακα Β΄ παρακάτω:

Πίνακας Α΄ :

? e′ a′ b′ c′

e′ e ′ a′ b′ c ′

a′ a′ e ′ c ′ b′

b′ b′ c ′ e ′ a′

c′ c ′ b′ a′ e ′

Πίνακας Β΄:

? e′ a′ b′ c′

e′ e ′ a′ b′ c ′

a′ a′ e ′ c ′ b′

b′ b′ c ′ a′ e ′

c′ c ′ b′ e ′ a′

Στην περίπτωση οµάδας (G ,?) µε πίνακα Cayley τον Α΄, εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση f : G −→ V4,
όπου f (e) = e ′, f (a) = a′, f (b) = b′, και f (c) = c ′, είναι ισοµορφισµός οµάδων, και άρα G ∼= V4. Στην
περίπτωση οµάδας (G ,?) µε πίνακα Cayley τον Β΄, εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση f : G −→ C4,
όπου f (ε) = e ′, f (x) = b′, f (x2) = a′, και f (x3) = c ′, είναι ισοµορφισµός οµάδων, και άρα G ∼=C4.
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• ΄Αρα υπάρχουν ακριβώς δύο κλάσεις ισοµορφίας οµάδων µε τάξη 4, η κλάση ισοµορφίας της οµάδας των

τεσσάρων στοιχείων του Klein, και η κλάση ισοµορφίας της κυκλικής οµάδας τάξης 4.

Ως αντιπρόσωπος της µιας κλάσης ισοµορφίας µπορεί να ληφθεί η προσθετική κυκλική οµάδα
(Z4,+) των κλάσεων υπολοίπων mod 4, ή η υποοµάδα {1, i ,−1,−i } των τέταρτων ϱιζών της µονάδας
της πολλαπλασιαστικής οµάδας (C∗, ·), και ως αντιπρόσωπος της άλλης κλάσης ισοµορφίας µπορεί να
ληφθεί η προσθετική οµάδα ευθύ γινόµενο (Z2 ×Z2,+), η πολλαπλασιαστική οµάδα ευθύ γινόµενο
({1,−1}× {1,−1}, ·). p

Για να είναι εφικτή η ταξινόµηση οµάδων µικρής τάξης 5,6,7,8, · · · , απαιτούνται επιπρόσθετες έννοιες και
αποτελέσµατα, κάποια εκ των οποίων αναπτύσσονται στα επόµενα κεφάλαια.

Στη Θεωρία Οµάδων, αλλά και σε αλγεβρικές δοµές παρόµοιου τύπου, ενδιαφερόµαστε για τις δοµικές
ιδιότητες τις οποίες έχει µια οµάδα, και το κεντρικό πρόβληµα αφορά την ταξινόµηση (κλάσεων) οµάδων
µε ϐάση τη σχέση ισοµορφίας. Σ΄ αυτό το πλαίσιο, ισόµορφες οµάδες έχουν τις ίδιες δοµικές ιδιότητες και
γι΄ αυτό τις ταυτίζουµε, καθώς η µία οµάδα είναι (ισόµορφο) αντίγραφο της άλλης. Αυτή η προσέγγιση ϑα
ακολουθηθεί στις επόµενες ενότητες.

2.9 Ευθέα Γινόµενα Οµάδων (ΙΙ)

Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.7.16, αν µια οµάδα G είναι το εξωτερικό ευθύ γινόµενο πεπερασµένου πλήθους
οµάδων, τότε η G είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο αντίστοιχων υποοµάδων της. Στην παρούσα υποενότητα,
ολοκληρώνοντας την ανάλυση της ϐασικής ϑεωρίας ευθέων γινοµένων οµάδων, ϑα δείξουµε ότι ισχύει και το
αντίστροφο, και επιπλέον ϑα αποδείξουµε διάφορους χαρακτηρισµούς για το πότε µια οµάδα είναι ισόµορφη
µε το εξωτερικό ή εσωτερικό ευθύ γινόµενο πεπερασµένου πλήθους (υπο)οµάδων.

Θεώρηµα 2.9.1. 1. ΄Εστω (G , ·) = (
∏n

k=1 Gk , ·) το εξωτερικό ευθύ γινόµενο πεπερασµένου πλήθους οµάδων
(G1, ·), · · · , (Gn , ·). Τότε η οµάδα G είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο υποοµάδων της G̃1, · · · ,G̃n , και
επιπλέον υπάρχουν ισοµορφισµοί οµάδων, ∀k = 1,2, · · · ,n:

G̃k
∼=−→ Gk

2. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα η οποία είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο πεπερασµένου πλήθους υποοµάδων της
H1, · · · , Hn . Τότε η οµάδα G είναι ισόµορφη µε το εξωτερικό ευθύ γινόµενο των οµάδων H1, · · · , Hn :

G
∼=−→ H1 ×H2 ×·· ·×Hn

Απόδειξη. 1. Από την Πρόταση 2.7.16 έπεται ότι η οµαδα G είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων
της G̃1, · · · ,G̃n , όπου G̃k = {e1}×·· ·× {ek−1}×Gk × {ek+1}×·· · {en}, 1 ≤ k ≤ n. Για κάθε k = 1,2, · · · ,n, ορίζουµε
απεικόνιση

fk : Gk −→ G̃k , fk (x) = (e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en)

Η απεικόνιση fk είναι οµοµορφισµός οµάδων διότι :

fk (x ·y) = (e1, · · · ,ek−1, x ·y,ek+1, · · · ,en) = (e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en) · (e1, · · · ,ek−1, y,ek+1, · · · ,en) = fk (x)· fk (y)

Επίσης η fk είναι «1-1», διότι : αν fk (x) = fk (y), τότε (e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en) = (e1, · · · ,ek−1, y,ek+1, · · · ,en)
και εποµένως x = y. Τέλος, η απεικόνιση fk είναι «επί», διότι κάθε στοιχείο της υποοµάδας G̃k είναι
της µορφής (e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en) = fk (x), όπου x ∈ Gk . ΄Αρα η απεικόνιση fk , 1 ≤ k ≤ n, είναι ένας
ισοµορφισµός οµάδων.

2. Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση

f : H1 ×H2 ×·· ·×Hn −→ G , f (h1,h2, · · · ,hn) = h1 ·h2 · · ·hn
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είναι ισοµορφισµός οµάδων. ΄Εστω x = (h1,h2, · · · ,hn) και y = (h′
1,h′

2, · · · ,h′
n) τυχόντα στοιχεία της οµάδας

εξωτερικό ευθύ γινόµενο H1 ×H2 ×·· ·×Hn . Τότε ϑα έχουµε

f (x ·y) = f
(
(h1,h2, · · · ,hn) · (h′

1,h′
2, · · · ,h′

n)
)= (

h1 ·h′
1,h2 ·h′

2, · · · ,hn ·h′
n

)= h1 ·h′
1 ·h2 ·h′

2 · · ·hn ·h′
n

Από την άλλη πλευρά, χρησιµοποιώντας το µέρος 1., της Πρότασης 2.7.14, ϑα έχουµε:

h1 ·h′
1 ·h2 ·h′

2 · · ·hn ·h′
n = (h1 ·h2 · · ·hn) · (h′

1 ·h′
2 · · ·h′

n) = f (x) · f (y)

΄Αρα η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός οµάδων. Προφανώς η απεικόνιση f είναι απεικόνιση «επί»,
διότι αν h1 ·h2 · · ·hn ∈ G, όπου hk ∈ Hk , 1 ≤ k ≤ n, τότε f (h1,h2, · · · ,hn) = h1 ·h2 · · ·hn . Τέλος, έστω ότι
f (h1,h2, · · · ,hn) = f (h′

1,h′
2, · · · ,h′

n), όπου hi ,h′
i ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n. Τότε h1 ·h2 · · ·hn = h′

1 ·h′
2 · · ·h′n, και άρα

από την µοναδικότητα της γραφής στην οµάδα εσωτερικό ευθύ γινόµενο, ϑα έχουµε ότι hi = h′
i , 1 ≤ i ≤ n.

Εποµένως (h1,h2, · · · ,hn) = (h′
1,h′

2, · · · ,h′
n), δηλαδή η f είναι «1-1». Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι η απεικόνιση

f είναι ισοµορφισµός οµάδων. ■

Πόρισµα 2.9.2. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα και ότι H1, H2, · · · , Hn είναι υποοµάδες της G. Τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η οµάδα G είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων H1, · · · , Hn .

2. Η απεικόνιση
f : H1 ×H2 ×·· ·×Hn −→ G , f (h1,h2, · · · ,hn) = h1 ·h2 · · · · ·hn

είναι ισοµορφισµός οµάδων.

Απόδειξη. 1. =⇒ 2. Προκύπτει από το µέρος 2. του Θεωρήµατος 2.9.1.
2. =⇒ 1. Θέτουµε H = H1 ×H2 ×·· ·×Hn . Επειδή η απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός, έπεται ότι

G = Im( f ) = {
f (h1,h2, · · · ,hn) ∈G | hi ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n

}= {
h1 ·h2 · · · · ·hn ∈G | hi ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n

}= H1 ·H2 · · ·Hn

Θέτοντας H̃k = {e1}×·· ·×{ek−1}×Hk ×{ek+1}×·· · {en}, 1 ≤ k ≤ n, από την Πρόταση 2.7.16, έπεται ότι η οµάδα
H είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων H̃k , και ιδιαίτερα ϑα έχουµε: H̃k EH , 1 ≤ k ≤ n. ΄Εστω
x ∈G και hk ∈ Hk . Επειδή η f είναι ισοµορφισµός και επειδή προφανώς f (H̃k ) = Hk , έπεται ότι υπάρχουν
στοιχεία h ∈ H και hk ∈ H̃k έτσι ώστε : f (h) = x και f (hk ) = hk . Χρησιµοποιώντας ότι H̃k EHk , ϑα έχουµε:

h ·hk ·h−1 ∈ H̃k =⇒ f (h ·hk ·h−1) ∈ f (H̃k ) =⇒ f (h) · f (hk ) · f (h−1) ∈ Hk =⇒ x ·hk · x−1 ∈ Hk

Εποµένως, η Hk είναι κανονική υποοµάδα της G: Hk EG, 1 ≤ k ≤ n.
΄Εστω x ∈ G και υποθέτουµε ότι x = h1 ·h2 · · ·hn = h′

1 ·h′
2 · · ·h′

n , όπου hi ,h′
i ∈ Hi , 1 ≤ i ≤ n. Επειδή η

απεικόνιση f είναι απεικόνιση «επί», υπάρχουν στοιχεία h ∈ H και gi , g ′
i ∈ H̃i , έτσι ώστε : f (h) = x, f (gi ) = hi ,

και f (g ′
i ) = h′

i , 1 ≤ i ≤ n. Τότε προφανώς ϑα έχουµε f (h) = f (g1) · f (g2) · · · f (gn) = f (g ′
1) · f (g ′

2) · · · f (g ′
n), και

επειδή η f είναι οµοµορφισµός και απεικόνιση «1-1», ϑα έχουµε:

f (h) = f (g1 · g2 · · ·gn) = f (g ′
1 · g ′

2 · · ·g ′
n) =⇒ h= g1 · g2 · · ·gn = g ′

1 · g ′
2 · · ·g ′

n

Επειδή η οµάδα H είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων H̃i , και gi , g ′
i ∈ H̃i , 1 ≤ i ≤ n, από την

µοναδικότητα της γραφής, έπεται ότι

gi = g ′
i , 1 ≤ i ≤ n =⇒ hi = f (gi ) = f (g ′

i ) = h′
i , 1 ≤ i ≤ n

Τότε, από την Πρόταση 2.7.15, η οµάδα G είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων Hi , 1 ≤ i ≤ n. ■
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Παράδειγµα 2.9.3. 1. Από το Παράδειγµα 2.7.10, έπεται ότι η οµάδα V4 = {
e, a,b,c

}
των τεσσάρων

στοιχείων του Klein είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων της H1 = {e, a} και H2 = {e,b}.
Εποµένως : V4

∼= H1 × H2. Επειδή καθεµία εκ των υποοµάδων Hi είναι κυκλική τάξης 2, από το
Παράδειγµα 2.8.14 έπεται ότι υπάρχουν ισοµορφισµοί H1

∼=Z2
∼= H2. Εποµένως :

V4
∼= Z2 ×Z2

µέσω του ισοµορφισµού οµάδων f : V4 −→Z2×Z2, f (e) = ([0]2, [0]2), f (a) = ([1]2, [0]2), f (b) = ([0]2, [1]2),
και f (c) = ([1]2, [1]2).

2. Από το Παράδειγµα 2.7.10 έπεται ότι η οµάδα (C∗, ·) των µη µηδενικών µιγαδικών αριθµών είναι το
εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων της T και R>0. Εποµένως

C∗ ∼= T×R>0

µέσω του ισοµορφισµού οµάδων f : C∗ −→T×R>0, f (z) = ( z
|z| , |z|

)
.

3. Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (Z6,+) των κλάσεων υπολοίπωνmod 6, δηλαδή Z6 =
{
[0]6, [1]6, [2]6, [3]6,

[4]6, [5]6
}
. Θα δείξουµε ότι

Z6
∼= Z2 ×Z3

Θεωρούµε τις κυκλικές υποοµάδες H1 = 〈[3]6〉 =
{
[0]6, [3]6

}
και H2 = 〈[2]6〉 =

{
[0]6, [2]6, [4]6

}
της Z6 οι

οποίες παράγονται από τις κλάσεις ισοτιµίας [3]6 και [2]6. Επειδή η Z6 είναι αβελιανή, έπεται ότι
οι υποοµάδες H1 και H2 είναι κανονικές. Επιπλέον εύκολα υπολογίζουµε ότι H1 + H2 = Z6. Τέλος,
επειδή H1

⋂
H2 = {

[0]6
}
, έπεται ότι η Z6 είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο των υποοµάδων H1 και

H2. Εποµένως ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό Z6
∼= H1 × H2. Επειδή οι υποοµάδες H1 και H2 είναι

κυκλικές τάξης 2 και 3 αντίστοιχα, έπεται ότι υπάρχουν ισοµορφισµοί H1
∼=Z2 και H2

∼=Z3. Εποµένως
Z6

∼= Z2 ×Z3, µέσω του ισοµορφισµού f : Z6 −→Z2 ×Z3, f ([k]6) = ([k]2, [k]3).
p

Παράδειγµα 2.9.4. Αν
{
(Gk , ·)}n

k=1 και
{
(Hk , ·)}n

k=1 είναι δύο οικογένειες οµάδων, και υποθέτουµε ότι
fk : Gk −→ Hk είναι οµοµορφισµοί οµάδων, 1 ≤ k ≤ n. Τότε ορίζεται η απεικόνιση

n∏
k=1

fk = f1 × f2 ×·· ·× fn :
n∏

k=1
Gk −→

n∏
k=1

Hk , ( f1 × f2 ×·· ·× fn)(x1, x2, · · · , xn) = (
f1(x1), f2(x2), · · · fn(xn)

)
Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση

∏n
k=1 fk = f1 × f2 × ·· · × fn είναι οµοµορφισµός οµάδων. Πράγµατι, αν x =

(x1, x2, · · · , xn) και y = (y1, y2, · · · , yn) είναι στοιχεία της οµάδας
∏n

k=1 Gk , τότε x ·y = (x1 · y1, x2 · y2, · · · , xn · yn),
και ϑα έχουµε:

(
n∏

k=1
fk )(x ·y) = (

n∏
k=1

fk )(x1 · y1, x2 · y2, · · · , xn · yn) = ( f1(x1 · y1), f2(x2 · y2), · · · , fn(xn · yn)) =

= ( f1(x1) · f1(y1), f2(x2) · f2(y2), · · · , fn(xn) · fn(yn)) = ( f1(x1), f2(x2), · · · fn(xn) · ( f1(y1), f2(y2), · · · fn(yn) =

= (
n∏

k=1
fk )(x) · (

n∏
k=1

fk )(y)

Εποµένως η απεικόνιση
∏n

k=1 fk : (
∏n

k=1 Gk , ·) −→ (
∏n

k=1 Hk , ·) είναι οµοµορφισµός οµάδων, ο οποίος καλείται
οµοµορφισµός ευθύ γινόµενο των οµοµορφισµών fk : (Gk ,?k ) −→ (Hk ,∗k ), 1 ≤ k ≤ n.

Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 2.10.45, ο οµοµορφισµός
∏n

k=1 fk είναι µονοµορφισµός, αντίστοιχα, επιµορ-
ϕισµός, αντίστοιχα ισοµορφισµός, αν και µόνο αν κάθε οµοµορφισµός fk , 1 ≤ k ≤ n, είναι µονοµορφισµός,
αντίστοιχα, επιµορφισµός, αντίστοιχα ισοµορφισµός.

p

Παράδειγµα 2.9.5. 1. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα, Τότε υπάρχουν ισοµορφισµοί : G ∼= {e}×G και G ∼=G × {e}.
Πράγµατι οι απεικονίσεις G −→ {e} ×G , x 7−→ (e, x) και G −→ G × {e}, x 7−→ (x,e) είναι προφανώς
ισοµορφισµοί οµάδων.
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2. ΄Εστω (G1, ·) και (G , ·) δύο οµάδες. Τότε η απεικόνιση f : G1 ×G2 −→ G2 ×G1, f (x, y) = (y, x) είναι
προφανώς ένας ισοµορφισµός οµάδων, και άρα:

G1 ×G2
∼= G2 ×G1

3. Γενικότερα, αν (G1, ·), · · · , (Gn , ·) είναι ένα πεπερασµένο πλήθος οµάδων, τότε, σύµφωνα µε την ΄Ασκηση
2.10.43, για κάθε µετάθεση σ ∈ Sn , υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων:

G1 ×G2 ×·· ·×Gn
∼= Gσ(1) ×Gσ(2) ×·· ·×Gσ(n)

p

Θεωρούµε µια πεπερασµένη οικογένεια οµάδων
{
(Gk , ·)}n

k=1. Ορίζουµε απεικονίσεις

ιk : Gk −→ G1 ×G2 ×·· ·×Gn , ιk (x) = (e1,ek−1, x,ek+1, · · · ,en)

πk : G1 ×G2 ×·· ·×Gn −→ Gk , ιk (x1, x2, · · · , xn) = xk

και υπενθυµίζουµε ότι για τυχούσες οµάδες G και H , ορίζεται ο τετριµµένος οµοµορφισµός ε : G −→ H ,
ε(x) = e. Ιδιαίτερα ορίζονται οι τετριµµένοι οµοµορφισµοί εi j : Gi −→ G j , εi j (x) = e j , όπου e j είναι το
ουδέτερο στοιχείο της οµάδας G j .

Αν (G , ·) είναι µια οµάδα και f1, · · · , fn : G −→G είναι απεικονίσεις, όχι απαραίτητα οµοµορφισµοί οµά-
δων, τότε ορίζεται η απεικόνιση

f1 · f2 · · · fn : G −→ G , ( f1 · f2 · · · fn)(x) = f1(x) · f2(x) · · · fn(x)

Σηµειώνουµε ότι ακόµα και αν οι απεικονίσεις fk 1 ≤ k ≤ n, είναι οµοµορφισµοί, τότε γενικά η απεικόνιση
f1 · f2 · · · fn δεν είναι οµοµορφισµός οµάδων, ϐλέπε την ΄Ασκηση 1.5.28.

Λήµµα 2.9.6. Με τους παραπάνω συµβολισµούς, οι οικογένειες απεικονίσειων{
ιk : Gk −→

n∏
k=1

Gk

}n

k=1

και

{
πl :

n∏
k=1

Gk −→Gl

}n

l=1

είναι οµοµορφισµοί οµάδων και ικανοποιούνται οι ακόλουθες σχέσεις :

∀1 ≤ i , j ≤ n : π j ◦ ιi =
{
IdGi , αν i = j

εi j , αν i 6= j

Επιπλέον :

1. Για κάθε k = 1,2, · · · ,n, η απεικόνιση πk :
∏n

k=1 Gk −→Gk είναι επιµορφισµός, και η απεικόνιση ιk : Gk −→∏n
k=1 είναι µονοµορφισµός µε εικόνα την υποοµάδα G̃k = {e1}×·· · {ek−1}×Gk×{ek+1}×·· ·×{en}. Επιπλέον

ο µονοµορφισµός ιk επάγει έναν ισοµορφισµό οµάδων

ιk : Gk
∼=−→ G̃k

2. Ικανοποιείται η ακόλουθη σχέση:

Id∏n
k=1 Gk

= (ι1 ◦π1) · (ι2 ◦π2) · · · (ιn ◦πn)

Απόδειξη. ΄Εστω x, y ∈Gk . Τότε για κάθε k = 1,2, · · · ,n:

ιk (x · y) = (e1, · · · ,ek−1, x · y,ek+1, · · · ,en) = (e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en) · (e1, · · · ,ek−1, y,ek+1, · · · ,en) = ιk (x) · ιk (y)

Εποµένως η απεικόνιση ιk , 1 ≤ k ≤ n, είναι οµοµορφισµός οµάδων.
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Παρόµοια, ϑεωρούµε στοιχεία x= (x1, · · · , xl , · · · , xn) και y= (y1, · · · , yl , · · · , yn) της οµάδας εξωτερικό ευθύ
γινόµενο

∏n
k=1 Gk . Τότε :

πl (x ·y) =πl (x1 · y1, · · · , xl · yl , · · · , xn · yn) = xl · yl =πl (x1, · · · , xl , · · · , xn) ·πl (y1, · · · , yl , · · · , yn) =πl (x) ·πl (y)

Εποµένως η απεικόνιση πl , 1 ≤ l ≤ n, είναι οµοµορφισµός οµάδων.
Θεωρούµε δείκτες 1 ≤ i , j ≤ n. Υποθέτουµε πρώτα ότι i 6= j , και έστω x ∈Gi , τότε :

(π j ◦ ιi )(x) =π j (ιi (x)) =π j (e1, · · · ,ei−1, x,ei+1, · · · ,en) = e j άρα 1 ≤ i 6= j ≤ n : =⇒ π j ◦ ιi = ei j

Υποθέτουµε ότι i = j , και έστω x ∈Gi , τότε :

(πi ◦ ιi )(x) =πi (ιi (x)) =πi (e1, · · · ,ei−1, x,ei+1, · · · ,en) = x άρα 1 ≤ i = j ≤ n : =⇒ πi ◦ ιi = IdGi

1. Η απεικόνιση πk :
∏n

k=1 −→Gk είναι επιµορφισµός, διότι για κάθε x ∈Gk , έχουµε: πk (e1, · · · ,ek−1, x,
ek+1, · · · ,en) = x. Η απεικόνιση ιk : Gk −→∏n

k=1 Gk είναι µονοµορφισµός, διότι, αν ιk (x) = ιk (y), τότε πk (ιk (x)) =
πk (ιk (y)) και εποµένως από τις παραπάνω σχέσεις, έπεται ότι x = y. Προφανώς Im(ιk ) = {

ιk (x) ∈∏n
k=1 Gk | x ∈

Gk
}= {

(e1, · · · ,ek−1, x,ek+1, · · · ,en) ∈∏n
k=1 Gk | x ∈Gk

}= G̃k . Εποµένως µπορούµε να ϑεωρήσουµε απεικόνιση

ι̃k : Gk −→ G̃k , ι̃k (x) = ιk (x)

η οποία είναι προφανώς ισοµορφισµός οµάδων.
2. Για κάθε x= (x1, x2, · · · , xn) ∈∏n

k=1 Gk , ϑα έχουµε:

[(ι1 ◦π1) · (ι2 ◦π2) · · · (ιn ◦πn)](x) = (ι1 ◦π1)(x) · (ι2 ◦π2)(x) · · · (ιn ◦πn)(x) = ι1(π1(x)) · ι2(π2)(x)) · · · ιn(πn)(x)) =

= ι1(x1) · ι2(x2) · · · ιn(xn) = (x1,e2, · · · ,en) · (e1, x2, · · · ,en) · · · (e1,e2, · · ·xn) = (x1, x2, · · · , xn) = x= Id∏n
k=1 Gk

(x)

Εποµένως ϑα έχουµε: Id∏n
k=1 Gk

= (ι1 ◦π1) · (ι2 ◦π2) · · · (ιn ◦πn). ■

Το ακόλουθο αποτέλεσµα χαρακτηρίζει τις οµάδες οι οποίες είναι (ισόµορφες µε) εξωτερικά ευθέα γινόµε-
να πεπερασµένου πλήθους οµάδων, χωρίς τη χρήση στοιχείων ή υποοµάδων, αλλά µε ϐάση οµοµορφισµούς
οµάδων.

Θεώρηµα 2.9.7. Αν (G , ·) και (G1, ·), · · · , (Gn , ·) είναι οµάδες, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η οµάδα G είναι ισόµορφη µε το ευθύ γινόµενο G1 ×G2 ×·· ·×Gn των οµάδων Gi , 1 ≤ i ≤ n.

2. Υπάρχουν οικογένειες οµοµορφισµών οµάδων ιk : Gk −→G και πk : G −→Gk έτσι ώστε :

∀1 ≤ i , j ≤ n : π j ◦ ιi =
{
IdGi , αν i = j

εi j , αν i 6= j
και IdG = (ι1 ◦π1) · (ι2 ◦π2) · · · (ιn ◦πn)

Απόδειξη. 1. =⇒ 2. Η απόδειξη προκύπτει από το Λήµµα 2.9.6.
2. =⇒ 1. Ορίζουµε µια απεικόνιση

f : G −→ G1 ×G2 ×·· · ,×Gn , f (x) = (
π1(x),π2(x), · · · ,πn(x)

)
Η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός οµάδων, διότι, αν x, y ∈ G, τότε, χρησιµοποιώντας ότι οι απεικονίσεις
πk , 1 ≤ k ≤ n, είναι οµοµορφισµοί οµάδων, ϑα έχουµε:

f (x · y) = (
π1(x · y),π2(x · y), · · · ,πn(x · y)

)= (
π1(x) ·π1(y),π2(x) ·π2(y), · · · ,πn(x) ·πn(y)

)=
= (

π1(x),π2(x), , · · · ,πn(x)
) · (π1(y),π2(y), , · · · ,πn(y)

)= f (x) · f (y)

Η απεικόνιση f είναι µονοµορφισµός, διότι, αν f (x) = f (y), τότε ϑα έχουµε:

f (x) = f (y) =⇒ (
π1(x),π2(x), · · · ,πn(x)

)= (
π1(y),π2(y), · · · ,πn(y)

) =⇒ πk (x) =πk (y), 1 ≤ k ≤ n =⇒



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΟΜΑ∆ΕΣ: ΒΑΣΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ, ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ, ΚΑΙ ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ 168

(ιk◦πk )(x) = (ιk◦πk )(y)), 1 ≤ k ≤ n =⇒ (ι1◦π1)(x)·(ι2◦π2)(x) · · · (ιn◦πn)(x) = (ι1◦π1)(y)·(ι2◦π2)(y) · · · (ιn◦πn)(y)

=⇒ [(ι1 ◦π1) · (ι2 ◦π2) · · · (ιn ◦πn)](x) = [(ι1 ◦π1) · (ι2 ◦π2) · · · (ιn ◦πn)](y) =⇒ IdG (x) = IdG (y) =⇒ x = y

Τέλος, η απεικόνιση f είναι επιµορφισµός, διότι, αν x= (x1, x2, · · · , xn) ∈G1 ×G2 ×·· ·×Gn , τότε ϑεωρούµε το
στοιχείο a = ι1(x1) · ι2(x2) · · · ιn(xn) ∈G, και ϑα έχουµε:

f (a) = (
π1(ι1(x1) · ι2(x2) · · · ιn(xn)), π2(ι1(x1) · ι2(x2) · · · ιn(xn)), · · · , πn(ι1(x1) · ι2(x2) · · · ιn(xn)

)
Θέτουµε ak = πk (ι1(x1) · ι2(x2) · · · ιn(xn)) ∈Gk , 1 ≤ k ≤ n, και τότε f (a) = (a1, a2, · · · , an). Επειδή η απεικόνιση
πk είναι οµοµορφισµός οµάδων, λαµβάνοντας υπόψη τις σχέσεις του µέρους 2., ϑα έχουµε:

ak =πn(ι1(x1)) ·πk (ι2(x2)) · · ·πk (ιn(xn)) = (πk ◦ ι1)(x1) · (πk ◦ ι2)(x2) · · · (πk ◦ ιk )(xk ) · · · (πk ◦ ιn)(xn) =

= ε1k (x1) ·ε2k (x2) · · · IdGk (xk ) · · ·εnk (xn) = ek ·ek · · ·xk · · ·ek = xk

Εποµένως ϑα έχουµε: f (a) = (a1, a2, · · · , an) = (x1, x2, · · · , xn) = x, και η απεικόνιση f είναι επιµορφισµός.
Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι η απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός οµάδων. ■

2.10 Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.10.1. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Ορίζουµε µια διµελή πράξη «?» επί του G ως εξής :

·op : G ×G −→G , a ·op b = b ·a

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G , ·op) είναι οµάδα, η οποία καλείται η αντίθετη οµάδα της οµάδας (G , ·) και
συµβολίζεται απλώς ως Gop. Ποια είναι η αντίθετη οµάδα της αντίθετης οµάδας Gop της οµάδας G; Πότε µια
οµάδα συµπίπτει, ως οµάδα, µε την αντίθετή της ;

΄Ασκηση 2.10.2. ΄Εστω (G ,/) ένα Ϲεύγος αποτελούµενο από ένα µη κενό σύνολο G και µια διµελή πράξη
/: G ×G −→G, (a,b) 7−→ a/b, επί του συνόλου G έτσι ώστε :

1. Υπάρχει ένα στοιχείο 1 ∈G έτσι ώστε : a/b = 1 ⇐⇒ a = b.

2. Αν a,b,c ∈G, τότε : (a/b)/(c/d) = a/b.

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G , ·) είναι οµάδα, όπου «·» είναι η διµελής πράξη

· : G ×G −→G , a ·b = a/(1/b)

΄Ασκηση 2.10.3. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και Rel(X ) το σύνολο των σχέσεων επί του X . Τότε το Ϲεύγος
Rel(X ),◦), όπου «◦» είναι η πράξη µεταξύ σχέσεων επί του X η οποία ορίστηκε στην υποενότητα 1.1.1, είναι ένα
µονοειδές (ϐλέπε ΄Ασκηση 1.5.6). Να προσδιοριστεί η οµάδα U(Rel(X ),◦)) των αντιστρέψιµων στοιχείων του
µονοειδούς Rel(X ),◦).

΄Ασκηση 2.10.4. Να δειχθεί ότι υπάρχουν παραδείγµατα Ϲευγών (G , ·), όπου «·» είναι µια προσεταιριστική πράξη
επί του συνόλου G έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες 1. και 2. ή οι ακόλουθες συνθήκες 3.
και 4.:

1. ( ΄Υπαρξη δεξιού ουδέτερου στοιχείου). Υπάρχει ένα στοιχείο e έτσι ώστε a ·e = a, ∀a ∈G.

2. ( ΄Υπαρξη αριστερού αντίστροφου στοιχείου). Για κάθε στοιχείο a ∈ G, υπάρχει ένα στοιχείο a′ ∈ G έτσι
ώστε : a′ ·a = e.
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3. ( ΄Υπαρξη αριστερού ουδέτερου στοιχείου). Υπάρχει ένα στοιχείο e έτσι ώστε e ·a = a, ∀a ∈G.

4. ( ΄Υπαρξη δεξιού αντίστροφου στοιχείου). Για κάθε στοιχείο a ∈ G, υπάρχει ένα στοιχείο a′ ∈ G έτσι ώστε :
a ·a′ = e.

και το Ϲεύγος (G , ·) δεν είναι οµάδα.19

΄Ασκηση 2.10.5. ΄Εστω (G , ·) ένα Ϲεύγος αποτελούµενο από ένα µη κενό σύνολο G και µια προσεταιριστική
διµελή πράξη «·» επί του G.

1. Να δειχθεί ότι αν, για κάθε a,b ∈G, οι γραµµικές εξισώσεις a ·x = b και y ·a = b έχουν λύση στο σύνολο
G, τότε υπάρχει ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «·» και το Ϲεύγος (G , ·) είναι οµάδα.

2. Να δειχθεί ότι αν, το σύνολο G είναι πεπερασµένο και ισχύουν οι Νόµοι ∆ιαγραφής, δηλαδή a ·c = b ·c =⇒
a = b και c ·a = c ·b =⇒ a = b, τότε το Ϲεύγος (G , ·) είναι οµάδα.

΄Ασκηση 2.10.6. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα, και ϑεωρούµε το Ϲεύγος (P (G)∗, ·), όπου P (G)∗ είναι το σύνολο των
µη κενών υποσυνόλων της G και «·» η πράξη επί του P (G)∗ η οποία ορίζεται ως : S ·T = {

s · t ∈G | s ∈ S, t ∈ T
}
.

1. Να δειχθεί ότι γενικά η πράξη «·» επί του P (G)∗ δεν είναι µεταθετική.

2. Να εξεταστεί αν το Ϲεύγος (P (G)∗, ·) αποτελεί οµάδα.

3. Να δειχθεί ότι ένα µη κενό υποσύνολο H ⊆G είναι υποοµάδα της G αν και µόνο H ·H ⊆ H και H−1 ⊆ H
(και τότε H ·H = H και H−1 = H ) αν και µόνο αν H ·H−1 ⊆ H (και τότε H ·H−1 = H ).

΄Ασκηση 2.10.7. Θεωρούµε το ανοιχτό διάστηµα (−1,1) = {
x ∈R | −1 < x < 1

}
της πραγµατικής ευθείας R. Να

δειχθεί ότι ορίζοντας

∀x, y ∈ (−1,1) : x? y = x + y

1+x y

αποκτούµε µια διµελή πράξη επί του (−1,1) έτσι ώστε το Ϲεύγος ((−1,1),?) είναι οµάδα.

΄Ασκηση 2.10.8. Να οριστεί κατάλληλη διµελής πράξη «?» επί του ανοιχτού διαστήµατος (−1,1) = {
x ∈R | 0 <

x < 1
}
της πραγµατικής ευθείας R, έτσι ώστε το Ϲεύγος ((0,1),?) είναι οµάδα και το αντίστροφο του στοιχείου x

ως προς την πράξη «?» είναι το 1−x.

΄Ασκηση 2.10.9. Να δειχθεί ότι κάθε (ανοιχτό ή κλειστό) διάστηµα I ⊆R της πραγµατικής ευθείας, µπορεί να
εφοδιαστεί µε µια διµελή πράξη «?» έτσι ώστε το Ϲεύγος (I ,?) είναι οµάδα.

΄Ασκηση 2.10.10. ΄Εστω X ένα µη-κενό σύνολο, και ϑεωρούµε την οµάδα µεταθέσεων (S(X ),◦) επι του X .
΄Εστω Y ⊆ X ένα µη-κενό υποσύνολο του X .

1. Αν το υποσύνολο Y είναι πεπερασµένο, να δειχθεί ότι το υποσύνολο

H = {
f ∈ S(X ) | f (Y ) ⊆ Y

}
είναι µια υποοµάδα της S(X ).

2. Να δειχθεί µε ένα παράδειγµα ότι, αν το υποσύνολο Y είναι άπειρο, τότε γενικά το υποσύνολο H δεν
είναι υποοµάδα της S(X ).

19Τέτοια παραδείγµατα αναλύθηκαν διεξοδικά για πρώτη ϕορά στις εργασίες των A.H. Clifford: A system arising from a weakened
set of group postulates, Annals of Mathematics 34 (1933), 865-871 και H. B. Mann: On certain systems which are almost groups,
Bull. Amer. Math. Soc. 50 (1944), 879–881.
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΄Ασκηση 2.10.11. Αν (G , ·) είναι µια οµάδα.

1. Αν η οµάδα G έχει άρτιο πλήθος στοιχείων, να δειχθεί ότι η G περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο e 6= a ∈G,
έτσι ώστε : a2 = e.

2. Αν για κάθε στοιχείο a ∈G ισχύει ότι a2 = e, ∀a ∈G, να δειχθεί ότι η οµάδα G είναι αβελιανή.

3. Είναι η οµάδα G αβελιανή, αν ισχύει ότι a3 = e, ∀a ∈G;

΄Ασκηση 2.10.12. Να δειχθεί ότι υπάρχουν ακριβώς δύο οµάδες µε διαφορετικό πίνακα Cayley και πλήθος
στοιχείων ίσο µε 4, η οµάδα των τεσσάρων στοιχείων V4 του Klein και η κυκλική οµάδα C4 µε τέσσερα στοιχεία.

Πόσες οµάδες τάξης 5 υπάρχουν µε διαφορετικό πίνακα Cayley;

΄Ασκηση 2.10.13. Να κατασκευαστεί ο πίνακας Cayley της οµάδας (G ,?) του «παιχνιδιού µε δύο κέρµατα»,
ϐλέπε το παράδειγµα 2.2.3, και να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G ,?) είναι µια οµάδα µε οκτώ στοιχεία η οποία δεν
είναι αβελιανή.

΄Ασκηση 2.10.14. Να κατασκευαστεί ο πίνακας Cayley της οµάδας Q των τετρανίων του Hamilton, και να
σχεδιαστεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της.

΄Ασκηση 2.10.15. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο πινάκων

H =
D(a,b) =

1 a b
0 1 0
0 0 1

 ∈ M3(Q) | a,b ∈Z


και

K =
D(a,b,c) =

1 a b
0 1 c
0 0 1

 ∈ M3(Q) | a,b,c ∈Z


Να δειχθεί ότι : H ,K ≤GL3(Z). Επίσης να δειχθεί ότι η H είναι αβελιανή, αλλά η K δεν είναι αβελιανή.

΄Ασκηση 2.10.16. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Αν H και K είναι υποοµάδες της G, τότε να δειχθεί ότι η ένωση
H ∪K των υποσυνόλων H και K είναι µια υποοµάδα της G αν και µόνο είτε H ⊆ K είτε K ⊆ H .

΄Ασκηση 2.10.17. ΄Εστω
{

Hk
}

k≥0 µια οικογένεια υποοµάδων µιας οµάδας G, για την οποία ισχύει ότι για κάθε
k,n ≥ 0 είτε Hk ⊆ Hn είτε Hn ⊆ Hk . Να δειχθεί ότι η ένωση

⋃∞
k=0 Hk είναι µια υποοµάδα της G, η οποία είναι

αβελιανή αν κάθε οµάδα Hk είναι αβελιανή.

΄Ασκηση 2.10.18. 1. Να δειχθεί ότι δεν υπάρχει οµάδα η οποία είναι ένωση δύο γνήσιων υποοµάδων της.

2. Υπάρχει οµάδα η οποία είναι ένωση τριών γνήσιων υποοµάδων της ;

΄Ασκηση 2.10.19. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο απεικονίσεων : Q\ {0,1} −→Q\ {0,1}

f1 : Q\ {0,1} −→Q\ {0,1}, f1(x) = x και f2 : Q\ {0,1} −→Q\ {0,1}, f2(x) = 1

x

f3 : Q\ {0,1} −→Q\ {0,1}, f1(x) = 1−x και f4 : Q\ {0,1} −→Q\ {0,1}, f2(x) = 1

1−x

f5 : Q\ {0,1} −→Q\ {0,1}, f5(x) = x

1−x
και f6 : Q\ {0,1} −→Q\ {0,1}, f6(x) = 1−x

x

Αν G = {
f1, f2, f3, f4, f5, f6

}
, να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G ,◦), όπου «◦» είναι η σύνθεση απεικονίσεων είναι µια µη

αβελιανή οµάδα µε έξι στοιχεία, και να ϐρεθεί ένα ελάχιστο σύνολο γεννητόρων της G.
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΄Ασκηση 2.10.20. Μια οµάδα (G , ·) ικανοποιεί τη συνθήκη ϕθίνουσας αλυσίδας αν για κάθε ϕθίνουσα ακο-
λουθία

· · · ≤ Hn+1 ≤ Hn ≤ ·· · ≤ H2 ≤ H1 ≤ G

υποοµάδων της G, υπάρχει k ≥ 1 έτσι ώστε : Hk = Hk+r , ∀r ≥ 1. Η οµάδα (G , ·) ικανοποιεί τη συνθήκη
ελαχίστου, αν κάθε µη κενό σύνολο υποοµάδων της G έχει ελάχιστο στοιχείο.

Να δειχθεί ότι η οµάδα G ικανοποιεί τη συνθήκη ϕθίνουσας αλυσίδας, αν και µόνο αν ικανοποιεί τη συνθήκη
ελαχίστου.

΄Ασκηση 2.10.21. ΄Εστω(G , ·) µια οµάδα, και S ⊆G ένα µη κενό υποσύνολο της G.

1. Να δειχθεί ότι : Z(G) = {
x ∈G | NG (x) =G

}
.

2. Αν x ∈G, να δειχθεί ότι : xNG (S)x−1 =NG (xSx−1).

΄Ασκηση 2.10.22. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα, και S ⊆ G ένα µη-κενό υποσύνολο της G, Να δειχθεί ότι CG (S) ⊆
NG (S). Αν S ≤G είναι υποοµάδα της G, να δειχθεί ότι S ⊆NG (S) και η S είναι κανονική υποοµάδα της NG (S).

΄Ασκηση 2.10.23. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα, για την οποία υπάρχει n > 1 έτσι ώστε : (a ·b)n = an ·bn .
Για κάθε k ≥ 1, ϑέτουµε

Gk = {
xk ∈G | x ∈G

}
και G(n) = {

x ∈G | ∃m = m(x) ∈N : xnm = e
}

1. Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα Gn και Gn−1 είναι κανονικές υποοµάδες της G.

2. Αν ο n είναι πρώτος, τότε να δειχθεί ότι το υποσύνολο G(n) είναι κανονική υποοµάδα της G.

΄Ασκηση 2.10.24. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα και S,T ⊆G είναι δύο υποσύνολά της. Να δειχθεί ότι :

1. S ⊆CG (CG (S)).

2. S ⊆ T =⇒ CG (T ) ⊆CG (S).

3. CCCG (S)(S)(S) =CG (S).

4. CG (S) =CG (〈S〉).
Τέλος, να εξεταστεί αν τα παραπάνω εξακολουθούν να ισχύουν, αν ο κεντροποιητής CG (S) αντικατασταθεί από
τον κανονικοποιητή NG (S).

΄Ασκηση 2.10.25. Θεωρούµε τους ακόλουθους (αντιστρέψιµους) 2×2 πίνακες πραγµατικών αριθµών:

A =
(
1 0
1 1

)
και B =

(
1 1
0 1

)
Θεωρώντας τους πίνακες A,B ως στοιχεία της γενικής γραµµικής οµάδας GL(2,R), έστω H = 〈A〉 και K = 〈B〉 οι
κυκλικές υποοµάδες της GL(2,R) οι οποίες παράγονται από τους πίνακες A και B . Να δειχθεί ότι το υποσύνολο
H ·K δεν είναι υποοµάδα της GL(2,R).

΄Ασκηση 2.10.26. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και H ,K ⊆ G δύο υποοµάδες της G. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο
H ·K , ισοδύναµα το υποσύνολο K ·H , είναι υποοµάδα της G αν και µόνο αν : H ·K = K ·H .

΄Ασκηση 2.10.27. 1. Να ϐρεθούν όλα τα ελάχιστα σύνολα γεννητόρων µιας κυκλικής οµάδας τάξης ≤ 10.
Τι παρατηρείτε ;
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2. Να ϐρεθεί ένα σύνολο γεννητόρων της συµµετρικής οµάδας S4.

3. Να περιγραφούν όλα τα ελάχιστα σύνολα γεννητόρων της συµµετρικής οµάδας S3, της οµάδας Q των
τετρανίων του Hamilton, και τέλος της οµάδας G του «παιχνιδιού µε δύο κέρµατα», όπως αυτή αναλύθηκε
στο Παράδειγµα 2.2.3.

΄Ασκηση 2.10.28. ΄Ενα υποσύνολο S µιας οµάδας G καλείται κανονικό υποσύνολο, αν : g Sg−1 ⊆ S,
∀g ∈ G. Να δειχθεί ότι η υποοµάδα 〈S〉 η οποία παράγεται από ένα κανονικό υποσύνολο S ⊆ G είναι µια
κανονική υποοµάδα της G.

΄Ασκηση 2.10.29. ΄Εστω T ένα υποσύνολο µιας οµάδας G. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο

S = ⋃
g∈G

g T g−1 = {
g xg−1 ∈G | g ∈G , x ∈ T

}
είναι κανονικό και η υποοµάδα 〈S〉 είναι η µικρότερη κανονική υποοµάδα της G η οποία περιέχει το σύνολο T .

΄Ασκηση 2.10.30. Να δειχθεί ότι η n-οστή γενικευµένη οµάδα τετρανίων Qn , n ≥ 1, ϐλέπε το Παράδειγµα
2.4.39, είναι µια µη αβελιανή οµάδα τάξης 4n και κάθε αβελιανή υποοµάδα της είναι κυκλική.

΄Ασκηση 2.10.31. Να δειχθεί ότι για την διεδρική οµάδα Dn , n ≥ 3, η οποία ορίστηκε στην υποενότητα 2.2,
κανοποιούνται οι ακόλουθες σχέσεις :

Rn = T 2 = (R ◦T )2 = IdR2 και Rk 6= IdR2 , αν 1 < k < n

Αν H = 〈R〉 είναι η κυκλική υποοµάδα της Dn , η οποία παράγεται από τη στροφή R, να εξεταστεί αν η H είναι
κανονική υποοµάδα της Dn .

΄Ασκηση 2.10.32. Θεωρούµε τους ακόλουθους αντιστρέψιµους πίνακες πραγµατικών αριθµών

A =
(

0 1
−1 0

)
και B =

(
0 1
1 0

)
τους οποίους ϑεωρούµε ως στοιχεία της οµάδας GL(2,R). ΄Εστω H = 〈A,B〉 η υποοµάδα της GL(2,R) η οποία
παράγεται από τους πίνακες A και B .

1. Να δειχθεί ότι η H είναι µια µη αβελιανή οµάδα τάξης 8 η οποία δεν είναι ισόµορφη µε την οµάδα Q των
τετρανίων του Hamilton.

2. Να δειχθεί ότι η H είναι ισόµορφη µε την οµάδα G του «παιχνιδιού µε δύο κέρµατα», όπως αυτή αναλύθηκε
στο Παράδειγµα 2.2.3.

΄Ασκηση 2.10.33. Θεωρούµε τους ακόλουθους αντιστρέψιµους πίνακες µιγαδικών αριθµών

C =
(
0 1
1 0

)
και D =

(
ζn 0

0 ζ−1
n

)
τους οποίους ϑεωρούµε ως στοιχεία της οµάδας GL(2,C). ΄Εστω Dn = 〈C ,D〉 η υποοµάδα της GL(2,C) η οποία
παράγεται από τους πίνακες C και D.

1. Να δειχθεί ότι : C 2 = B n = (C ·B)2 = I2.

2. Να δειχθεί ότι η οµάδα Dn έχει τάξη |Dn | = 2n.
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3. Να δειχθεί ότι η οµάδα D4 είναι ισόµορφη µε την οµάδα G του «παιχνιδιού µε δύο κέρµατα», όπως αυτή
αναλύθηκε στο Παράδειγµα 2.2.3.

΄Ασκηση 2.10.34. Θεωρούµε τους ακόλουθους αντιστρέψιµους 2×2 πίνακες πραγµατικών αριθµών:

B =
(
1 0
0 −1

)
και S =

(
0 −1
1 0

)
Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G , ·), όπου G = {

I2,S,S2,S3,B ,S ·B ,S2 ·B ,S3 ·B
}
και «·» είναι η συνήθης πράξη πολλα-

πλασιασµού πινάκων, είναι µια υποοµάδα της GL(2,R), η οποία είναι ισόµορφη µε την οµάδα G του «παιχνιδιού
µε δύο κέρµατα», όπως αυτή αναλύθηκε στο Παράδειγµα 2.2.3.

΄Ασκηση 2.10.35. Θεωρούµε τους ακόλουθους αντιστρέψιµους 3×3 πίνακες πραγµατικών αριθµών:

A =
1 0 0

0 −1 0
0 0 −1

 και R =
0 −1 0

1 0 0
0 0 1


Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G , ·), όπου G = {

I3,R,R2,R3, A,R · A,R2 · A,R3 · A
}

και «·» είναι η συνήθης πράξη
πολλαπλασιασµού πινάκων, είναι µια υποοµάδα της GL(3,R), η οποία είναι ισόµορφη µε την οµάδα G του
«παιχνιδιού µε δύο κέρµατα», όπως αυτή αναλύθηκε στο Παράδειγµα 2.2.3.

΄Ασκηση 2.10.36. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και x, y, z στοιχεία της G. Να δειχθούν τα ακόλουθα:

1. [x, y] · y = x · y · x−1 και x−1 · [x, y] = y · x · y−1.

2. [x · y, z] = x · [y, z] · x−1 · [x, z].

3. [x, y · z] = [x, y] · y · [x, z] · y−1.

΄Ασκηση 2.10.37. Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (Z,+) των ακεραίων. Αν n,m ∈Z, να περιγραφούν οι εξής
υποοµάδες της Z: (α) η υποοµάδα 〈n,m〉 η οποία παράγεται από τα στοιχεία n,m, (β) η υποοµάδα nZ+mZ,
(γ) η υποοµάδα 〈nZ⋃

mZ〉, και (δ) η υποοµάδα nZ
⋂

mZ.

΄Ασκηση 2.10.38. Να δειχθεί ότι η προσθετική οµάδα (Q,+) δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενη. Είναι οι
προσθετικές οµάδες (R,+) και (C,+) πεπερασµένα παραγόµενες ;

Αν K ∈ {
Q,R,C

}
, είναι οι πολλαπλασιαστικές οµάδες (K∗, ·) πεπερασµένα παραγόµενες ;

΄Ασκηση 2.10.39. Να δειχθεί ότι το σύνολο
{ 1

pn ∈ Q | p : πρώτος, n ∈ N}
είναι ένα ελάχιστο σύνολο

γεννητόρων της προσθετικής οµάδας (Q,+):

Q=
〈{

1

pn ∈Q | p : πρώτος, n ∈N
}〉

Μια οµάδα (G , ·) καλείται (ευθέως) αναλύσιµη, αν η G είναι ισόµορφη µε το εξωτερικό ευθύ γινόµενο
δύο µη τετριµµένων οµάδων. Ισοδύναµα η G είναι αναλύσιµη, αν η G είναι το εσωτερικό ευθύ γινόµενο δύο
µη τετριµµένων υποοµάδων της. Η οµάδα G καλείται (ευθέως) µη αναλύσιµη, αν η G δεν είναι (ευθέως)
αναλύσιµη.

΄Ασκηση 2.10.40. Να εξεταστεί αν η συµµετρική οµάδα S3 είναι αναλύσιµη. Είναι η κυκλική οµάδα (Zn ,+)
αναλύσιµη ; Είναι η προσθετική οµάδα (Z,+) αναλύσιµη ;
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΄Ασκηση 2.10.41. 1. Να δειχθεί ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενη υποοµάδα της προσθετικής οµάδας
(Q,+) είναι κυκλική.

2. Να δειχθεί ότι η προσθετική οµάδα (Q,+) είναι µη αναλύσιµη.

3. Να δειχθεί ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενη υποοµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδας (C∗, ·) είναι
κυκλική.

4. Να δειχθεί ότι η οµάδα (C∗, ·) είναι αναλύσιµη.

΄Ασκηση 2.10.42. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα, και ϑεωρούµε την οµάδα εξωτερικό ευθύ γινόµενο G×G. Να δειχθεί
ότι το υποσύνολο

D = {
(x, x) ∈G ×G | x ∈G

}
είναι µια υποοµάδα της G ×G, η οποία είναι κανονική αν και µόνο αν η οµάδα G είναι αβελιανή.

΄Ασκηση 2.10.43. Αν (G1, ·), · · · , (Gn , ·) είναι ένα πεπερασµένο πλήθος οµάδων, τότε να δειχθεί ότι για κάθε
µετάθεση σ ∈ Sn , υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων:

G1 ×G2 ×·· ·×Gn
∼= Gσ(1) ×Gσ(2) ×·· ·×Gσ(n)

΄Ασκηση 2.10.44. Αν (G1, ·), · · · , (Gn , ·) είναι ένα πεπερασµένο πλήθος οµάδων, τότε να δειχθεί ότι :

Z
(
G1 ×G2 ×·· ·×Gn

) = Z(G1)×Z(G2)×·· ·×Z(Gn)

΄Ασκηση 2.10.45. ΄Εστω ότι fk : Gk −→ Hk , 1 ≤ k ≤ n, είναι οµοµορφισµοί µεταξύ των οµάδων
{
(Gk , ·)}n

k=1
και

{
(Hk , ·)}n

k=1. Να δειχθεί οτι ο επαγόµενος οµοµορφισµός γινόµενο
∏n

k=1 fk :
∏n

k=1 Gk −→ ∏n
k=1 Hk είναι

µονοµορφισµός, αντίστοιχα, επιµορφισµός, αντίστοιχα ισοµορφισµός, αν και µόνο αν κάθε οµοµορφισµός fk ,
1 ≤ k ≤ n, είναι µονοµορφισµός, αντίστοιχα, επιµορφισµός, αντίστοιχα ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 2.10.46. Θεωρούµε το ακόλουθα σύνολα αντιστρέψιµων 2×2 πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς
αριθµούς :

G =
{(

a b
0 d

)
∈ M2(R) | ad 6= 0

}
και H =

{(
1 b
0 1

)
∈ M2(R) | b ∈R

}
1. Να δειχθεί ότι το σύνολο G είναι µια υποοµάδα της GL(2,R) και το υποσύνολο H είναι µια υποοµάδα της

G.

2. Να δειχθεί ότι :
[
GL(2,R),GL(2,R)

]= SL(2,R).

3. Να δειχθεί ότι : [G ,G] = H .

΄Ασκηση 2.10.47. Αν (G1, ·), · · · , (Gn , ·) είναι ένα πεπερασµένο πλήθος οµάδων, τότε να εξεταστεί αν ισχύει η
ακόλουθη ισότητα υποοµάδων της οµάδας G1 ×G2 ×·· ·×Gn :[

G1 ×G2 ×·· ·×Gn , G1 ×G2 ×·· ·×Gn
] = [G1,G1]× [G2,G2]×·· ·× [Gn ,Gn]

΄Ασκηση 2.10.48. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση f : G −→ G, f (x) = x−1, δεν είναι
γενικά οµοµορφισµός οµάδων. Πότε η απεικόνιση f : G −→ G είναι οµοµορφισµός οµάδων ; Να δειχθεί ότι η
απεικόνιση f είναι πάντα οµοµορφισµός, και µάλιστα ισοµορφισµός, οµάδων f : G −→Gop, όπου Gop είναι η
αντίθετη οµάδα της G, όπως στην ΄Ασκηση 2.10.1:

αν G είναι οµάδα, τότε : G ∼= Gop

Να ϐρεθούν τουλάχιστον δύο ισοµορφισµοί GL(n,R)
∼=−→GL(n,R)op.
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΄Ασκηση 2.10.49. ΄Εστω (G1,?) και (G2,∗) δύο οµάδες, και ϑεωρούµε το σύνολο

HomGrp(G1,G2) = {
f : G1 −→G2 | f : οµοµορφισµός οµάδων

}
Αν f , g ∈HomGrp(G1,G2), ορίζουµε απεικόνιση f · g : G1 −→ G2, ( f · g )(x) = f (x)∗ g (x). Να εξεταστεί αν, και
υπό ποιες προϋποθέσεις, το Ϲεύγος

(
HomGrp(G1,G2), ·) είναι οµάδα.

΄Ασκηση 2.10.50. Θεωρούµε το σύνολο απεικονίσεων

G =
{

fa,b : R−→R, fa,b(x) = ax +b | a ∈R∗,b ∈R
}

1. Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G ,◦), όπου «◦» είναι η σύνθεση απεικονίσεων, αποτελεί µια άπειρη µη αβελιανή
οµάδα, υποοµάδα της οµάδας µεταθέσεων (S(R),◦).

2. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο

N =
{

f1,b : R−→R, f1,b(x) = x +b | b ∈R
}

είναι µια κανονική υποοµάδα της G η οποία είναι αβελιανή.

3. Με ποια γνωστή σας οµάδα είναι ισόµορφη η N ;

΄Ασκηση 2.10.51. Στο σύνολο G :=R∗×R= {
(a,b) ∈R2 | a 6= 0

}
ορίζουµε διµελή πράξη

∗ : G ×G −→G , (a,b)∗ (c,d) = (ac, ad +b)

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G ,∗) είναι οµάδα η οποία είναι ισόµορφη µε την οµάδα της ΄Ασκησης 2.10.50. Να
δειχθεί επίσης ότι το υποσύνολο H = {

(1,b) ∈G | b ∈R}
είναι µια κανονική υποοοµάδα της G.

΄Ασκηση 2.10.52. ΄Εστω K ∈ {
Q, R, C

}
, και έστω V ένας διανυσµατικός χώρος διάστασης n <∞ υπεράνω

του K. Να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

GL(V )
∼=−→ GL(n,K)

όπου GL(V ) είναι η οµάδα των ισοµορφισµών K-διανυσµατικών χώρων από τον V στον V µε πράξη τη σύνθεση
απεικονίσεων, και GL(n,K) είναι η πολλαπλασιαστική οµάδα των αντιστρέψιµων n ×n πινάκων µε στοιχεία
από το K.



Κεφάλαιο 3

Το Θεώρηµα του Lagrange και οι
Εφαρµογές του

Στο παρόν Κεφάλαιο, ϑα αποδείξουµε το Θεώρηµα του Lagrange, το οποίο αποτελεί ένα από τα ϐασικότερα
αποτελέσµατα της (στοιχειώδους) ϑεωρίας οµάδων, και ϑα δούµε κάποιες από τις άµεσες εφαρµογές του,
ιδιαίτερα στη δοµή των κυκλικών οµάδων και των οµάδων µικρής τάξης. Το παρόν Κεφάλαιο χωρίζεται σε
τρία µέρη. Στο πρώτο µέρος, το οποίο αποτελείται από τις παραγράφους 3.1 και 3.2, αναπτύσσεται η ϐασική
ϑεωρία τάξης στοιχείου και οµάδας. Στο δεύτερο µέρος, το οποίο αποτελείται από τις παραγράφους 3.3,
3.4, και 3.5, αναλύεται η ϑεωρία πλευρικών κλάσεων µιας οµάδας ως προς µια υποοµάδα, αποδεικνύεται
το Θεώρηµα του Lagrange, και εξετάζεται αν ισχύει το αντίστροφό του. Τέλος, το τρίτο µέρος του Κεφαλαίου,
παράγραφοι 3.6 και 3.8, είναι αφιερωµένο σε κάποιες άµεσες εφαρµογές του Θεωρήµατος του Lagrange, για
παράδειγµα στη στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών. Περισσότερες εφαρµογές αναλύονται σε επόµενα Κεφάλαια.

3.1 Τάξη Στοιχείου και Οµάδας

Στην παρούσα ενότητα ϑα ορίσουµε και ϑα µελετήσουµε κάποιες πολύ ϐασικές έννοιες στη Θεωρία Οµάδων:
την έννοια της τάξης µιας οµάδας και την συνοδό έννοια της τάξης στοιχείου µιας οµάδας. Η τελευταία έννοια
ϑα οριστεί µέσω της κυκλικής υποοµάδας την οποία παράγει το στοιχείο.

Από τώρα και στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε πολλαπλασιαστικό συµβολισµό για µια οµάδα. ΄Ετσι, όπως
στο προηγούµενο Κεφάλαιο, µια οµάδα ϑα δίνεται ως Ϲεύγος (G , ·), δηλαδή ϑα συµβολίζουµε µε το σύµβολο
«·» την πράξη της οµάδας, και συνήθως, όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, ϑα παραλείπουµε το σύµβολο
της πράξης. ΄Ετσι, για παράδειγµα, ϑα γράφουµε ab αντί a ·b. Επίσης, το ουδέτερο στοιχείο της G ϑα
συµβολίζεται µε e, και το αντίστροφο του στοιχείου a ϑα συµβολίζεται µε a−1. ΄Ετσι, για παράδειγµα, ϑα
γράφουµε an = a ·a · · · · ·a (n-παράγοντες), ∀n ≥ 1.

΄Οταν σε ορισµένες περιπτώσεις για µια οµάδα G χρησιµοποιούµε τον προσθετικό συµβολισµό «+» για
την πράξη της (αυτό συµβαίνει κυρίως όταν η οµάδα είναι αβελιανή), τότε ϑα συµβολίζουµε µε 0 το ουδέτερο
στοιχείο της, και µε −a το αντίστροφο ή αντίθετο στοιχείο του a. Σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα γράφουµε
na = a +a +·· ·+a (n-παράγοντες), ∀n ≥ 1.

3.1.1 Κυκλικές Οµάδες

Υπενθυµίζουµε από προηγούµενες ενότητες τον ορισµό και κάποιες στοιχειώδεις ιδιότητες κυκλικών οµάδων.

Πρόταση 3.1.1. (Πρόταση 2.4.29) ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα και a ∈G ένα στοιχείο της. Το σύνολο

〈a〉 := {
an ∈G | n ∈Z}

είναι µια υποοµάδα τής G.
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Παρατηρούµε ότι η περιγραφή των στοιχείων και η δοµή της κυκλικής υποοµάδας η οποία παράγεται
από ένα στοιχείο µιας οµάδας είναι πολύ απλή. Αυτό µας οδηγεί στην εισαγωγή της κλάσης των κυκλικών
οµάδων η οποία µπορεί να ϑεωρηθεί ως η κλάση οµάδων µε την απλούστερη δοµή:

Ορισµός 3.1.2. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και a ∈G.

1. Η υποοµάδα 〈a〉 της G καλείται η κυκλική υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το στοιχείο a, το δε
στοιχείο a καλείται γεννήτορας της 〈a〉.

2. Η οµάδα G καλείται κυκλική αν η G έχει τουλάχιστον έναν γεννήτορα, δηλαδή αν υπάρχει στοιχείο
a ∈G έτσι ώστε : G = 〈a〉.

Γενικότερα, µια υποοµάδα H της G ονοµάζεται κυκλική υποοµάδα αν υπάρχει a ∈ H µε 〈a〉 = H . Από
την άλλη πλευρά τυχόν στοιχείο a ∈ G µιας οµάδας G ορίζει µια κυκλική οµάδα: την κυκλική υποοµάδα
〈a〉 της G η οποία παράγεται από το a. Σηµειώνουµε ότι, όπως ϑα δούµε στη συνέχεια, µια κυκλική οµάδα
µπορεί να έχει περισσότερους από έναν γεννήτορες.

Παράδειγµα 3.1.3. Η προσθετική οµάδα των ακέραιων αριθµών, (Z,+), είναι µια κυκλική οµάδα, διότι το
στοιχείο της 1 ∈Z είναι γεννήτοράς της, δηλαδή η κυκλική υποοµάδα

〈1〉 = {
n ·1 | n ∈Z}

της Z η οποία παράγεται από το 1 συµπίπτει µε την Z. (Σηµειώνουµε ότι, επειδή εδώ χρησιµοποιούµε την
προσθετική σηµειογραφία, οι ακέραιες δυνάµεις στοιχείων εκφράζονται ως ακέραια πολλαπλάσια στοιχείων).

Επειδή
Z= 〈1〉 = {

n ·1 | n ∈Z}= {−n ·1 | n ∈Z}= 〈−1〉
έπεται ότι το στοιχείο −1 είναι επίσης γεννήτορας της Z.

΄Εστω τώρα k ∈ Z ένας γεννήτορας της Z. Τότε 1 ∈ Z = 〈k〉 = {mk ∈ Z | m ∈ Z}, και άρα 1 = mk για
κάποιο m ∈Z. Προφανώς τότε ϑα έχουµε k = 1 και m = 1 ή k =−1 και m =−1, και εποµένως k =±1. ΄Αρα
καταλήγουµε ότι οι µόνοι γεννήτορες της κυκλικής οµάδας (Z,+) είναι οι : 1,−1.

p

Παράδειγµα 3.1.4. Η προσθετική οµάδα (Zn ,+) των κλάσεων ακέραιων υπολοίπων mod n είναι επίσης µια
κυκλική οµάδα. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας ότι ∀k ∈ Z, [k]n = [r ]n = r [1]n , 0 ≤ r ≤ n −1, όπου r είναι το
υπόλοιπο της διαίρεσης του k µε το n, ϐλέπουµε ότι η κυκλική υποοµάδα η οποία παράγεται από την κλάση
[1]n ∈Zn συµπίπτει µε την Zn :

〈[1]n〉 =
{
k[1]n ∈Zn | k ∈Z}= {

[k]n ∈Zn | k ∈Z}=Zn
p

3.1.2 Τάξη Οµάδας και Τάξη Στοιχείου µιας Οµάδας

Υπενθυµίζουµε τον ορισµό της τάξης οµάδας ο οποίος αναφέρθηκε εν συντοµία στο Κεφάλαιο 2 (ϐλέπε τον
Ορισµό 2.1.11):

Ορισµός 3.1.5. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα. Η τάξη της οµάδας G ορίζεται να είναι το πλήθος των
στοιχείων του συνόλου G.

Αν η τάξη της G είναι πεπερασµένη, τότε η οµάδα G καλείται οµάδα πεπερασµένης τάξης ή πεπερασµένη
οµάδα, διαφορετικά η G καλείται οµάδα άπειρης τάξης ή άπειρη οµάδα.

Συµβολισµός 3.1.6. Η τάξη µιας οµάδας (G , ·) συµβολίζεται συνήθως µε ένα από τα παρακάτω σύµβολα:

o(G) ή |G| ή [G : 1]
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Σχόλιο 3.1.7. Η προσθετική οµάδα (Z,+) των ακεραίων είναι µια άπειρη οµάδα διότι o(Z) =∞. Η προσθε-
τική οµάδα (R,+) των πραγµατικών αριθµών είναι επίσης άπειρη οµάδα και γράφουµε o(R) =∞. ΄Οµως τα
σύνολα Z και R, αν και τα δύο είναι άπειρα, δεν έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων, καθώς το Z είναι αριθµήσιµο
σύνολο και το R είναι υπεραριθµήσιµο σύνολο. ΄Ετσι στο πλαίσιο των σηµειώσεων αυτών η έννοια «άπειρη
οµάδα» έχει την έννοια «µη πεπερασµένη οµάδα». N

Με ϐάση την έννοια της τάξης µιας οµάδας µπορούµε να ορίσουµε την έννοια της τάξης στοιχείου σε µια
οµάδα:

Ορισµός 3.1.8. Η τάξη o(a) του στοιχείου a σε µια οµάδα (G , ·) ορίζεται να είναι η τάξη |〈a〉| της κυκλικής
υποοµάδας 〈a〉 της G η οποία παράγεται από το a:

o(a) = |〈a〉|
΄Ετσι η τάξη του στοιχείου a είναι πεπερασµένη, αντίστοιχα άπειρη, αν η κυκλική υποοµάδα 〈a〉 η οποία

παράγεται από το a είναι πεπερασµένη, αντίστοιχα άπειρη. Για παράδειγµα, το ταυτοτικό στοιχείο e ∈G της
G έχει τάξη 1 διότι |〈e〉| = |{e}| = 1. Σηµειώνουµε ότι µε τον συµβολισµό o(a) =∞ εννοούµε ότι το στοιχείο a
δεν έχει πεπερασµένη τάξη.

Θα περιγράψουµε έναν χρήσιµο τρόπο υπολογισµού της τάξης ενός στοιχείου a σε µια οµάδα (G , ·).
Θεωρούµε το υποσύνολο των ϕυσικών αριθµών

O (a) = {
m ∈N | am = e

}
Το σύνολο O (a) µπορεί να είναι ή να µην είναι το κενό σύνολο. Αν O (a) = ;, τότε am 6= e, ∀m ∈ N. Αν
O (a) 6= ;, τότε σύµφωνα µε την Αρχή Καλής ∆ιάταξης,1 το µη κενό σύνολο O (a) έχει ελάχιστο στοιχείο. Η
επόµενη Πρόταση πιστοποιεί ότι αν το στοιχείο a έχει πεπερασµένη τάξη, τότε η τάξη του o(a) συµπίπτει µε
το ελάχιστο στοιχείου του συνόλου O (a).

Πρόταση 3.1.9. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και a ∈G ένα στοιχείο της.

1. o(a) =∞ ⇐⇒ ∀m ∈N: am 6= e.

2. o(a) <∞ ⇐⇒ ∃m ∈N: am = e.

3. Αν o(a) <∞, τότε :
o(a) =minO (a) =min

{
n ∈N | an = e

}
Απόδειξη. 1. ΄Εστω ότι o(a) =∞. Τότε η κυκλική υποοµάδα 〈a〉 = {

an ∈ G | n ∈ Z}
η οποία παράγεται

από το a έχει άπειρο πλήθος στοιχείων. ΄Εστω ότι υπάρχει ϑετικός ακέραιος m έτσι ώστε am = e. Θα
δείξουµε ότι 〈a〉 = {

e, a, a2, · · · , am−1
}
. ΄Εστω an ∈ 〈a〉 ένα τυχόν στοιχείο της 〈a〉, όπου n ∈Z. Από την

Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του n µε το m, ϑα έχουµε ότι υπάρχει µοναδικό Ϲεύγος ακεραίων q,r έτσι ώστε :

n = mq + r, όπου: 0 ≤ r ≤ m −1 (†)

Τότε ϑα έχουµε
an = amq+r = amq ·ar = (am)q ·ar = eq ·ar = e ·ar = ar

Εποµένως am ∈ {
e, a, a2, · · · , am−1

}
και άρα 〈a〉 = {

e, a, a2, · · · , am−1
}
. Αυτό είναι άτοπο διότι η κυκλική

υποοµάδα 〈a〉 η οποία παράγεται από το a έχει άπειρο πλήθος στοιχείων. Εποµένως am 6= e, ∀m ∈N.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι am 6= e, ∀m ∈ N. Θα δείξουµε ότι η κυκλική υποοµάδα 〈a〉 η οποία

παράγεται από το a έχει άπειρο πλήθος στοιχείων. Αν δείξουµε ότι το πλήθος των στοιχείων του
υποσυνόλου X = {

an ∈G | n ∈N}⊆ 〈a〉 είναι άπειρο, τότε και το πλήθος των στοιχείων του συνόλου 〈a〉
ϑα είναι άπειρο. Πράγµατι, αν το πλήθος των στοιχείων του X ήταν πεπερασµένο, ϑα υπήρχαν ϕυσικοί
αριθµοί i , j µε i 6= j και ai = a j . Υποθέτοντας (χωρίς περιορισµό της γενικότητας) ότι i > j , έπεται ότι
i − j ∈N και ai− j = e. Αυτό όµως είναι άτοπο από την υπόθεση. ΄Αρα το πλήθος των στοιχείων του X
είναι άπειρο και έτσι συµπεραίνουµε ότι το πλήθος των στοιχείων της κυκλικής υποοοµάδας 〈a〉 είναι
άπειρο. Εποµένως ϑα έχουµε o(a) =∞.

1Υπενθυµίζουµε ότι η Αρχή Καλής ∆ιάταξης στο σύνολο N των ϕυσικών αριθµών πιστοποιεί ότι : «Κάθε µη κενό υποσύνολο S του
N έχει ελάχιστο στοιχείο, δηλαδή υπάρχει s ∈ S έτσι ώστε s ≤ x, ∀x ∈ S», ϐλέπε την υποενότητα 0.3.1.
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2. ∆εν χρειάζεται να αποδείξουµε τίποτα διότι ο ισχυρισµός του 2. είναι λογικά ισοδύναµος µε τον ισχυ-
ϱισµό του 1.

3. Υποθέτουµε ότι o(a) < ∞. Από το µέρος 2. έπεται ότι το σύνολο O (a) = {
m ∈ N | am = e

}
είναι µη

κενό. ΄Εστω n = minO (a) και ϑεωρούµε το σύνολο X = {
e, a, a2, · · · , an−1

}
. Τα στοιχεία ai , 0 ≤ i ≤ n−1,

είναι ανά δύο διαφορετικά διότι αν ai = a j , όπου 0 ≤ i 6= j ≤ n −1, τότε, υποθέτοντας χωρίς ϐλάβη της
γενικότητας ότι j < i , ϑα έχουµε i − j ∈ N και ai− j = e. Τότε i − j ∈ O (a) και αυτό είναι άτοπο διότι
i − j < n = minO (a). ΄Αρα τα στοιχεία ai , 0 ≤ i ≤ n−1, είναι ανά δύο διαφορετικά και τότε το πλήθος των
στοιχείων του συνόλου X είναι ίσο µε n. Θα δείξουµε ότι X = 〈a〉. Προφανώς X ⊆ 〈a〉. Αν ak ∈ 〈a〉, τότε
από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του k µε το n ϑα έχουµε k = nq+r , όπου 0 ≤ r ≤ n−1. Τότε ak = anq+r =
anq ·ar = (an)q ·ar = eq ·ar = e ·ar = ar ∈ X . ΄Αρα X = 〈a〉 και εποµένως n = |X | = |〈a〉| = o(a). ■

Παρατήρηση 3.1.10. Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 3.1.9, έπεται ότι αν, (G , ·) είναι µια κυκλική οµάδα
µε γεννήτορα το στοιχείο a, δηλαδή G = 〈a〉, τότε : |G| = o(G) = o(a). Επιπλέον, η απόδειξη της Πρότασης
3.1.9 δείχνει ότι για την τάξη o(a) ενός στοιχείου a σε µια οµάδα G, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. o(a) <∞.

2. Υπάρχει ϑετικός ακέραιος m έτσι ώστε : am = e.

3. Υπάρχουν ακέραιοι αριθµοί i , j µε i 6= j και ai = a j .

4. Η «επί» απεικόνιση Z −→ 〈a〉, m 7−→ am δεν είναι «1-1».

Ισοδύναµα: o(a) =∞ αν και µόνο αν η απεικόνιση Z −→ 〈a〉, m 7−→ am είναι «1-1» και «επί». N

Παράδειγµα 3.1.11. Θεωρούµε το σύνολο G = {
1,−1, i ,−i

}⊆C, το οποίο, όπως γνωρίζουµε, αποτελεί οµάδα
όταν εφοδιαστεί µε τον συνήθη πολλαπλασιασµό µιγαδικών αριθµών. Επειδή i 2 =−1, i 3 =−i , i 4 = 1, έπεται
ότι η τάξη του στοιχείου i είναι 4: o(i ) = 4. Παρατηρούµε ότι η κυκλική υποοµάδα της G η οποία παράγεται
από το i συµπίπτει µε την G. ΄Ετσι η G είναι κυκλική µε γεννήτορα το i : G = 〈i 〉. p

Παράδειγµα 3.1.12. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα S3. Υπενθυµίζουµε ότι, χρησιµοποιώντας τον κυ-
κλικό συµβολισµό µεταθέσεων, ϑα έχουµε:

S3 =
{
ι, (12), (13), (23), (123), (132)

}
Προφανώς o(ι) = 1. Επειδή, όπως µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα

(12)2 = (12)(12) = ι και (123)2 = (123)(123) = (132) και (123)3 = (123)2(123) = (132)(123) = ι
έπεται ότι o((12)) = 2 και o((123)) = 3. Παρόµοια δείχνουµε ότι o((13)) = 2 = o((23)) και o((132)) = 3.

p

Παράδειγµα 3.1.13. Θεωρούµε την οµάδα των τεσσάρων στοιχείων του Klein (V4, ·), όπου V4 = {e, a,b,c}, η
οποία, υπενθυµίζουµε, είναι µια αβελιανή µη κυκλική οµάδα µε 4 στοιχεία. Γεωµετρικά η G παριστάνει
την οµάδα συµµετριών ενός παραλληλογράµµου στο επίπεδο, µε κορυφές οι οποίες συµβολίζονται µε τους
αριθµούς 1,2,3,4, και το οποίο δεν είναι τετράγωνο, ϐλέπε το Σχήµα 3.1 παρακάτω:

Πράγµατι, συµβολίζουµε µε : (ε1) την ευθεία η οποία ενώνει τις κορυφές 1 και 4, µε (ε2) την ευθεία
η οποία ενώνει τις κορυφές 2 και 3, µε (ε3) την ευθεία η οποία ενώνει τις κορυφές 1 και 2, και µε (ε4)
την ευθεία η οποία ενώνει τις κορυφές 3 και 4. Τότε το ουδέτερο στοιχείο e λειτουργεί ως η ταυτοτική
απεικόνιση: δεν µετακινεί το παραλληλόγραµµο. Το στοιχείο a παριστάνει ανάκλαση ως προς την ευθεία η
οποία ενώνει τα µέσα των πλευρών (ε1) και (ε2), και το στοιχείο b παριστάνει ανάκλαση ως προς την ευθεία η
οποία ενώνει τα µέσα των πλευρών (ε3) και (ε4). Τότε το στοιχείο c = a ·b = b ·a παριστάνει στροφή επιπέδου
κατά γωνία π γύρω από το κέντρο του παραλληλογράµµου, δηλαδή την τοµή των διαγωνίων του, µε ϕορά
αντίθετη της ϕοράς των δεικτών του ϱολογιού. Με ϐάση την παραπάνω ερµηνεία, τα στοιχεία της οµάδας V4

περιγράφονται ως µεταθέσεις των κορυφών του παραλληλογράµµου: e = (1), a = (14) · (23), b = (12) · (34),
και c = (13) · (24). ΄Οπως µπορούµε να δούµε και γεωµετρικά ισχύει ότι a ·b = c και κάθε στοιχείο e 6= a της
G έχει τάξη 2.

p
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Σχήµα 3.1: Η Οµάδα του Klein ως οµάδα συµµετριών παραλληλογράµµου

a = (14)(23)
1

4

2

3

3

2

4

1

b = (12)(34)
1

4

2

3

1

4

2

3

c = (13)(24)
1

4

2

3

4

1

3

2

e = (1)
1

4

2

3

2

3

1

4

Παρατηρούµε ότι οι τάξεις των στοιχείων της οµάδας του Klein είναι 1, 2, και οι τάξεις των στοιχείων της
συµµετρικής οµάδας S3 είναι 1, 2, 3, δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις οι τάξεις των στοιχείων της οµάδας
είναι (γνήσιοι) διαιρέτες του πλήθους των στοιχείων των οµάδων. ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, αυτό δεν είναι
τυχαίο.

Παράδειγµα 3.1.14. 1. Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (Z,+). Αν z ∈Z και o(z) = n <∞, τότε nz = 0.
Προφανώς τότε z = 0 διότι n ≥ 1. Εποµένως το µόνο στοιχείο πεπερασµένης τάξης στην προσθετική
οµάδα Z είναι το ουδέτερο στοιχείο της.

2. Θεωρούµε την πολλαπλασιαστική οµάδα (GL(2,R), ·) των αντιστρέψιµων 2×2 πινάκων υπεράνω του R,

και έστω A =
(
1 1
0 1

)
. Ο πίνακας A ανήκει στην οµάδα GL(2,R) διότι Det(A) = 1 6= 0. Επειδή, όπως

προκύπτει εύκολα

An =
(
1 n
0 1

)
, ∀n ≥ 1

έπεται ότι An 6= I2 =
(
1 0
0 1

)
, ∀n ≥ 1, και άρα ο πίνακας A ως στοιχείο της οµάδας GL(2,R) έχει άπειρη

τάξη: o(A) =∞.

3. Θεωρούµε τον πίνακα B =
(

0 −1
−1 0

)
ο οποίος είναι στοιχείο της οµάδας (GL(2,R), ·) διότι Det(B) =−1 6=

0. Επειδή B 2 = I2, έπεται ότι ο πίνακας B έχει τάξη 2: o(B) = 2.
Από τα τελευταία δύο παραδείγµατα ϐλέπουµε ότι υπάρχουν οµάδες µε άπειρο πλήθος στοιχείων, οι

οποίες περιέχουν στοιχεία µε πεπερασµένη τάξη και στοιχεία µε άπειρη τάξη.
p

Η ακόλουθη άµεση συνέπεια των ορισµών δίνει έναν χρήσιµο χαρακτηρισµό των πεπερασµένων κυκλικών
οµάδων.
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Πόρισµα 3.1.15. ΄Εστω (G , ·) µια πεπερασµένη οµάδα. Τότε η G είναι κυκλική αν και µόνο αν η G περιέχει
ένα στοιχείο a µε τάξη την τάξη της οµάδας : o(a) = |G|.
Απόδειξη. Αν η G είναι κυκλική και a είναι ένας γεννήτορας της, τότε από τον ορισµό και την Πρόταση
3.1.9 προφανώς ϑα έχουµε: |G| = |〈a〉| = o(a). Αντίστροφα, έστω a ∈G και υποθέτουµε ότι o(a) = |G|. Τότε
η κυκλική υποοµάδα 〈a〉 της G η οποία παράγεται από το στοιχείο a έχει |G| το πλήθος στοιχεία και άρα
αναγκαστικά ϑα συµπίπτει µε την G. ΄Ετσι G = 〈a〉 και εποµένως η G είναι κυκλική. ■

Παρατήρηση 3.1.16. Παρατηρούµε ότι :

«Αν µια οµάδα (G , ·) είναι πεπερασµένη, τότε κάθε στοιχείο της G έχει πεπερασµένη τάξη».

Πράγµατι, η τάξη του a συµπίπτει µε την τάξη της κυκλικής υποοµάδας 〈a〉 που παράγεται από το a.
Επειδή o(G) <∞ και 〈a〉 ≤G, ϑα έχουµε προφανώς o(〈a〉) <∞. Εποµένως :

o(G) <∞ =⇒ ∀a ∈G : o(a) <∞ N

Ωστόσο η αντίστροφη συνεπαγωγή στην Παρατήρηση 3.1.16 δεν ισχύει : όπως δείχνει το επόµενο παρά-
δειγµα, υπάρχουν οµάδες άπειρης τάξης κάθε στοιχείο των οποίων έχει πεπερασµένη τάξη.

Παράδειγµα 3.1.17. Πραγµατικά, ϑεωρούµε την οµάδα (Z2,+) = ({
[0]2, [1]2

}
,+)

των κλάσεων υπολοίπων
modulo 2, και έστω η οµάδα ευθύ γινόµενο

( ∞∏
n=1

Z2,+)
όπου

∞∏
n=1

Z2 =Z2 ×Z2 ×·· · = {
(xn)n≥1 | xn ∈Z2, ∀n ≥ 1

}
Υπενθυµιζουµε ότι τα στοιχεία του συνόλου

∏∞
n=1Z2 είναι ακολουθίες (xn)n≥1 στοιχείων του Z2, και η πράξη

«+» επί του συνόλου
∏∞

n=1Z2 ορίζεται ως εξής :

(xn)n≥1 + (yn)n≥1 = (xn + yn)n≥1

Το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας
∏∞

n=1Z2 είναι η ακολουθία (xn)n≥1, όπου xn = [0]2, ∀n ≥ 1. Προφανώς
η οµάδα

∏∞
n=1Z2 είναι άπειρη. Παρατηρούµε ότι, επειδή [x]2 + [x]2 = [x +x]2 = [0]2, ∀[x]2 ∈Z2, ϑα έχουµε:

∀(xn)n≥1 ∈
∞∏

n=1
Z2 : 2(xn)n≥1 = (xn)n≥1 + (xn)n≥1 = (xn +xn)n≥1 = ([0]2)n≥1

και άρα κάθε µη ταυτοτικό στοιχείο της οµάδας
∏∞

n=1Z2 έχει τάξη 2.
p

3.2 Βασικές Ιδιότητες Τάξης Στοιχείου και Οµάδας

Στην παρούσα ενότητα ϑα αποδείξουµε ορισµένες ϐασικές ιδιότητες αναφορικά µε την τάξη στοιχείου µιας
οµάδας οι οποίες ϑα είναι χρήσιµες στον υπολογισµό της τάξης σε παραδείγµατα και εφαρµογές.

Πρόταση 3.2.1. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και έστω a ∈G ένα στοιχείο πεπερασµένη τάξης της G. Τότε :

∀k ≥ 1 : ak = e ⇐⇒ o(a) | k

Απόδειξη. Θέτουµε o(a) = n <∞.
«⇐=» Αν n | k, τότε υπάρχει ακέραιος λ ∈Z έτσι ώστε k = nλ και τότε ak = anλ = (an)λ = eλ = e.
«=⇒» ΄Εστω ότι ak = e, για κάποιον ϑετικό ακέραιο k ≥ 1. Από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του k µε το n,

έπεται ότι υπάρχει µοναδικό Ϲεύγος ακεραίων q,r έτσι ώστε :

k = qn + r, 0 ≤ r ≤ n −1
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Παρατηρούµε ότι
e = ak = aqn+r = aqn ar = (an)q ar = er ar = ear = ar

Το υπόλοιπο r οφείλει να είναι ίσο µε 0, διότι διαφορετικά ϑα ήταν ένας ϕυσικός αριθµός µικρότερος από
την τάξη n του a µε ar = e, πράγµα άτοπο, διότι o(a) = min

{
m ∈ N | am = e

}
. ΄Ωστε k = qn και εποµένως

o(a) = n | k. ■

Το ακόλουθο Θεώρηµα συνοψίζει τα κυριότερα αποτελέσµατα γύρω από την τάξη ενός στοιχείου µιας
οµάδας.

Θεώρηµα 3.2.2. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και g ∈ G ένα στοιχείο της G. Τότε για κάθε µη µηδενικό ακέραιο
k ∈Z ισχύουν τα εξής :

1. Αν το στοιχείο g έχει άπειρη τάξη, τότε το στοιχείο g k έχει άπειρη τάξη.

2. Αν το στοιχείο g έχει πεπερασµένη τάξη, τότε το στοιχείο g k έχει πεπερασµένη τάξη, και ισχύει ότι :

o(g k ) = o(g )

(o(g ),k)
= o(g−k )

Ιδαίτερα : o(g ) = o(g−1).

3. Αν το στοιχείο g έχει πεπερασµένη τάξη, τότε :

k | o(g ) ⇐⇒ o(g k ) = o(g )

|k|

4. Αν το στοιχείο g έχει πεπερασµένη τάξη, τότε :

(k,o(g )) = 1 ⇐⇒ o(g k ) = o(g )

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι η τάξη του στοιχείου g k , όπου k ∈Z\ {0} είναι πεπερασµένη, και έστω o(g k ) =
n < ∞. Τότε (g k )n = g kn = e και εποµένως O (g ) 6= ;. Αυτό σηµαίνει ότι η τάξη του στοιχείου g είναι
πεπερασµένη, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα η τάξη του στοιχείου g k είναι άπειρη.

2. Θέτουµε o(g ) = n <∞.
Επειδή το στοιχείο g έχει πεπερασµένη τάξη, η κυκλική οµάδα 〈g 〉 είναι πεπερασµένη. Επειδή το

στοιχείο g k ανήκει στην 〈g 〉, από την Παρατήρηση 3.1.16 έπεται ότι το στοιχείο g k έχει πεπερασµένη τάξη.
΄Εστω r = o(g k ) <∞. Θα δείξουµε ότι r = n

(n,k) . Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 3.2.1, ϑα έχουµε:

(g k )r = e =⇒ g kr = e =⇒ n | kr

όπου η τελευταία συνεπαγωγή προέκυψε µε χρήση της Πρότασης 3.2.1. ΄Αρα υπάρχει m ∈Z έτσι ώστε :

kr = nm

Επειδή προφανώς (n,k) | n και (n,k) | k, µπορούµε να γράψουµε:

n = (n,k)n′ και k = (n,k)k ′, όπου (k ′,n′) = 1

Τότε : n′ = n
(n,k) και άρα αρκεί να δείξουµε ότι : r = n′. Χρησιµοποιώντας στοιχειώδεις ιδιότητες διαιρετότητας

ακεραίων, ϑα έχουµε:

kr = nm =⇒ (n,k)k ′r = (n,k)n′m =⇒ k ′r = n′m =⇒ n′ | k ′r =⇒ n′ | r =⇒ n′ ≤ r (1)

όπου η προτελευταία συνεπαγωγή προέκυψε διότι (k ′,n′) = 1. Από την άλλη πλευρά, παρατηρώντας ότι :

kn′ = (n,k)k ′n′ = nk ′
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ϑα έχουµε:
(g k )n′ = g kn′ = g nk ′ = (g n)k ′ = ek ′ = e =⇒ r /n′ =⇒ r ≤ n′ (2)

Εποµένως από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι : o(g k ) = r = n′ = n
(k,n) . Τέλος, επειδή (n,k) = (n,−k), ϑα

έχουµε και
o(g−k ) = n

(n,−k)
= n

(n,k)
= o(g k )

Τα µέρη 3. και 4. προκύπτουν άµεσα από το µέρος 2. ■

Πόρισµα 3.2.3. ΄Εστω (G , ·) µια κυκλική οµάδα πεπερασµένης τάξης µε γεννήτορα το στοιχείο a: G = 〈a〉.
Τότε :

∀k ∈Z : G = 〈ak〉 ⇐⇒ (k,o(a)) = 1

∆ηλαδή ένα στοιχείο ak της G είναι γεννήτορας της G αν και µόνο αν (k,o(a)) = 1.

Απόδειξη. ΄Εστω o(a) = n. Παρατηρούµε πρώτα ότι το στοιχείο ak είναι γεννήτορας της G αν και µόνο αν
o(ak ) = o(a). Πράγµατι, αν το ak είναι γεννήτορας της G, τότε 〈ak〉 = G και εποµένως o(ak ) = o(G) = o(a).
Αντίστροφα, αν o(ak ) = o(a), τότε η υποοµάδα 〈ak〉 της G η οποία παράγεται από το ak ϑα έχει o(G) = o(a)
το πλήθος στοιχεία και άρα 〈ak〉 =G, δηλαδή το ak είναι γεννήτορας της G.

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 3.2.2, ϑα έχουµε:

G = 〈ak〉 ⇐⇒ o(ak ) = o(a) ⇐⇒ n

(k,n)
= n ⇐⇒ (k,n) = 1 ■

Το ακόλουθο Πόρισµα είναι συνέπεια του Πορίσµατος 3.2.3.

Πόρισµα 3.2.4. ΄Εστω G = 〈a〉 µια κυκλική οµάδα τάξης n. Τότε το σύνολο γεννητόρων της G είναι{
ak ∈G | 1 ≤ k ≤ n και (k,n) = 1

}
Το πλήθος των γεννητόρων της G είναι ίσο µε∣∣{ak ∈G | 1 ≤ k ≤ n και (k,n) = 1

}∣∣=ϕ(n)

όπου ϕ είναι η συνάρτηση του Euler.2

Παρατήρηση 3.2.5. Υπενθυµίζουµε ότι η συνάρτηση του Euler είναι η αριθµητική συνάρτηση

ϕ : N −→ N, ϕ(n) = ∣∣{m ∈N | 1 ≤ m ≤ n και (m,n) = 1}
∣∣

∆ηλαδή η τιµή της στον ϕυσικό αριθµό n µετρά το πλήθος των ϕυσικών αριθµών m, όπου 1 ≤ m ≤ n, οι
οποίοι είναι σχετικώς πρώτοι τον αριθµό n. Υπενθυµίζουµε κάποιες ϐασικές ιδιότητες της συνάρτησης του
Euler οι οποίες µας επιτρέπουν τον υπολογισµό της τιµής της πάνω σε οποιοδήποτε ϕυσικό αριθµό:3

1. Αν p είναι ένας πρώτος αριθµός και α είναι ένας ϑετικός ακέραιος, τότε

ϕ(pα) = pα−pα−1

2. Η ϕ είναι πολλαπλασιαστική συνάρτηση: αν n,m είναι δύο ϕυσικοί αριθµοί, τότε :

(n,m) = 1 =⇒ ϕ(nm) =ϕ(n)ϕ(m)
2Leonhard Euler (15 Απριλίου 1707 - 18 Σεπτεµβρίου 1873) [http://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler]: Ελβετός

µαθηµατικός και ϕυσικος µε ϑεµελιώδη συνεισφορά σε όλους τους κλάδους των Μαθηµατικών, αλλά και της Φυσικής. Ο Euler άφησε
τεράστιο έργο πίσω του, καθώς ήταν πολυγραφότατος, έργο το οποίο άσκησε µεγάλη επίδραση στα σύγχρονα Μαθηµατικά και περιείχε
σηµαντική συµβολή στη Μαθηµατική Ανάλυση, στην ΄Αλγεβρα, στη Θεωρία Αριθµών, στη Θεωρία Γραφηµάτων, στη Μηχανική, στη
∆υναµική των Ρευστών, στην Οπτική, στην Αστρονοµία, αλλά και στη Μουσική. Θεωρείται εκ των επιφανέστερων µαθηµατικών όλων
των εποχών.

3Για περισσότερες λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [28].

http://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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3. Αν n = pα1
1 pα2

2 · · ·pαk
k = ∏k

i=1 pαi
i είναι η πρωτογενής ανάλυση του ϕυσικού αριθµού n σε δυνάµεις

διακεκριµένων πρώτων αριθµών, τότε :

ϕ(n) =ϕ(
k∏

i=1
pαi

i ) =
k∏

i=1
(pαi

i −pαi−1
i ) = n

k∏
n=1

(1− 1

pi
) N

Το ακόλουθο παράδειγµα δείχνει ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n υπάρχει µια αβελιανή, όχι απαραίτητα
κυκλική, οµάδα τάξης φ(n).

Παράδειγµα 3.2.6. Υπενθυµίζουµε ότι το υποσύνολο

U(Zn) = {
[k]n ∈Zn | 1 ≤ k ≤ n και (k,n) = 1

} ⊆ Zn

εφοδιασµένο µε την πράξη πολλαπλασιασµού κλάσεων ισοτιµίας mod n, δηλαδη: [k]n · [m]n = [km]n , απο-
τελεί οµάδα, η οποία καλείται η οµάδα των αντιστρέψιµων κλάσεων υπολοίπων mod n. Προφανώς η
οµάδα U(Zn) είναι αβελιανή και η τάξη της είναι o(U(Zn)) = φ(n). Αν η οµάδα U(Zn) είναι κυκλική, τότε,
σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.4, το πλήθος των γεννητόρων της U(Zn) είναι ίσο µε φ(φ(n)). Τα παρακάτω
παραδείγµατα δείχνουν ότι η οµάδα U(Zn) δεν είναι πάντα κυκλική.

1. Αν n = 8, τότε ϑα έχουµε o(U(Z8)) =φ(8) = 4, και

U(Z8) = {
[1]8, [3]8, [5]8, [7]8

}
Επειδή [3]2

8 = [9]8 = [1]8, [5]2
8 = [25]8 = [1]8, και [7]2

8 = [49]8 = [1]8, κάθε στοιχείο της U(Z8), διαφορετικό
του ουδετέρου, έχει τάξη 2 και άρα η οµάδα U(Z8) δεν είναι κυκλική.

Παρόµοια ϐλέπουµε ότι η οµάδα U(Z12) δεν είναι κυκλική. Αντίθετα οι οµάδες U(Zn), 2 ≤ n ≤ 15,
όπου n 6= 8,12,15, είναι κυκλικές, ϐλέπε την ΄Ασκηση 3.9.19.

2. Αν n = 9, ϑα δούµε ότι η οµάδα U(Z9) είναι κυκλική ϐρίσκοντας έναν γεννήτορά της. Προφανώς ϑα
έχουµε:

U(Z9) = {
[k]9 ∈Z9 | 1 ≤ k ≤ 9 και (k,9) = 1

}= {
[1]9, [2]9, [4]9, [5]9, [7]9, [8]9

}
Θεωρούµε την κλάση υπολοίπων [2]9, και τότε :

[2]2
9 = [4]9, [2]3

9 = [8]9, [2]4
9 = [16]9 = [7]9, [2]5

9 = [14]9 = [5]9, [2]6
9 = [10]9 = [1]9

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το στοιχείο [2]9 είναι γεννήτορας της U(Z9) και άρα η οµάδα U(Z9)
είναι κυκλική τάξης 6. Παρατηρούµε ότι ϑα έχουµε σε πλήθος φ(φ(9)) = φ(6) = 2 γεννήτορες της
οµάδας U(Z9): ο ένας είναι το στοιχείο [2]9 και ο δεύτερος ϑα είναι το στοιχείο [2]k

9 , όπου (k,6) = 1,
δηλαδή k = 5, και άρα ο δεύτερος γεννήτορας [2]5 = [5]9 είναι το στοιχείο [5]9.

p

3.2.1 Παραδείγµατα Κυκλικών Οµάδων Μικρής Τάξης

Η οµάδα των n-οστών ϱιζών της µονάδας

Θα µελετήσουµε εν συντοµία ϐασικές ιδιότητες της οµάδας των n-οστών ϱιζών της µονάδας.
Υπενθυµίζουµε ότι η οµάδα του κύκλου είναι η υποοµάδα

T= {
z ∈C | |z| = 1

} ≤ C∗

της πολλαπλασιαστικής οµάδας (C∗, ·) των µη µηδενικών µιγαδικών αριθµών. Θα δούµε ότι η οµάδα T
περιέχει κυκλικές οµάδες τάξης n, για κάθε n ≥ 1.

Υπενθυµίζουµε ότι, ∀n ≥ 1, ο µιγαδικός αριθµός z ∈ C καλείται µια n-οστή ϱίζα της µονάδας αν:
zn = 1. Τότε :

zn = 1 =⇒ |z|n = 1 =⇒ |z| = 1 και ∃θ ∈ [0,2π] : z = e iθ
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και εποµένως :

zn = 1 =⇒ e i nθ = 1 =⇒ ∃k ∈Z : nθ = k2π =⇒ θ = 2πk

n
΄Αρα:

zn = 1 =⇒ z = e
2πi k

n , όπου k ∈Z
Παρατηρούµε ότι η τιµή e

2πi k
n εξαρτάται µόνο από την κλάση ισοδυναµίας του k modulo n:

[k]n = [k ′]n =⇒ n | k −k ′ =⇒ k −k ′ = nr, όπου r ∈Z
και άρα ϑα έχουµε:

e
2πi k

n = e
2πi (k′+nr )

n = e
2πi k′+2πi nr

n = e
2πi k′

n e
2πi nr

n = e
2πi k′

n e2πi r = e
2πi k′

n

Εποµένως ϑέτοντας :
ζn := e

2πi
n

ϑα έχουµε
ζ

qn+r
n = ζqn

n ζr
n = (ζn

n)qζr
n = 1ζr

n = ζr
n

και άρα το σύνολο των διακεκριµένων n-οστών ϱιζών της µονάδας είναι :

Un = {
ζk

n = e
2πi k

n ∈C | 0 ≤ k ≤ n −1
}= {

1,ζn ,ζ2
n , · · · ,ζn−1

n

}
Επειδή προφανώς το σύνολο Un είναι κλειστό στον πολλαπλασιασµό µιγαδικών αριθµών, έπεται ότι το
σύνολο Un είναι µια υποοµάδα της οµάδας T του κύκλου, και ιδιαίτερα η Un είναι κυκλική τάξης n, διότι
προφανώς:

Un = 〈ζn〉 =
{
1,ζn ,ζ2

n , · · · ,ζn−1
n

}
Υπενθυµίζουµε ότι µια n-οστή ϱίζα της µονάδας καλείται πρωταρχική n-οστή ϱίζα της µονάδας αν είναι
γεννήτορας της Un .

Συνδυάζοντας τις παραπάνω παρατηρήσεις µε τα αποτελέσµατα αυτής της ενότητας, ϑα έχουµε το ακό-
λουθο αποτέλεσµα.

Πρόταση 3.2.7. Το σύνολο Un των n-οστών ϱιζών της µονάδας είναι µια κυκλική υποοµάδα τάξης n της
οµάδας του κύκλου T:

Un = 〈ζn〉 =
{
1,ζn ,ζ2

n , · · · ,ζn−1
n

}
, όπου ζn = e

2πi
n

Υπάρχουν ακριβώς ϕ(n) πρωταρχικές n-οστές ϱίζες της οµάδας, οι ακόλουθες :{
ζk

n ∈ Un | 1 ≤ k ≤ n και (n,k) = 1
}= {

e
2πi k

n ∈ Un | 1 ≤ k ≤ n και (n,k) = 1
}

Κυκλικές Οµάδες Μικρής Τάξης ≤ 4

΄Εστω (G , ·) µια κυκλική οµάδα. Για τους πίνακες Cayley οµάδων µε τάξη ≤ 4, παραπέµπουµε σε προηγού-
µενη ενότητα.

1. Αν |G| = 1, τότε G = {e} και η G είναι κυκλική G = 〈e〉.
2. Αν |G| = 2, τότε G = {e, a} και η G έχει πίνακα Cayley

· e a
e e a
a e e

΄Αρα a2 = e και το στοιχείο a είναι γεννήτορας της G. Εποµένως η G είναι κυκλική G = 〈a〉,
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3. Αν |G| = 3, τότε G = {e, a,b} και η G έχει πίνακα Cayley

· e a b
e e a b
a a b e
b b e a

Τότε η G είναι κυκλική µε γεννήτορα το στοιχείο a: G = 〈a〉. Πραγµατικά, όπως ϐλέπουµε από τον
πίνακα Cayley, ϑα έχουµε a2 = b 6= e και άρα a3 = ab = e. Τότε όµως το στοιχείο a είναι γεννήτορας
της G και άρα η G είναι κυκλική. Σηµειώνουµε ότι b = a−1 είναι επίσης γεννήτορας και G = 〈a〉 = 〈b〉.

4. Αν |G| = 4, τότε G = {e, a,b,c} και υπάρχουν δύο διαφορετικοί πίνακες Cayley:

Πίνακας Α΄ :

· e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Πίνακας Β΄:

· e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c a e
c c b e a

Ο πίνακας Cayley στην περίπτωση Α΄ είναι ο πίνακας Cayley της οµάδας του Klein, µοντέλο της
οποίας είδαµε στο Παράδειγµα 3.1.13. Σ΄ αυτήν την οµάδα, κάθε στοιχείο της, εκτός του ουδέτερου
e έχει τάξη ίση µε 2. ΄Ετσι δεν υπάρχει στοιχείο τάξης 4 και άρα δεν υπάρχει γεννήτορας για την G.
Εποµένως η οµάδα του Klein µε πίνακα Cayley τον Α΄ δεν είναι κυκλική.

Από το Παράδειγµα 2.4.18 έπεται ότι οι υποοµάδες της οµάδας του Klein είναι οι εξής :

{e}, {e, a}, {e,b}, {e,c}, G

Εποµένως κάθε γνήσια υποοµάδα της οµάδας του Klein έχει τάξη ≤ 2 και άρα είναι κυκλική.

Ο πίνακας Cayley στην περίπτωση Β΄ είναι πίνακας κυκλικής οµάδας. Πράγµατι, ϑα έχουµε b2 = a
και άρα b4 = aa = a2 = e. Επίσης ϑα έχουµε b3 = b2b = ab = c. ΄Ετσι G = {e, a,b,c} = {b4 = e,b,b2 =
a,b3 = c} = 〈b〉 και άρα το στοιχείο b είναι γεννήτορας της G. Εποµένως η G είναι κυκλική.

Συνοψίζουµε κάποια από τα συµπεράσµατα της παραπάνω ανάλυσης :
• «Για κάθε ϕυσικό αριθµό n υπάρχει µια κυκλική οµάδα µε τάξη ίση µε n».
Για παράδειγµα µπορούµε να ϑεωρήσουµε την προσθετική οµάδα (Zn ,+) ή την οµάδα Un των n-οστών

ϱιζών της µονάδας.
• «Κάθε οµάδα τάξης ≤ 4 είναι κυκλική µε εξαίρεση την οµάδα του Klein η οποία είναι µια µη

κυκλική οµάδα τάξης 4 µε την ιδιότητα ότι κάθε γνήσια υποοµάδα της είναι κυκλική».4

4Για οµάδες µε τάξη ≤ 15 ισχύουν τα εξής (το πλήθος των οµάδων τάξης 16 είναι 14), ϐλέπε [31], [16]:

1. Κάθε πεπερασµένη οµάδα µε τάξη έναν πρώτο αριθµό είναι κυκλική.

΄Ετσι για παράδειγµα κάθε οµάδα µε τάξη 2, 3, 5, 7, 11, 13, κτλ, είναι κυκλική. Εκ των υπολοίπων:

2. Υπάρχουν ακριβώς 2 οµάδες µε τάξη 6, εκ των οποίων η µια είναι κυκλική και η δεύτερη είναι δοµικά ίδια µε την συµµετρική
οµάδα S3.

3. Υπάρχουν ακριβώς 5 οµάδες µε τάξη 8 εκ των οποίων µόνο µια είναι κυκλική.

4. Υπάρχουν ακριβώς 2 οµάδες µε τάξη 9 εκ των οποίων µόνο µια είναι κυκλική.

5. Υπάρχουν ακριβώς 2 οµάδες µε τάξη 10 εκ των οποίων µόνο µια είναι κυκλική.

6. Υπάρχουν ακριβώς 5 οµάδες µε τάξη 12 εκ των οποίων µόνο µια είναι κυκλική.

7. Υπάρχουν ακριβώς 2 οµάδες µε τάξη 14 εκ των οποίων µόνο µια είναι κυκλική.

8. Υπάρχουν ακριβώς 1 οµάδα µε τάξη 15 η οποία είναι κυκλική.
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Σχόλιο 3.2.8. Φυσιολογικά τώρα τίθεται το ερώτηµα:
• «Για ποιες τιµές του n υπάρχει, µε ακρίβεια ισοµορφισµού, ακριβώς µια οµάδα τάξης n;»
Σηµειώνουµε ότι, αν υπάρχει ακριβώς µια οµάδα δεδοµένης τάξης, τότε αυτή αναγκαστικά είναι κυκλική,

και άρα η δοµή της είναι γνωστή. ΄Ετσι το παραπάνω αρώτηµα διατυπώνεται ισοδύναµα και ως εξής : «Για
ποιες τιµές του n κάθε οµάδα τάξης n είναι κυκλική ;». Την απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα δίνει το
ακόλουθο Θεώρηµα του Dickson,5 η απόδειξη του οποίου ξεφεύγει από τα πλαίσια των σηµειώσεων.

Θεώρηµα 3.2.9 (Dickson). 6 ΄Εστω n ≥ 1 ένας ϕυσικός αριθµός. Τότε κάθε οµάδα τάξης n είναι κυκλική αν
και µόνο αν :

(n,ϕ(n)) = 1

όπουϕ είναι η συνάρτηση του Euler. Ισοδύναµα: η πρωτογενής ανάλυση του n είναι της µορφής n = p1p2 · · ·pk ,
όπου pi - p j −1, 1 ≤ i , j ≤ k.

Εποµένως : υπάρχει, µε ακρίβεια ισοµορφισµού, ακριβώς µια οµάδα τάξης n, αν και µόνο αν (n,ϕ(n)) = 1.

΄Ετσι, για παράδειγµα, τυχούσα οµάδα τάξης 15 ή 561 είναι κυκλική διότι οι πρωτογενείς αναλύσεις
των αριθµών 15 και 561 είναι 15 = 3 ·5 και 561 = 3 ·11 ·17 και προφανώς ικανοποιούνται οι συνθήκες του
Θεωρήµατος 3.2.9. Αντίθετα υπάρχουν τουλάχιστον δύο (στην πραγµατικότητα ακριβώς δύο) οµάδες τάξης
10, διότι 10 = 2 ·5 και 2 | 5−1.

p

3.2.2 Οµάδες στρέψης και οµάδες ελεύθερης στρέψης

Από το Παράδειγµα 3.1.17 ϐλέπουµε ότι υπάρχουν οµάδες µε άπειρη τάξη, κάθε στοιχείο των οποίων έχει
πεπερασµένη τάξη. Από την άλλη πλευρά υπάρχουν οµάδες µε άπειρη τάξη, κάθε µη ταυτοτικό στοιχείο
των οποίων έχει άπειρη τάξη, π.χ. η προσθετική οµάδα (Z,+). ΄Ετσι οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 3.2.10. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα.

1. Η οµάδα G καλείται οµάδα στρέψης ή περιοδική οµάδα, αν κάθε στοιχείο της G έχει πεπερασµένη
τάξη.

2. Η οµάδα G καλείται οµάδα ελεύθερης στρέψης, αν κάθε στοιχείο της G, εκτός του ουδετέρου, έχει
άπειρη τάξη.

Παράδειγµα 3.2.11. 1. ΄Οπως προκύπτει από την Παρατήρηση 3.1.16, κάθε πεπερασµένη οµάδα είναι
οµάδα στρέψης. Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 3.1.17, υπάρχουν οµάδες στρέψης οι οποίες έχουν
άπειρη τάξη.

2. Κάθε οµάδα ελεύθερης στρέψης είναι προφανώς οµάδα άπειρης τάξης, και κάθε άπειρη κυκλική
οµάδα, π.χ. η (Z,+), είναι οµάδα ελεύθερης στρέψης.

3. Υπάρχουν οµάδες οι οποίες είναι µεικτές, δηλαδή περιέχουν στοιχεία πεπερασµένης τάξης και στοι-
χεία άπειρης τάξης. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα είναι η οµάδα ευθύ γινόµενο :

Z2 ×Z= {
([x]2,m) | x,m ∈Z}

µε πράξη κατά συνιστώσα:
([x]2,m)+ ([y]2,n) = ([x + y]2,m +n)

και της οποίας το ουδέτερο στοιχείο είναι το Ϲεύγος ([0]2,0).

Τότε το στοιχείο ([1]2,0) έχει τάξη 2, και το στοιχείο ([0]2,1) έχει άπειρη τάξη.
p

5L.E. Dickson, Definitions of a group and a field by independent postulates, Trans. Amer. Math. Soc. 6 (1905), 198–204.
6Leonard Eugene Dickson (22 Ιανουαρίου 1874 - 17 Ιανουαρίου 1954) [https://en.wikipedia.org/wiki/Leonard_

Eugene_Dickson Αµερικανός µαθηµατικός µε συµβολή στην ΄Αλγεβρα (ϑεωρία οµάδων και πεπερασµένων σωµάτων), ο οποίος
συνέγραψε και ιστορικά ϐιβλία γύρω από τη Θεωρία Αριθµών.

https://en.wikipedia.org/wiki/Leonard_Eugene_Dickson
https://en.wikipedia.org/wiki/Leonard_Eugene_Dickson
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Παράδειγµα 3.2.12. Υπενθυµίζουµε ότι η οµάδα του κύκλου είναι η υποοµάδα

T= {
z ∈C | |z| = 1}

της πολλαπλασιαστικής οµάδας (C∗, ·) των µη µηδενικών µιγαδικών αριθµών.
΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός και έστω

Z(p∞) = {
z ∈C | zpn = 1, για κάποιο n ∈Z+} ⊆ T

Εύκολα ϐλέπουµε ότι το υποσύνολο Z(p∞) είναι µια υποοµάδα της T και κάθε στοιχείο της Z(p∞) έχει
πεπερασµένη τάξη, διότι ∀z ∈T, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n έτσι ώστε zpn = 1. ΄Ετσι η οµάδα Z(p∞) είναι
µια, προφανώς άπειρη, οµάδα στρέψης.

Η οµάδα Z(p∞) καλείται η p-οστή οµάδα Prüfer7 και έχει, µεταξύ άλλων, την ακόλουθη ενδιαφέρουσα
ιδιότητα, ϐλέπε την ΄Ασκηση 3.9.59: «όλες οι γνήσιες υποοµάδες της είναι πεπερασµένες κυκλικές και υπάρχει
ακριβώς µια τέτοια υποοµάδα τάξης pn , για κάθε n ∈Z+».

p

Οι παραπάνω παρατηρήσεις και παραδείγµατα σχετίζονται µε ένα περίφηµο πρόβληµα στη Θεωρία
Οµάδων:

Παρατήρηση 3.2.13. (Το Πρόβληµα του Burnside).8 Υπενθυµίζουµε ότι µια οµάδα (G , ·) καλείται πεπερασµέ-
να παραγόµενη, αν η G έχει ένα πεπερασµένο σύνολο γεννητόρων, ισοδύναµα, αν υπάρχει πεπερασµένο
πλήθος στοιχείων z1, z2, · · · , zm ∈G, έτσι ώστε κάθε στοιχείο x ∈G να γράφεται ως :

x = zn1
1 · zn2

2 · · ·znm
m , για κατάλληλα n1,n2, · · · ,nm ∈Z

Το γενικό Πρόβληµα του Burnside διατυπώνεται ως εξής :

«Είναι κάθε πεπερασµένα παραγόµενη οµάδα στρέψης πεπερασµένη ;»

Το Πρόβληµα του Burnside απαντήθηκε αρνητικά το 1964 από τους E.Golod9 και I. Shafarevich,10 οι
οποίοι κατασκεύασαν µια πεπερασµένα παραγόµενη άπειρη οµάδα, κάθε στοιχείο της οποίας έχει πεπερα-
σµένη τάξη η οποία είναι δύναµη ενός πρώτου αριθµού p.

Το Πρόβληµα του Burnside έχει ϑετική απάντηση όταν περιοριστούµε στην κλάση των αβελιανών οµάδων,
καθώς ισχύει ότι :

«Κάθε πεπερασµένα παραγόµενη αβελιανή οµάδα στρέψης είναι πεπερασµένη».

Η οµάδα Prüfer Z(p∞) είναι µια άπειρη αβελιανή οµάδα στρέψης. Εποµένως, σύµφωνα µε τα παραπάνω
δεν µπορεί να είναι πεπερασµένα παραγόµενη. N

3.2.3 Τάξη Γινοµένου Στοιχείων µιας Οµάδας

Στο παραπάνω πλαίσιο, ανακύπτει το εξής ενδιαφέρον ερώτηµα: «Αν x, y είναι δύο στοιχεία πεπερασµένης
τάξης µιας οµάδας, υπάρχει τότε κάποια σχέση µεταξύ των τάξεων των στοιχείων x, y , και x y»;

Η ακόλουθη σειρά παραδειγµάτων δείχνει ότι, γενικά, δεν είναι δυνατόν να περιµένουµε να υπάρχει
κάποια σχέση µεταξύ των τάξεων o(x), o(y), και o(x y):

7Heinz Prüfer (10 Νοεµβρίου 1896 - 7 Απριλίου 1934) [http://en.wikipedia.org/wiki/Heinz_Prufer]: Γερµανός µα-
ϑηµατικός µε σηµαντική συµβολή στη Θεωρία (Αβελιανών) Οµάδων. Επιπρόσθετα είχε συµβολή στη Θεωρία Αλγεβρικών Αριθµών, στη
Θεωρία Κόµβων και στις ∆ιαφορικές Εξισώσεις.

8William Burnside (2 Ιουλίου 1852 - 21 Αυγούστου 1927) [https://en.wikipedia.org/wiki/William_Burnside]: Βρε-
τανός µαθηµατικός, µε σηµαντική συµβολή στην ΄Αλγεβρα και ιδιαίτερα στη Θεωρία Οµάδων και στη Θεωρία Αναπαραστάσεων.

9Evgeny Golod (21 Οκτωβρίου 1935 - ) [http://en.wikipedia.org/wiki/Evgeny_Golod]: Ρώσος µαθηµατικός (µαθητής
του Igor Safarevich) µε συµβολή στην Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών, στη Θεωρία Αλγεβρών (Lie) και στη Θεωρία Οµάδων.
10Igor Shafarevich (3 Ιουνίου 1923 - ) [http://en.wikipedia.org/wiki/Igor_Shafarevich]: ∆ιακεκριµένος Ρώσος µα-

ϑηµατικός µε ϑεµελιώδη συµβολή στην Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών και στην Αλγεβρική Γεωµετρία.

http://en.wikipedia.org/wiki/Heinz_Prufer
https://en.wikipedia.org/wiki/William_Burnside
http://en.wikipedia.org/wiki/Evgeny_Golod
http://en.wikipedia.org/wiki/Igor_Shafarevich
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Παράδειγµα 3.2.14. Στη συµµετρική οµάδα S4 ϑεωρούµε τα στοιχεία :

σ=
(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
= (123) και τ=

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
= (124)

Τότε ϑα έχουµε:

σ◦τ=
(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
6=

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
= τ◦σ

Εύκολα υπολογίζουµε ότι :
o(σ) = 3 = o(τ) και o(σ◦τ) = 2 = o(τ◦σ)

Παρατηρούµε ότι : o(σ◦τ) = 2 6= 9 = o(σ) ·o(τ).
p

Παράδειγµα 3.2.15. Στη συµµετρική οµάδα S5 ϑεωρούµε τα στοιχεία :

σ=
(
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

)
και τ=

(
1 2 3 4 5
5 1 4 2 3

)
Παρατηρούµε ότι :

σ◦τ=
(
1 2 3 4 5
5 2 4 3 1

)
6=

(
1 2 3 4 5
1 4 5 2 3

)
= τ◦σ

Τότε υπολογίζουµε εύκολα ότι :

o(σ) = 3 και o(τ) = 5 και o(σ◦τ) = 2 = o(τ◦σ)

Παρατηρούµε ότι : o(σ◦τ) = 2 6= 15 = o(σ) ·o(σ).
p

Παράδειγµα 3.2.16. Θεωρούµε την (άπειρη µη αβελιανή) οµάδα

GL(2,R) = {
A ∈M2(R) | Det(A) 6= 0

}
και έστω

A =
(−1 1

0 1

)
και B =

(−1 0
0 1

)
Τότε προφανώς A,B , A ·B ∈GL(2,R). Παρατηρούµε ότι :

A2 = I2 = B 2

Εποµένως τα στοιχεία A,B έχουν τάξη 2. ΄Οµως

AB =
(
1 1
0 1

)
και B A =

(
1 −1
0 1

)
= (AB)−1

και άρα ∀n ≥ 1:

(AB)n =
(
1 n
0 1

)
και (B A)n =

(
1 −n
0 1

)
Εποµένως τα στοιχεία A,B έχουν τάξη 2, αλλά τα γινόµενά τους AB και B A έχουν άπειρη τάξη.

Παρατηρούµε ότι : AB 6= B A.
p
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Παράδειγµα 3.2.17. Για κάθε n ≥ 3, υπάρχει µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα G η οποία περιέχει δύο
στοιχεία τάξης 2 των οποίων το γινόµενο έχει τάξη n:

Πράγµατι ϑεωρούµε την οµάδα11

GL(2,Zn) = {
A ∈M2(Zn) | A : αντιστρέψιµος

}
των αντιστρέψιµων πινάκων µε στοιχεία από το σύνολο Zn . ΄Οπως ϐλέπουµε εύκολα, οι πίνακες12

A =
(−1 1

0 1

)
και B =

(−1 0
0 1

)
έχουν τάξη 2 (A2 = I2 = B 2) και ο πίνακας

A ·B =
(
1 1
0 1

)
έχει τάξη n διότι

(A ·B)n =
(
1 n
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
= I2

ως πίνακες µε στοιχεία από το Zn , και το n είναι ο µικρότερος ϕυσικός µε αυτή την ιδιότητα. Εποµένως τα
στοιχεία A,B έχουν τάξη 2, αλλά το γινόµενό τους AB έχει τάξη n.

Παρατηρούµε ότι : AB 6= B A, διότι B A =
(
1 −1
0 1

)
και −1 6= 1 στο Zn διότι n ≥ 3.

p

Σε όλα τα παραπάνω παραδείγµατα τα στοιχεία της οµάδας δεν µετατίθενται, και για στοιχεία x, y πε-
περασµένης τάξης, δεν µπορουµε να πούµε τίποτα για την τάξη του x · y η οποία µπορεί να είναι άπειρη ή
οποιοσδήποτε ϕυσικός αριθµός. Για παράδειγµα, από ένα αποτέλεσµα του G.A. Miller13 έπεται ότι : «αν επι-
λέξουµε τυχαία ϑετικούς ακέραιους m,n,k > 1, τότε υπάρχει πεπερασµένη οµάδα G η οποία περιέχει στοιχεία
x, y έτσι ώστε : o(x) = m, o(y) = n, και o(x y) = k».

Από την άλλη πλευρά, υπάρχουν στοιχεία πεπερασµένης τάξης x και y τα οποία µετατίθενται, αλλά η
τάξη του στοιχείου x · y είναι διάφορη του γινοµένου των τάξεων των στοιχείων :

Παράδειγµα 3.2.18. Θεωρούµε την οµάδα των 10-οστών ϱιζών της µονάδας :

U10 =
{

e
2kpi

10 ∈C | 0 ≤ k ≤ 9
}
= 〈ζ10〉

η οποία είναι κυκλική, µε γεννήτορα µια πρωταρχική δέκατη ϱίζα της µονάδας ζ10, και ιδιαίτερα είναι µια
αβελιανή οµάδα. Θεωρούµε τα στοιχεία :

x = ζ2
10 και y = ζ3

10

Τότε ϑα έχουµε x · y = ζ5
10 = y · x, και

o(x) = o(ζ2
10) = 10

(2,10)
= 10

2
= 5 και o(y) = o(ζ3

10) = 10

(3,10)
= 10

1
= 10

Παρατηρούµε ότι o(x y) = o(ζ5
10) = 10

(5,10) = 10
5 = 2, και άρα:

o(x y) = 2 6= 50 = o(x)o(y)
p

11Στο σύνολο M2(Zn ) των 2×2 πινάκων µε στοιχεία από το Zn µπορούµε να ορίσουµε πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού
«·», οι οποίες επάγονται από τις αντίστοιχες πράξεις πρόσθεσης και πολαπλασιασµού στο σύνολο Zn , και τότε η τριάδα (M2(Zn ),+, ·) είναι
ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα τον µοναδιαίο πίνακα In υπεράνω του Zn , δηλαδή In = (δi j ), όπου δi j =

{
[0]n , αν i 6= j

[1]n , αν i = j
,

ϐλέπε το Κεφάλαιο 7 για περισσότερες λεπτοµέρειες. Για κάθε µεταθετικό δακτύλιο µε µονάδα R ορίζεται η οµάδας GL(n,R) των
αντιστρέψιµων n ×n πινάκων µε στοιχεία από τον R µε τον ίδιο τρόπο µε τον οποίο ορίζεται η οµάδα GL(n,R), όταν R ∈ {

Z,Q,R,C
}
.

΄Ετσι η οµάδα GL(2,Zn ) αποτελείται από όλους τους πίνακες A ∈M2(Zn ) για τους οποίους υπάρχει πίνακας B ∈M2(Zn ) έτσι ώστε
A ·B = In = B · A.
12Χάριν απλότητας, γράφουµε 0,1, κλπ., αντί [0]n , [1]n , κλπ.
13G.A. Miller: 31 Ιουλίου 1863 - 10 Φεβρουαρίου 1951 [http://en.wikipedia.org/wiki/George_Abram_Miller]: Αµε-

ϱικανός µαθηµατικός µε συµβολή κυρίως στη Θεωρία Οµάδων και στην Ιστορία των Μαθηµατικών.

http://en.wikipedia.org/wiki/George_Abram_Miller
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Θα δούµε σε λίγο ότι υπό ορισµένες προϋποθέσεις υπάρχει στενή σχέση µεταξύ των τάξεων o(x), o(y),
και o(x y).

Παρατηρούµε επίσης ότι στα παραδείγµατα αυτής της υποενότητας ισχύει ότι o(x y) = o(y x), αν και
γενικά o(x y) 6= o(x)o(y). Αυτό δεν είναι τυχαίο : όπως ϑα διαπιστώσουµε στο παρακάτω αποτέλεσµα, αν a,b
είναι στοιχεία πεπερασµένης τάξης µιας οµάδας, τότε, ανεξάρτητα αν τα a, b µετατίθενται, τα στοιχεία ab
και ba έχουν την ίδια τάξη:

Πρόταση 3.2.19. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα, και a,b, x τυχόντα στοιχεία της G. Τότε :

o(x−1ax) = o(a) = o(xax−1) και o(ab) = o(ba)

Απόδειξη. 1. Για κάθε x, a ∈G έχουµε :

(x−1ax)n = (x−1ax) · (x−1ax) · · · (x−1ax) = x−1an x

και άρα, για κάθε n ∈N, ϑα έχουµε:

(x−1ax)n = e ⇐⇒ x−1an x = e ⇐⇒ an = xex−1 ⇐⇒ an = e (∗)

Η παραπάνω σχέση (∗) δείχνει ότι{
n ∈N | an = e

}= {
n ∈N | (x−1ax)n = e

}
και εποµένως :

o(a) =min
{
m ∈N | am = e

}=min
{
m ∈N | (x−1ax)m = e

}= o(x−1ax)

Η απόδειξη της ισότητας o(a) = o(xax−1) είναι παρόµοια (µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε επίσης την
αποδειχθείσα σχέση o(x−1ax) = o(a) σε συνδυασµό µε τη σχέση xax−1 = (x−1)−1ax−1).

2. ΄Εστω a,b ∈G. Επειδή
a−1 ·ab ·a = eba = ba

από το 1. έχουµε το Ϲητούµενο : o(ab) = o(a−1aba) = o(ba). ■

Πρόταση 3.2.20. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα και a,b είναι δύο στοιχεία της µε ab = ba. Αν οι τάξεις
o(a),o(b) είναι πεπερασµένες και (o(a),o(b)) = 1, τότε η τάξη του στοιχείου ab είναι πεπερασµένη και είναι ίση
µε o(a) ·o(b):

max
{
o(a),o(b)

}<∞ και (o(a),o(b)) = 1 & ab = ba =⇒ o(ab) = o(a) ·o(b)

Απόδειξη. ΄Εστω ότι o(a) = n, o(b) = m και o(ab) = k. ΄Αρα an = e, bm = e και επειδή ab = ba έπεται ότι

(ab)nm = ab ·ab · · ·ab = anmbnm = (an)m(bm)n = emen = e =⇒ o(ab) = k | nm = o(a)o(b) (1)

Επειδή o(ab) = k και ab = ba, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 3.2.2, ϑα έχουµε

(ab)k = e =⇒ ak bk = e =⇒ ak = b−k =⇒ o(ak ) = o(b−k ) = o(bk )

Τότε από την τελευταία σχέση έχουµε:
o(ak ) = o(a)

o(a),k = n
(n,k)

o(bk ) = o(b)
o(b),k = m

(m,k)

=⇒ n

(n,k)
= m

(m,k)
=⇒ n · (m,k) = m · (n,k)

=⇒


n | m · (n,k)

m | n · (m,k)

(n,m)=1=⇒


n | (n,k)

m | (m,k)

=⇒


n = (n,k)

m = (m,k)
=⇒


n | k

m | k
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και άρα, επειδή (n,m) = 1, έπεται ότι
o(a)o(b) = nm | k = o(ab) (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) συµπεραίνουµε ότι o(a)o(b) = o(ab). ■

Παρατήρηση 3.2.21. Γενικότερα, όπως ϑα δείξουµε αργότερα, ισχύει η ακόλουθη γενίκευση της Πρότασης
3.2.20. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και a,b ∈G στοιχεία πεπερασµένης τάξης της G. Υποθέτουµε ότι :

1. a ·b = b ·a,

2. Για κάθε πρώτο διαιρέτη p του o(a) ·o(b), η µεγαλύτερη δύναµη του p η οποία διαιρεί τον o(a) δεν
είναι ίση µε την µεγαλύτερη δύναµη του p η οποία διαιρεί τον o(b).

Τότε η τάξη του στοιχείου ab είναι ίση µε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των τάξεων στοιχείων a και b:

o(a ·b) = [o(a),o(b)] N

3.2.4 Τάξη στοιχείων σε Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

΄Εστω (G1, ·), (G2, ·), · · · , (Gn , ·) µια πεπερασµένη οικογένεια οµάδων, όπου, χάριν ευκολίας και χωρίς να
υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, διατηρούµε το ίδιο σύµβολο για την πράξη καθεµιάς από τις οµάδες.

Υπενθυµίζουµε ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο (
∏n

k=1 Gk , ·) ορίζεται να είναι το καρτεσιανό γινόµενο των
συνόλων

∏n
k=1 Gk =G1 ×G2 ×·· ·×Gn εφοδιασµένο µε την ακόλουθη πράξη

(x1, x2, · · · , xn) · (x1, x2, · · · , xn) = (x1 · y1, x2 · y2, · · · , xn · yn)

Το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας
∏n

k=1 Gk είναι το στοιχείο e = (e1,e2, · · · ,en), όπου ek είναι το ουδέτερο
στοιχείο της οµάδας Gk , 1 ≤ k ≤ n.

Πρόταση 3.2.22. Για ένα στοιχείο x = (x1, x2, · · · , xn) της οµάδας ευθέος γινοµένου
∏n

k=1 Gk , τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα:

1. Το στοιχείο x ∈∏n
k=1 Gk έχει πεπερασµένη τάξη.

2. Για κάθε k = 1,2, · · · ,n, το στοιχείο xk ∈Gk έχει πεπερασµένη τάξη.

Αν το στοιχείο x έχει πεπερασµένη τάξη, τότε14:

o(x) = o(x1, x2, · · · , xn) = [
o(x1), o(x2), · · · , o(xn)

]
Ιδιαίτερα αν (o(xi ),o(x j )) = 1, για κάθε 1 ≤ i 6= j ≤ n, τότε : o(x) = o(x1) ·o(x2) · · · o(xn).

Απόδειξη. Για κάθε ϑετικό ακέραιο r , ϑα έχουµε:

xr = (x1, x2, · · · , xn)r = (xr
1 , xr

2 , · · · , xr
n)

και εποµένως, xr = e αν και µόνο αν (xr
1 , xr

2 , · · · , xr
n) = (e1,e2, · · · ,en) αν και µόνο αν xr

k = ek , ∀k = 1,2, · · · ,n.
Ισοδύναµα, το στοιχείο x έχει πεπερασµένη τάξη στην

∏n
k=1 Gk αν και µόνο αν, για κάθε k = 1,2, · · · ,n, το

στοιχείο xk ∈Gk έχει πεπερασµένη τάξη.
Υποθέτουµε ότι o(x) = m και o(xk ) = mk , 1 ≤ k ≤ n. Θα δείξουµε ότι :

m = [
m1, m2, · · · , mn

]
(†)

14Αν m1,m2, · · · ,mn είναι ακέραιοι αριθµοί, τότε [m1,m2, · · · ,mn ] ή ΕΚΠ(m1,m2, · · · ,mn ) συµβολίζει το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο
των αριθµών m1,m2, · · · ,mn .
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΄Εστω l = [m1,m2, · · · ,mn]. Τότε υπάρχουν ϑετικοί ακέραιοι l1, l2, · · · , ln έτσι ώστε : l = lk mk , 1 ≤ k ≤ n.
Χρησιµοποιώντας οτι o(xk ) = mk , 1 ≤ k ≤ n, ϑα έχουµε

xl = (x1, x2, · · · , xn)l = (x l
1, x l

2, · · · , x l
n) = (x l1m1

1 , x l2m2
2 , · · · , x ln mn

n ) = ((xm1
1 )l1 , (xm2

2 )l2 , · · · , (xmn
n )ln ) =

= (e l1
1 ,e l2

2 , · · · ,e ln
n ) = (e1,e2, · · · ,en) = e

Εποµένως από την Πρόταση 3.2.1 έπεται ότι o(x) = m | l . Από την άλλη πλευρά, επειδή o(x) = m, ϑα έχουµε

(e1,e2, · · · ,en) = e= xm = (x1, x2, · · · , xn)m = (xm
1 , xm

2 , · · · , xm
n ) =⇒ xm

k = ek , 1 ≤ k ≤ n

Εποµένως από την Πρόταση 3.2.1 έπεται ότι o(xk ) = mk | m, 1 ≤ k ≤ n. Τότε όµως και το ελάχιστο κοινό
πολλαπλάσιο l = [m1,m2, · · · ,mn] των m1,m2, · · · ,mn διαιρεί το m και εποµένως l | m. ΄Ετσι δείξαµε ότι l | m
και m | l , και άρα l = m. ■

Πόρισµα 3.2.23. ΄Εστω η οµάδα ευθύ γινόµενο G =∏n
k=1 Gk των οµάδων (Gk , ·), 1 ≤ k ≤ n.

1. Η οµάδα G είναι οµάδα στρέψης αν και µόνο αν η οµάδα Gk είναι οµάδα στρέψης, για κάθε k = 1,2, · · · ,n.

2. Η οµάδα G είναι οµάδα ελεύθερης στρέψης αν και µόνο αν η οµάδα Gk είναι οµάδα ελεύθερης στρέψης,
για κάθε k = 1,2, · · · ,n.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω ότι η G είναι οµάδα στρέψης, δηλαδή όλα τα στοιχεία της έχουν πεπερασµένη τάξη. ΄Εστω
xk ∈Gk ένα τυχόν στοιχείο της Gk , και ϑεωρούµε το στοιχείο x= (e1, · · · ,ek−1, xk ,ek+1, · · · ,en). Επειδή το x έχει
πεπερασµένη τάξη, από την Πρόταση 3.2.22 έπεται ότι η τάξη του xk είναι πεπερασµένη. Εποµένως, για κάθε
k = 1,2, · · · , η τάξη κάθε στοιχείου της Gk είναι πεπερασµένη και άρα η Gk είναι οµάδα στρέψης. Αντίστροφα,
αν αυτό ισχύει, έστω x= (x1, x2, · · · , xn) ένα τυχόν στοιχείο της οµάδας ευθέος γινοµένου G =∏n

k=1 Gk . Επειδή
οι οµάδες Gk είναι οµάδες στρέψης, έπεται ότι o(xk ) = mk <∞. Θέτοντας m = m1m2 · · ·mk , ϐλέπουµε άµεσα
ότι xm = e, και άρα το x έχει πεπερασµένη τάξη. Εποµένως η οµάδα G είναι οµάδα στρέψης.

2. Η απόδειξη είναι ανάλογη µε την απόδειξη του 1. και αφήνεται ως άσκηση. ■

Παράδειγµα 3.2.24. (α) Θεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο Z4 ×Z25 ×S3, και έστω το στοιχείο της
x= ([2]4, [17]25, (132)). Επειδή

o([2]4 = 2, o([17]25) = 25

(17,25)
= 25

1
= 25, και o((132)) = 3

έπεται ότι o(x) = [2,25,3] = 150.
(β) Θεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο G =Zn1 ×Zn2 ×·· ·×Znm , των προσθετικών οµάδων (Znk ,+), όπου

οι ϑετικοί ακέραιοι nk , 1 ≤ k ≤ m, είναι σχετικώς πρώτοι µεταξύ τους, δηλαδή: (ni ,n j ) = 1, αν i 6= j .
Ισχυρισµός: Η οµάδα G είναι κυκλική.
Απόδειξη του Ισχυρισµού: Πράγµατι, ϑεωρούµε το στοιχείο x = (

[1]n1 , [1]n2 , · · · , [1]nm

) ∈ G. Επειδή κάθε
Znk είναι κυκλική µε γεννήτορα το στοιχείο [1]nk , έπεται ότι o([1]nk ) = nk . Επειδή οι αριθµοί nk είναι ανά
δύο πρώτοι µεταξύ τους, 1 ≤ k ≤ m, ως γνωστόν ϑα έχουµε [n1,n2, · · · ,nm] = n1 ·n2 · · ·nk , και τότε από την
Πρόταση 3.2.22 έπεται ότι η τάξη του στοιχείου x είναι o(x) = n1 ·n2 · · · ·nk . Επειδή η τάξη της G είναι
προφανώς n1 ·n2 ·· · ·nk , έπεται ότι η G έχει ένα στοιχείο, το x, µε τάξη ίση µε την τάξη της G. Από το Πόρισµα
3.1.15 έπεται τότε ότι η G είναι κυκλική µε γεννήτορα το στοιχείο x.

p
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3.3 Υποοµάδες και Σχέσεις Ισοδυναµίας, Πλευρικές Κλάσεις

΄Εστω (G , ·) µια οµάδα. Ως συνήθως συµβολίζουµε µε e ή eG το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας G και µε a−1

το αντίστροφο του στοιχείου a ∈G.
Για κάθε υποσύνολο H ⊆G του G, ορίζουµε τις ακόλουθες σχέσεις RH και RH επί του συνόλου G:

∀x, y ∈G : x RH y ⇐⇒ x−1 · y ∈ H

∀x, y ∈G : x RH y ⇐⇒ x · y−1 ∈ H

Το επόµενο αποτέλεσµα χαρακτηρίζει πότε οι σχέσεις RH και RH είναι σχέσεις ισοδυναµίας επί του
συνόλου G.

Πρόταση 3.3.1. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και H ⊆G ένα υποσύνολο της G. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το υποσύνολο H είναι υποοµάδα της G.

2. Η σχέση RH είναι σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου G.

3. Η σχέση RH είναι σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου G.

Απόδειξη. 1. «=⇒» 2. Θα έχουµε:

• ∀x ∈G, ισχύει ότι x RH x, διότι x−1 · x = e ∈ H επειδή το υποσύνολο H είναι υποοµάδα.

• ∀x, y ∈G, έστω x RH y και άρα x−1 · y ∈ H . Επειδή το υποσύνολο H είναι υποοµάδα, έπεται ότι

(x−1 · y)−1 ∈ H =⇒ y−1 · (x−1)−1 = y−1 · x ∈ H

και άρα y RH x.

• ∀x, y, z ∈G, έστω x RH y και y RH z. Τότε x−1 · y ∈ H και y−1 · z ∈ H . Επειδή το υποσύνολο H είναι
υποοµάδα ϑα έχουµε:

(x−1 · y) · (y−1 · z) = x−1 · y · y−1 · z = x−1 ·e · z = x−1 · z ∈ H

και άρα x RH z.

Εποµένως η σχέση RH είναι σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου G.

2. «=⇒» 1. Θα έχουµε:

• Επειδή ∀x ∈G: x RH x και e ∈G, ϑα έχουµε e RH e δηλαδή e−1 ·e = e ∈ H . ΄Ετσι e ∈ H και ιδιαίτερα
H 6= ;.

• ΄Εστω x, y ∈ H . Τότε :

H 3 x = e · x = e−1 · x =⇒ e RH x και H 3 y = e · y = e−1 · y =⇒ e RH y

Επειδή η σχέση RH είναι σχέση ισοδυναµίας, ϑα έχουµε: x RH e και e RH y, δηλαδή x−1 ·e = x−1 ∈ H
και y−1 ·e = y−1 ∈ H . Ιδιαίτερα: x−1 ∈ H , ∀x ∈ H .

Τέλος από τις παραπάνω σχέσεις ϑα έχουµε x−1 RH e και e RH y−1. Λόγω της µεταβατικής ιδιότητας
ϑα έχουµε: x−1 RH y−1, το οποίο σηµαίνει ότι (x−1)−1 · y−1 = x · y−1 ∈ H . Εποµένως το υποσύνολο H
είναι υποοµάδα της G.

Η απόδειξη της ισοδυναµίας 1. «⇐⇒» 3. είναι παρόµοια και αφήνεται ως άσκηση. ■
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Από τώρα και στο εξής υποθέτουµε ότι: το υποσύνολο H είναι µια υποοµάδα της οµάδας (G , ·):

H ≤ G

Γνωρίζουµε τότε ότι οι σχέσεις RH και RH είναι σχέσεις ισοδυναµίας επί του συνόλου G. Για κάθε x ∈ G,
συµβολίζουµε µε :

[x]H = {
y ∈G | y RH x

}
και [x]H = {

y ∈G | y RH x
}

την κλάση ισοδυναµίας του x ∈G ως προς τις σχέσεις ισοδυναµίας RH και RH αντίστοιχα.

Λήµµα 3.3.2. ∀x ∈G:
[x]H = x ·H := {

x ·h ∈G | h ∈ H
}

H [x] = H · x := {
h · x ∈G | h ∈ H

}
Απόδειξη. Για την πρώτη ισότητα ϑα έχουµε (η δεύτερη αποδεικνύεται παρόµοια):

[x]H = {
y ∈G | y RH x

}= {
y ∈G | x RH

}= {
y ∈G | x−1 · y ∈ H

}=
= {

y ∈G | x−1 · y = h ∈ H
}= {

y ∈G | y = x ·h, h ∈ H
}= {

x ·h ∈G | h ∈ H
}= x ·H ■

Ορισµός 3.3.3. Η κλάση ισοδυναµίας [x]H = x ·H του στοιχείου x ∈ G ως προς την σχέση ισοδυναµίας RH

καλείται αριστερό σύµπλοκο ή αριστερή πλευρική κλάση του x ως προς την υποοµάδα H .

Η κλάση ισοδυναµίας [x]H = H ·x του x ∈G ως προς τη σχέση ισοδυναµίας RH καλείται δεξιό σύµπλοκο
ή δεξιά πλευρική κλάση του x ως προς την υποοµάδα H .

Σχόλιο 3.3.4. ΄Εστω H ≤G µια υποοµάδα της οµάδας G. Επειδή τα αριστερά σύµπλοκα της H στην G είναι
οι κλάσεις ισοδυναµίας της σχέσης RH επί του συνόλου G, έπεται ότι το σύνολο πηλίκο

G/RH = {
x ·H ⊆G | x ∈G

}
των διακεκριµένων αριστερών συµπλόκων της H στην G αποτελεί µια διαµέριση του συνόλου G και ιδιαίτερα:

1. ∀x ∈G: xH 6= ;.

2. ∀x, y ∈G: είτε xH = y H ή xH ∩ y H =;.

3. Η οµάδα G είναι η ένωση των διακεκριµένων αριστερών συµπλόκων της H στην G.

Η ακόλουθη ϐοηθητική πρόταση πιστοποιεί ιδιαίτερα ότι το πλήθος των διακεκριµένων αριστερών συ-
µπλόκων της H στην G συµπίπτει µε το πλήθος των διακεκριµένων δεξιών συµπλόκων της H στην G.

Λήµµα 3.3.5. Με τους παραπάνω συµβολισµούς :

1. ∀x ∈G: τα σύµπλοκα x ·H και H · x έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων.

2. Τα σύνολα πηλίκα G/RH και G/RH , του συνόλου G ως προς τις σχέσεις ισοδυναµίας RH και RH

αντίστοιχα έχουν το ίδιο πληθος στοιχείων, δηλαδή: |G/RH | = |G/RH |.
Απόδειξη. 1. Για κάθε x ∈G, ορίζουµε απεικόνιση

φ : x ·H −→ H · x, φ(x ·h) = h · x

΄Εστω φ(x ·h1) =φ(x ·h2), δηλαδή h1 ·x = h2 ·x. Τότε (h1 ·x) ·x−1 = (h2 ·x) ·x−1 από όπου άµεσα ϐλέπουµε ότι
h1 = h2 και άρα x ·h1 = x ·h2. Εποµένως η φ είναι «1-1». Αν h ·x ∈ H ·x, τότε φ(x ·h) = h ·x και άρα η φ είναι
«επί». Συνοψίζοντας, η απεικόνιση φ είναι «1-1» και «επί» και εποµένως |x ·H | = |H · x|.
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2. Ορίζοντας
ψ : G/RH −→ G/RH , ψ(x ·H) = H · x−1

ϑα δείξουµε ότι η φ είναι µια «1-1» και «επί» απεικόνιση.
• Κατ΄ αρχήν η ψ είναι καλά ορισµένη: έστω x · H = y · H και άρα x RH y. Τότε x−1 · y ∈ H . ΄Εστω

x−1 · y = h ∈ H . Τότε x−1 = h · y−1 ∈ H · y−1 = [y−1]H . ΄Οπως γνωρίζουµε τότε, τα στοιχεία x−1 και y−1 ορίζουν
την ίδια κλάση ισοδυναµίας ως προς τη σχέση ισοδυναµίας RH και εποµένως ϑα έχουµε [x−1]H = [y−1]H .
Αυτό όµως σηµαίνει ότι H · x−1 = H · y−1 και άρα ψ(x ·H) =ψ(y ·H), δηλαδή η ψ είναι καλά ορισµένη.

• ΄Εστω ψ(x ·H) =ψ(y ·H), δηλαδή H ·x−1 = H · y−1 ή ισοδύναµα [x−1]H = [y−1]H . Τότε όµως x−1 RH y−1

και άρα x−1 · (y−1)−1 ∈ H . ∆ηλαδή x−1 · y ∈ H και εποµένως x−1 · y = h ∈ H . Τότε y = x ·h ∈ x ·H = [x]H και
άρα [y]H = [x]H =⇒ y ·H = x ·H . Εποµένως η ψ είναι «1-1».

• ΄Εστω [z]H = H ·z ∈G/RH . Τότε προφανώς ψ([z−1]H ) =ψ(z−1 ·H) = H ·(z−1)−1 = H ·z και άρα η ψ είναι
«επί».

Συνοψίζουµε : η απεικόνιση φ είναι «1-1» και «επί» και εποµένως |G/RH | = |G/RH |. ■

Από τώρα και στο εξής: σταθεροποιούµε όπως και πριν µια υποοµάδα H ≤ G της οµάδας G και εργαζό-
µαστε µε τη σχέση ισοδυναµίας RH :

∀x, y ∈G : x RH y ⇐⇒ x−1 · y ∈ H

Σηµειώνουµε ότι, αν x ∈G, τότε H = xH αν και µόνο αν eH = xH αν και µόνο αν [e]H = [x]H αν και µόνο αν
eRH x αν και µόνο αν e−1 · x ∈ H αν και µόνο αν x ∈ H .

Το σύνολο πηλίκο G/RH ϑα το συµβολίζουµε µε

G/RH = {
x ·H ⊆G | x ∈G

}
:=G/H

Ανάλογα συµπεράσµατα ισχύουν για την σχέση ισοδυναµίας RH .

Λήµµα 3.3.6. ΄Εστω x, y ∈ G. Τότε τα αριστερά σύµπλοκα [x]H και [y]H έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων.
Αναλυτικότερα η απεικόνιση

φ : [x]H = x ·H −→ y ·H = [y]H , φ(x ·h) = y ·h

είναι «1-1» και «επί».

Απόδειξη. ΄Εστω ότι φ(x ·h1) =φ(x ·h2), δηλαδή y ·h1 = y ·h2. Τότε προφανώς, από τον Νόµο ∆ιαγραφής για
οµάδες, ϑα έχουµε h1 = h2 και άρα x ·h1) = x ·h2. Εποµένως η ψ είναι «1-1».

Αν y ·h ∈ y ·H , τότε ψ(x ·h) = y ·h και άρα η ψ είναι «επί». ■

Πόρισµα 3.3.7. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και H ≤G µια υποοµάδα της G. Τότε :

∀x ∈G : o(H) = |H | = |x ·H | = |H · x|

Απόδειξη. Θέτοντας y = e στο Λήµµα 3.3.6, ϑα έχουµε ότι τα σύµπλοκα e ·H και x ·H έχουν το ίδιο πλήθος
στοιχείων. ΄Οµως προφανώς

e ·H = {
e ·h ∈G | h ∈ H

}= {
h ∈G | h ∈ H

}= H

και εποµένως πάλι µε χρήση του Λήµµατος 3.3.6 ϑα έχουµε, ∀x ∈G:

o(H) = |H | = |x ·H | = |H · x| ■

Από το Λήµµα 3.3.6 και το Πόρισµα 3.3.7 έπεται ότι τυχόν αριστερό (δεξιό) σύµπλοκο έχει το ίδιο
πλήθος στοιχείων µε τυχόν δεξιό (αριστερό) σύµπλοκο. ΄Οµως, όπως δείχνει το επόµενο παράδειγµα, δεν
είναι αλήθεια ότι τυχόν αριστερό σύµπλοκο συµπίπτει µε ένα δεξιό σύµπλοκο:
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Παράδειγµα 3.3.8. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα:

S3 =
{
(1), (12), (13), (23), (123), (132)

}
Τότε H = {

(1), (12)
}
είναι µια υποοµάδα της S3 και τα διεκεκριµένα αριστερά σύµπλοκα της H στην S3 είναι :{

(1), (12)
}
,

{
(13), (123)

}
,

{
(23), (132)

}
Παρατηρούµε ότι το δεξιό σύµπλοκο H(13) = {

(13), (132)
}
δεν συµπίπτει µε κανένα αριστερό σύµπλοκο.

Γενικότερα ϐλέπουµε ότι τα δεξιά σύµπλοκα της H της S3 είναι{
(1), (12)

}
,

{
(13), (132)

}
,

{
(23), (123)

}
άρα είναι, όπως περιµένουµε, τρία, και κανένα δεξιό σύµπλοκο (εκτός του H ) δεν συµπίπτει µε κανένα
αριστερό σύµπλοκο.

p

Αν η οµάδα G είναι αβελιανή, τότε προφανώς, για κάθε υποοµάδα H της G, οι σχέσεις ισοδυναµίας RH

και RH ταυτίζονται, ∀x, y ∈G:

x RH y ⇐⇒ x−1 · y ∈ H ⇐⇒ y · x−1 ∈ H ⇐⇒ y RH x ⇐⇒ x RH y

και εποµένως κάθε αριστερό σύµπλοκο της H στην G συµπίπτει µε το αντίστοιχο δεξιό σύµπλοκο: ∀x ∈G:
x ·H = H · x.

Παράδειγµα 3.3.9. ΄Εστω H = nZ η κυκλική υποοµάδα της προσθετικής οµάδας (Z,+) η οποία παράγεται
από τον ϑετικό ακέραιο n > 1. Τότε για τυχόντες ακεραίους x, y: x RnZ y αν και µόνο αν −x + y ∈ nZ αν και
µόνο αν x − y = nk, για κάποιον ακέραιο k, αν και µόνο αν n | x − y. ΄Ετσι η σχέση ισοδυναµίας RnZ επί
του Z την οποία ορίζει η υποοµάδα nZ συµπίπτει µε την σχέση ισοτιµίας mod n. Ως συνέπεια έχουµε ότι
τα διακεκριµένα (αριστερά) σύµπλοκα της nZ στην Z συµπίπτουν µε τις διακεκριµένες κλάσεις ισοτιµίας
mod n, και εποµένως είναι τα εξής :

[0]n = 0+nZ, [1]n = 1+nZ, · · · , [n−1]n = (n−1)+nZ, όπου [r ]n = r+nZ= {
r+nk ∈Z | k ∈Z}

, 0 ≤ r ≤ n−1
p

Υπάρχουν όµως και µη αβελιανές οµάδες G οι οποίες διαθέτουν υποοµάδες H έτσι ώστε οι σχέσεις
ισοδυναµίας RH και RH ταυτίζονται, και κάθε αριστερό σύµπλοκο της H στην G συµπίπτει µε το αντίστοιχο
δεξιό σύµπλοκο:

Παράδειγµα 3.3.10. Θεωρούµε τη µη αβελιανή οµάδα (GL(n,R), ·) των αντιστρέψιµων n ×n πινάκων υπε-
ϱάνω του R, και έστω η υποοµάδα της SL(n,R) = {

A ∈GL(n,R) | |A| = 1
}
η οποία αποτελείται από όλους τους

n ×n πίνακες µε ορίζουσα ίση µε 1. Εύκολα ϐλέπουµε ότι για κάθε αντιστρέψιµο πίνακα A, ϑα έχουµε:

A ·SL(n,R) = [A]SL(n,R) =
{

X ∈GL(n,R) | X RSL(n,R) A
}= {

X ∈GL(n,R) | X −1 · A ∈ SL(n,R)
}=

= {
X ∈GL(n,R) | |X −1 · A| = 1

}= {
X ∈GL(n,R) | |X |−1 · |A| = 1

}= {
X ∈GL(n,R) | |X | = |A|}

Για την περιγραφή του συνόλου πηλίκο GL(n,R)/SL(n,R) =GL(n,R)/RSL(n,R), ορίζουµε απεικόνιση

ϕ : GL(n,R)/SL(n,R) −→ R∗, ϕ(A ·SL(n,R)) = |A|
Η απεικόνιση ϕ είναι καλά ορισµένη διότι, αν A·SL(n,R) = B ·SL(n,R), τότε B−1·A ∈ SL(n,R), δηλαδή |B−1·A| =
1 από όπου προκύπτει άµεσα ότι |A| = |B |, και εποµένως ϕ(A ·SL(n,R)) = ϕ(B ·SL(n,R)). Η απεικόνιση ϕ

είναι «1-1» διότι, αν ισχύει ϕ(A ·SL(n,R)) =ϕ(B ·SL(n,R)), τότε |A| = |B | και εποµένως B ∈ A ·SL(n,R)). Αυτό
όµως σηµαίνει ότι A ·SL(n,R) = B ·SL(n,R). Επίσης η απεικόνιση ϕ είναι «επί» διότι, αν 0 6= r ∈ R, τότε
ϕ(A ·SL(n,R)) = r , όπου A είναι ο n ×n πίνακας

A =


r 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
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Εποµένως το σύνολο πηλίκο GL(n,R)/SL(n,R) είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µε το σύνολο R∗ των µη µη-
δενικών πραγµατικών αριθµών. ∆εν είναι τυχαίο ότι το σύνολο R∗ εφοδιασµένο µε την πράξη του πολλαπλα-
σιασµού αποτελεί µια (αβελιανή) οµάδα. ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα και στο σύνολο πηλίκο GL(n,R)/SL(n,R)
µπορεί να οριστεί δοµή οµάδας, και τότε η «1-1» και «επί» απεικόνιση ϕ είναι ισοµορφισµός, κάτι που ϑα
µας επιτρέψει να «ταυτίσουµε» τις δύο αυτές οµάδες.

Τέλος παρατηρούµε ότι για κάθε A,B ∈GL(n,R):

A RSL(n,R) B ⇐⇒ A−1 ·B ∈ SL(n,R) ⇐⇒ |A−1 ·B | = 1 ⇐⇒ |A| = |B |

A RSL(n,R) B ⇐⇒ A ·B−1 ∈ SL(n,R) ⇐⇒ |A ·B−1| = 1 ⇐⇒ |A| = |B |
Εποµένως οι δύο σχέσεις ισοδυναµίας τις οποίες ορίζει η υποοµάδα SL(n,R) επί της οµάδας GL(n,R) ταυτί-
Ϲονται, δηλαδή έχουµε: RSL(n,R) =RSL(n,R), και ιδιαίτερα τα αριστερά και δεξιά σύµπλοκα της SL(n,R) στην
GL(n,R) ταυτίζονται.

p

Παράδειγµα 3.3.11. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα S4 και την υποοµάδα της H = {
σ ∈ S4 | σ(4) = 4

}
.

Θα προσδιορίσουµε, µε χρήση του Σχολίου 3.3.4, τα αριστερά σύµπλοκα της H στην S4. Προφανώς

H = {
ι, (12), (13), (23), (123), (132)

} ≤ S4

Από το Πόρισµα 3.3.7, κάθε αριστερό σύµπλοκο της H στην S4 έχει o(H) = 6 στοιχεία, και προφανώς όλα τα
στοιχεία της H προσδιορίζουν το ίδιο αριστερό σύµπλοκο: την υποοµάδα H .

1. H = ιH = (12)H = (13)H = (23)H = (123)H = (132)H . ΄Ετσι :

ιH = {
ι, (12), (13), (23), (123), (132)

}
2. Θεωρούµε ένα στοιχείο της S4 το οποίο δεν ανήκει στην H , για παράδειγµα το στοιχείο (34). Τότε το

αριστερό σύµπλοκο (34)H δεν συµπίπτει µε το αριστερό σύµπλοκο H , και ϑα έχουµε:

(34)H = {
(34)ι, (34)(12), (34)(13), (34)(23), (34)(123), (34)(132)

}=
= {

(34), (12)(34), (143), (243), (1243), (1432)
}

3. Θεωρούµε ένα στοιχείο της S4 το οποίο δεν ανήκει στα αριστερά σύµπλοκα H και (34)H , για παρά-
δειγµα το στοιχείο (24). Τότε το αριστερό σύµπλοκο (24)H δεν συµπίπτει µε κανένα από τα αριστερά
σύµπλοκα H και (34)H , και ϑα έχουµε:

(24)H = {
(24)ι, (24)(12), (24)(13), (24)(23), (24)(123), (24)(132)

}=
= {

(24), (142), (13)(24), (234), (1423), (1342)
}

4. Θεωρούµε ένα στοιχείο της S4 το οποίο δεν ανήκει στα αριστερά σύµπλοκα H , (34)H , και (24)H ,
για παράδειγµα το στοιχείο (14). Τότε το αριστερό σύµπλοκο (14)H δεν συµπίπτει µε κανένα από τα
αριστερά σύµπλοκα H , (34)H , και (24)H , και ϑα έχουµε:

(14)H = {
(14)ι, (14)(12), (14)(13), (14)(23), (14)(123), (14)(132)

}=
= {

(14), (124), (134), (14)(23), (1234), (1324)
}

΄Ετσι έχουµε προσδιορίσει τα εξής 4 διακεκριµένα αριστερά σύµπλοκα της H στην S4: H , (34)H , (24)H ,
και (14)H . Χρησιµοποιώντας το Σχόλιο 3.3.4, έπεται ότι τα παραπάνω αριστερά σύµπλοκα είναι όλα τα
διακεκριµένα αριστερά σύµπλοκα της H στην S4, και ιδιαίτερα S4 = H ∪ (34)H ∪ (24)H ∪ (14)H .

Παρατηρούµε ότι υπάρχουν 4 διακεκριµένα αριστερά σύµπλοκα της υποοµάδας H (η οποία έχει τάξη 6)
καθένα εκ των οποίων περιέχει 6 στοιχεία, στην οµάδα S4 (η οποία έχει 24 = 4 ·6 στοιχεία). ΄Οπως ϑα δούµε
στην επόµενη υποενότητα, αυτό δεν είναι τυχαίο.

p
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3.4 Το Θεώρηµα του Lagrange

΄Εστω, όπως και πριν, (G , ·) µια οµάδα και H ≤G µια υποοµάδα της G. Συµβολίζουµε µε

G/H =G/RH = {
[x]H ⊆G | x ∈G

}= {
x ·H ⊆G | x ∈G

}
το σύνολο πηλίκο της G ως προς τη σχέση ισοδυναµίας RH . Το σύνολο G/H καλείται το σύνολο πηλίκο
των αριστερών συµπλόκων ή αριστερών πλευρικών κλάσεων της H στην G. ΄Οπως γνωρίζουµε, το
σύνολο υποσυνόλων G/H αποτελεί µια διαµέριση του G και άρα ϑα έχουµε:

G = ⋃
x∈G

[x]H = ⋃
x∈G

x ·H

Ορισµός 3.4.1. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και H ≤G µια υποοµάδα της G. Το πλήθος των στοιχείων του συνόλου
πηλίκου G/H καλείται ο δείκτης της H στην G και συµβολίζεται µε :

[G : H ]

Παράδειγµα 3.4.2. 1. Θεωρούµε την υποοµάδα H = {
σ ∈ S4 | σ(4) = 4

}
της S4. Τότε από το Παράδειγµα

3.3.11 έπεται ότι [S4 : H ] = 4.

2. Θεωρούµε την υποοµάδα SL(n,R) της GL(n,R). Τότε από το Παράδειγµα 3.3.10 έπεται ότι [GL(n,R) :
SL(n,R)] = |R∗|. p

Παρατήρηση 3.4.3. Ορίσαµε τον δείκτη της υποοµάδας H στην οµάδα G ως το πλήθος των διακεκριµένων
αριστερών πλευρικών κλάσεων της H στην G, δηλαδή το πλήθος των στοιχείων του συνόλου πηλίκου G/RH .
Επειδή, σύµφωνα µε το Λήµµα 3.3.5, έχουµε |G/RH | = |G/RH |, έπεται ότι ο δείκτης [G : H ] της H στην G
είναι επίσης ίσος και µε το πλήθος των διακεκριµένων δεξιών συµπλόκων της H στην G:

|G/RH | = [G : H ] = |G/RH |

Ιδιαίτερα αν η οµάδα G είναι πεπερασµένη, τότε και η υποοµάδα H ϑα είναι πεπερασµένη και το σύνολο
των διακεκριµένων κλάσεων ισοδυναµίας των στοιχείων της ως προς τη σχέση ισοδυναµίας RH ή την σχέση
ισοδυναµίας RH , ϑα είναι πεπερασµένο. ∆ηλαδή το σύνολο πηλίκο G/H των αριστερών (δεξιών) συµπλόκων
της H στην G ϑα είναι πεπερασµένο. N

Παράδειγµα 3.4.4. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα:

S3 =
{
(1), (12), (13), (23), (123), (132)

}
Τότε, όπως στο Παράδειγµα 3.3.8, το υποσύνολο H = {

(1), (12)
}
είναι µια υποοµάδα της S3 και τα διεκεκρι-

µένα αριστερά σύµπλοκα της H στην S3 είναι :{
(1), (12)

}
,

{
(13), (123)

}
,

{
(23), (132)

}
Εποµένως ο δείκτης της H στην S3 είναι [S3 : H ] = 3.

p

Παράδειγµα 3.4.5. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα.

1. Αν H = {e} είναι η τετριµµένη υποοµάδα της G, τότε προφανώς [G : H ] = |G|.
2. ΄Εστω H = nZ η κυκλική υποοµάδα της προσθετικής οµάδας (Z,+) η οποία παράγεται από τον ϑετικό

ακέραιο n > 1. Από το Παράδειγµα 3.3.9 έπεται ότι τα διακεκριµένα (αριστερά) σύµπλοκα της nZ
στην Z είναι τα n το πλήθος υποσύνολα

{
r +nZ⊆Z | 0 ≤ r ≤ n −1

}
. ΄Αρα [Z : nZ] = n.

p
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΄Εστω τώρα (G , ·) µια πεπερασµένη οµάδα και H µια υποοµάδα της G. Τότε προφανώς ο δείκτης της H
στην G είναι πεπερασµένος, δηλαδή ϑα έχουµε |G| <∞, |H | <∞, και [G : H ] <∞. Θέτουµε :

1. o(G) = n

2. o(H) = m

3. [G : H ] = k, και έστω G/H = {
[x1]H , [x2]H , · · · , [xk ]H

}= {
x1 ·H , x2 ·H , · · · , xk ·H

}
.

Επειδή τα υποσύνολα [x1]H , [x2]H , · · · , [xk ]H αποτελούν µια διαµέριση του G, έπεται ότι ϑα έχουµε:

G = [x1]H
⋃

[x2]H
⋃ · · · ⋃

[xk ]H και [xi ]H
⋂

[x j ]H =;, 1 ≤ i 6= j ≤ k

Το ακόλουθο Θεώρηµα, το οποίο οφείλεται στον Lagrange και είναι ϑεµελιώδες στη Θεωρία Οµάδων,
δείχνει ότι µε τους παραπάνω συµβολισµούς : n = m ·k, δηλαδή η τάξη της H διαιρεί την τάξη της G:

Θεώρηµα 3.4.6. (Lagrange (1771)15 ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα και H µια υποοµάδα της G. Τότε :

o(G) = o(H) · [G : H ]

Εποµένως η τάξη µιας υποοµάδας H µιας πεπερασµένης οµάδας G διαιρεί την τάξη της οµάδας :

o(H) | o(G)

Απόδειξη. ∆ιατηρώντας τους παραπάνω συµβολισµούς, επειδή

G = [x1]H
⋃

[x2]H
⋃ · · · ⋃

[xk ]H

είναι µια διαµέριση του συνόλου G, σύµφωνα µε το Σχόλιο 3.3.4, ϑα έχουµε:16

|G| =
k∑

i=1
|[xi ]H | =

k∑
i=1

|xi ·H |

Από το Πόρισµα 3.3.7, έχουµε: |xi ·H | = o(H), ∀i = 1,2, · · · ,k. ΄Ετσι η παραπάνω σχέση δίνει :

o(G) = |G| =
k∑

i=1
|xi ·H | = k · |H | = k ·o(H) = [G : H ] ·o(H) ■

Το επόµενο σηµαντικό αποτέλεσµα αποτελεί µια απλή εφαρµογή του Θεωρήµατος Lagrange.

Πρόταση 3.4.7. ΄Εστω (G , ·) µια πεπερασµενη οµάδα. Τότε ∀x ∈G:

1. xo(G) = e.

2. o(x) | o(G).

Απόδειξη. 1. Η τάξη o(x) του x, είναι εξ ορισµού η τάξη της κυκλικής υποοµάδας που παράγεται από το
x. Απο το Θεώρηµα του Lagrange έπεται ότι o(x) | o(G), και άρα:

o(G) = kx ·o(x), όπου kx ≥ 1

΄Ετσι ϑα έχουµε:
xo(G) = xkx ·o(x) = (xo(x))kx = ekx = e

2. Επειδή o(x) = o(〈x〉), το Ϲητούµενο προκύπτει απο το Θεώρηµα του Lagrange 3.4.6. ■
15Joseph-Luis Lagrange (25 Ιανουαρίου 1736 - 10 Απριλίου 1813) [http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_

Lagrange]: ∆ιαπρεπής Ιταλός µαθηµατικός, ο οποίος έζησε το µεγαλύτερο µέρος της Ϲωής του στη Γαλλία, µε σηµαντική συµβολή,
µεταξύ άλλων, στον Λογισµό Μεταβολών, στη Θεωρία ∆ιαφορικών Εξισώσεων, στη Μηχανική, στην Ανάλυση, στη Θεωρία Οµάδων, και
στη Θεωρία Αριθµών.
16Αν για ένα σύνολο X ισχύει ότι X = ⋃n

i=1 Xi , για κάποια υποσύνολα X1, · · · , Xn του X για τα οποία Xi ∩ X j = ;, αν 1 ≤ i 6= j ≤ n,
τότε : |X | =∑n

i=1 |Xi |.

http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
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Παράδειγµα 3.4.8. Θα προσδιορίσουµε τις υποοµάδες µιας οµάδας G µε τάξη 4. ΄Οπως γνωρίζουµε,
υπάρχουν δύο οµάδες τάξης 4: η οµάδα του Klein και η κυκλική τάξης 4 µε αντίστοιχους πίνακες Cayley:

Πίνακας Cayley της Οµάδας του Klein:

· e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Πίνακας Cayley Κυκλικής Οµάδας τάξης 4:

· e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c a e
c c b e a

Για την οµάδα του Klein: G = {e, a, b, c} προφανώς ϑα έχουµε τις (ανά δύο διαφορετικές) υποοµάδες

〈e〉 = {e}, 〈a〉 = {e, a}, 〈b〉 = {e,b}, 〈c〉 = {e,c}, G (∗)

Αν H είναι µια υποοµάδα της G, τότε από το Θεώρηµα του Lagrange 3.4.6 ϑα έχουµε o(H) = 1 ή 2 ή 4. Αν
o(H) = 1, τότε προφανώς H = {e}. Αν o(H) = 2, τότε H = {e, x}, όπου x ∈ G \ {e}, και προφανώς η τάξη του x
είναι 2. Επειδή τα στοιχεία τάξης 2 της G είναι τα a,b,c, έπεται ότι η H είναι µια εκ των {e, a}, {e,b}, {e,c}.
Τέλος, αν o(H) = 4, τότε H =G. ΄Ετσι οι υποοµάδες στη σχέση (∗) είναι όλες οι υποοµάδες της G.

Για την κυκλική οµάδα G = {e, a,b,c} ϑα έχουµε b2 = a και άρα b4 = e. Επίσης ϑα έχουµε b3 = ab = c.
΄Ετσι G = {e, a,b,c} = {b4 = e,b,b2 = a,b3 = c} = 〈b〉. Από το Πόρισµα 3.2.4 το στοιχείο b3 είναι επίσης
γεννήτορας της G και έτσι έχουµε τις υποοµάδες

〈e〉 = {e}, 〈b2〉 = {e,b2}, 〈b3〉 = 〈b〉 =G (∗∗)

Αν H είναι µια υποοµάδα της G, τότε, όπως και πριν, από το Θεώρηµα του Lagrange 3.4.6 ϑα έχουµε
o(H) = 1 ή 2 ή 4. Αν o(H) = 1, τότε προφανώς H = {e}. Αν o(H) = 2, τότε H = {e, x}, όπου x ∈ G \ {e}, και
προφανώς η τάξη του x είναι 2. Επειδή το µόνο στοιχείο τάξης 2 της G είναι τα b2, έπεται ότι η H είναι η
{e,b2}. Τέλος, αν o(H) = 4, τότε H =G. ΄Ετσι οι υποοµάδες στη σχέση (∗∗) είναι όλες οι υποοµάδες της G.p

Παράδειγµα 3.4.9. Θα περιγράψουµε τις υποοµάδες µιας κυκλικής οµάδας G = 〈a〉 τάξης 6. Από το
Πόρισµα 3.2.4, οι γεννήτορες της G είναι τα στοιχεία ak , όπου (k,6) = 1, δηλαδή k = 1, ή 5, και άρα
〈a5〉 =G = 〈a〉. Από το Θεώρηµα 3.2.2, έπεται ότι o(a2) = 3 και o(a3) = 2 και έτσι έχουµε τις υποοµάδες :

〈e〉 = {e}, 〈a2〉 = 〈a4〉 = {e, a2, a4}, 〈a3〉 = {e, a3}, 〈a5〉 = 〈a〉 =G = {e, a, a2, a3, a4, a5} (†)

Αν H είναι µια υποοµάδα της G, τότε, όπως και πριν, από το Θεώρηµα του Lagrange 3.4.6 ϑα έχουµε
o(H) = 1 ή 2 ή 3 ή 6. Αν o(H) = 1, τότε προφανώς H = {e}. Αν o(H) = 2, τότε H = {e, x}, όπου x ∈G \ {e}, και
προφανώς η τάξη του x είναι 2. Επειδή το µόνο στοιχείο τάξης 2 της G είναι τα a3, έπεται ότι η H είναι η
{e, a3}. Αν o(H) = 3, τότε H = {e, x, y}, όπου x, y ∈G \ {e}, και προφανώς y = x2 και η τάξη των x και y είναι
3. Επειδή, τα µόνα στοιχεία τάξης 3 είναι τα a2 και a4, και επειδή 〈a2〉 = 〈a4〉, έπεται ότι η H είναι η 〈a2〉.
Τέλος, αν o(H) = 6, τότε H =G. ΄Ετσι οι υποοµάδες στη σχέση (†) είναι όλες οι υποοµάδες της G.

p

Η ακόλουθη άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος του Lagrange δείχνει ότι πεπερασµένες οµάδες µε τάξη
έναν πρώτο αριθµό έχουν ενδιαφέρουσες ιδιότητες.

Πόρισµα 3.4.10. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα µε τάξη έναν πρώτο αριθµό. Τότε η G είναι κυκλική και
διαθέτει ακριβώς δύο υποοµάδες, τις εξής : {e} και G.
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Απόδειξη. Επειδή |G| = p, όπου p είναι πρώτος, ϑα έχουµε G 6= {e}. Αν H ≤ G είναι µια µη τετριµµένη
υποοµάδα της G, για παράδειγµα µπορούµε να επιλέξουµε H =G, τότε υπάρχει στοιχείο e 6= a ∈ H το οποίο
παράγει µια υποοµάδα K = 〈a〉 ≤ G. ΄Οπως και παραπάνω, απο τό Θεώρηµα του Lagrange 3.4.6 έπεται
ότι o(a) = |K | | |G| = p, και άρα o(a) = p διότι o(x) 6= 1 καθώς x 6= e. Τότε από το Πόρισµα 3.1.15 έχουµε
ότι η G είναι κυκλική τάξης p µε γεννήτορα το στοιχείο a. Ιδιαίτερα έπεται ότι H = G = 〈a〉, και η µόνη
µη-τετριµµένη υποοµάδα της G είναι η ίδια η οµάδα G. ■

Η τετριµµένη οµάδα τάξης 1 έχει προφανώς το απλούστερο διάγραµµα Hasse: αυτό αποτελείται από µια
κορυφή και δεν υπάρχει καµία ακµή. Το ακόλουθο αποτέλεσµα χαρακτηρίζει τις κυκλικές οµάδες µε τάξη
έναν πρώτο αριθµό ως τις µη τετριµµένες οµάδες µε το απλούστερο διάγραµµα Hasse, δηλαδή τις οµάδες
G οι οποίες διαθέτουν µόνο δύο υποοµάδες : την τετριµµένη υποοµάδα {e} και την οµάδα G. Το διάγραµµα
Hasse αυτών των οµάδων αποτελείται από δύο κορυφές και µια ακµή η οποία τις συνδέει.

Πρόταση 3.4.11. Για µια οµάδα (G , ·), τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η G διαθέτει ακριβώς δύο υποοµάδες.

2. Η G είναι πεπερασµένη (κυκλική) µε τάξη έναν πρώτο αριθµό.

Απόδειξη. 2. =⇒ 1. Προκύπτει από το Πόρισµα 3.4.10.
1. =⇒ 2. ΄Εστω ότι η G διαθέτει ακριβώς δύο υποοµάδες. Επειδή κάθε οµάδα G έχει τουλάχιστον δύο

υποοµάδες, την τετριµµένη {e} και την G, από την υπόθεση αυτές είναι οι µόνες υποοµάδες της G. Προφανώς
G 6= {e}, διότι διαφορετικά η G ϑα είχε µόνο µια υποοµάδα, την G = {e}. Εποµένως υπάρχει e 6= a ∈ G. Αν
H = 〈a〉 είναι η κυκλική υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το a, τότε προφανώς H 6= {e}, διότι a 6= e,
και άρα H = 〈a〉 =G. ∆ηλαδή η G είναι κυκλική µε γεννήτορα ατο a.

• ΄Εστω ότι η µη τετριµµένη οµάδα G είναι πεπερασµένη: |G| = o(a) = n <∞. Αν ο αριθµός n είναι
σύνθετος, τότε n = r · s, όπου 1 < r, s < n. Θεωρούµε το στοιχείο ar του οποίου η τάξη, σύµφωνα µε το
Θεώρηµα 3.2.2, είναι :

o(ar ) = o(a)

(o(a),r )
= n

(r,n)
= n

r
= s > 1

και εποµένως η κυκλική υποοµάδα K = 〈ar 〉 της G η οποία παράγεται από το ar έχει τάξη s. Αυτό είναι
άτοπο διότι n 6= s 6= 1 και άρα G 6= K 6= {e}. ΄Αρα η τάξη n της G είναι πρώτος αριθµός.

• ΄Εστω ότι η G είναι άπειρη κυκλική µε γεννήτορα το στοιχείο a. Τότε προφανώς η τάξη o(a) του a είναι
άπειρη. Για κάθε k ≥ 2, έστω K = 〈ak〉 η κυκλική υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το στοιχείο ak .
Αν K = {e}, τότε ak = e και άρα η τάξη του a είναι πεπερασµένη, το οποίο είναι άτοπο. Αν K =G = 〈a〉, τότε
a ∈ 〈ak〉 και άρα υπάρχει ακέραιος r έτσι ώστε a = (ak )r = ar k . Τότε ar k−1 = e. Προφανώς r k −1 6= 0 διότι
k ≥ 2. Αν r k −1 > 0, τότε η σχέση ar k−1 = e συναπάγει ότι το a έχει πεπερασµένη τάξη, το οποίο είναι άτοπο.
Αν r k −1 < 0, τότε η σχέση ar k−1 = e συνεπάγει ότι (ar k−1)−1 = a1−r k = e, όπου 1− r k > 0, και όπως πριν
καταλήγουµε στην αντίφαση ότι το a έχει πεπερασµένη τάξη. ΄Αρα η G δεν µπορεί να είναι άπειρης τάξης.

Συνοψίζουµε : η G είναι πεπερασµένη κυκλική µε τάξη έναν πρώτο αριθµό. ■

Σχόλιο 3.4.12. Επειδή κάθε υποοµάδα µιας αβελιανής οµάδας είναι κανονική, και επειδή κάθε κυκλική
οµάδα είναι αβελιανή, από την Πρόταση 3.4.11 έπεται ότι κάθε κυκλική οµάδα µε τάξη έναν πρώτο αριθµό
είναι απλή, δηλαδή δεν έχει γνήσιες µη τετριµµένες κανονικές υποοµάδες (διότι δεν περιέχει γνήσιες µη
τετριµµένες υποοµάδες).

Αντίστροφα, έστω G µια µη τετριµµένη αβελιανή απλή οµάδα. Επειδή η G είναι αβελιανή, κάθε υποοµάδα
της είναι κανονική, και εποµένως η G διαθέτει ακρβώς δύο υποοµάδες : την {e} και την G. Από την Πρόταση
3.4.11, έπεται τότε ότι η G είναι πεπερασµένη κυκλική µε τάξη έναν πρώτο αριθµό.

Συνοψίζοντας, αν G είναι µια µη τετριµµένη οµάδα, τότε :

Η οµάδα G είναι απλή αβελιανή ⇐⇒ η G είναι πεπερασµένη κυκλική µε τάξη έναν πρώτο αριθµό
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Για την κλάση µη-τετριµµένων οµάδων οι οποίες έχουν το απλούστερο διάγραµµα Hasse µετά τις κυκλι-
κές οµάδες µε τάξη έναν πρώτο αριθµό, παραπέµπουµε στην ΄Ασκηση 3.9.55. Συνδυάζοντας την Πρόταση
3.4.11 και το Παράδειγµα 3.4.8, προκύπτει η δοµή των υποοµάδων µιας οµάδας µε τάξη ≤ 5. Στην επόµενη
υποενότητα ϑα µελετήσουµε την δοµή των υποοµάδων των οµάδων µεταθέσεων S3 και S4, και στο επόµενο
Κεφάλαιο 4 ϑα αναλυθεί η δοµή των υποοµάδων τυχούσας κυκλικής οµάδας.

Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα µε ένα πολύ χρήσιµο αποτέλεσµα το οποίο πιστοποιεί ότι υποοµάδες
δείκτη 2 είναι κανονικές. Υπενθυµίζουµε οτι η υποοµάδα H µιας οµάδας G είναι κανονική αν ∀x ∈ G:
xH x−1 = H .

Πρόταση 3.4.13. ΄Εστω H ≤G µια υποοµάδα της οµάδας (G , ·). Αν ο δείκτης της H στην G είναι [G : H ] = 2,
τότε η H είναι κανονική υποοµάδα της G.

Απόδειξη. ΄Εστω H µια υποοµάδα της G µε δείκτη [G : H ] = 2. Τότε, για κάθε x ∈G\H , τα αριστερά σύµπλοκα
H , xH είναι διαφορετικά (διότι H = xH αν-ν x ∈ H ). ΄Αρα το σύνολο υποσυνόλων

{
H , xH

}
του G είναι µια

διαµέριση του συνόλου G, και εποµένως ϑα έχουµε G = H ∪xH και H ∩xH =;. Προφανώς τότε ϑα έχουµε
xH =G \ H . Παρόµοια ϑα έχουµε H x =G \ H . ΄Αρα ϑα έχουµε xH =G \ H = H x, ∀x ∈G \ H , και προφανώς
xH = H x, ∀x ∈ H διότι H ≤G. Ισοδύναµα ϑα έχουµε xH = H x, ∀x ∈G. Αυτό προφανώς σηµαίνει ότι ∀x ∈G:
xH x−1 = H . Εποµένως η H είναι κανονική. ■

3.5 Το αντίστροφο του Θεωρήµατος του Lagrange και η Εναλλάσ-
σουσα Οµάδα A4

Στην παρούσα ενότητα ϑα εξετάσουµε αν ισχύει το αντίστροφο του Θεωρήµατος του Lagrange: «Αν d είναι
ένας ϑετικός διαιρέτης της τάξης µιας πεπερασµένης οµάδας G, υπάρχει υποοµάδα H της G µε τάξη ίση µε τον
διαιρέτη ;».

3.5.1 Οι υποοµάδες της S3

Υπενθυµίζουµε ότι, χρησιµοποιώντας κυκλικό συµβολισµό µεταθέσεων, η συµµετρική οµάδα S3 είναι η
εξής :

S3 =
{
ι= (1), (12), (13), (23), (123), (132)

}

Πίνακας Cayley της S3

◦ (1) (12) (13) (23) (123) (132)
(1) (1) (12) (13) (23) (123) (132)
(12) (12) (1) (132) (123) (23) (13)
(13) (13) (123) (1) (132) (12) (23)
(23) (23) (132) (123) (1) (13) (12)
(123) (123) (13) (23) (12) (132) (1)
(132) (132) (23) (12) (13) (1) (123)

Ισχυρισµός: Τα ακόλουθα υποσύνολα είναι όλες οι υποοµάδες της S3:

1. Υποοµάδες Τάξης 1: H0 = {(1)}.

2. Υποοµάδες Τάξης 2: H1 = {(1), (12)} = 〈(12)〉, H2 = {(1), (13)} = 〈(13)〉, H3 = {(1), (23)} = 〈(23)〉.
3. Υποοµάδες Τάξης 3: H4 = {(1), (123), (132)} = 〈(123)〉.
4. Υποοµάδες Τάξης 6: H5 = S3.
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Πράγµατι προφανώς τα παραπάνω υποσύνολα είναι υποοµάδες της S3 (για παράδειγµα εκτός της τετριµµέ-
νης υποοµάδας H0 = {(1)} και της οµάδας H5 = S3, οι οι υπόλοιπες υποοµάδες Hi , 1 ≤ 4, είναι κυκλικές).
Αντίστροφα, αν H είναι µια υποοµάδα της S3, τότε από το Θεώρηµα του Lagrange 3.4.6 έπεται ότι η τάξη της
είναι διαιρέτης της τάξης της S3 και άρα o(H) = 1, ή 2, ή 3, ή 6. Αν o(H) = 1, τότε προφανώς H = H0 = {(1)}
και αν o(H) = 6, τότε προφανώς H = H5 = S3. Αν o(H) = 2, τότε ϑα έχουµε ότι H = {(1), x} όπου x ∈ S3 και
προφανώς o(x) = 2. Επειδή τα µόνα στοιχεία τάξης 2 της S3 είναι τα (12), (13), και (23), έπεται ότι η H είναι
µια εκ των H1, H2, H3. Αν o(H) = 3, τότε H = {(1), x, y} όπου x, y ∈ S3, και από το Θεώρηµα του Lagrange
τα στοιχεία x, y έχουν τάξη 3. Επειδή τα µόνα στοιχεία τάξης 3 της S3 είναι τα (123), και (132), και επειδή
(123)2 = (132) και (132)2 = (123), έπεται ότι η H σύµπίπτει µε την H4. ΄Ετσι δείξαµε ότι οι υποοµάδες της
S3 είναι οι υποοµάδες Hi , 0 ≤ i ≤ 5 και µόνο αυτές.

Εποµένως ϐλέπουµε ότι για την S3 ισχύει το αντίστροφο του Θεωρήµατος του Lagrange, δηλαδή για κάθε
διαιρέτη d ∈ {1,2,3,6} της τάξης o(S3) = 6 της S3 υπάρχει (τουλάχιστον µια) υποοµάδα της S3 µε τάξη τον
διαιρέτη.

3.5.2 Οι υποοµάδες της εναλλάσσουσας υποοµάδας A4

Το αντίστροφο του Θεωρήµατος του Lagrange γενικά δεν ισχύει : υπάρχουν πεπερασµένες οµάδες G και
διαιρέτες k της τάξης της οµάδας έτσι ώστε η G να µην έχει υποοµάδες τάξης k. Η µικρότερη οµάδα για
την οποία το αντίστροφο του Θεωρήµατος του Lagrange δεν ισχύει, είναι η εναλλάσσουσα οµάδα A4 µε τάξη
12, την οποία ϑα µελετήσουµε αναλυτικότερα σε µεταγενέστερο Κεφάλαιο. ΄Οπως ϑα δείξουµε, η A4 έχει
υποοµάδες τάξης 1,2,3,4,12 αλλά δεν έχει καµία υποοµάδα τάξης 6.

Για τους σκοπούς της παρούσας ενότητας, ϑεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο της συµµετρικής οµάδας
S4:

A4 =
{
(1), (123), (124), (134), (234), (132), (142), (143), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23)

}
Ισχυρισµός: Το σύνολο A4 είναι µια υποοµάδα της συµµετρικής οµάδας S4.
Απόδειξη του Ισχυρισµού. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.8, αρκεί να δείξουµε ότι το υποσύνολο A4 είναι

κλειστό στην πράξη «◦» της S4. Αυτό προκύπτει εύκολα από τον πίνακα πολλαπλασιασµού (πίνακας Cayley)
της A4, τον οποίο παραθέτουµε στη συνέχεια για µεταγενέστερη χρήση:

Πίνακας Cayley της A4

◦ (1) (123) (124) (134) (234) (132) (142) (143) (243) (12)(34) (13)(24) (14)(23)
(1) (1) (123) (124) (134) (234) (132) (142) (143) (243) (12)(34) (13)(24) (14)(23)

(123) (123) (132) (13)(24) (234) (12)(34) (1) (143) (14)(23) (124) (134) (243) (142)
(124) (124) (14)(23) (142) (13)(24) (123) (134) (1) (243) (12)(34) (143) (132) (234)
(134) (134) (124) (12)(34) (143) (13)(24) (14)(23) (234) (1) (132) (123) (142) (243)
(234) (234) (13)(24) (134) (14)(23) (243) (142) (12)(34) (123) (1) (132) (143) (124)
(132) (132) (1) (243) (12)(34) (134) (123) (14)(23) (142) (13)(24) (234) (124) (143)
(142) (142) (234) (1) (132) (14)(23) (13)(24) (124) (12)(34) (143) (243) (134) (123)
(143) (143) (12)(34) (123) (1) (142) (243) (13)(24) (134) (14)(23) (124) (234) (132)
(243) (243) (143) (14)(23) (124) (1) (12)(34) (132) (13)(24) (234) (142) (123) (134)

(12)(34) (12)(34) (243) (234) (142) (124) (143) (134) (132) (123) (1) (14)(23) (13)(24)
(13)(24) (13)(24) (142) (143) (243) (132) (234) (123) (124) (134) (14)(23) (1) (12)(34)
(14)(23) (14)(23) (134) (132) (123) (143) (124) (243) (234) (142) (13)(24) (12)(34) (1)

Εποµένως το υποσύνολο A4 είναι µια υποοµάδα της S4 µε τάξη |A4| = 12, η οποία καλείται η εναλλάσ-
σουσα οµάδα ϐαθµού 4.

Σηµειώνουµε ότι, όπως µπορεί να υπολογιστεί εύκολα, ϐλέπε και τον παραπάνω πίνακα Cayley, στην
οµάδα A4:

1. Η ταυτοτική µετάθεση (1) = ι έχει τάξη 1.

2. Τα στοιχεία (123), (124), (134), (234), (132), (142), (143), (243), έχουν τάξη 3.

3. Τα στοιχεία (12)(34), (13)(24), (14)(23) έχουν τάξη 2.
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4. Η εναλλάσσουσα υποοµάδα A4 δεν έχει στοιχεία τάξης 4, 6 ή 12.

Πρόταση 3.5.1. Η εναλλάσσουσα οµάδα A4 τάξης 12:

1. έχει υποοµάδες τάξης 1, 2, 3, 4, και 12.

2. δεν έχει υποοµάδα τάξης 6.

Απόδειξη. 1. Προφανώς η A4 έχει υποοµάδες τάξης 1, και 12. Εύκολα ϐλέπουµε ότι το στοιχείο (12)(34)
έχει τάξη 2 και άρα παράγει µια κυκλική οµάδα τάξης 2, και το στοιχείο (123) έχει τάξη 3 και άρα παράγει
µια υποοµάδα τάξης 3. Τέλος, το υποσύνολο{

(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)
} ⊆ A4

είναι κλειστό στην πράξη της οµάδας A4 και άρα, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.8, αποτελεί µια υποοµάδα
τάξης 4 της A4.

2. Υποθέτουµε ότι H είναι µια υποοµάδα της A4 µε o(H) = 6. Από το Θεώρηµα του Lagrange τότε
προφανώς ο δείκτης της H στην A4 ϑα είναι

[A4 : H ] = |A4|
|H | =

12

6
= 2

και εποµένως η H έχει 2 διακεκριµένα αριστερά σύµπλοκα στην A4.
Θα δείξουµε ότι κάθε στοιχείο της A4 το οποίο είναι της µορφής g 2, όπου g ∈A4, ανήκει στην H :

M = {
g 2 ∈ A4 | g ∈A4

} ⊆ H (∗)

Πράγµατι : έστω g ∈ A4. Αν g ∈ H , τότε g 2 ∈ H διότι η H είναι υποοµάδα της A4. Αν g ∉ H , τότε τα
σύµπλοκα (1)H = H και g H , δεν συµπίπτουν, διότι διαφορετικά αν H = g H , τότε g ∈ H , που είναι άτοπο.
΄Αρα, επειδή τα σύµπλοκα (1)H = H και g H είναι διαφορετικά και επειδή η H έχει 2 διακεκριµένα αριστερά
σύµπλοκα στην A4, έπεται ότι τα σύµπλοκα H και g H αποτελούν µια διαµέριση της A4, και άρα:

A4 = H ∪ g H , H ∩ g H =;

Το σύµπλοκο g 2H ϑα συµπίπτει µε ένα εκ των H και g H . Αν g 2H = g H , τότε (g 2)−1 ◦ g = g−2 ◦ g = g−1 ∈ H .
Επειδή η H είναι υποοµάδα, ϑα έχουµε g ∈ H το οποίο είναι άτοπο. Συµπεραίνουµε ότι : g 2H = H κάτι το
οποίο σηµαίνει ότι g 2 ∈ H . ΄Αρα η έγκλειση (∗) ισχύει.

΄Οµως το πλήθος των στοιχείων του συνόλου M των τετραγώνων στοιχείων της A4 είναι, όπως ϐλέπουµε
από τον πίνακα πολλαπλασιασµού της A4:

M = {
(1), (123), (124), (134), (234), (132), (14,2), (143), (243)

}
δηλαδή όλοι οι 3-κύκλοι και η ταυτοτική µετάθεση. ΄Αρα |M | = 9 και εποµένως δεν µπορεί να ισχύει η
σχέση (∗), διότι |H | = 6. Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι η A4 έχει µια υποοµάδα τάξης 6. ΄Αρα η
εναλλάσσουσα οµάδα A4 δεν έχει υποοµάδα τάξης 6. ■

Πόρισµα 3.5.2. Οι υποοµάδες της εναλλάσσουσας οµάδας A4 είναι οι εξής :

1. Υποοµάδες Τάξης 1:
H1 =

{
(1)

}
2. Υποοµάδες Τάξης 2:

H2 =
〈

(12)(34)
〉= {

(1), (12)(34)
}
, H3 =

〈
(13)(24)

〉= {
(1), (13)(24)

}
, H4 =

〈
(14)(23)

〉= {
(1), (14)(23)

}
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3. Υποοµάδες Τάξης 3:

H5 =
〈

(123)
〉= 〈

(132)
〉= {

(1), (123), (132)
}
, H6 =

〈
(124)

〉= 〈
(142)

〉= {
(1), (124), (142)

}
H7 =

〈
(134)

〉= 〈
(143)

〉= {
(1), (134), (143)

}
, H8 =

〈
(234)

〉= 〈
(243)

〉= {
(1), (234), (243)

}
,

4. Υποοµάδες Τάξης 4:
H9 =

{
(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)

}
5. Υποοµάδες Τάξης 12:

H10 =A4

Απόδειξη. Προφανώς τα υποσύνολα Hi , 1 ≤ i ≤ 10, είναι υποοµάδες της A4, ϐλέπε και την Πρόταση 3.5.1.
΄Εστω H µια υποοµάδα της A4. Τότε από το Θεώρηµα του Lagrange 3.4.6 έπεται ότι η τάξη της είναι

διαιρέτης της τάξης της A4 και άρα o(H) = 1, ή 2, ή 3, ή 6 ή 12. Η Πρόταση 3.5.1 εξασφαλίζει ότι η A4 δεν
έχει υποοµάδες τάξης 6 και προφανώς αν o(H) = 1, τότε H = H1 = {(1)} και αν o(H) = 12, τότε H = H10 =A4.
Αν o(H) = 2, τότε ϑα έχουµε ότι H = {(1), x} όπου x ∈ A4 και προφανώς o(x) = 2. Επειδή τα µόνα στοιχεία
τάξης 2 της A4 είναι τα (12)(34), (13)(24), και (23)(14), έπεται ότι η H είναι µια εκ των H2, H3, H4. Αν
o(H) = 3, τότε H = {(1), x, y} όπου x, y ∈A4, και προφανώς τα στοιχεία x, y έχουν τάξη 3. Τότε x2 = y, y2 = x,
και H = 〈x〉 = 〈x2〉. Επειδή τα µόνα στοιχεία τάξης 3 της A4 είναι οι 3-κύκλοι

(123), (124), (134), (234), (132), (142), (143), (243)

και
(132) = (123)2, (142) = (124)2, (143) = (134)2, (243) = (234)2

έπεται ότι η H σύµπίπτει µε µια εκ των H5, H6, H7, H8. Τέλος, αν o(H) = 4, τότε, επειδή η A4 δεν έχει
στοιχεία τάξης 4, έπεται ότι ϑα έχουµε H = {(1), x, y, z} όπου x, y, z ∈A4 και προφανώς o(x) = o(y) = o(z) = 2,
δηλαδή η H είναι αντίγραφο της οµάδας του Klein. Επειδή τα µόνα στοιχεία τάξης 2 της A4 είναι τα (12)(34),
(13)(24), και (23)(14), έπεται ότι η H είναι η H9. ΄Ετσι δείξαµε ότι οι υποοµάδες της A4 είναι οι υποοµάδες
Hi , 1 ≤ i ≤ 10 και µόνο αυτές. ■

Παρατήρηση 3.5.3. 1. Το αµέσως επόµενο, ως προς την τάξη, παράδειγµα οµάδας στην οποία δεν ισχύει το
αντίστροφο του Θεωρήµατος Lagrange αποτελεί η οµάδα SL(2,Z3) των 2×2 πινάκων µε ορίζουσα 1 υπεράνω
του συνόλου Z3 των κλάσεων υπολοίπων ακεραίων mod 3 (το οποίο ϑεωρείται ότι είναι εφοδιασµένο µε τις
συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού κλάσεων υπολοίπων mod 3). Η SL(2,Z3) είναι µια µη
αβελιανή οµάδα τάξης 24 και άρα οι διαιρέτες της τάξης της είναι : 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Μπορεί κανείς να
αποδείξει ότι η SL(2,Z3) έχει υποοµάδες τάξης 1, 2, 3, 4, 6, 8, 24 αλλά δεν έχει υποοµάδες τάξης 12.

2. ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, κάθε κυκλική οµάδα (πεπερασµένης τάξης) ικανοποιεί το αντίστροφο του
Θεωρήµατος Lagrange. Γενικότερα µπορεί να δειχθεί ότι : (α) κάθε πεπερασµένη αβελιανή οµάδα, (β) κάθε
οµάδα µε τάξη η οποία είναι δύναµη ενός πρώτου αριθµού, και (γ) κάθε διεδρική οµάδα, ικανοποιεί το
αντίστροφο του Θεωρήµατος του Lagrange. N

3.6 Εφαρµογές του Θεωρήµατος Lagrange στην τοµή και στο γινό-
µενο υποοµάδων

Στην παρούσα ενότητα ϑα δούµε κάποιες άµεσες εφαρµογές του Θεωρήµατος Lagrange 3.4.6. Ιδιαίτερα ϑα
δούµε εφαρµογές του στον υπολογισµό της τάξης της τοµής ή γινοµένου δύο υποοµάδων µιας οµάδας.

Πρόταση 3.6.1. ΄Εστω H και K δύο υποοµάδες µιας πεπερασµένης οµάδας (G , ·), και υποθέτουµε ότι :

K ⊆ H ⊆ G

Τότε :
[G : K ] = [G : H ] · [H : K ]
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Απόδειξη. Προφανώς η K είναι υποοµάδα της H και άρα από το Θεώρηµα του Lagrange 3.4.6 για τις
υποοµάδες H και K , ϑα έχουµε:

o(G) = o(H) · [G : H ] και o(G) = o(K ) · [G : K ] και o(H) = o(K ) · [H : K ]

Εποµένως

o(G) = o(K ) · [H : K ] · [G : H ] και o(G) = o(K ) · [G : K ] =⇒ [G : K ] = [G : H ] · [H : K ] ■

Η Πρόταση 3.6.1 µπορεί να γενικευτεί κατάλληλα σε άπειρες οµάδες, ϐλέπε την ΄Ασκηση 3.9.49.

Πρόταση 3.6.2. ΄Εστω H και K δύο υποοµάδες µιας πεπερασµένης οµάδας (G , ·), και έστω o(H) = m και
o(K ) = n. Αν (m,n) = 1, τότε :

H
⋂

K = {e}

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι η τοµή υποοµάδων µιας οµάδας είναι υποοµάδα. ΄Ετσι η τοµή H ∩ K είναι
υποοµάδα των πεπεπερασµένων οµάδων H και K , και τότε απο το Θεώρηµα του Lagrange 3.4.6 ϑα έχουµε:

o(H ∩K ) | o(H) = m και o(H ∩K ) | o(K ) = n

Τότε όµως o(H ∩K ) | (m,n), και επειδή (m,n) = 1, ϑα έχουµε o(H ∩K ) = 1 ή ισοδύναµα: H ∩K = {e}. ■

Υπενθυµίζουµε ότι, αν H ,K ⊆G είναι υποσύνολα µιας οµάδας G, τότε :

HK = {
hk ∈G | h ∈ H , k ∈ K

}
Σηµειώνουµε ότι αν τα υποσύνολα H ,K ⊆G είναι υποοµάδες της G, τότε γενικά το υποσύνολο HK δεν είναι
υποοµάδα της G.

Πρόταση 3.6.3. ΄Εστω H ,K δύο πεπερασµένες υποοµάδες της οµάδας G. Τότε το πλήθος
∣∣HK

∣∣ των στοιχείων
του συνόλου HK είναι :

|HK | = o(H)o(K )

o(H ∩K )

Απόδειξη. Θεωρούµε την απεικόνιση

f : H ×K −→ HK , f (h,k) = hk

η οποία προφανώς είναι απεικόνιση «επί». Υπενθυµίζουµε ότι,17 ϐλέπε την Πρόταση 1.2.24 στην υποενότητα
1.2.4, η f ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας R f επί του συνόλου H ×K , ως εξής :

∀(h1,k1), (h2,k2) ∈ H ×K : (x1, y1)R f (x2, y2) ⇐⇒ f (h1,k1) = f (h2,k2), δηλαδή h1k1 = h2k2

Επιπλέον υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση µεταξύ του συνόλου πηλίκο (H ×K )/R f και της εικόνας
Im( f ) = HK της απεικόνισης f , και εποµένως :∣∣(H ×K )/R f

∣∣ = ∣∣HK
∣∣ (∗)

΄Οπως γνωρίζουµε, τα στοιχεία του συνόλου πηλίκο (H ×K )/R f είναι οι διακεκριµένες κλάσεις ισοδυναµίας
[(h,k)]R f των στοιχείων του συνόλου H ×K και επιπλέον

[(h,k)]R f = f −1{ f (h,k)
}= f −1{hk

}
17Αν f : X −→ Y είναι µια απεικόνιση µεταξύ συνόλων, τότε, ορίζοντας ∀x1, x2 ∈ X : x1 R f x2 αν και µόνο αν f (x1) = f (x2), αποκτούµε

µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου X , και επιπλέον, αν x ∈ X , τότε [x]R f
= f −1({ f (x)}). Επιπρόσθετα η απεικόνιση f̃ : X /R f −→

Im( f ), f̃ ([x]R f
) = f (x) είναι «1-1» και «επί».
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Θα δείξουµε ότι, ∀(h,k) ∈ H ×K :

f −1{hk
}= {

(hr,r−1k) ∈G ×G | r ∈ H ∩K
}

(†)

Πραγµατικά: αν (hr,r−1k) ∈ G ×G, όπου h ∈ H , k ∈ K , και r ∈ H ∩K , τότε προφανώς (hr,r−1k) ∈ H ×K ,
και f (hr,r−1k) = hr r−1k = hek = hk. Εποµένως (hr,r−1k) ∈ f −1{hk} = [(h,k)]R f . Αντίστροφα, αν (x, y) ∈
f −1{hk} = [(h,k)]R f , τότε x ∈ H , y ∈ K , και f (x, y) = hk. Εποµένως hk = x y και τότε x−1hk = y. Επειδή
x,h ∈ H και η H είναι υποµάδα της G, ϑα έχουµε x−1h ∈ H , και επειδή y,k ∈ K και η K είναι υποοµάδα της
G, ϑα έχουµε yk−1 ∈ K . ΄Αρα:

x−1h = yk−1 ∈ H ∩K

Ισοδύναµα, επειδή το υποσύνολο H ∩K είναι υποοµάδα, ϑα έχουµε:

(x−1h)−1 = (yk−1)−1 ∈ H ∩K =⇒ h−1x = k y−1 := r ∈ H ∩K

Τότε ϑα έχουµε:

(x, y) = (ex, ye) = (
(hh−1)x, y(k−1k)

)= (
h(h−1x), (yk−1)k

)= (hr,r−1k)

΄Αρα αποδείξαµε την σχέση (†) µε ϐάση την οποία ορίζουµε µια απεικόνιση, ∀h ∈ H ,∀k ∈ K :

φ : H ∩K −→ f −1{hk}, φ(r ) = (hr,r−1k)

Η παραπάνω ανάλυση δείχνει ότι η απεικόνιση φ είναι καλά ορισµένη και είναι απεικόνιση «επί». Επιπλέον
η φ είναι «1-1» διότι, αν φ(r ) = φ(s) τότε (hr,r−1k) = (hs, s−1k) και άρα: hr = hs και r−1k = s−1k. Τότε
προφανώς ϑα έχουµε r = s και έτσι η φ είναι «1-1» και «επί».

Αυτό σηµαίνει ότι για την τυχούσα κλάση ισοδυναµίας [(h,k)]R f ϑα έχουµε:

o(H ∩K ) = ∣∣H ∩K
∣∣= ∣∣[(h,k)]R f

∣∣
Επειδή το σύνολο όλων των κλάσεων ισοδυναµίας αποτελεί µια διαµέριση του H×K , επειδή από το Πόρισµα
3.3.7 κάθε κλάση ισοδυναµίας έχει τόσα στοιχεία όσα και η υποοµάδα H ∩K , και επειδή από τη σχέση (*)
το πλήθος των διακεκριµένων κλάσεων ισοδυναµίας είναι ίσο µε το πλήθος

∣∣HK
∣∣, ϑα έχουµε:∣∣H ×K

∣∣= ∣∣H ∩K
∣∣ · ∣∣HK

∣∣
Εποµένως :

|HK | =
∣∣H ×K

∣∣∣∣H ∩K
∣∣ =

∣∣H
∣∣ ∣∣K ∣∣

o(H ∩K )
= o(H)o(K )

o(H ∩K )
■

Θα δούµε τώρα κάποιες εφαρµογές της παραπάνω Πρότασης.

Πόρισµα 3.6.4. ΄Εστω H και K δύο υποοµάδες µιας πεπερασµένης οµάδας G. Τότε :

o(H) >
√
o(G) και o(K ) >

√
o(G) =⇒ H ∩K 6= {e}

Απόδειξη. Από την Πρόταση 3.6.3, έχουµε:

o(G) ≥ |HK | = o(H)o(K )

o(H ∩K )
>

p
o(G)

p
o(G)

o(H ∩K )
= o(G)

o(H ∩K )
=⇒ o(H ∩K ) > 1 ■

Πόρισµα 3.6.5. ΄Εστω G µια οµάδα τάξης o(G) = pq, όπου p, q είναι πρώτοι αριθµοί µε p > q. Τότε η G έχει
το πολύ µια υποοµάδα τάξης p.
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Απόδειξη. ΄Εστω H και K δύο υποοµάδες της G τάξης p. Τότε ικανοποιούνται τετριµµένα οι υποθέσεις του
Πορίσµατος 3.6.4 και άρα H ∩K 6= {e}, δηλαδή o(H ∩K ) > 1. ΄Οµως, επειδή η H ∩K είναι υποοµάδα της
H και της K , και επειδή η τάξη της H και η τάξη της K είναι ο πρώτος αριθµός p, από το Θεώρηµα του
Lagrange έπεται ότι o(H ∩K )

∣∣p και άρα o(H ∩K ) = p διότι, όπως είδαµε, o(H ∩K ) > 1. Τότε όµως H ∩K = H
και H ∩K = K , δηλαδή H ⊆ K και K ⊆ H . Εποµένως H = K . ■

Παρατήρηση 3.6.6. Ως ειδική περίπτωση (Θεώρηµα Cauchy18) ενός σηµαντικού Θεωρήµατος το οποίο
οφείλεται στον Sylow, 19 έπεται ότι κάθε οµάδα G τάξης o(G) = pq, όπου p, q είναι πρώτοι αριθµοί µε p > q,
έχει τουλάχιστον µια υποοµάδα τάξης p. ΄Ετσι, σύµφωνα µε το παραπάνω πόρισµα, έπεται ότι η G έχει
ακριβώς µια υποοµάδα τάξης p. N

3.7 Οι οµάδες τάξης pq, όπου p, q είναι πρώτοι αριθµοί

Στην παρούσα ενότητα ϑα ταξινοµήσουµε, µε ακρίβεια ισοµορφισµού, όλες τις οµάδες τάξης τάξης 2p, όπου
p είναι ένας πρώτος αριθµός. Με άλλα λόγια, ϑα περιγράψουµε όλες τις κλάσεις ισοµορφίας οµάδων τάξης
2p.

3.7.1 Οµάδες τάξης 2p, p: πρώτος

Υπενθυµίζουµε ότι, αν n ≥ 3, η n-οστή διεδρική οµάδα Dn είναι η οµάδα των συµµετριών του κανονικού
n-γώνου. ΄Ετσι για παράδειγµα:

1. Αν n = 1, η Dn είναι η κυκλική τάξης 2.

2. ΄Αν n = 2, η D2 είναι η οµάδα V4 των τεσσάρων στοιχείων του Klein.

3. ΄Αν n = 3, η D3 είναι η οµάδα συµµετριών του ισόπλευρου τριγώνου και συµπίπτει µε τη συµµετρική
οµάδα S3.

4. ΄Αν n = 3, η D4 είναι η οµάδα συµµετριών του τετραγώνου.

Η οµάδα Dn περιγράφεται, ϐλέπε την υποενότητα 2.2, ως εξής :

Dn = {
e, a, a2, · · · , an−1, b, ab, a2b, · · · , an−1b | όπου an = e, b2 = e, και bab = a−1}

Σηµειώνουµε ότι οι σχέσεις an = e, b2 = e, bab = a−1 καθορίζουν πλήρως την οµάδαDn . ∆ηλαδή κάθε οµάδα,
η οποία παράγεται από δύο στοιχεία a,b τα οποία ικανοποιούν τις παραπάνω σχέσεις, είναι ισόµορφη µε την
Dn . Θεωρώντας την διεδρική οµάδα Dn ως την οµάδα των συµµετριών του κανονικού n-γώνου, τα στοιχεία
a,b έχουν την ακόλουθη ερµηνεία : το στοιχείο a παριστάνει στροφή επιπέδου κατά γωνία 2π

n και το στοιχείο
b παριστάνει ανάκλαση επιπέδου ως προς τον άξονα y y ′.

Θεώρηµα 3.7.1. ΄Εστω ότι G είναι µια οµάδα τάξης o(G) = 2p, όπου p: πρώτος. Τότε :

1. Είτε η G είναι ισόµορφη µε την κυκλική οµάδα Z2p . (όταν η G είναι αβελιανή)

2. είτε η G είναι ισόµορφη µε την διεδρική οµάδα Dp . (όταν η G δεν είναι αβελιανή)

και οι οµάδες Z2p και Dp δεν είναι ισόµορφες.

18Augustin-Louis Cauchy (21 Αυγούστου 1789 - 23 Μαίου 1857) [http://en.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_
Cauchy]: ∆ιαπρεπής Γάλλος µαθηµατικός µε σηµαντική συµβολή στη Μαθηµατική Ανάλυση, στη Θεωρία Μιγαδικών Συναρτήσεων,
και στη Θεωρία Οµάδων.
19Peter Ludwig Mejdell Sylow (12 ∆εκεµβρίου 1832 - 7 Σεπτεµβρίου 1918) [http://en.wikipedia.org/wiki/Peter_

Ludwig_Mejdell_Sylow]: Νορβηγός µαθηµατικός µε σηµαντική συµβολή στη Θεωρία Οµάδων.

http://en.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_Cauchy
http://en.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_Cauchy
http://en.wikipedia.org/wiki/Peter_Ludwig_Mejdell_Sylow
http://en.wikipedia.org/wiki/Peter_Ludwig_Mejdell_Sylow
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Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε κάποιες ϐοηθητικές προτάσεις οι οποίες είναι ενδιαφέρουσες από µόνες
τους.

Λήµµα 3.7.2. ΄Εστω G µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα. Αν η G περιέχει δύο στοιχεία a,b τάξης 2, όπου
a 6= b, τότε το σύνολο V = {

e, a,b, ab
}
είναι µια υποοµάδα της G, ισόµορφη µε την οµάδα του Klein, και εποµένως

4 | o(G).

Απόδειξη. Επειδή η G είναι αβελιανή έπεται ότι ab = ba και η τάξη του ab είναι ίση µε 2, διότι (ab)2 =
abab = aabb = a2b2 = ee = e, και ab 6= e διότι αν ab = e, τότε a = b−1 = b, το οποίο είναι άτοπο. Το σύνολο V
είναι πεπερασµένο και κλειστό στην πράξη πολλαπλασιασµού της G. Εποµένως το υποσύνολο V είναι µια
υποοµάδα της G. Τέλος, από το Θεώρηµα του Lagrange έπεται ότι o(V ) = 4 | o(G). ■

Λήµµα 3.7.3. ΄Εστω G µια οµάδα άρτιας τάξης. Τότε η G περιέχει ένα στοιχείο τάξης 2.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

X = {
x ∈G | x 6= x−1}= {

x ∈G | x2 6= eG
}

Ισχυρισµός: Το πλήθος των στοιχείων του X είναι άρτιο.

Πράγµατι, αν X =;, τότε το πλήθος των στοιχείων του είναι ίσο µε µηδέν.20 Αν X 6= ;, τότε, όταν x ∈ X

συµπεραίνουµε ότι και x−1 ∈ X , αφού x 6= x−1 δίνει x−1 6= (x−1)
−1 = x. ΄Ωστε και τα δύο x και x−1 ανήκουν

στο X . Σχηµατίζουµε το συµπλήρωµα τού X στο G, δηλαδή το σύνολο

G \ X = {
x ∈G | x = x−1}= {

x ∈G | x2 = e
}

Το ουδέτερο στοιχείο eG ανήκει στο G \ X , επειδή e = e−1. Εποµένως G \ X 6= ;. ΄Ωστε το πλήθος των στοιχείων
τού G \ X είναι ≥ 1. Επειδή τώρα και το X και το G έχουν άρτιο πλήθος στοιχείων, συµπεραίνουµε ότι και το
πλήθος των στοιχείων τού G \ X είναι άρτιο και ως εκ τούτου ≥ 2 (αφού, όπως είδαµε, είναι ≥ 1).

Εποµένως, υπάρχει κάποιο στοιχείο a ∈G \ X µε a 6= e και, αφού a ∈G \ X , έπεται a2 = e. ■

Η παρακάτω πρόταση µάς εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός µοναδικού στοιχείου τάξης 2 σε µια οµάδα άρτιας
τάξης, υπό την προϋπόθεση ότι η τάξη της οµάδας δεν διαιρείται από το 4.

Λήµµα 3.7.4. ΄Εστω G µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα άρτιας τάξης. Αν 4 - o(G), τότε η G περιέχει ακριβώς
ένα στοιχείο τάξης 2.

Απόδειξη. Απο το Λήµµα 3.7.3, η G περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο a τάξης 2. Αν η G περιέχει δύο
διαφορετικά στοιχεία a,b τάξης 2, τότε, σύµφωνα µε το Λήµµα 3.7.2, ϑα έπρεπε 4 | o(G), κάτι το οποίο είναι
άτοπο. ΄Αρα η G περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο τάξης 2. ■

Λήµµα 3.7.5. ΄Εστω G µια οµάδα. Αν κάθε µη ταυτοτικό στοιχείο της G έχει τάξη 2, τότε η G είναι αβελιανή.

Απόδειξη. Επειδή o(x) = 2, ∀x ∈G \ {e}, έπεται ότι x2 = e και άρα

∀x ∈G : x−1 = x

΄Εστω τώρα ότι x, y ∈G. Τότε
x y = (x y)−1 = y−1x−1 = y x

και άρα η G είναι αβελιανή. ■

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το Θεώρηµα 3.7.1:

Απόδειξη. (του Θεωρήµατος 3.7.1) Θα διακρίνουµε περιπτώσεις :

20Σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα έχουµε ότι ∀x ∈G: x = x−1, και εποµένως ∀x ∈G: x2 = x · x = e.
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1. Αν η G περιέχει ένα στοιχείο τάξης 2p, τότε προφανώς η G είναι κυκλική και άρα ισόµορφη21 µε την
κυκλική οµάδα Z2p .

2. Υποθέτουµε ότι η G δεν έχει κανένα στοιχείο τάξης 2p.

(αʹ) Αν p = 2, τότε o(G) = 4, και επειδή η G δεν είναι κυκλική η G ϑα είναι ισόµορφη µε την οµάδα
του Klein V4 η οποία συµπίπτει µε την D2.

(ϐʹ) ΄Εστω p > 2. Τότε p είναι περιττός και εποµένως 4 - 2p = o(G).

i. Αν όλα τα στοιχεία της G (εκτός του ταυτοτικού) έχουν τάξη 2, τότε από το Λήµµα 3.7.5 η
G είναι αβελιανή και τότε από το Λήµµα 3.7.2 έπεται ότι η G έχει ως υποοµάδα µια οµάδα
ισόµορφη µε την οµάδα του Klein η οποία έχει τάξη 4, κάτι το οποίο είναι άτοπο διότι
4 - 2p = o(G).

ii. Εποµένως δεν έχουν όλα τα στοιχεία της G τάξη 2. ΄Ετσι, αν a είναι ένα στοιχείο της G, ϑα
είναι : o(a) = 1,2, p, ή 2p. Οι περιπτώσεις o(a) = 1,2,2p, έχουν αποκλειστεί και άρα, η G
περιέχει ένα στοιχείο a τάξης p.

Θεωρούµε την κυκλική υποοµάδα H = 〈a〉 της G η οποία παράγεται από το a. Προφανώς
[G : H ] = 2, και άρα η H έχει ακριβώς δύο διακεκριµένα αριστερά σύµπλοκα στην G: H και
bH , και τότε :

G = H ∪bH , όπου b ∈G \ H και H ∩bH =;
Ισχυρισµός: b2 = e.

Πραγµατικά: b2 ∈ H ∪bH . Αν b2 ∈ bH , τότε b2 = bh, h ∈ H και τότε b = h ∈ H , που είναι
άτοπο. ΄Αρα b2 ∈ H και άρα b2 = ak για κάποιο k ∈ Z. Αν k 6= 0, τότε η κυκλική υποοµάδα
〈b〉 η οποία παράγεται από το b ϑα περιέχει την H αφού το στοιχείο b2 = ak ϑα την παράγει,
και το b ∉ H , και άρα η 〈b〉 ϑα περιέχει τουλάχιστον p+1 στοιχεία. Επειδή o(H) = 2p, έπεται
ότι 〈b〉 =G και άρα η G είναι κυκλική, το οποίο είναι άτοπο.
΄Αρα δείξαµε ότι κάθε στοιχείο b ∈G \ H έχει τάξη o(b) = 2.
Θεωρούµε το στοιχείο bab ∈G. Τότε ϑα έχουµε:

b2 = e =⇒ b−1 = b =⇒ bab = b−1ab =⇒ o(bab) = o(b−1ab) = o(a) = p

Τότε όµως
b−1ab = bab = ak για κάποιο k ∈Z+ (†)

και εποµένως :

a = bbabb = bak b = (bab)k = (ak )k = ak2 =⇒ ak2−1 = e

Επειδή o(a) = p είναι ένας πρώτος αριθµός, έπεται ότι

p | k2 −1 =⇒ p | (k +1)(k −1) =⇒ p | k +1 ή p | k −1

Αʹ. Αν p | k −1, τότε ϑα έχουµε k −1 = pr , για κάποιο r ≥ 1, και άρα k = pr +1. Τότε από
την σχέση (†) ϑα έχουµε:

bab = ak = apr+1 = (ap )r a1 = er a = a

Τότε όµως ϑα έχουµε bab = a και άρα babb = ab =⇒ ba = ab. Επειδή o(a) = p και
o(b) = 2 και (2, p) = 1, ϑα έχουµε ότι το στοιχείο ab έχει τάξη o(ab) = 2p, κάτι το οποίο
είναι άτοπο.

Βʹ. Εποµένως p | k +1, και τότε ϑα έχουµε k +1 = ps, για κάποιο s ≥ 1, και άρα k = ps −1.
Τότε από την σχέση (†) ϑα έχουµε:

bab = ak = aps−1 = (ap )s a−1 = er a−1 = a−1

21Εδώ χρησιµοποιούµε ότι δύο κυκλικές οµάδες µε την ίδια τάξη είναι ισόµορφες, ϐλέπε το Θεώρηµα 4.1.21 του επόµενου Κεφαλαίου.
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Συνοψίζοντας την δεύτερη περίπτωση, ϑα έχουµε ότι η G περιέχει δύο στοιχεία a,b έτσι ώστε :

a, b ∈ G : ap = e = b2 και bab = b−1ab = a−1

Τότε όµως, σύµφωνα µε τη συζήτηση που προηγήθηκε του Θεωρήµατος 3.7.1, η G είναι ισόµορφη µε
την διεδρική οµάδα Dp .

Προφανώς οι οµάδες Z2p και Dp δεν είναι ισόµορφες διότι, για παράδειγµα, η Z2p είναι αβελιανή και η
Dp δεν είναι αβελιανή. ■

Το Θεώρηµα 3.7.1 µας εξασφαλίζει ότι υπάρχουν µόνο δύο, δοµικά διαφορετικές οµάδας τάξης 6,10,14,22,
· · · : η κυκλική οµάδα τάξης 6,10,14,22, · · · , και η οµάδα συµµετριών του κανονικού τριγώνου, πενταγώνου,
επταγώνου, εντεκαγώνου, · · · .

3.7.2 Οµάδες τάξης pq

Γενικότερα ενδιεφερόµαστε για οµάδες G τάξης pq όπου p, q είναι πρώτοι αριθµοί. Αυτή η περίπτωση είναι
περισσότερο σύνθετη και χρειαζόµαστε περισσότερες γνώσεις για να την αναλύσουµε. ΄Οταν όµως η οµάδα
G είναι αβελιανή, τότε έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα το οποίο περιγράφει πλήρως την G όταν p 6= q:

Θεώρηµα 3.7.6. ΄Εστω G µια οµάδα µε τάξη pq, όπου p, q είναι διακεκριµένοι πρώτοι αριθµοί : p 6= q. Αν η
G είναι αβελιανή, τότε η G είναι κυκλική.

Απόδειξη. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι p > q. Αν υπάρχει στοιχείο τάξης pq στην G, τότε
προφανώς η G είναι κυκλική.

Υποθέτουµε ότι η G δεν έχει κανένα στοιχείο τάξης pq , και ϑα οδηγηθούµε σε άτοπο.
΄Εστω e 6= a ∈ G. Τότε o(a) | pq και άρα o(a) = p ή q ή pq. Επειδή έχουµε υποθέσει ότι η G δεν έχει

στοιχείο τάξης pq, ϑα έχουµε:
∀a ∈G \ {e} : o(a) = p ή q

1. ΄Εστω ότι η G έχει ένα στοιχείο a τάξης p. Τότε ϑα έχουµε την υποοµάδα H = 〈a〉 της G τάξης p. Από
το Πόρισµα 3.6.5 έπεται ότι η H είναι η µοναδική υποοµάδα τάξης p της G.

Εποµένως, για κάθε b ∈ G \ H , ϑα έχουµε ότι η υποοµάδα K = 〈b〉 έχει τάξη q. Πραγµατικά, αν
o(K ) = p, τότε ϑα πρέπει H = K και άρα b ∈ H , το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα, επειδή η G δεν έχει στοιχείο
τάξης pq, έπεται ότι o(K ) = q.

Για ένα τέτοιο στοιχείο b ∈G\H τάξης q, ϑεωρούµε το στοιχείο ab. Τότε : o(ab) 6= 1, διότι διαφορετικά:
ab = e και άρα b = a−1 ∈ H , το οποίο είναι άτοπο. Αν o(ab) = p, τότε, όπως και πριν, 〈a〉 = 〈ab〉 και
άρα ab = ak το οποίο δίνει b = ak−1 ∈ H το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα o(ab) = q, και εποµένως (ab)q = e.
Επειδή η G είναι αβελιανή, και επειδή o(b) = q, ϑα έχουµε:

(ab)q = aq bq = e =⇒ aq = e

το οποίο είναι άτοπο διότι o(a) = p > q. ΄Αρα σ΄ αυτή την περίπτωση καταλήξαµε σε άτοπο.

2. ΄Εστω ότι η G δεν έχει κανένα στοιχείο τάξης p. Τότε όλα τα στοιχεία της G εκτός του ταυτοτικού έχουν
τάξη q.

΄Εστω e 6= a ∈G και έστω H = 〈a〉. Τότε o(a) = q. ∆ιαλέγουµε ένα στοιχείο b ∈G \H και ϑέτουµε K = 〈b〉.
Τότε o(H) = q = o(K ).

Επειδή η G είναι αβελιανή έπεται άµεσα ότι το υποσύνολο HK = K H είναι µια υποοµάδα της G, και
εποµένως, επειδή προφανώς o(HK ) > 1, ϑα έχουµε:

o(HK ) ∈ {
p, q, pq

}
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Αν o(HK ) = p, τότε η HK είναι κυκλική και άρα η G έχει ένα στοιχείο τάξης p το οποίο είναι άτοπο.
΄Αρα o(HK ) = q ή pq. ΄Οµως από την Πρόταση 3.6.3, ϑα έχουµε:

o(HK ) = o(H)o(K )

o(H ∩K )
= q2

o(H ∩K )
= q ή pq

Εποµένως :
o(H ∩K )p = q ή o(H ∩K ) = q

΄Οµως η περίπτωση o(H∩K )p = q οδηγεί στο άτοπο p ≤ q. ΄Αρα µένει η περίπτωση o(H∩K ) = q. ΄Οµως,
επειδή K ⊇ H ∩K ⊆ H και o(K ) = o(H ∩K ) = q = o(H) έπεται ότι H ∩K = H και H ∩K = K . Τότε όµως
H = K , κατι το οποίο είναι άτοπο διότι K = 〈b〉, όπου b 6= H = 〈a〉.

΄Αρα η µόνη δυνατή περίπτωση είναι η G να διαθέτει ένα στοιχείο τάξης pq = |G| και τότε προφανώς η G είναι
κυκλική. ■

Με χρήση περισσότερο προχωρηµένων εργαλείων αποδεικνύονται τα ακόλουθα γενικότερα αποτελέσµατα
τα οποία περιγράφουν πλήρως τις οµάδες τάξης pq, όπου p, q είναι διακεκριµένοι πρώτοι αριθµοί :

Θεώρηµα 3.7.7. ΄Εστω G µια οµάδα τάξης pq, όπου p, q είναι πρώτοι αριθµοί, έτσι ώστε : p < q.

1. Η G είναι κυκλική αν :

(αʹ) είτε η G είναι αβελιανή,

(ϐʹ) ή p - q −1.

2. Αν η G είναι µη αβελιανή, και p | q −1, τότε η G παράγεται από ένα στοιχείο a τάξης p και ένα στοιχείο
b τάξης q, έτσι ώστε : a−1ba = br , όπου q | r p −1:

G = 〈
a,b | ap = e = bq και a−1ba = br όπου q | r p −1

〉 ■

Τι συµβαίνει αν p = q;

Θεώρηµα 3.7.8. ΄Εστω G µια οµάδα τάξης p2, όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός. Τότε :

1. Η G είναι αβελιανή.

2. Η G είναι ισόµορφη µε µια από τις ακόλουθες µη ισόµορφες οµάδες :

Zp2 ή Zp ×Zp ■

Για περισσότερες λεπτροµέρειες παραπέµπουµε στα ϐιβλία [26], [31], και [16].

3.8 Εφαρµογές του Θεωρήµατος Lagrange στη Θεωρία Αριθµών

Στην παρούσα ενότητα ϑα δούµε µια άλλη κατηγορία εφαρµογών του Θεωρήµατος του Lagrange στη Θεωρία
Αριθµών. Ιδιαίτερα ϑα αποδείξουµε, µε χρήση ϑεωρίας οµάδων, τα ϑεωρήµατα των Euler, Fermat, και
Wilson από την στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών.

Πρώτα υπενθυµίζουµε ότι η συνάρτηση φ του Euler ορίζεται ως εξής :

ϕ : N −→ N, ϕ(n) = ∣∣{k ∈N | 1 ≤ k ≤ n και (n,k) = 1
}∣∣

Υπενθυµίζουµε επίσης ότι, αν a,b ∈Z, και n ≥ 1, τότε

a ≡ b mod n ⇐⇒ n | a −b ⇐⇒ [a]n = [b]n

όπου η τελευταία ισότητα νοείται στην προσθετική οµάδα Zn = {
[0]n , [1]n , · · · , [n −1]n

}
.
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Πρόταση 3.8.1 (Θεώρηµα Euler). ΄Εστω n ≥ 1 και a ∈Z µε (a,n) = 1. Τότε :

aϕ(n) ≡ 1modn

Απόδειξη. Η Ϲητούµενη σχέση γράφεται ισοδύναµα στο σύνολο Zn :

[aϕ(n)]n = ([a]n)ϕ(n) = [1]n

Επειδή (a,n) = 1, έπεται οτι [a]n ∈ U(Zn). Επειδή, ϐλέπε Παράδειγµα 3.2.6, η πολλαπλασιαστική οµάδα
U(Zn) έχει τάξη ϕ(n), από την Πρόταση 3.4.7 έπεται το Ϲητούµενο : ([a]n)ϕ(n) = [1]n . ■

Πόρισµα 3.8.2 (Μικρό Θεώρηµα Fermat). 22 ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός και a ∈Z µε p - a. Τότε :

ap−1 ≡ 1mod(p)

Απόδειξη. Επειδή p είναι πρώτος, έπεται ότι ϕ(p) = p −1 και (a, p) = 1. Τότε το αποτέλεσµα προκύπτει από
το Θεώρηµα του Euler 3.8.1. ■

Πρόταση 3.8.3 (Θεώρηµα Wilson). 23 Για έναν ϑετικό ακέραιο p ≥ 2, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο αριθµός p είναι πρώτος.

2. (p −1)! ≡−1modp.

Απόδειξη. (α) Αν p = 2, τότε ο αριθµός p είναι πρώτος και πράγµατι ισχύει 2 | (2−1)!+1 = 2.

(β) Υποθέτουµε ότι p ≥ 3.

1. =⇒ 2. Υποθέτουµε ότι ο αριθµός p είναι πρώτος, και άρα ο p είναι περιττός διότι
p ≥ 3. Θεωρούµε την οµάδα U(Zp ) των αντιστρέψιµων κλάσεων υπολοίπων mod p µε πράξη τον
πολλαπλασιασµό. Τότε [1]p 6= [−1]p , διότι διαφορετικά p | 2 και άρα p = 2, το οποίο είναι άτοπο
διότι p ≥ 3. Θα έχουµε

U(Zp ) = {
[1]p , [2]p , · · · , [p −1]p

}
και |U(Zp )| =φ(p) = p −1. ΄Εστω [x]p ένα στοιχείο της U(Zp ) έτσι ώστε [x]2

p = [1]p . Τότε :

[x]2
p = [1]p =⇒ [x2]p = [1]p =⇒ p | x2 −1 =⇒ p | (x −1)(x +1) =⇒

=⇒ p | x −1 ή p | x +1 =⇒ [x]p = [1]p ή [x]p = [−1]p = [p −1]p

Εποµένως το µόνο στοιχείο τάξης 2 στην U(Zp ) είναι το [−1]p . Ισοδύναµα το µόνο στοιχείο [x]p

στην U(Zp ), εκτός του ταυτοτικού [1]p , το οποίο συµπίπτει µε το αντίστροφό του [x]−1
p , δηλαδή

έχουµε [x]p = [x]−1
p , είναι το [−1]p = [p − 1]p . Τότε όµως στο γινόµενο όλων των στοιχείων της

οµάδας U(Zp )
[1]p · [2]p · · · [p −1]p = [1 ·2 · · · (p −1)]p = [(p −1)!]p

τα στοιχεία [2]p , · · · , [p−2]p εµφανίζονται ως Ϲεύγη {[x]p , [x]−1
p } και [x]p 6= [x]−1

p , και εποµένως δεν
συνεισφέρουν στο παραπάνω γινόµενο παρά µόνο το ουδέτερο στοιχείο. ΄Αρα:

[(p −1)!]p = [1]p · [2]p · · · [p −1]p = [1]p · [p −1]p = [p −1]p = [−1]p

΄Αρα [(p −1)!]p = [−1]p και εποµένως (p −1)! ≡−1modp.

22Pierre de Fermat (17 Αυγούστου 1601 - 12 Ιανουαρίου 1665) [http://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat]:
Γάλλος δικηγόρος και ερασιτέχνης µαθηµατικός µε σηµαντική συµβολή κυρίως στη Θεωρία Αριθµών, αλλά και στον ∆ιαφορι-
κό/Ολοκληρωτικό Λογισµό.
23John Wilson (6 Αυγούστου 1741 - 18 Οκτωβρίου 1793) [http://en.wikipedia.org/wiki/John_Wilson_

(mathematician)]: Βρεττανός µαθηµατικός, γνωστός κυρίως για το οµώνυµο Θεώρηµα, αν και η πρώτη απόδειξή του οποίου
οφείλεται στον Lagrange.

http://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
http://en.wikipedia.org/wiki/John_Wilson_(mathematician)
http://en.wikipedia.org/wiki/John_Wilson_(mathematician)
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2. =⇒ 1. Αν ο p δεν είναι πρώτος, τότε p = a ·b, όπου 1 < a,b < p. Επειδή a ≤ p −1, ϑα
έχουµε a | (p −1)!, και επειδή a | p, και p | (p −1)!+1, ϑα έχουµε και a | (p −1)!+1. Τότε όµως
a | ((p − 1)!+ 1− (p − 1)!), δηλαδή a | 1 και a = 1. Αυτό είναι άτοπο διότι a > 1. ΄Αρα ο p είναι
πρώτος. ■

Θα δούµε επιπρόσθετες εφαρµογές της Θεωρίας Οµάδων στη Θεωρία Αριθµών σε ασκήσεις, καθώς και
σε µεταγενέστερα Κεφάλαια, ιδιαίτερα στο επόµενο Κεφάλαιο, στο οποίο αναλύεται η δοµή των κυκλικών
οµάδων, π.χ. παραπέµπουµε στην απόδειξη του Θεωρήµατος του Gauss 4.1.2.

3.9 Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.9.1. Να ϐρεθεί η τάξη του στοιχείου a της οµάδας (G ,?), όπου

1. a = [4]9, (G ,?) = (U(Z9), ·),
2. a = [x]12, (G ,?) = (U(Z12), ·),
3. a =ω17

36, (G ,?) = (U36 = 〈ζ36〉, ·),
4. a =−i , (G ,?) = (C?, ·),
5. a =−1+ i

p
3, (G ,?) = (C?, ·),

6. a = (−1+ i
p

3)/2, (G ,?) = (C?, ·),
7. cos(2π/7)+ isin(2π/7), (G ,?) = (C?, ·).

8. a = [2]3, (G ,?) = (Z3,+),

9. a = [6]10, (G ,?) = (Z10,+),

10. a = [6]15, (G ,?) = (Z15),+),

11. a = [10]12, (G ,?) = (Z12),+),

12. a = [77]210, (G ,?) = (Z210),+),

13. a = [40]210, (G ,?) = (Z210),+),

14. a = [70]210, (G ,?) = (Z210),+).

΄Ασκηση 3.9.2. 1. Να ϐρεθεί το πλήθος των στοιχείων της κυκλικής υποοµάδας 〈[25]30〉 της οµάδας
(Z30,+).

2. Να ϐρεθεί το πλήθος των στοιχείων της κυκλικής υποοµάδας 〈[30]42〉 της οµάδας (Z42,+).

3. Να ϐρεθεί το πλήθος των στοιχείων των κυκλικών υποοµάδων 〈i 〉 και 〈3i 〉 της πολλαπλασιαστικής
οµάδας C∗ των µη µηδενικών µιγαδικών αριθµών.

4. Να ϐρεθεί το πλήθος των στοιχείων της κυκλικής υποοµάδας 〈1+ i 〉 της πολλαπλασιαστικής οµάδας C∗
των µη µηδενικών µιγαδικών αριθµών.

΄Ασκηση 3.9.3. 1. Να ϐρεθεί το πλήθος των γεννητόρων µιας κυκλικής οµάδας µε τάξη : 5, 8, 12, 60.

2. Να ϐρεθούν οι πρωταρχικές n-οστές ϱίζες της µονάδας για n = 4, n = 17, n = 24, και n = 31.

3. Να ϐρεθούν όλοι οι γεννήτορες των οµάδων (Z10,+), (Z12,+) και (Z15,+).

΄Ασκηση 3.9.4. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και a,b ∈G δύο στοιχεία της έτσι ώστε G = 〈{a,b}〉, δηλαδή η οµάδα G
παράγεται από τα στοιχεία a,b.

1. Αν ισχύει ότι : a2 = b2 = (a ·b)2 = e, να ϐρεθεί η τάξη της οµάδας G.

Με ποια γνωστή οµάδα είναι τότε ισόµορφη η G;

2. Αν ισχύει ότι : a3 = b2 = (a ·b)3 = e, να ϐρεθεί η τάξη της οµάδας G.

3. Αν ισχύει ότι : a ·b2 = b3 ·a και b ·a3 = a2 ·b, να ϐρεθεί η τάξη της οµάδας G.
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΄Ασκηση 3.9.5. ΄Εστω (U(Zn), ·) η πολλαπλασιαστική οµάδα των αντιστρέψιµων κλάσεων υπολοίπων mod n.
Να εξεταστεί αν η (U(Zn) είναι κυκλική, όταν : n = 8,12,14,17.

΄Ασκηση 3.9.6. ΄Εστω G µια πεπερασµένη υποοµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδας (C∗, ·), αντίστοιχα της
πολλαπλασιαστικής οµάδας του κύκλου T= {

z ∈C | |z| = 1
}
. Να δειχθεί ότι η G είναι κυκλική.

΄Ασκηση 3.9.7. 1. ΄Εστω p και q πρώτοι αριθµοί, και έστω G µια κυκλική οµάδα τάξης pq. Να ϐρεθεί το
πλήθος των γεννητόρων της G, καθώς και το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της.

2. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός, και G µια κυκλική οµάδα τάξης pr , όπου r ≥ 1. Να ϐρεθεί το πλήθος των
γεννητόρων της G, καθώς και το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της.

΄Ασκηση 3.9.8. Θεωρούµε την οµάδα Q των τετρανίων του Hamilton, δηλαδή την υποοµάδα της GL(2,C) η
οποία αποτελείται από τους ακόλουθους πίνακες :

Q = {± I2, ±I , ±J , ±K
}

όπου :

I2 =
(
1 0
0 1

)
, I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
, K =

(
0 i
i 0

)
Να σχεδιαστεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της Q.

΄Ασκηση 3.9.9. Να σχεδιασθεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της εναλλάσσουσας οµάδας A4.

΄Ασκηση 3.9.10. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και υποθέτουµε ότι κάθε στοιχείο της έχει τάξη ≤ 2. Να δειχθεί ότι η
G είναι αβελιανή. Να δειχθεί επίσης ότι υπάρχουν µη αβελιανές οµάδες κάθε στοιχείο των οποίων έχει τάξη
≤ n, όπου n = 3,4.

΄Ασκηση 3.9.11. Να δειχθεί ότι κάθε πεπερασµένη οµάδα άρτιας τάξης περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο
τάξης 2.

΄Ασκηση 3.9.12. ΄Εστω G = {
g1 = e, g2, · · · , gn

}
µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα.

1. Να δειχθεί ότι : (g1g2 · · ·gn)2 = e.

2. Να δειχθεί µε δύο τρόπους ότι, ∀g ∈G: g n = e.

3. Ποια επιπροσθετη πληροφορία αποκτούµε αν η τάξη της G είναι περιττός αριθµός ;

΄Ασκηση 3.9.13. ΄Εστω (G , ·) µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα, G = {
g1, g2, · · · , gn

}
.

1. Να δειχθεί ότι αν η G περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο x τάξης 2, τότε : x = g1g2 · · ·gn .

2. Να δειχθεί ότι αν η G περιέχει περισσότερα από ένα στοιχεία τάξης 2, τότε : g1g2 · · ·gn = e.

΄Ασκηση 3.9.14. Να δειχθεί ότι κάθε οµάδα τάξης pn , όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός, περιέχει ένα
στοιχείο, και άρα µια (κυκλική) υποοµάδα, τάξης p.

΄Ασκηση 3.9.15. ΄Εστω (G , ·) µια πεπερασµένη οµάδα. Αν κάθε µη ταυτοτικό στοιχείο της G έχει τάξη 2, να
δειχθεί ότι η τάξη της G είναι δύναµη του 2.24

24Παράδειγµα τέτοιας οµάδας, αποτελεί η οµάδα ευθύ γινόµενο Z2 ×Z2 ×·· ·×Z2 (n-παράγοντες).
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΄Ασκηση 3.9.16. Να δειχθεί ότι κάθε πεπερασµένη οµάδα G µε τάξη o(G) ≤ 5 είναι αβελιανή.

΄Ασκηση 3.9.17. ∆είξτε ότι υπάρχουν ακριβώς δύο µη ισόµορφες οµάδες τάξης 4 ή 6.

΄Ασκηση 3.9.18. Να σχεδιαστεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων µιας οµάδας G µε τάξη |G| ≤ 7.

΄Ασκηση 3.9.19. Να εξεταστεί ποιες από τις οµάδες U(Zn), όπου 1 ≤ n ≤ 15 είναι κυκλικές. Σε περίπτωση
κατά την οποία η οµάδα U(Zn) είναι κυκλική να ϐρεθούν όλοι οι γεννήτορές της.

΄Ασκηση 3.9.20. ΄Εστω (Gi , ·), 1 ≤ i ≤ 3, τρεις κυκλικές οµάδες τάξης 2. Να ϐρεθούν όλες οι υποοµάδες της
οµάδας ευθύ γινόµενο G =G1 ×G2 ×G3.

΄Ασκηση 3.9.21. 1. Να δειχθεί ότι η οµάδα (Q,+) των ϱητών αριθµών εφοδιασµένη µε τη συνήθη πράξη
της πρόσθεσης ϱητών αριθµών δεν είναι κυκλική οµάδα.

2. Να δειχθεί ότι η οµάδα των πραγµατικών αριθµών (R,+) εφοδιασµένη µε τη συνήθη πράξη της πρόσθεσης
πραγµατικών αριθµών δεν είναι κυκλική οµάδα.

΄Ασκηση 3.9.22. ΄Εστω n ≥ 2 ένας σταθερός ϕυσικός αριθµός και (G , ·) η οµάδα ευθύ γινόµενο
∏

k∈NGk =
G1×G2×·· · , όπου Gk είναι η προσθετική οµάδα (Zn ,+), ∀k ∈N. Να δειχθεί ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο G είναι
άπειρη, αλλά κάθε στοιχείο της έχει πεπερασµένη τάξη ≤ n. Γενικότερα να δειχθεί ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο∏

k∈NGk , όπου Gk = G, ∀k ∈ N, είναι µια οµάδα πεπερασµένης τάξης, είναι µια άπειρη οµάδα κάθε στοιχείο
της οποίας έχει πεπερασµένη τάξη ≤ o(G).

΄Ασκηση 3.9.23. Να δειχθεί ότι µια οµάδα η οποία έχει πεπερασµένο πλήθος υποοµάδων είναι πεπερασµένη
οµάδα.

΄Ασκηση 3.9.24. Να δειχθούν τα ακόλουθα:

1. Κάθε πεπερασµένη οµάδα είναι οµάδα στρέψης.

2. Κάθε άπειρη κυκλική οµάδα είναι οµάδα ελεύθερης στρέψης.

3. Να δοθεί παράδειγµα µεικτής οµάδας.

4. Υπάρχουν οµάδες στρέψης µε άπειρη τάξη.

5. Κάθε οµάδα η οποία ικανοποιεί την συνθήκη ϕθίνουσας αλυσίδας25 είναι οµάδα στρέψης.

΄Ασκηση 3.9.25. Να ϐρεθεί η τάξη των ακόλουθων στοιχείων :

x = (
(123), [5]12, [14]20,

−1+ i
p

3

2

) ∈ S3 ×Z12 ×Z20 ×C∗

y =
((

0 1
−1 0

)
, (12 · · · p)

)
∈ GL(2,R)×Sp

όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός 6= 2.

25Υπενθυµίζουµε ότι µια οµάδα G ικανοποιεί τη συνθήκη ϕθίνουσας αλυσίδας αν, για κάθε ϕθίνουσα ακολουθία

· · · ≤ Hn+1 ≤ Hn ≤ ·· · ≤ H2 ≤ H1

υποοµάδων της G, υπάρχει k ≥ 1 έτσι ώστε : Hk = Hk+r , ∀r ≥ 1.
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΄Ασκηση 3.9.26. ΄Εστω (G , ·) µια αβελιανή οµάδα. ∆είξτε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ∈N το υποσύνολο

Gn = {
x ∈G | o(x) | n

}
είναι µια υποοµάδα της G. Ισχύει το συµπέρασµα αν η οµάδα G δεν είναι απαραίτητα αβελιανή ;

΄Ασκηση 3.9.27. ΄Εστω (G , ·) µια πεπερασµένη οµάδα και H µια υποοµάδα της G.

1. Να δειχθεί ότι για κάθε x ∈G, υπάρχει ϑετικός ακέραιος k έτσι ώστε : xk ∈ H .

2. Αν x ∈G και mx είναι ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος k έτσι ώστε xk ∈ H , να δειχθεί ότι mx | o(x).

΄Ασκηση 3.9.28. ΄Εστω G = 〈a〉 µια άπειρη κυκλική οµάδα. Τότε :

1.
〈an〉 · 〈am〉 = 〈a(m,n)〉

2.
〈an〉 ⋂ 〈am〉 = 〈a[n,m]〉

Να εξεταστεί αν ισχύουν οι παραπάνω σχέσεις, όταν η κυκλική οµάδα G είναι πεπερασµένη.

΄Ασκηση 3.9.29. Για κάθε ϕυσικό αριθµό n, έστω η οµάδα Un των n-οστών ϱιζών της µονάδας, ϑεωρούµενη
ως υποοµάδα της οµάδας T του κύκλου. Αν n 6= m, να περιγράψετε τις υποοµάδες Un ∩Um και Un ·Um .

΄Ασκηση 3.9.30. Αν n,m, είναι ϕυσικοί αριθµοί, να περιγραφούν οι υποοµάδες nZ∩mZ και nZ+mZ της
προσθετικής οµάδας (Z,+).

΄Ασκηση 3.9.31. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα η οποία διαθέτει ακριβώς ένα στοιχείο a µε τάξη 2. Να δειχθεί ότι το
a ανήκει στο κέντρο Z(G) της G.

΄Ασκηση 3.9.32. Βρείτε όλα τα σύµπλοκα (πλευρικές κλάσεις) της υποοµάδας H ≤ G της οµάδας G στις
ακόλουθες περιπτώσεις : (α) H = 6Z≤Z=G, (β) H = 8Z≤ 4Z=G, (γ) H = 〈[14]36〉 ≤Z36 =G.

΄Ασκηση 3.9.33. Να ϐρεθούν όλα τα αριστερά σύµπλοκα της υποοµάδας H στην οµάδα G στις ακόλουθες
περιπτώσεις, όπου T είναι η οµάδα του κύκλου {z ∈ Z | |z| = 1}, και R>0 η πολλαπλασιαστική οµάδα των
ϑετικών πραγµατικών αριθµών:

1. H =R και G = (C,+).

2. H =Z και G = (R,+).

3. H =T και G = (C∗, ·).

4. H =R>0 και G = (C∗, ·).
5. H =Un και G = (C∗, ·).
6. H =Un και G = (T, ·).

΄Ασκηση 3.9.34. 1. Να ϐρεθούν οι πλευρικές κλάσεις (τα σύµπλοκα) της υποοµάδας 〈5〉 = 5Z στην οµάδα
(Z,+).

2. Να ϐρεθούν οι πλευρικές κλάσεις (τα σύµπλοκα) της υποοµάδας 〈9〉 = 9Z στην οµάδα (Z,+) και της
〈9〉 = 9Z στην (υπο)οµάδα 〈3〉 = 3Z της (Z,+).

3. Να ϐρεθούν οι πλευρικές κλάσεις (τα σύµπλοκα) της υποοµάδας 〈[6]12〉 στην οµάδα (Z12,+) και της
〈[6]12〉 στην (υπο)οµάδα 〈[2]12〉 της (Z12,+).
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΄Ασκηση 3.9.35. Θεωρούµε τις ακόλουθες (κυκλικές) υποοµάδες της S3:

H =
〈(

1 2 3
1 3 2

)〉
και K =

〈(
1 2 3
2 3 1

)〉
Να ϐρεθούν οι δεξιές και αριστερές πλευρικές κλάσεις των υποοµάδων H , K στην S3.

΄Ασκηση 3.9.36. Θεωρούµε τη διεδρική οµάδα (D4, ·) των συµµετριών του τετραγώνου, και έστω τ µια συµµε-
τρία του τετραγώνου η οποία προκύπτει από ανάκλαση ως προς άξονα συµµετρίας που κείται επί του επιπέδου
του τετραγώνου. Να ϐρεθούν τα αριστερά και δεξιά σύµπλοκα της υποοµάδας 〈τ〉 στην D4.

΄Ασκηση 3.9.37. ΄Εστω G µια οµάδα και X ένα µη κενό υποσύνολο της G. Να εξεταστεί αν το X µπορεί να
είναι ταυτόχρονα δεξιό σύµπλοκο δύο διακεκριµένων υποοµάδων της G.

΄Ασκηση 3.9.38. ΄Εστω η συµµετρική οµάδα S4 και

H = {
σ ∈ S4 | σ(3) = 3

}
και K = {

σ ∈ S4 | σ(4) = 4
}

Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα H και K είναι υποοµάδες της S4 και ακολούθως να υπολογιστούν τα αριστερά
σύµπλοκα των K και H ∩K στην S4, καθώς και οι δείκτες [S4 : K ], [S4 : H ∩K ] και [K : H ∩K ].

΄Ασκηση 3.9.39. Να ϐρεθεί ο δείκτης [Sn : H ], όπου

H = {
σ ∈ Sn | σ(n) = n

}
΄Ασκηση 3.9.40. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα και ότι H ≤G είναι µια υποοµάδα της.

1. Να δοθεί παράδειγµα οµάδας (G , ·) και υποοµάδας H της G, έτσι ώστε a ∈G και aH 6= H a.

2. Να δειχθεί ότι, αν µια οµάδα (G , ·) είναι αβελιανή, τότε για κάθε a ∈G ισχύει : aH = H a. Να εξεταστεί
αν ισχύει το αντίστροφο.

΄Ασκηση 3.9.41. 1. Βρείτε τον δείκτη [G : H ] της υποοµάδας H ≤G στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(α) H = nZ και G =Z.

(β) H = {(x, y) ∈R×R | x = y} και G =R×R.
2. Βρείτε µια υποοµάδα H της πολλαπλασιαστικής οµάδας (R∗, ·) έτσι ώστε : [R∗ : H ] = 2.

΄Ασκηση 3.9.42. ΄Εστω H µια γνήσια υποοµάδα της προσθετικής οµάδας (Q,+). Να εξεταστεί αν [Q : H ] <∞.

΄Εστω P (x1, x2, · · · , xn) ένα πολυώνυµο n-µεταβλητών µε πραγµατικούς συντελεστές, και έστω το ακόλουθο
σύνολο µεταθέσεων

S(P ) = {
σ ∈ Sn | P (xσ(1), xσ(2), · · · , xσ(n)) = P (x1, x2, · · · , xn)

}

΄Ασκηση 3.9.43. Με τους παραπάνω συµβολισµούς, να δειχθεί ότι για κάθε πολυώνυµο n-µεταβλητών
P (x1, x2, · · · , xn), το υποσύνολο S(P ) είναι µια υποοµάδα της συµµετρικής οµάδας Sn .

΄Ασκηση 3.9.44. 1. Αν P (x1, x2, x3) = x2
1+x1x2x3+x2

3 , να ϐρεθεί η υποοµάδα S(P ), ο δείκτης της S(P ) στην
S3, και να περιγραφούν τα αριστερά σύµπλοκα της S(P ) στην S3.
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2. Αν P (x1, x2, x3, x4) = x1x2 + x3x4, να ϐρεθεί η υποοµάδα S(P ), ο δείκτης της S(P ) στην S4, και να περι-
γραφούν τα αριστερά σύµπλοκα της S(P ) στην S4.

΄Ασκηση 3.9.45. ΄ΕστωGL(2,R) η οµάδα των αντιστρέψιµων 2×2 πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς,
και ϑεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολά της :26

G = {
Xa,b ∈M2(R) | a,b ∈R & a 6= 0

}
και H = {

X1,b ∈M2(R) | b ∈R}
όπου

Xa,b =
(

a b
0 1

)
1. ∆είξτε ότι : H ≤ G ≤ GL(2,R).

2. ∆είξτε ότι : ∀A ∈G: A ·H = H · A.

3. Περιγράψτε το σύνολο πηλίκο G/H .

΄Ασκηση 3.9.46. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και H , K δύο πεπερασµένες υποοµάδες της G, έτσι ώστε (o(H),o(K )) =
1. Να δειχθεί ότι, αν η οµάδα G είναι αβελιανή, ή γενικότερα αν HK = K H , τότε το υποσύνολο HK είναι µια
υποοµάδα της G µε τάξη o(HK ) = o(H) ·o(K ).

΄Ασκηση 3.9.47. Να δειχθεί ότι µια οµάδα τάξης 30 µπορεί να περιέχει το πολύ 7 υποοµάδες τάξης 5.

΄Ασκηση 3.9.48. ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα τάξης 2p, όπου p είναι ένας περιττός πρώτος. Να δειχθεί ότι η G
περιέχει µια υποοµάδα H µε δείκτη [G : H ] = 2.

΄Ασκηση 3.9.49. ΄Εστω H και K δύο υποοµάδες µιας οµάδας (G , ·), και υποθέτουµε ότι K ⊆ H ⊆G. Να δείξετε
ότι ο δείκτης [G : K ] της K στην G είναι πεπερασµένος αν και µόνο αν οι δείκτες [G : H ] της H στην G και [H : K ]
της K στην H είναι πεπερασµένοι, και τότε ισχύει ότι :

[G : K ] = [G : H ] · [H : K ]

΄Ασκηση 3.9.50. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα και H και K είναι δύο υποοοµάδες της G.

1. Να δειχθεί ότι, αν [G : K ] <∞, τότε [H : H
⋂

K ] <∞ και [H : H
⋂

K ] ≤ [G : K ].

2. Να δειχθεί ότι, αν [G : K ] <∞, τότε [H : H
⋂

K ] = [G : K ] αν και µόνο αν G = HK .

3. Να δειχθεί ότι, αν [G : K ] <∞ και [G : H ] <∞, τότε [G : H
⋂

K ] ≤ [G : H ] · [G : K ] και η ισότητα ισχύει αν
και µόνο αν G = HK .

΄Ασκηση 3.9.51. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα και H και K είναι δύο υποοοµάδες της G. Υποθέτουµε ότι
[G : K ] <∞ και [G : H ] <∞. Αν

(
[G : K ], [G : H ]

)= 1, να δειχθεί ότι G = HK .

΄Ασκηση 3.9.52. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια οµάδα και H και K είναι δύο κανονικές υποοοµάδες της G.
Υποθέτουµε ότι [G : K ] < ∞, [G : H ] < ∞ και H

⋂
K = {

e
}
. Να δειχθεί η οµάδα G είναι το (εσωτερικό) ευθύ

γινόµενο των υποοµάδων H και K αν και µόνο αν |G| = [G : H ] · [G : K ].

26Η οµάδα G καλείται η οµοπαραλληλική οµάδα των 2×2 αντιστρέψιµων πινάκων υπεράνω του R.
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΄Ασκηση 3.9.53. ΄Εστω G =G1×G2 η οµάδα ευθύ γινόµενο των πεπερασµένων οµάδων G1 καί G2. Να δείχθεί
ότι η οµάδα G είναι κυκλική αν και µόνο αν οι οµάδες G1 και G2 είναι κυκλικές και (|G1|, |G2|) = 1.

Να εξετάσετε αν το παραπάνω συµπέρασµα ισχύει για την οµάδα ευθυ γινόµενο G =∏n
k=1 Gk πεπερασµένων

οµάδων Gk , 1 ≤ k ≤ n, όπου n ≥ 3.

΄Ασκηση 3.9.54. Σύµφωνα µε την παραπάνω ΄Ασκηση 3.9.53, αν G1 και G2 είναι πεπερασµένες κυκλικές
οµάδες, τότε η οµάδα ευθύ γινόµενο G1×G2 είναι κυκλική αν και µόνο αν (|G1|, |G2|) = 1. Να δειχθεί γενικότερα
ότι : η οµάδα ευθύ γινόµενο G1 ×G2, όπου οι G1, G2 είναι τυχούσες οµάδες, είναι κυκλική αν και µόνο αν :

1. είτε οι οµάδες G1 και G2 είναι πεπερασµένες και (|G1|, |G2|) = 1,

2. είτε µία εκ των οµάδων G1, G2 είναι η τετριµµένη οµάδα.

Ιδιαίτερα το ευθύ γινόµενο δύο άπειρων κυκλικών οµάδων δεν είναι ποτέ κυκλική οµάδα.

΄Ασκηση 3.9.55. Μια οµάδα (G , ·) καλείται µονοσειραϊκή (uniserial) αν ικανοποιεί την παρακάτω ιδιότητα :27

αν H ≤G & K ≤G είναι τυχούσες υποοµάδες της G, τότε : είτε H ⊆ K είτε K ⊆ H

Να δειχθεί ότι οι µονοσειραϊκές οµάδες είναι ακριβώς οι πεπερασµένες κυκλικές οµάδες µε τάξη δύναµη ενός
πρώτου αριθµού.

΄Ασκηση 3.9.56. 1. Να δειχθεί ότι υπάρχει στοιχείο [a]41 ∈U(Z41) έτσι ώστε : [a]2
41 = [−1]41.

2. Αν p είναι ένας πρώτος αριθµός της µορφής 4n+3, να δειχθεί ότι δεν υπάρχει στοιχείο [a]p ∈U(Zp ) έτσι
ώστε [a]2

p = [−1]p .

΄Ασκηση 3.9.57. Να εξεταστεί αν οι προσθετικές οµάδες (R,+) και (C,+) περιέχουν γνήσια υποοµάδα µε
πεπερασµένο δείκτη.

΄Ασκηση 3.9.58. ΄Εστω η οµάδα ευθύ γινόµενο G = ∏n
k=1 Gk των οµάδων (Gk , ·), 1 ≤ k ≤ n. Να δειχθεί ότι

η οµάδα G είναι οµάδα ελεύθερης στρέψης αν και µόνο αν η οµάδα Gk είναι οµάδα ελεύθερης στρέψης, για
κάθε k = 1,2, · · · ,n.

΄Ασκηση 3.9.59. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός.

1. Να δείξετε ότι, ∀n ≥ 0, η οµάδα Upn των pn-οστών ϱιζών της µονάδας, είναι υποοµάδα της p-οστής
οµάδας Prüfer Z(p∞),28 και ισχύει :

Up0 ⊆ Up1 ⊆ Up2 ⊆ ·· · ⊆ Upn ⊆ Upn+1 ⊆ ·· ·
2. Να δειχθεί ότι :

Z(p∞) = ⋃
n≥0

Upn

3. Να δειχθεί ότι κάθε πεπερασµένη υποοµάδα της p-οστής οµάδας Prüfer Z(p∞) είναι κυκλική.

4. Είναι η οµάδα Z(p∞) κυκλική ;

΄Ασκηση 3.9.60. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός και έστω

Qp =
{

m

pn ∈Q | m,n ∈Z
}

1. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο Qp είναι υποοµάδα της προσθετικής οµάδας (Q,+).

2. Να δειχθεί ότι η οµάδα Qp περιέχει την οµάδα των ακεραίων Z ως υποοµάδα και το σύνολο πηλίκο Qp /Z
είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µε την p-οστή οµάδα Prüfer Z(p∞).

27 ΄Ενα µερικώς διατεταγµένο σύνολο (X ,4) καλείται ολικώς διατεταγµένο ή αλυσίδα, αν : ∀x, y ∈ X : είτε x 4 y είτε y 4 x. ΄Ετσι µια
οµάδα (G , ·) είναι µονοσειραϊκή αν και µόνο αν το µερικώς διατεταγµενο σύνολο (Sub(G),≤) των υποοµάδων της G, όπου «≤» είναι η
σχέση υποοµάδας, είναι ολικώς διατεταγµένο.
28Υπενθυµίζουµε ότι : Z(p∞) = {

z ∈C | zpn = 1, για κάποιο n ∈Z+} ⊆ T, όπου T είναι η οµάδα του κύκλου.



Κεφάλαιο 4

Η ∆οµή των Κυκλικών Οµάδων

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε την κλάση των κυκλικών οµάδων, η οποία είναι η απλούστερη µη
τετριµµένη κλάση οµάδων. Ιδιαίτερα ϑα ταξινοµήσουµε τις κυκλικές οµάδες σε κλάσεις ισοµορφίας, ϑα
περιγράψουµε τις υποοµάδες τους, καθώς και τα επαγόµενα διαγράµµατα Hasse, και τέλος ϑα αποδείξουµε
διάφορους χαρακτηρισµούς κυκλικών οµάδων οι οποίοι είναι χρήσιµοι σε άλλες περιοχές των Μαθηµατικών.
Στο Κεφάλαιο 6 ϑα περιγράψουµε όλους τους οµοµορφισµούς µεταξύ κυκλικών οµάδων.

4.1 Ταξινόµηση Κυκλικών Οµάδων και των Υποοµάδων τους

Στην παρούσα ενότητα ϑα ταξινοµήσουµε τις κυκλικές οµάδες, τις υποοµάδες τους, και τους γεννήτορές
τους. Οι ταξινοµήσεις αυτές ϑα ϐασιστούν στην αριθµητική των ϑετικών ακεραίων αριθµών.

Απο τώρα και στο εξής σταθεροποιούµε µια κυκλική οµάδα

G = 〈
a
〉

µε γεννήτορα το στοιχείο a ∈G.
Το ακόλουθο αποτέλεσµα δείχνει ότι οι κυκλικές οµάδες συµπεριφέρονται καλά ως προς τις υποοµάδες.

Θεώρηµα 4.1.1. Κάθε υποοµάδα µιας κυκλικής οµάδας είναι κυκλική οµάδα.

Απόδειξη. ΄Εστω όπως παραπάνω ότι G = 〈a〉 είναι µια κυκλική οµάδα, και έστω H ≤ G µια υποοµάδα της
G.

• Αν H = {e}, τότε προφανώς H = 〈e〉 και η H είναι κυκλική.
• ΄Εστω H 6= {e}, και εποµένως υπάρχει g ∈ H \ {e}. Θα έχουµε g = ak για κάποιο k ∈ Z. Τότε k 6= 0

διότι διαφορετικά g = a0 = e, το οποίο είναι άτοπο. Αν k < 0, τότε, επειδή η H είναι υποοµάδα ϑα έχουµε
ότι g−1 = (ak )−1 = a−k ∈ H και −k > 0. Εποµένως η υποοµάδα H περιέχει ϑετικές δυνάµεις ak , k > 0, του
γεννήτορα a της G. Αυτό σηµαίνει ότι το σύνολο ϕυσικών αριθµών

{k ∈N | ak ∈ H }

είναι µη κενό και εποµένως από την Αρχή Καλής ∆ιάταξης έχει ελάχιστο στοιχείο. ΄Εστω n = min
{
k ∈N | ak ∈

H
}

το ελάχιστο στοιχείο του παραπάνω συνόλου, δηλαδή n είναι ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος µε την
ιδιότητα an ∈ H . Θα δείξουµε ότι :

H = 〈
an〉

Επειδή an ∈ H και η H είναι υποοµάδα, έπεται ότι 〈an〉 ⊆ H . ΄Εστω h ∈ H . Τότε h = am , για κάποιο m ∈Z.
Από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση ϑα έχουµε τότε :

m = nq + r, 0 ≤ r < n

222
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και εποµένως :
am = anq+r = anq ar = (an)q ar =⇒ ar = (an)−q am

Επειδή εκ κατασκευής an ∈ H , ϑα έχουµε (an)−q ∈ H . Επιπλέον, επειδή am ∈ H , ϑα έχουµε ar = (an)−q am ∈
H διότι η H είναι υποοµάδα. Επειδή n είναι ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος µε την ιδιότητα g n ∈ H , και
επειδή ar ∈ H , όπου 0 ≤ r < n, έπεται ότι αναγκαστικά: r = 0. Εποµένως

h = am = anq = (an)q ∈ 〈an〉

Συµπεραίνουµε ότι H ⊆ 〈an〉. ΄Αρα H = 〈an〉 και εποµένως η H είναι κυκλική. ■

4.1.1 Υποοµάδες και Γεννήτορες ΄Απειρων Κυκλικών Οµάδων

Στην παρούσα υποενότητα υποθέτουµε ότι η κυκλική οµάδα G = 〈a〉 είναι άπειρης τάξης, ή ισοδύναµα ο
γεννήτορας a έχει άπειρη τάξη: o(a) =∞. Τότε :

G = 〈
a
〉= { · · · , a−n , · · · a−2, a−1, a, a2, · · · , an , · · ·}

Θεώρηµα 4.1.2. ΄Εστω G µια άπειρη κυκλική οµάδα.

1. Η G έχει µόνο δύο γεννήτορες : αν a είναι ένας γεννήτορας, τότε ο µοναδικός διαφορετικός γεννήτορας
της G είναι ο a−1.

2. Αν G = 〈a〉, τότε οι υποοµάδες της G είναι οι ακόλουθες και µόνο αυτές :

H ≤ G ⇐⇒ H = 〈an〉, n ≥ 0

· · · , 〈an〉, 〈an−1〉, · · · , 〈a2〉, 〈a〉 =G , 〈a0〉 = {e}

3. Αν Hn = 〈an〉 και Hm = 〈am〉 είναι δύο υποοµάδες της G = 〈a〉, τότε :

Hn ⊆ Hm ⇐⇒ m | n και Hn = Hm ⇐⇒ m = n

Απόδειξη. 1. ΄Εστω a ένας γεννήτορας της G, δηλαδή G = 〈a〉. Αν b είναι ένας άλλος γεννήτορας της G,
δηλαδή G = 〈b〉, τότε ϑα έχουµε b = ak για κάποιο n ∈Z, και τότε :

〈a〉 = 〈an〉

΄Αρα a ∈ 〈an〉 και εποµένως a = (an)k = ank για κάποιο k ∈Z. Τότε όµως ϑα έχουµε:

a = ank =⇒ aa−nk = e =⇒ a1−nk = e =⇒ 1−nk = 0

διότι το ατοιχείο a έχει άπειρη τάξη. ΄Ετσι 1 = nk. Επειδή όµως n,k ∈ Z, ϑα έχουµε ότι είτε n = k = 1, ή
n = k =−1. Στην πρώτη περίπτωση b = an = a και στην δεύτερη περίπτωση b = an = a−1.

2. ΄Εστω H ≤ G µια υποοµάδα της G. Από το Θεώρηµα 4.1.1 έπεται ότι η H είναι κυκλική και
εποµένως H = 〈an〉. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι n ≥ 0, διότι, αν n ≤ 0, τότε από το µέρος 1. έπεται ότι
H = 〈(an)−1〉 = 〈a−n〉 και −n ≥ 0. Εποµένως δείξαµε ότι η H είναι υποοµάδα της G αν και µόνο αν η H είναι
της µορφής H = 〈an〉, n ≥ 0, και έτσι µένει να δείξουµε ότι :

∀n,m ≥ 0, n 6= m =⇒ 〈an〉 6= 〈am〉

Υποθέτουµε ότι η παραπάνω συνεπαγωγή δεν είναι αληθής και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Θα έχουµε:

〈an〉 = 〈am〉 =⇒ an ∈ 〈am〉 και am ∈ 〈an〉 =⇒ ∃ k, l ∈Z : an = amk και am = anl =⇒

=⇒ an−mk = e = am−nl
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Επειδή ο γεννήτορας a της G έχει άπειρη τάξη, έπεται ότι :

n −mk = 0 = m −nl =⇒ n = mk και m = nl =⇒ n | m και m | n =⇒ n = m

΄Αρα οι διακεκριµένες υποοµάδες της G είναι οι εξής : Hn = 〈an〉, ∀n ≥ 0.
3. ΄Εστω Hn = 〈an〉 ⊆ Hm = 〈am〉. Τότε, όπως είδαµε και στο µέρος 2., ϑα έχουµε: an ∈ 〈am〉 και τότε

m | n. Αντίστροφα, αν m | n, τότε n = mk για κάποιο k ∈ Z και τότε an = amk = (am)k ∈ 〈am〉. Αυτό όµως
σηµαίνει ότι Hn = 〈an〉 ⊆ Hm = 〈am〉. Τέλος αν n,m ≥ 1, τότε Hn = Hm αν και µόνο αν n | m και m | n αν και
µόνο αν n = m. ■

Ως άµεση συνέπεια έχουµε την ακόλουθη ταξινόµηση των υποοµάδων και των γεννητόρων µιας άπειρης
κυκλικής οµάδας.

Πόρισµα 4.1.3. ΄Εστω G = 〈a〉 µια άπειρη κυκλική οµάδα. Τότε οι απεικόνισεις

Φ : N0 −→ {
Υποοµάδες της G

}
, Φ(n) = 〈an〉

Ψ :
{
1,−1

} −→ {
Γεννήτορες της G

}
, Ψ(k) = 〈an〉

είναι «1-1» και «επί». Επιπλέον : m | n ⇐⇒ Φ(n) ⊆ Φ(m).

Υπενθυµίζουµε ότι η τοµή H ∩K υποοµάδων H ,K µιας οµάδας (G , ·) είναι υποοµάδα, και το γινόµενο
HK των H , K είναι υποοµάδα, όταν η G είναι αβελιανή ή γενικότερα αν ισχύει : HK = K H . Στην περίπτωση
κατά την οποία η G είναι (άπειρη) κυκλική, άρα αβελιανή, και οι οµάδες H ∩K και HK ϑα είναι κυκλικές,
σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.1.

Η επόµενη Πρόταση δίνει ακριβείς πληροφορίες γι΄ αυτές τις κυκλικές υποοµάδες.

Πρόταση 4.1.4. ΄Εστω G = 〈a〉 µια άπειρη κυκλική οµάδα.

1.
〈an〉 · 〈am〉 = 〈a(m,n)〉

2.
〈an〉 ⋂ 〈am〉 = 〈a[n,m]〉

Απόδειξη. 1. ΄Εστω d = (m,n). Τότε

d | n =⇒ n = dk και d | m =⇒ n = dl , όπου k, l ∈ Z

και εποµένως :
an = adk = (ad )k ∈ 〈ad 〉 και am = adl = (ad )l ∈ 〈ad 〉

΄Αρα
an ∈ 〈ad 〉 3 am =⇒ 〈an〉 ⊆ 〈ad 〉 ⊇ 〈am〉

Επειδή η 〈ad 〉 είναι υποοµάδα, προφανώς ϑα έχουµε ότι

〈an〉 · 〈am〉 ⊆ 〈ad 〉 (∗)

Από την άλλη πλευρά, επειδή d = (m,n), έπεται ότι υπάρχουν ακέραιοι r, s ∈ Z, έτσι ώστε d = nr +ms.
Τότε :

ad = anr+ms = anr ams = (an)r (am)s ∈ 〈an〉 · 〈am〉
Αυτό όµως σηµαίνει ότι

〈ad 〉 ⊆ 〈an〉 · 〈am〉 (∗∗)

Από τις σχέσεις (∗) και (∗∗), ϑα έχουµε: 〈an〉 · 〈am〉 = 〈ad 〉.
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2. ΄Εστω δ= [m,n]. Τότε :

δ= mk = nl =⇒ aδ = anl = (an)l ∈ 〈an〉 και aδ = amk = (am)k ∈ 〈am〉
Εποµένως aδ ∈ 〈an〉∩〈am〉 το οποίο προφανώς σηµαίνει ότι :

〈aδ〉 ⊆ 〈an〉∩〈am〉 (†)

Αντίστροφα, έστω x ∈ 〈an〉∩〈am〉. Τότε x = (an)p και x = (am)q , όπου p, q ∈Z. Εποµένως, χρησιµοποιώ-
ντας ότι το στοιχείο a έχει άπειρη τάξη, ϑα έχουµε:

x = (an)p = (am)q =⇒ anp = amq =⇒ anp−mq = e =⇒ np = mq

Θέτοντας t := np = mq, ϑα έχουµε ότι : x ∈ 〈at 〉. Επιπλέον m | t και n | t . Τότε όµως δ | t , και εποµένως από
το Θεώρηµα 5.2 ϑα έχουµε:

x ∈ 〈at 〉 ⊆ 〈aδ〉
το οποίο σηµαίνει ότι :

〈an〉∩〈am〉 ⊆ 〈aδ〉 (††)

Από τις σχέσεις (†) και (††), ϑα έχουµε: 〈an〉∩〈am〉 = 〈aδ〉. ■

Παρατήρηση 4.1.5. Αν η κυκλική οµάδα G έχει δοθεί µε προσθετικό συµβολισµό, τότε το Θεώρηµα 4.1.2,
το Πόρισµα 4.1.3, και η Πρόταση 4.1.4 παίρνουν την ακόλουθη µορφή. ΄Εστω (G ,+) µια άπειρη προσθετική
κυκλική οµάδα.

1. Η G έχει µόνο δύο γεννήτορες : αν a είναι ένας γεννήτορας, τότε ο µοναδικός διαφορετικός γεννήτορας
της G είναι ο −a.

2. Αν G = 〈a〉, τότε οι υποοµάδες της G είναι οι ακόλουθες και µόνο αυτές :

H ≤ G ⇐⇒ H = 〈na〉, n ≥ 0

· · · , 〈na〉, 〈(n −1)a〉, · · · , 〈2a〉, 〈a〉 =G , 〈0a〉 = {0}

3. Αν Hn = 〈na〉 και Hm = 〈ma〉 είναι δύο υποοµάδες της G = 〈a〉, τότε :
Hn ⊆ Hm ⇐⇒ m | n & Hn = Hm ⇐⇒ m = n

4.
〈na〉 + 〈ma〉 = 〈(n,m)a〉

5.
〈na〉 ⋂ 〈ma〉 = 〈[n,m]a〉 N

Συνοψίζουµε τα παραπάνω αποτελέσµατα εφαρµοσµένα στην άπειρη κυκλική (προσθετική) οµάδα (Z,+).

Παράδειγµα 4.1.6. Θεωρούµε την άπειρη κυκλική οµάδα (Z,+). ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα στο Θεώρηµα
4.1.21, κάθε άλλη άπειρη κυκλική οµάδα είναι ισόµορφη, δηλαδή δοµικά ίδια, µε την οµάδα (Z,+).

1. Οι µόνοι γεννήτορες της (Z,+) είναι το 1 και το −1.

2. Οι διακεκριµένες υποοµάδες της (Z,+) είναι οι εξής

nZ= {
nz ∈ Z | z ∈Z}

, ∀n ≥ 0

3.
nZ ≤ mZ ⇐⇒ m | n

4.
nZ

⋂
mZ= [n,m]Z και nZ+mZ= (n,m)Z

p
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4.1.2 Υποοµάδες και Γεννήτορες Πεπερασµένων Κυκλικών Οµάδων

Σκοπός µας είναι να αποδείξουµε ένα Θεώρηµα για πεπερασµένες κυκλικές οµάδες το οποίο να είναι
ανάλογο µε το Θεώρηµα 4.1.2 για άπειρες κυκλικές οµάδες. Για την διατύπωση και απόδειξη αυτού του
ανάλογου αποτελέσµατος, Θα χρειαστούµε µια σειρά από ϐοηθητικές προτάσεις.

Στην παρούσα υποενότητα υποθέτουµε ότι η κυκλική οµάδα G = 〈a〉 είναι πεπερασµένης τάξης : o(G) = n,
ή ισοδύναµα ο γεννήτορας a έχει πεπερασµένη τάξη o(a) = n. Τότε :

G = 〈
a
〉= {

e, a, a2, · · · , an−1}
Λήµµα 4.1.7. ΄Εστω H = 〈am〉 µια υποοµάδα της G = 〈a〉, όπου o(a) = n. Τότε :

H = 〈ad 〉, όπου d = (n,m) και o(H) = o(am) = n

d

Απόδειξη. Επειδή d = (n,m), ϑα έχουµε m = dk και τότε :

am = adk = (ad )k ∈ 〈ad 〉 =⇒ 〈am〉 ⊆ 〈ad 〉

Επίσης, επειδή d = (n,m), ϑα έχουµε d = nx +my για κάποια x, y ∈Z. Τότε, επειδή o(a) = n:

ad = anx+my = anx amy = (an)x (am)y = ex (am)y = (am)y ∈ 〈am〉 =⇒ ad ∈ 〈am〉 =⇒ 〈ad 〉 ⊆ 〈am〉

Από τις παραπάνω σχέσεις ϐλέπουµε ότι 〈am〉 = 〈ad 〉. Τέλος, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 3.2.2, ϑα
έχουµε:

o(H) = o(〈am〉) = o(am) = o(a)

(o(a),m)
= n

(n,m)
= n

d
■

Λήµµα 4.1.8. ΄Εστω G = 〈a〉, όπου o(a) = n, και r, s ≥ 1. Τότε :

〈ar 〉 = 〈as〉 ⇐⇒ (n,r ) = (n, s)

Απόδειξη. «=⇒» Θα έχουµε:

〈ar 〉 = 〈as〉 =⇒ o(ar ) = o(as ) ⇐⇒ o(a)

(o(a),r )
= o(a)

(o(a), s)
⇐⇒ n

(n,r )
= n

(n, s)
⇐⇒ (n,r ) = (n, s)

«⇐=» Θα έχουµε όπως και παραπάνω: (n,r ) = (n, s) =⇒ o(ar ) = o(as ). ΄Οµως, χρησιµοποιώντας το
Λήµµα 4.1.7, και την υπόθεση (n,r ) = (n, s), ϑα έχουµε:

〈ar 〉 = 〈a(n,r )〉 και 〈as〉 = 〈a(n,s)〉 =⇒ 〈ar 〉 = 〈as〉 ■

Λήµµα 4.1.9. ΄Εστω G = 〈a〉, όπου o(a) = n. Το στοιχείο am είναι γεννήτορας της G αν και µόνο αν (m,n) = 1:

〈a〉 = 〈am〉 ⇐⇒ (n,m) = 1

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 4.1.8, ϑα έχουµε:

am είναι γεννήτορας της G ⇐⇒ 〈am〉 = 〈a〉 ⇐⇒ (n,m) = (n,1) ⇐⇒ (n,m) = 1 ■

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα το οποίο είναι ανάλογο του Θεωρήµατος 4.1.2.

Θεώρηµα 4.1.10. ΄Εστω G = 〈a〉 µια κυκλική οµάδα τάξης o(G) = o(a) = n. Τότε :

1.
Σύνολο γεννητόρων της G = {

am ∈G | (n,m) = 1
}

Πλήθος γεννητόρων της G = ϕ(n) = ∣∣{m ∈N | 1 ≤ m ≤ n και (n,m) = 1
}∣∣
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2. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(αʹ) m | n.

(ϐʹ) Υπάρχει υποοµάδα H ≤G έτσι ώστε : o(H) = m.

Αν m | n, τότε υπάρχει µοναδική υποοµάδα της G µε τάξη m η οποία είναι η εξής :

Hm = 〈a
n
m 〉

3. ΄Εστω m,k δύο διαιρέτες της τάξης n της G, και έστω Hm και Hk οι µοναδικές υποοµάδες της G µε τάξεις
m και k αντίστοιχα. Τότε :

Hm ⊆ Hk ⇐⇒ m | k

Απόδειξη. 1. Προκύπτει άµεσα από το Λήµµα 4.1.9.

2. Αν υπάρχει υποοµάδα H της G µε τάξη o(H) = m, τότε από το Θεώρηµα του Lagrange έπεται ότι
m | o(G) και άρα m | n.

Αντίστροφα, αν m | n, τότε ϑεωρούµε την υποοµάδα H = 〈a
n
m 〉 της G. Τότε, επειδή

o(a
n
m ) = n

(n, n
m )

= n
n
m

= m

έπεται ότι o(H) = m.

΄Εστω ότι m | n και έστω H1 και H2 υποοµάδες της G έτσι ώστε : o(H1) = m = o(H2). Από το Θεώρηµα
4.1.1 ϑα έχουµε

H1 = 〈ak1〉 και H2 = 〈ak2〉 όπου 1 ≤ k1,k2 ≤ n

Εποµένως

n

(n,k1)
= o(ak1 ) = o(H1) = m = o(H2) = o(ak2 ) = n

(n,k2)
=⇒ (n,k1) = (n,k2)

Τότε από το Λήµµα 4.1.8 έπεται ότι ϑα έχουµε H1 = 〈ak1〉 = 〈ak2〉 = H2. ΄Αρα, για κάθε διαιρέτη m | n,
υπάρχει µοναδική υποοµάδα της G µε τάξη m. Από το Λήµµα 4.1.7, η µοναδική υποοµάδα είναι η
Hm = 〈a

n
m 〉.

3. ΄Εστω m,k δύο διαιρέτες της τάξης n της G, και έστω Hm και Hk οι µοναδικές υποοµάδες της G µε
τάξεις m και k αντίστοιχα. Τότε από το µέρος 2. ϑα έχουµε:

Hm ⊆ Hk ⇐⇒ 〈a
n
m 〉 ≤ 〈a

n
k 〉 ⇐⇒ o(a

n
m ) | o(a

n
k ) ⇐⇒ m | k ■

Το ακόλουθο αποτέλεσµα είναι άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 4.1.10.

Πόρισµα 4.1.11. ΄Εστω G = 〈a〉 µια κυκλική οµάδα τάξης o(G) = o(a) = n. Οι απεικονίσεις

Φ : D(n) = {
d ≥ 1 | d | n

} −→ {
Υποοµάδες της G

}
, Φ(d) = 〈a

n
d 〉

Ψ :
{
k ∈N | 1 ≤ k ≤ n και (n,k) = 1

} −→ {
Γεννήτορες της G

}
, Ψ(k) = 〈ak〉

είναι «1-1» και «επί». Επιπλέον : o(Φ(d)) = d , και d1 | d2 ⇐⇒ Φ(d1) ⊆ Φ(d2).
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Πόρισµα 4.1.12 (∆ιαδικασία εύρεσης Υποοµάδων Πεπερασµένης Κυκλικής Οµάδας). ΄Εστω G = 〈a〉 µια κυκλική
οµάδα τάξης o(G) = o(a) = n.

Υπενθυµίζουµε ότι η αριθµητική συνάρτηση τ ορίζεται ως εξής :

τ : N −→ N, τ(n) = ∑
d |n

1 = πλήθος διαιρετών του n

• Υπολογίζουµε τους ϑετικούς διαιρέτες του n, έστω ότι αυτοί είναι οι εξής : d1,d2, · · · ,dτ(n).

• Για κάθε ϑετικό διαιρέτη di | n του n, ϑεωρούµε την κυκλική υποοµάδα Hi := 〈a
n

di 〉 η οποία παράγεται

από το στοιχείο a
n

di . Τότε η Hi είναι η µοναδική υποοµάδα τάξης di της G.

• Οι υποοµάδες H1, H2, · · · , Hτ(n) είναι όλες οι διακεκριµένες υποοµάδες της G:

∆ιαιρέτης του n Υποοµάδα της G Τάξη Υποοµάδας

d1 H1 = 〈a
n

d1 〉 d1

d2 H2 = 〈a
n

d2 〉 d2
...

...
...

dτ(n) Hτ(n) = 〈a
n

dτ(n) 〉 dτ(n)

• Ισχύει :
∀i , j = 1,2, · · · ,τ(n) : Hi ≤ H j ⇐⇒ di | d j

Παράδειγµα 4.1.13. Η κυκλική οµάδα (Z18,+) = 〈[1]〉 = {
[0], [1], [2], · · · , [17]

}
, όπου [k] = [k]18, 0 ≤ k ≤ 17.

• Οι διαιρέτες του 18 είναι : 1,2,3,6,9,18 και άρα τ(18) = 6. Εποµένως, ϑα έχουµε ακριβώς 6 υποοµάδες
H1, H2, H3, H4, H5, H6 στην Z18, ακριβώς µια για κάθε διαιρέτη του 18, µε τάξη αντίστοιχα: 1,2,3,6,9,18.
Αυτές οι υποοµάδες περιγράφονται στον ακόλουθο πίνακα:

∆ιαιρέτης του 18 Υποοµάδα της G Τάξη Υποοµάδας
1 H1 = 〈 18

1 [1]〉 = 〈18[1]〉 = 〈[18]〉 = 〈[0]〉 = {[0]} 1
2 H2 = 〈 18

2 [1]〉 = 〈9[1]〉 = 〈[9]〉 2
3 H3 = 〈 18

3 [1]〉 = 〈6[1]〉 = 〈[6]〉 3
6 H4 = 〈 18

6 〉 = 〈3[1]〉 = 〈[3]〉 6
9 H5 = 〈 18

9 [1]〉 = 〈2[1]〉 = 〈[2]〉 9
18 H6 = 〈 18

18 [1]〉 = 〈[1]〉 =Z18 18

Για παράδειγµα:
H6 = 〈[3]〉 = {

[3], [6], [9], [12], [15], [0]
}

• Οι αριθµοί k µε 1 ≤ k ≤ 18 και (18,k) = 1 είναι

ϕ(18) =ϕ(2 ·32) = 18(1− 1

2
)(1− 1

3
) = 18 · 1

2
· 2

3
= 6

Πραγµατικά: {
k ∈N | 1 ≤ k ≤ 18 και (18,k) = 1

}= {
1,5,7,11,13,17

}
Εποµένως οι γεννήτορες της Z18 είναι οι ακόλουθοι :

1[1] = [1], 5[1] = [5], 7[1] = [7], 11[1] = [11], 13[1] = [13], 17[1] = [17]

• Επειδή µεταξύ των διαιρετών d = 1,2,3,6,9,18 του 18 έχουµε τις ακόλουθες, εκτός από τις προφανείς
d | 18, σχέσεις διαιρετότητας :

2 | 6, 3 | 6, 3 | 9
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µεταξύ των υποοµάδων H1, H2, H3, H6, H9, H18 ϑα έχουµε τις ακόλουθες εγκλείσεις (εκτός από τις προφανείς
Hd ≤Z18 = H18 και H1 = {[0]} ≤ Hd ):

H2 ≤ H6, H3 ≤ H6, H3 ≤ H9

δηλαδή:
〈[9]〉 ≤ 〈[3]〉, 〈[6]〉 ≤ 〈[3]〉, 〈[6]〉 ≤ 〈[2]〉 p

Η εκτεθείσα ϑεωρία µάς επιτρέπει να σχεδιάσουµε το διάγραµµα Hasse κάθε κυκλικής οµάδας. Υπεν-
ϑυµίζουµε από την υποενότητα 2.4.3, ότι το διάγραµµα Hasse µιας οµάδας G είναι το διάγραµµα Hasse
του µερικώς διατεταγµένου συνόλου

(Sub(G),≤), όπου Sub(G) = {
H ≤G

}
είναι το σύνολο των υποοµάδων της G

εφοδιασµένο µε την σχέση: H1 ≤ H2 αν και µόνο αν η H1 είναι υποοµάδα της H2 ή ισοδύναµα H1 ⊆ H2

(δηλαδή στην περίπτωσή µας η σχέση ≤ περιορισµένη στο σύνολο Sub(G) συµπίπτει µε την σχέση ⊆ του
περιέχεσθαι).

Στη συνέχεια ϑα δούµε ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα διαγράµµατος Hasse µιας κυκλικής οµάδας.

Παράδειγµα 4.1.14 (Το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της (Z60,+)).

Το σύνολο των διαιρετών του 60 είναι
{
60,30,20,15,12,10,6,5,4,3,2,1

}
. ΄Ετσι υπάρχουν τ(60) = 12 διαιρέ-

τες d1,d2, · · · ,d12 του 60 και εποµένως υπάρχουν 12 υποοµάδες H1, H2, · · · , H12 της Z60.
Ο παρακάτω πίνακας δίνει για κάθε διαιρέτη di του 60 την αντίστοιχη κυκλική υποοµάδα Hi της Z60 µε

τον γεννήτορα της, και την τάξη της. Χάριν ευκολίας γράφουµε [k] = [k]60, ∀k ∈Z.

∆ιαιρέτης του 60 Υποοµάδα της G Τάξη Υποοµάδας
1 H1 = 〈 60

1 [1]〉 = 〈60[1]〉 = 〈[60]〉 = 〈[0]〉 = {[0]} 1
2 H2 = 〈 60

2 [1]〉 = 〈30[1]〉 = 〈[30]〉 2
3 H3 = 〈 60

3 [1]〉 = 〈20[1]〉 = 〈[20]〉 3
4 H4 = 〈 60

4 〉 = 〈15[1]〉 = 〈[15]〉 4
5 H5 = 〈 60

5 [1]〉 = 〈12[1]〉 = 〈[12]〉 5
6 H6 = 〈 60

6 [1]〉 = 〈10[1]〉 = 〈[10]〉 6
10 H7 = 〈 60

10 [1]〉 = 〈6[1]〉 = 〈[6]〉 10
12 H8 = 〈 60

12 [1]〉 = 〈5[1]〉 = 〈[5]〉 12
15 H9 = 〈 60

15 [1]〉 = 〈4[1]〉 = 〈[4]〉 15
20 H10 = 〈 60

20 [1]〉 = 〈3[1]〉 = 〈[3]〉 20
30 H11 = 〈 60

30 [1]〉 = 〈2[1]〉 = 〈[2]〉 30
60 H12 = 〈 60

60 [1]〉 = 〈[1]〉 =Z18 60

Λαµβάνοντας υπόψη τον παραπάνω πίνακα και τον ορισµό του διαγράµµατος Hasse όπως στην υποενό-
τητα 2.4.3, ϑα έχουµε:

Το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων τής (Z60,+)

〈[12]〉

〈[4]〉
〈[6]〉

〈[0]〉

〈[3]〉
〈[20]〉

〈[2]〉

〈[30]〉

〈[10]〉

〈[1]〉
〈[5]〉

〈[15]〉
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Η υποοµάδα 〈[2]〉 ≤Z60 η οποία είναι τάξης 30 περιέχει όλες τις υποοµάδες H τής Z60 µε τάξη διαιρέτη
του 30, δηλαδή περιέχει ακριβώς τις : 〈[2]〉, 〈[4]〉, 〈[10]〉, 〈[20]〉, 〈[6]〉, 〈[12]〉, 〈[30]〉 και 〈[0]〉.

Η υποοµάδα 〈[5]〉 ≤Z60 η οποία είναι τάξης 12 περιέχει όλες τις υποοµάδες H τής Z60 µε τάξη διαιρέτη
του 12, δηλαδή περιέχει ακριβώς τις : 〈[5]〉, 〈[10]〉, 〈[15]〉, 〈[20]〉, 〈[30]〉 και 〈[0]〉.

Η υποοµάδα 〈[3]〉 ≤Z60 η οποία είναι τάξης 20 περιέχει όλες τις υποοµάδες H τής Z60 µε τάξη διαιρέτη
του 20, δηλαδή περιέχει ακριβώς τις : 〈[3]〉, 〈[6]〉, 〈[15]〉, 〈[30]〉, 〈[12]〉 και 〈[0]〉.

Ανάλογες παρατηρήσεις ισχύουν και για τις υπόλοιπες υποοµάδες.
p

Το Θεώρηµα του Gauss

Υπενθυµίζουµε ότι, σύµφωνα µε το Πόρισµα 3.2.3, αν C = 〈x〉 είναι µια πεπερασµένη κυκλική οµάδα µε
γεννήτορα x και τάξη n, τότε το στοιχείο xk είναι επίσης γεννήτορας τής C αν και µόνο αν οι k και n είναι
σχετικά πρώτοι αριθµοί : (k,n) = 1. ΄Ετσι έχουµε

|Gen(C)| =φ(n)

όπου Gen(C) συµβολίζει το σύνολο των γεννητόρων τής C και φ είναι η συνάρτηση του Euler.
Το Θεώρηµα που ακολουθεί είναι ένα πολύ χρήσιµο αποτέλεσµα της στοιχειώδους Θεωρίας Αριθµών, το

οποίο αποδεικνύουµε µε µεθόδους της Θεωρίας Οµάδων.

Θεώρηµα 4.1.15 (Θεώρηµα του Gauss). 1 Αν n είναι ένας ϑετικός ακέραιος, τότε

n = ∑
d |n

φ(d).

Απόδειξη. Αν G είναι µια τυχούσα πεπερασµένη οµάδα, τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι η G είναι µια ξένη ένωση

G = ⋃
C∈Cyc(G)

Gen(C) (†)

όπου το C διατρέχει το σύνολο Cyc(G) όλων των κυκλικών υποοµάδων της G. Πράγµατι, κάθε στοιχείο x της G
παράγει µια κυκλική υποοµάδα της G, και άρα

⋃
C∈Cyc(G)Gen(C) =G. ΄Εστω C και D δύο κυκλικές υποοµά-

δες της G και έστω z ∈Gen(C)
⋂
Gen(D). Τότε C= 〈z〉 =D, και εποµένως αν C 6=D, τότε Gen(C)

⋂
Gen(D) =;.

΄Αρα η σχέση (†) περιγράφει µια ξένη ένωση µη κενών υποσυνόλων της G, και εποµένως :

|G| = ∣∣ ⋃
C∈Cyc(G)

Gen(C)
∣∣ = ∑

C∈Cyc(G)

|Gen(C)| = ∑
C∈Cyc(G)

φ(d), όπου d = |C|

Αν η οµάδα G είναι τάξης n, τότε ϑα έχουµε n = |G| = ∑
C∈Cyc(G)φ(d), όπου d = |C|. Αν η οµάδα G είναι

κυκλική τάξης n, τότε γνωρίζουµε ότι κάθε υποοµάδα της G είναι κυκλική και το πλήθος των υποοµάδων
της είναι όσοι και οι διαιρέτες της τάξης n της G. Ιδιαίτερα, επειδή για κάθε διαιρέτη d της τάξης n = |G|
της G υπάρχει µοναδική υποµάδα της G µε τάξη τον διαιρέτη, έπεται ότι στο παραπάνω άθροισµα n =∑
C∈Cyc(G)φ(d) µπορούµε να γράψουµε:

n = ∑
C∈Cyc(G)

φ(d) = ∑
d |n

φ(d) ■

1Carl Friedrich Gauss (30 Απριλίου 1777 - 23 Φεβρουαρίου 1855) [http://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_
Gauss]: Γερµανός µαθηµατικός, γνωστός και ως ο Πρίγκιπας των Μαθηµατικών. Θεωρείται από τους επιφανέστερους και επιδρα-
στικότερους µαθηµατικούς όλων των εποχών. Το έργο του αποτελεί ϑεµελιώδη συµβολή σε πολλές περιοχές των Μαθηµατικών αλλά
και άλλων επιστηµών. Αναφέρουµε ενδεικτικά: Θεωρία Αριθµών, ΄Αλγεβρα, ∆ιαφορική Γεωµετρία, Μαθηµατική Ανάλυση, Στατιστική,
Θεωρία Πινάκων, Γεωφυσική-Γεωδεσία, Οπτική κλπ.

http://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
http://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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4.1.3 Ευθέα Γινόµενα Κυκλικών Οµάδων

Υπενθυµίζουµε ότι, αν G και H είναι δύο οµάδες, τότε το ευθύ γινόµενο G×H των G και H είναι το σύνολο

G ×H = {
(g ,h) ∈G ×H | g ∈G και h ∈ H

}
το οποίο αποτελεί οµάδα όταν εφοδιαστεί µε την πράξη:

(g1,h1)(g2,h2) = (g1g2,h1h2)

Σηµειώνουµε ότι γράφοντας g1g2 υπονοούµε την πράξη της G και γράφοντας h1h2 υπονοούµε την πραξη
της H . Το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας G ×H είναι το Ϲεύγος (eG ,eH ), όπου eG είναι το ουδέτερο στοιχείο
της G και eH είναι το ουδέτερο στοιχείο της H . Τέλος, το αντίστροφο του στοιχείου (g ,h) ∈ G × H είναι το
στοιχείο (g−1,h−1), όπου g−1 είναι το αντίστροφο του στοιχείου g στην G και h−1 είναι το αντίστροφο του
στοιχείου h στην H . Συνήθως ϑα συµβολίζουµε µε το ίδιο σύµβολο e το ουδέτερο στοιχείο των δύο οµάδων
G και H .

Το παρακάτω χρήσιµο αποτέλεσµα χαρακτηρίζει ιδιαίτερα πότε το ευθύ γινόµενο κυκλικών οµάδων είναι
κυκλική οµάδα: το ευθύ γινόµενο δύο κυκλικών οµάδων είναι κυκλική οµάδα αν και µόνο αν είτε η µία
εκ των δύο είναι η τετριµµένη οµάδα ή και οι δύο οµάδες είναι πεπερασµένες µε τάξεις σχετικά πρώτους
αριθµούς.

Θεώρηµα 4.1.16. ΄Εστω G και H δύο κυκλικές οµάδες.

1. Αν µια εκ των G και H είναι η τετριµµένη οµάδα, τότε η οµάδα ευθύ γινόµενο G ×H είναι κυκλική.

2. Υποθέτουµε ότι οι κυκλικές οµάδες G και H είναι µη τετριµµένες.

(αʹ) Αν µια από τις G και H είναι άπειρη κυκλική, τότε η οµάδα ευθύ γινόµενο G × H δεν είναι ποτέ
κυκλική.

(ϐʹ) Αν G και H είναι πεπερασµένες κυκλικές, τότε η οµάδα ευθύ γινόµενο G ×H είναι κυκλική αν και
µόνο αν : (

o(G),o(H)
)= 1

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι οι οµάδες G και H είναι κυκλικές µε γεννήτορες τα στοιχεία a και b αντίστοιχα:

G = 〈a〉 = {
ak ∈G | k ∈Z}

και H = 〈b〉 = {
bl ∈ H | l ∈Z}

1. Υποθέτουµε ότι η κυκλική οµάδα H είναι τετριµµένη, δηλαδή b = eH : H = 〈eH 〉 = {
eH

}
. Τότε το

στοιχείο (a,eH ) είναι γεννήτορας της οµάδας G × H . Πράγµατι, αν (x, y) ∈ G × H , τότε y = eH και,
επειδή x ∈ G, ϑα έχουµε x = ak για κάποιον ακέραιο k. Τότε (a,eH )k = (ak ,ek

H ) = (ak ,eH ) = (x, y).
Εποµένως, πράγµατι G ×H = 〈(a,eH )〉 και άρα η οµάδα G ×H είναι κυκλική. Παρόµοια, αν η οµάδα
G είναι τετριµµένη, τότε η οµάδα G ×H είναι κυκλική µε γεννήτορα το στοιχείο (eG ,b).

2. Υποθέτουµε ότι καµία εκ των κυκλικών οµάδων G και H δεν είναι τετριµµένη.

(αʹ) ΄Εστω ότι η οµάδα G×H είναι κυκλική και έστω (x, y) ∈G×H ένας γεννήτοράς της : G×H = 〈(x, y)〉.
Τότε, επειδή x ∈G = 〈a〉 και y ∈ H = 〈b〉, ϑα έχουµε:

x = ak και y = bl , όπου k, l ∈ Z

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι η κυκλική οµάδα H είναι άπειρη, και τότε o(b) =∞.
Θεωρούµε το στοιχείο (a,eH ) ∈G = 〈(x, y)〉. Τότε υπάρχει ακέραιος i έτσι ώστε :

(a,eH ) = (x, y)i = (xi , y i ) = ((ak )i ,bl )i ) = (aki ,bl i ) =⇒ a = aki και eH = bl i

Επειδή το στοιχείο b έχει άπειρη τάξη, έπεται ότι l i = 0, και εποµένως, είτε l = 0 είτε i = 0.
Αν i = 0, τότε a = aki = a0 = eG , το οποίο είναι άτοπο, διότι η κυκλική οµάδα G δεν είναι η
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τετριµµένη. ΄Αρα l = 0 και τότε y = bl = b0 = eH . ΄Ετσι ο γεννήτορας (x, y) της G × H είναι
της µορφής (x,eH ) = (ak ,eH ). Θεωρούµε το στοιχείο (eG ,b) ∈ G × H = 〈(x,eH )〉. Τότε, υπάρχει
ακέραιος j έτσι ώστε :

(eG ,b) = (x,eH ) j = (x j ,e j
H ) = ((ak ) j ,eH ) = (ak j ,eH ) =⇒ eG = ak j και b = eH

Εποµένως H = 〈b〉 = 〈eH 〉 = {eH }, το οποίο είναι άτοπο, διότι η H δεν είναι τετριµµένη. ΄Ετσι,
σε κάθε περίπτωση καταλήγουµε σε άτοπο, και εποµένως η οµάδα G × H δεν είναι κυκλική.
Παρόµοια εργαζόµαστε, αν η κυκλική οµάδα G είναι άπειρη.

(ϐʹ) 2 Υποθέτουµε ότι οι κυκλικές οµάδες G και H είναι πεπερασµένες, και έστω:

o(G) = o(a) = n και o(H) = o(b) = m

«⇐=» Υποθέτουµε πρώτα ότι (n,m) = 1. Θα δείξουµε ότι το στοιχείο (a,b) είναι γεννήτορας της
G ×H . Επειδή η G ×H έχει τάξη |G ×H | = |G| · |H | = mn <∞, έπεται ότι το στοιχείο (a,b) ϑα έχει
πεπερασµένη τάξη, έστω o((a,b)) = r . Τότε από το Θεώρηµα του Lagrange ϑα έχουµε r | nm, και
επειδή (a,b)r = (e,e), ϑα έχουµε (ar ,br ) = (e,e). Τότε ar = e και br = e. Τότε όµως ϑα έχουµε και
o(a) | r και o(b) | r , δηλαδή: n | r και m | r . Τότε όµως [n,m] | r και επειδή (n,m) = 1, έπεται
ότι [n,m] = nm και άρα ϑα έχουµε nm | r . ΄Ετσι o((a,b)) = r = nm = o(G × H) και εποµένως η
κυκλική υποοµάδα της G ×H η οποία παράγεται από το στοιχείο (a,b) συµπίπτει µε την G ×H ,
δηλαδή: G ×H = 〈(a,b)〉 και άρα η G ×H είναι κυκλική.

«=⇒» Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η G × H είναι κυκλική και έστω G × H = 〈(x, y)〉. Τότε
o((x, y)) = nm. Υποθέτουµε ότι (n,m) = d 6= 1. Τότε d | n και d | m και άρα: n

d , m
d ∈ N. Επειδή

x ∈ G και o(G) = n, ϑα έχουµε xn = eG , και επειδή x ∈ G και o(H) = m, ϑα έχουµε ym = eH .
Εποµένως ϑα έχουµε:

(x, y)
mn

d = (x
mn

d , y
mn

d ) = (
(xn)

m
d , (ym)

n
d
)= (

e
m
d ,e

n
d
)= (eG ,eH ) = eG×H

και άρα mn | mn
d , δηλαδή mn ≤ mn

d και επειδή d 6= 1 καταλήγουµε στο άτοπο mn < mn
d . Εποµέ-

νως ϑα έχουµε d = (m,n) = 1. ■

Παράδειγµα 4.1.17. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.16, η οµάδα Z2 ×Z2 (η οποία είναι ισόµορφη µε την
οµάδα του Klein) δεν είναι κυκλική οµάδα, η οµάδα Z2 ×Z3 είναι κυκλική οµάδα µε γεννήτορα το στοιχείο
([1]2, [1]3), και οι οµάδες Z×Z και Z×Z2 δεν είναι κυκλικές οµάδες.

p

Παράδειγµα 4.1.18. Θεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο Z5 ×Z13 ×Z31. Επειδή (5,13) = 1, έπεται ότι η
οµάδα Z5×Z13 είναι κυκλική µε τάξη 5 ·13 = 65. Επειδή (65,31) = 1, έπεται ότι η οµάδα (Z5×Z13)×Z31 είναι
κυκλική τάξης 65 ·31 = 2015.

p

2∆ιαφορετική Απόδειξη µε χρήση της Πρότασης 3.2.22 και της, γνωστής από τη Θεωρία Αριθµών, σχέσης (n,m)[n,m] = nm (ϐλέπε
την Πρόταση 0.3.7(:

«⇐=» Υποθέτουµε πρώτα ότι (n,m) = 1. Τότε από την Πρόταση 3.2.22, έπεται ότι

o((a,b)) = [o(a),o(b)] = [n,m] = nm, διότι (n,m) = 1

εποµένως η κυκλική υποοµάδα της G ×H η οποία παράγεται από το στοιχείο (a,b) συµπίπτει µε την G ×H , δηλαδή: G ×H = 〈(a,b)〉
και άρα η G ×H είναι κυκλική.

«=⇒» Αντίστροφα υποθέτουµε ότι η G ×H είναι κυκλική και έστω G ×H = 〈(x, y)〉. Τότε x ∈G = 〈a〉, και άρα x = ak , για κάποιο k ∈Z,
και y ∈ H = 〈b〉, και άρα y = bl , για κάποιο l ∈Z. Χρησιµοποιώντας ότι o(x) = o(ak ) = o(a)

(o(a),k) = n
(n,k) και o(y) = o(bl ) = o(b)

(o(b),l ) = m
(m,k) ,

ϑα έχουµε

nm = |G ×H | = o((x, y)) = [o(x),o(y)] = o(x)o(y)

(o(x),o(y))
=

n
(n,k)

m
(m,k)( n

(n,k) , m
(m,k)

) = nm

(n,k)(m,k)
( n

(n,k) , m
(m,k)

) =⇒ (n,k)(m,k)
( n

(n,k)
,

m

(m,k)

)= 1

Τότε ϑα έχουµε (n,k) = (m,k) = ( n
(n,k) , m

(m,k)

)= 1 από όπου έπεται ότι (n,m) = 1.
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Παράδειγµα 4.1.19. Αν p και q είναι πρώτοι αριθµοί, όπου p 6= q, και r, s ≥ 1, τότε επειδή (pr , q s ) = 1, από
το Θεώρηµα 4.1.16, έπεται ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο Zpr ×Zq s είναι κυκλική µε τάξη pr q s , και µάλιστα
ϑα έχουµε:

Zpr ×Zq s = 〈
([1]pr , [1]q s )

〉
Επειδή οι διαιρέτες του pr q s είναι σε πλήθος τ(pr q s ) = (1+ r )(1+ s), δηλαδή οι αριθµοί

1, p, p2, · · · , pr , q, q2, · · · , q s , pq, pq2, · · · , pq s , · · · , pr q, pr q2, · · · , pr q s

έπεται ότι η κυκλική οµάδα Zpr ×Zq s έχει (1+ r )(1+ s) υποοµάδες, δηλαδή µια και µόνο µια υποοµάδα
τάξης p i q j , οπου 0 ≤ i ≤ r και 0 ≤ j ≤ s.

Από την άλλη πλευρά, επειδή

ϕ(pr q s ) = pr q s (1− 1

p
)(1− 1

q
) = pr−1(p −1)q s−1(q −1)

έπεται ότι η κυκλική οµάδα Zpr ×Zq s ϑα έχει pr−1(p −1)q s−1(q −1) το πλήθος γεννήτορες.
p

4.1.4 Ταξινόµηση Κυκλικών Οµάδων

Στην παρούσα υποενότητα ϑα δούµε την ταξινόµηση των κυκλικών οµάδων σε κλάσεις ισοµορφίας, µέσω
οικείων µοντέλων.

Υπενθυµίζουµε ότι :

1. Η οµάδα (Z,+) είναι µια άπειρη κυκλική οµάδα.

2. ∀n ≥ 2, η οµάδα (Zn ,+) είναι κυκλική τάξης n.

Ιδιαίτερα ϑα δούµε ότι κάθε άπειρη κυκλική οµάδα είναι ισόµορφη µε την (Z,+), και κάθε πεπερασµένη
κυκλική οµάδα τάξης n είναι ισόµορφη µε την (Zn ,+).

Από την υποενότητα 2.8, υπενθυµίζουµε ότι

Ορισµός 4.1.20. Μια απεικόνιση f : G −→ G ′ µεταξύ δύο οµάδων G και G ′ καλείται ισοµορφισµός αν:

1. Η f είναι «1-1» και «επί».

2. ∀x, y ∈G: f (x y) = f (x) f (y).

Η δεύτερη συνθήκη του παραπάνω ορισµού δείχνει ότι ένας ισοµορφισµός f : G −→G ′ στέλνει γινόµενα
x y στοιχείων x, y της G σε γινόµενα f (x) f (y) των εικόνων f (x), f (y) των στοιχείων x, y µέσω της f στην
G ′. Υπενθυµίζουµε επίσης ότι µε Grp συµβολίζουµε τη συλλογή όλων των οµάδων, επί της οποίας η σχέση
ισοµορφίας «∼=»

∀G1,G2 ∈ Grp : G1
∼=G2 ⇐⇒ υπάρχει ισοµορφισµός f : G1 −→G2

είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

Θεώρηµα 4.1.21. ΄Εστω G = 〈a〉 µια κυκλική οµάδα.

1. Αν η G είναι άπειρη, τότε η G είναι ισόµορφη µε την προσθετική οµάδα των ακεραίων :

G ∼= (Z,+)

2. Αν η G είναι πεπερασµένη τάξης n, τότε η G είναι ισόµορφη µε την προσθετική οµάδα των κλάσεων
υπολοίπων ακεραίων mod n:

G ∼= (Zn ,+)
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3. ∆ύο κυκλικές οµάδες είναι ισόµορφες αν και µόνο αν έχουν την ίδια τάξη :

G1
∼=G2 ⇐⇒ o(G1) = o(G2)

Απόδειξη. 1. Θεωρούµε την απεικόνιση

f : Z −→ G , f (n) = an

Επειδή G = {
an | n ∈ Z}

, προφανώς η απεικόνιση f είναι «επί». Αν f (n) = f (m), τότε an = am , από όπου
έπεται ότι an−m = e. Επειδή η οµάδα G = 〈a〉 είναι άπειρη, ϑα έχουµε o(a) =∞, και εποµένως n −m = 0,
δηλαδή n = m και η f είναι «1-1». Τέλος, επειδή

f (n +m) = an+m = an am = f (n) f (m)

έπεται ότι η απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός, και εποµένως οι οµάδες G και (Z,+) είναι ισόµορφες.
2. ∆είχνουµε πρώτα ότι ορίζοντας

f : Zn −→ G , f ([k]n) = ak

αποκτούµε µια καλά ορισµένη απεικόνιση. Πραγµατικά, αν [k]n = [m]n , τότε n | k − m και εποµένως
k −m = r n για κάποιον ακέραιο r . Τότε k = m + r n, και ϑα έχουµε:

ak = am+r n = am ar n = am(an)r = ame = am =⇒ f ([k]n) = f ([m]n)

΄Ετσι η f είναι καλά ορισµένη. Αν f ([k]n) = f ([m]n), τότε ak = am και άρα ak−m = e. Τότε n = |G| = o(a) |
k −m, και εποµένως [k]n = [m]n . ∆ηλαδή η f είναι «1-1». Επειδή G = {

an | n ∈Z}
, προφανώς η απεικόνιση

f είναι «επί». Τέλος, ϑα έχουµε:

f ([k]n + [m]n) = f ([k +m]n) = ak+m = ak am = f ([k]n) f ([m]n)

Εποµένως η f είναι ισοµορφισµός οµάδων, και άρα οι οµάδες G και (Zn ,+) είναι ισόµορφες.
3. Αν οι κυκλικές οµάδες G1 και G2 είναι ισόµορφες, τότε οι έχουν το ίδιο πληθος στοιχείων διότι υπάρχει

µια «1-1» και «επί» απεικόνιση µεταξύ αυτών. ΄Αρα οι G1 και G2 έχουν την ίδια τάξη.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι οι G1 και G2 έχουν την ίδια τάξη.

(α) ΄Εστω ότι o(G1) =∞= o(G2). Τότε οι G1 και G2 είναι κάθεµιά τους ισόµορφη µε την προσθετική οµάδα
(Z,+), όπως προκύπτει από το µέρος 1.. Εποµένως ϑα είναι και µεταξύ τους ισόµορφες, διότι η σχέση
ισοµορφίας στην συλλογή όλων των οµάδων είναι µια σχέση ισοδυναµίας. ΄Αρα G1

∼=Z∼=G2.

(β) ΄Εστω ότι o(G1) = n = o(G2). Τότε οι G1 και G2 είναι κάθεµιά τους ισόµορφη µε την προσθετική οµάδα
(Zn ,+), όπως προκύπτει από το µέρος 2. Εποµένως ϑα είναι και µεταξύ τους ισόµορφες, διότι η σχέση
ισοµορφίας στην συλλογή όλων των οµάδων είναι µια σχέση ισοδυναµίας. ΄Αρα G1

∼=Zn
∼=G2. ■

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.21, όλες οι κυκλικές οµάδες άπειρης τάξης είναι ισόµορφες µεταξύ τους
και ισόµορφες µε το ϐασικό µοντέλο άπειρης κυκλικής οµάδας : την (Z,+). Επίσης όλες οι κυκλικές οµάδες
πεπερασµένης τάξης n είναι ισόµορφες µεταξύ τους και ισόµορφες µε το ϐασικό µοντέλο κυκλικής οµάδας
τάξης n: την (Zn ,+). Συνοψίζοντας : µε ακρίβεια ισοµορφισµού, οι µόνες κυκλικές οµάδες είναι οι εξής
(όπου (Z1,+) είναι η τετριµµένη κυκλική οµάδα µε ένα στοιχείο):

(Z,+), (Z1,+), (Z2,+), (Z3,+), · · · , (Zn ,+), · · ·

Κάθε άλλη κυκλική οµάδα, ανάλογα µε την τάξη της είναι ισόµορφη µε µια από τις παραπάνω.
Οι παραπάνω παρατηρήσεις µάς επιτρέπουν να περιγράψουµε το σύνολο πηλίκο CyGrp

/∼= της κλάσης
όλων των κυκλικών οµάδων CyGrp ως προς την σχέση ισοµορφίας «∼=»:
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Θεώρηµα 4.1.22. Η απεικόνιση o : Grp −→N
⋃{∞}

, G 7−→ o(G) = |G| η οποία στέλνει µια οµάδα στην τάξη
της, επάγει µια απεικόνιση «επί»:

o : Grp
/∼= −→ N∪ {∞}, o([G]∼=) = o(G)

η οποία µε τη σειρά της επάγει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση

o : CyGrp
/∼= −→ N∪ {∞}, o([G]∼=) = o(G)

Επιπλέον το σύνολο πηλίκο

CyGrp
/∼= =

{
[Z]∼=, [Z1]∼=, [Z2]∼=, · · · , [Zn]∼=, · · ·

}
περιγράφει το σύνολο όλων των κλάσεων ισοµορφίας των κυκλικών οµάδων.

Απόδειξη. Η απεικόνιση «o» επί του συνόλου πηλίκου Grp
/∼= είναι καλά ορισµένη διότι ισόµορφες οµάδες

έχουν την ίδια τάξη. Η απεικόνιση αυτή είναι «επί» διότι για κάθε n ∈N∪ {∞}, υπάρχει οµάδα G έτσι ώστε
o([G]∼=) = n, για παράδειγµα G = (Zn ,+) αν n ∈N και G = (Z,+) αν n =∞.

Προφανώς η απεικόνιση «o» είναι καλά ορισµένη απεικόνιση επί του συνόλου πηλίκου CyGrp
/∼=, η

οποία είναι προφανώς απεικόνιση «επί». Αν [G1]∼=, [G2]∼= είναι στοιχεία του συνόλου πηλίκου CyGrp
/∼=,

δηλαδή είναι κλάσεις ισοµορφίας δύο κυκλικών οµάδων G1 και G2, και ισχύει o([G1]∼=) = o([G2]∼=), τότε
o(G1) = o(G2). Απο το Θεώρηµα 4.1.21, έπεται ότι οι οµάδες G1 και G2 είναι ισόµορφες : G1

∼= G2. Τότε
προφανώς [G1]∼= = [G2]∼=, και εποµένως η απεικόνιση «o» είναι και «1-1».

Τέλος, η περιγραφή του συνόλου πηλίκο CyGrp
/∼= προκύπτει από το Θεώρηµα 4.1.21. ■

Στο επόµενο παράδειγµα ϑα χρησιµοποιήσουµε τα αποτελέσµατα τα οποία έχουµε αποδείξει µέχρι τώρα
για να ταξινοµήσουµε, ως προς τη σχέση ισοµορφίας, όλες τις οµάδες (G , ·) µε τάξη o(G) ≤ 7.

Παράδειγµα 4.1.23. (Ταξινόµηση οµάδων τάξης ≤ 7). ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα µε τάξη o(G) ≤ 7.

1. Αν o(G) = 1, τότε η G είναι η τετριµµένη οµάδα {e} ∼=Z1.

2. Αν η τάξη της G είναι πρώτος αριθµός, δηλαδή στην περίπτωσή µας o(G) = 2,3,5 ή 7, τότε σύµφωνα
µε την Πρόταση 3.4.10 η οµάδα G είναι κυκλική, και εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.21, ϑα
είναι ισόµορφη µε την κυκλική οµάδα Z2, Z3, Z5, και Z7 αντίστοιχα.

3. Αν o(G) = 4, τότε από το Παράδειγµα 2.8.14 γνωρίζουµε ότι υπάρχουν ακριβώς δύο µη ισόµορφες
οµάδας µε τάξη 4, η οµάδα του Klein και η κυκλική οµάδα τάξης 4. Εποµένως έχουµε τις εξής δύο
µη ισόµορφες οµάδες τάξης 4: Z4, και Z2 ×Z2.

4. Υποθέτουµε ότι : o(G) = 6.

(αʹ) Αν η οµάδα G περιέχει ένα στοιχείο τάξης 6, τότε το στοιχείο αυτό είναι προφανώς γεννήτορας της
G και εποµένως η G είναι κυκλική τάξης 6. Σε αυτή την περίπτωση, από το Θεώρηµα 4.1.21, η
G είναι ισόµορφη µε την κυκλική οµάδα Z6.

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι κανένα στοιχείο της G δεν έχει τάξη 6. Τότε, από το Θεώρηµα του Lagrange, η
τάξη κάθε στοιχείου της G, διαφορετικού του ουδετέρου, ϑα είναι 2 ή 3.

Αν όλα τα στοιχεία a ∈ G, όπου a 6= e, έχουν τάξη ίση µε 2, τότε η G ϑα περιέχει τουλάχιστον
τα εξής στοιχεία e, a,b, ab = ba, και εποµένως ϑα υπάρχει ένα στοιχείο c ∈G \{e, a,b, ab} το οποίο
επίσης ϑα έχει τάξη 2. Τότε όµως η οµάδα G ϑα περιέχει και τα στοιχεία ac και bc. Επειδή
τα στοιχεία e, a,b, ab,c είναι διαφορετικά, και επειδή η G έχει 6 στοιχεία, ϑα πρέπει τα στοιχεία
e, a,b, ab,c, ac,bc να µην είναι όλα διαφορετικά. Προφανώς ac 6= e, διότι διαφορετικά ϑα είχαµε
c = a−1 = a, και ac 6= ab, διότι διαφορετικά ϑα είχαµε b = c, και ac 6= a, διότι διαφορετικά ϑα
είχαµε c = e. ΄Αρα µένει η περίπτωση ac = b, και τότε ϑα είχαµε bac = bb = e, και άρα c = c−1 =
ba = ab, το οποίο είναι άτοπο διότι c 6= ab. ΄Αρα τα 6 στοιχεία e, a,b,c, ab, ac είναι διαφορετικά και
άρα G = {e, a,b,c, ab, ac}. Για το στοιχείο bc, ϑα έχουµε ότι bc 6= e, διότι διαφορετικά ϑα είχαµε
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c = b−1 = b, και bc 6= b, διότι διαφορετικά ϑα είχαµε c = e, και bc 6= c, διότι διαφορετικά ϑα είχαµε
b = e, και bc 6= ba, διότι διαφορετικά ϑα είχαµε c = a. ΄Αρα µένει η περίπτωση bc = a, και τότε ϑα
είχαµε c = ec = bbc = ba = ab, το οποίο είναι άτοπο, διότι c 6= ab. ΄Αρα µένει η περίπτωση ac = bc
η οποία µας οδηγεί στην αντίφαση a = b. Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι δεν µπορεί κάθε στοιχείο της
G, εκτός του ουδετέρου, να έχει τάξη 2.

Εποµένως υπάρχουν στοιχεία a,b ∈G, όπου a 6= b και o(a) = 2 και o(b) = 3. Θα δείξουµε ότι η
G είναι ισόµορφη µε την συµµετρική οµάδα S3. Παρατηρούµε ότι ϑα πρέπει ab 6= ba. Πράγµατι,
αν ab = ba, τότε από την Πρόταση 3.2.20 ϑα είχαµε ότι o(ab) = 6, το οποίο είναι άτοπο διότι
η G δεν έχει στοιχεία τάξης 6. Εποµένως ab 6= ba και τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι τα έξι στοιχεία
e, a,b,b2, ab,ba είναι διαφορετικά και εποµένως G = {e, a,b,b2, ab,ba}. Θεωρούµε την απεικόνιση

f : G −→ S3, f (e) = ι, f (a) = (12), f (b) = (123), f (b2) = (132), f (ab) = (23), f (ba) = (13)

η οποία είναι προφανώς «1-1» και «επί». Εύκολα ϐλέπουµε ότι f (x y) = f (x) f (y), ∀x, y ∈ G.
Εποµένως η απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός, και άρα G ∼= S3.

p

Παράδειγµα 4.1.24. (Ταξινόµηση οµάδων τάξης ≤ 15 και 6= 8,9,12). ΄Εστω (G , ·) µια οµάδα µε τάξη o(G) ≤ 15
και υποθέτουµε ότι o(G) 6= 8,9,12.

1. Αν |G| ≤ 7, τότε η δοµή της G είναι γνωστή από το Παράδειγµα 4.1.23.

2. Αν |G| = 10, τότε από το Θεώρηµα 3.7.1 έπεται ότι η G είναι ισόµορφη είτε µε την κυκλική οµάδα Z10

(αν η G είναι αβελιανή) είτε µε τη διεδρική οµάδα D5 των συµµετριών του κανονικού πενταγώνου (αν
η G δεν είναι αβελιανή).
Σηµειώνουµε ότι, επειδή (2,5) = 1, από το Θεώρηµα 4.1.16 η οµάδα Z2 ×Z5 είναι κυκλική και τότε
από το Θεώρηµα 4.1.21 ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό οµάδων Z2 ×Z5

∼=Z10.
΄Ετσι µε ακρίβεια ισοµορφίας οι µόνες ανά δύο µη ισόµορφες οµάδες τάξης 10 είναι οι εξής :

Z10 και D5

3. Αν |G| = 14, τότε από το Θεώρηµα 3.7.1 έπεται ότι η G είναι ισόµορφη είτε µε την κυκλική οµάδα Z14

(αν η G είναι αβελιανή) είτε µε τη διεδρική οµάδα D7 των συµµετριών του κανονικού επταγώνου (αν η
G δεν είναι αβελιανή).
Σηµειώνουµε ότι επειδή (2,7) = 1, από το Θεώρηµα 4.1.16 η οµάδα Z2×Z7 είναι κυκλική και τότε από
το Θεώρηµα 4.1.21 ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό οµάδων Z2 ×Z7

∼=Z14.
΄Ετσι µε ακρίβεια ισοµορφίας οι µόνες ανά δύο µή ισόµορφες οµάδες τάξης 14 είναι οι εξής :

Z14 και D7

4. Αν |G| = 11 τότε επειδή οι αριθµός 11 είναι πρώτος, η οµάδα G ϑα είναι κυκλική και άρα ισόµορφη µε
την Z11. ΄Ετσι, µε ακρίβεια ισοµορφίας, υπάρχει µόνο µια οµάδα τάξης 11, η

Z11

5. Αν |G| = 13, τότε, επειδή οι αριθµός 13 είναι πρώτος, η οµάδα G ϑα είναι κυκλική και άρα ισόµορφη
µε την Z13. ΄Ετσι, µε ακρίβεια ισοµορφίας, υπάρχει µόνο µια οµάδα τάξης 13, η

Z13

6. Αν |G| = 15, τότε, από το Θεώρηµα 3.7.7, έπεται ότι αναγκαστικά η G είναι αβελιανή. Από το Θεώρηµα
3.7.6, έπεται ότι η G είναι κυκλική και εποµένως από το Θεώρηµα 4.1.21 ϑα είναι ισόµορφη µε την
Z15 η οποία, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.16, επειδή (3,5) = 1, είναι ισόµορφη µε το ευθύ γινόµενο
Z3 ×Z5.
΄Ετσι µε ακρίβεια ισοµορφίας η µόνη οµάδα τάξης 15 είναι η :

Z15
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Σηµειώνουµε ότι για τις οµάδες µε τάξη 8, 9, και 14, αποδεικνύεται µε περισσότερο προχωρηµένες
µεθόδους ότι ισχύουν τα ακόλουθα, ϐλέπε τα ϐιβλία [16], [26], [31]:

(α) Αν |G| = 8, τότε οι µόνες ανά δύο µη ισόµορφες οµάδες µε τάξη 8 είναι, µε ακρίβεια ισοµορφίας, οι
εξής :

Z8, Z4 ×Z2, Z2 ×Z2 ×Z2, D4, Q

όπου D4 είναι η διεδρική οµάδα των συµµετριών του τετραγώνου και η Q είναι η οµάδα των τετρανίων
του Hamilton.

(β) Αν |G| = 9, τότε µε ακρίβεια ισοµορφίας η µόνες ανά δύο µη ισόµορφες οµάδες τάξης 9 είναι οι εξής :

Z9 και Z3 ×Z3

(γ) Αν |G| = 12, τότε οι µόνες ανά δύο µη ισόµορφες οµάδες µε τάξη 12 είναι, µε ακρίβεια ισοµορφίας, οι
εξής :

Z12, Z6 ×Z2, A4, D6, Dic12

όπου D6 είναι η διεδρική οµάδα των συµµετριών του κανονικού εξαγώνου, η A4 είναι η εναλλάσσουσα
οµάδα ϐαθµού 4, και Dic12 είναι µια οµάδα3 η οποία παράγεται από τρία στοιχεία x, y και z για τα
οποία ισχύει ότι : x3 = y2 = z2 = x y z.

4.2 Χαρακτηρισµοί Πεπερασµένων Κυκλικών Οµάδων

Σύµφωνα µε την πρόταση 3.4.7, αν (G , ·) είναι µια πεπερασµένη οµάδα, τότε η τάξη της o(G) έχει την
ιδιότητα : xo(G) = e, ∀x ∈G.

Η ακόλουθη πρόταση δείχνει ότι µια πεπερασµένη κυκλική οµάδα ικανοποιεί κάτι ισχυρότερο :

Πρόταση 4.2.1. ΄Εστω (G , ·) µια πεπερασµένη κυκλική οµάδα. Τότε ο ϕυσικός αριθµός o(G) είναι ο µικρότερος
ϕυσικός αριθµός n έτσι ώστε : xn = e, ∀x ∈G.

Απόδειξη. ΄Εστω g ένας γεννήτορας της G: G = 〈g 〉. Τότε o(G) = o(g ) := n και, όπως γνωρίζουµε, n είναι ο
µικρότερος ϕυσικός m έτσι ώστε g m = e. ΄Εστω x ∈G. Επειδή

G = 〈g 〉 = {
e = g 0, g , g 2, · · · , g n−1}

ϑα έχουµε x = g k για κάποιο k ≤ n −1. Τότε xo(g ) = (g k )o(g ) = e. Προφανώς ο ϕυσικός n είναι ο µικρότερος
ο µικρότερος ϕυσικός m έτσι ώστε xm = e, ∀x ∈G, διότι, αν υπήρχε ϕυσικός m < n έτσι ώστε xm = e, ∀x ∈G,
τότε ϑα ίσχυε g m = e, κάτι που είναι άτοπο διότι o(g ) = n. ■

Οι κύριοι σκοποί της παρούσας ενότητας είναι οι εξής :

1. Πρώτος σκοπός είναι να αποδείξουµε ότι η ιδιότητα η οποία περιγράφεται στην πρόταση 4.2.1 χαρα-
κτηρίζει τις κυκλικές οµάδες στην κλάση των πεπερασµένων αβελιανών οµάδων.

2. Από την άλλη πλευρά, όπως δείξαµε στο Θεώρηµα 4.1.10, µια κυκλική οµάδα G τάξης n έχει το πολύ
µια υποοµάδα τάξης k, ∀k ≥ 1: πράγµατι, αν k - n, τότε δεν έχει καµία υποοµάδα τάξης k, και αν
k | n, τότε έχει ακριβώς µια υποοµάδα τάξης k.

∆εύτερος σκοπός της παρούσας ενότητας είναι να αποδείξουµε ότι η παραπάνω ιδιότητα χαρακτηρίζει
τις κυκλικές οµάδες στην κλάση των πεπερασµένων οµάδων.

Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε κάποιες ϐοηθητικές προτάσεις οι οποίες παρουσιάζουν ενδιαφέρον από
µόνες τους. Στην απόδειξή τους ϑα χρησιµοποιήσουµε στοιχειώδη αποτελέσµατα της Θεωρίας Αριθµών.

3Η οµάδα Dic12 καλείται η δικυκλική οµάδα τάξης 12 ή δυαδική διεδρική οµάδα τάξης 12.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. Η ∆ΟΜΗ ΤΩΝ ΚΥΚΛΙΚΩΝ ΟΜΑ∆ΩΝ 238

4.2.1 Τάξη στοιχείων τα οποία µετατίθενται σε µια οµάδα

Θα αποδείξουµε κάποια αποτελέσµατα τα οποία αφορούν τάξη γινοµένου στοιχείων τα οποία µετατίθενται
σε µια οµάδα.

Λήµµα 4.2.2. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια αβελιανή οµάδα και x, y ∈G στοιχεία της G έτσι ώστε :

o(x) <∞ και o(x) <∞ και
(
o(x),o(y)

)= 1

Τότε :
〈x〉∩〈y〉 = {e} και o(x y) = o(x) ·o(y)

)
Απόδειξη. Θέτουµε o(x) = m <∞ και o(x) = n <∞. ΄Εστω z ∈ 〈x〉∩〈y〉 και εποµένως z ∈ 〈x〉 και z ∈ 〈y〉. ΄Αρα
z = xk = y l , για κάποιους ακέραιους k, l . Τότε

zm = xkm = (xm)k = e και zn = y ln = (yn)l = e

Εποµένως :

o(z) | m και o(z) | n =⇒ o(z) | (n,m)
(m,n)=1=⇒ o(z) = 1

΄Αρα z = e και εποµένως : 〈x〉∩〈y〉 = {e}.
Επειδή η οµάδα G είναι αβελιανή, ο ισχυρισµός ότι o(x y) = mn προκύπτει από την Πρόταση 3.2.20.

Χάριν πληρότητας ϑα δώσουµε µια σύντοµη απόδειξη. ΄Εστω o(x · y) = r . Τότε, λαµβάνοντας υπόψη ότι η G
είναι αβελιανή, ϑα έχουµε:

xr · y r = (x · y)r = e =⇒ xr = (y r )−1 = y−r ∈ 〈x〉∩〈y〉 = {e}

και εποµένως :

xr = e και y−r = e =⇒ xr = e και y r = e =⇒ o(x) = m

r
και o(y) = n

r

Τότε [m,n] | r και, επειδή, όπως γνωρίζουµε από τη στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών, ισχύει ότι [m,n](m,n) =
mn, η υπόθεση (m,n) = 1, συνεπάγεται ότι : mn | r . Από τη άλλη πλευρά:

(x y)mn = xmn · ymn = (xm)n · (yn)m = e ·e = e =⇒ r | mn

Συµπεραίνουµε ότι mn = r , δηλαδή:
o(x y) = o(x)o(y) ■

Λήµµα 4.2.3. ΄Εστω ότι (G , ·) είναι µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα. Τότε η G περιέχει ένα στοιχείο g του
οποίου η τάξη είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των τάξεων όλων των στοιχείων της G:

∃g ∈G : o(g ) = [o(g1),o(g2), · · · ,o(gn)]

Απόδειξη. • ∆είχνουµε πρώτα ότι :

αν x, y ∈G και o(x) = m, o(y) = n, τότε υπάρχει ένα στοιχείο z ∈G έτσι ώστε : o(z) = [m,n]

Για τους ϑετικούς ακεραίους m,n από την υποενότητα 0.3.2, έπεται ότι µπορούµε να γράψουµε:

m = pe1
1 pe2

2 · · ·pek
k και n = p f1

1 p f2
2 · · ·p fk

k

όπου οι p1, p2, · · · , pk είναι διακεκριµένοι πρώτοι αριθµοί, και ei , fi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ k. Χωρίς ϐλάβη της γε-
νικότητας, (εν ανάγκη αναδιατάσσοντας τους πρώτους αριθµούς p1, p2, · · · , pk ), µπορούµε να υποθέσουµε
ότι :

e1 ≤ f1, · · · , e j ≤ f j και e j+1 ≥ f j+1, · · · , ek ≥ fk , για κάποιο 1 ≤ j ≤ k
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Θέτοντας
r = pe1

1 pe2
2 · · ·p

e j

j και s = p
f j+1

j+1 p
f j+2

j+2 · · ·p fk
k

ϐλέπουµε εύκολα ότι :

[m,n] = n

s

m

r
= p f1

1 p f2
2 · · ·p

f j

j p
e j+1

1 p
e j+2

2 · · ·pek
k και (

m

r
,

n

s
) = 1

Επιπλέον :
o(xr ) = m

r
και o(y s ) = n

s

και εποµένως από το Λήµµα 4.2.2 ϑα έχουµε ότι :

το στοιχείο z = xr · zs έχει τάξη o(z) = [m,n] = n

s

m

r

• Χρησιµοποιώντας την ακόλουθη γνωστή ταυτότητα ελαχίστου κοινού πολλαπλασίου:

∀m,n, t ∈N : [[m,n], t ] = [m,n, t ]

και επαναλαµβάνοντας την παραπάνω διαδικασία, ϑα έχουµε ότι :

αν x, y, z ∈G και o(x) = m, o(y) = n, o(z) = t , τότε υπάρχει ένα στοιχείο w ∈G έτσι ώστε :

o(w) = [m,n, t ]

• Συνεχίζοντας την παραπάνω διαδικασία, και λαµβάνοντας υπόψη ότι η αβελιανή οµάδα είναι πεπερα-
σµένη, µπορούµε επαγωγικά να κατασκευάσουµε ένα στοιχείο g µε την επιθυµητή ιδιότητα, δηλαδή η τάξη
του g να είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των τάξεων των στοιχείων της G. ■

Γενικότερα η τάξη του γινοµένου δυο στοιχείων πεπερασµένης τάξης τα οποία µετατίθενται σε µια οµάδα
δεν είναι πάντα ίση µε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των τάξεων των στοιχείων. Το ακόλουθο αποτέλεσµα
δείχνει τι συµβαίνει στην γενική περίπτωση.

Πρόταση 4.2.4. ΄Εστω x, y στοιχεία πεπερασµένης τάξης σε µια οµάδα G. Υποθέτουµε ότι :

1. x y = y x.

2. Για κάθε πρώτο αριθµό p | o(x)o(y), η µέγιστη δύναµη του p η οποία διαιρεί την τάξη o(x) δεν είναι ίση
µε την µέγιστη δύναµη του p η οποία διαιρεί την τάξη o(x).

Τότε :
o(x y) = [o(x),o(y)]

Απόδειξη. Θέτουµε o(x) = n, o(y) = m, και l = [n,m]. Τότε l = nk1 και l = mk2, και εποµένως, χρησιµοποιώ-
ντας ότι x y = y x, ϑα έχουµε:

(x y)l = x l y l = xnk1 ymk2 = (xn)k1 (ym)k2 = e

Θα δείξουµε ότι ο αριθµός l είναι ο µικρότερος ϕυσικός k έτσι ώστε (x y)k = e. ΄Εστω (x y)k = e, όπου 1 ≤ k ≤ l .
Τότε (x y)k = xk yk = e και εποµένως xk = y−k . Συνεπώς o(xk ) = o(y−k ), και επειδή o(y−k ) = o((yk )−1) = o(yk ,
ϑα έχουµε

n

(n,k)
= o(xk ) = o(yk ) = m

(m,k)

΄Εστω p ένας πρώτος διαιρέτης του nm ή ισοδύναµα του l , και έστω

1. a η µεγαλύτερη δύναµη του p η οποία διαιρεί τον n,

2. b η µεγαλύτερη δύναµη του p η οποία διαιρεί τον m,
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3. c η µεγαλύτερη δύναµη του p η οποία διαιρεί τον k,

Τότε από την υπόθεση έχουµε: a 6= b.
Επειδή k ≤ l , ϑα έχουµε προφανώς c ≤ a και c ≤ b. Υποθέτουµε πρώτα ότι b < a. Αν c < a, τότε,

χρησιµοποιώντας για παράδειγµα αναλύσεις σε πρώτους παράγοντες, εύκολα ϐλέπουµε ότι η µεγαλύτερη
δύναµη του p η οποία διαιρεί την τάξη o(xk ) = n

(n,k) του xk είναι a − c, και η µεγαλύτερη δύναµη του p η
οποία διαιρεί την τάξη o(yk ) = m

(m,k) του yk είναι max{0,b − c}. ΄Αρα ϑα πρέπει a − c = max{0,b − c} και αυτό
είναι αδύνατο, διότι b < a και c < a. Εποµένως c = a. Παρόµοια δείχνουµε ότι αν a < b, τότε c = b. Αυτό
σηµαίνει ότι, για κάθε πρώτο διαιρέτη p του l , έχουµε ότι η µεγαλύτερη δύναµη του p η οποία διαιρεί τον
k είναι ίση µε την µεγαλύτερη δύναµη του p η οποία διαιρεί τον l . Επειδή k ≤ l , συµπεραίνουµε ότι k = l ,
και εποµένως l είναι η µικρότερος ϕυσικός αριθµός k µε την ιδιότητα (x y)k = e, δηλαδή o(x y) = l . ■

4.2.2 Χαρακτηρισµοί Κυκλικών Οµάδων

΄Εστω ότι G είναι µια οµάδα. Υποθέτουµε ότι υπάρχει m ∈ N έτσι ώστε xm = e, ∀x ∈ G. Για παράδειγµα,
αυτή η υπόθεση ισχύει αν η G είναι πεπερασµένη (τότε µπορούµε να διαλέξουµε m = |G|) ή αν η G είναι το
ευθύ γινόµενο Zn ×Zn × ·· · της πεπερασµένης κυκλικής οµάδας Zn µε τον εαυτό της άπειρες ϕορές (τότε
µπορούµε να διαλέξουµε m = n). Ο µικρότερος ϕυσικός k ∈N έτσι ώστε xk = e, ∀x ∈G, καλείται ο εκθέτης
της G και συµβολίζεται µε exp(G):

exp(G) = min
{
k ∈N | xk = e, ∀x ∈G

}
Προφανώς, αν G είναι µια αβελιανή οµάδα, τότε exp(G) | |G| και ιδιαίτερα exp(G) = |G|.

Λήµµα 4.2.5. ΄Εστω G = {g1, g2, · · · , gn} µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα. Τότε :

exp(G) = [o(g1),o(G2, · · · ,o(gn)]

και υπάρχει στοιχείο g στην G µε τάξη τον εκθέτη της G:

∃g ∈G : o(g ) = exp(G)

Απόδειξη. ΄Εστω m = [o(g1),o(G2, · · · ,o(gn)]. Τότε προφανώς xm = e, ∀x ∈G, και εποµένως exp(G) ≤ m. Από
την άλλη πλευρά, εξ ορισµού ϑα έχουµε, o(x) | exp(G), ∀x ∈G, και άρα m | exp(G), και ιδιαίτερα m ≤ exp(G).
Εποµένως exp(G) = m = [o(g1),o(G2, · · · ,o(gn)]. Ο τελευταίος ισχυρισµός προκύπτει από το Λήµµα 4.2.3. ■

Πρόβληµα: Πότε ισχύει ότι exp(G) = |G|, αν η G είναι µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα ;

Την απάντηση δίνει το ακόλουθο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 4.2.6. ΄Εστω (G , ·) µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η G είναι κυκλική.

2. exp(G) = |G|, δηλαδή, η τάξη |G| της G είναι ο µικρότερος ϕυσικός αριθµός n έτσι ώστε : xn = e, ∀x ∈G.

Απόδειξη. 1. =⇒ 2. Αποδείχθηκε στην Πρόταση 4.2.1.
2. =⇒ 1. Από το Λήµµα 4.2.5 έπεται ότι υπάρχει ένα στοιχείο g ∈G έτσι ώστε :

o(g ) = [o(g1),o(g2), · · · ,o(gn]

Επειδή o(x) | o(g ), ∀x ∈ G, προφανώς ϑα έχουµε: xo(g ) = e. Αν υπάρχει m ∈N έτσι ώστε : xm = e, ∀x ∈ G,
τότε ϑα έχουµε g m = e και άρα o(g ) ≤ m. ΄Ετσι o(g ) είναι ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος m µε την ιδιότητα
xm = e, ∀x ∈G. Τότε όµως από την υπόθεση ϑα έχουµε ότι

o(g ) = o(G) = |G|
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΄Οµως 〈g 〉 ⊆G και o(g ) = 〈g 〉 = |G| = o(G) και εποµένως :

G = 〈g 〉

και άρα η G είναι κυκλική. ■

Ως άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 4.2.6 έχουµε το ακόλουθο χρήσιµο αποτέλεσµα:

Θεώρηµα 4.2.7. ΄Εστω (G , ·) µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα. Υποθέτουµε ότι για κάθε d ≥ 1 το πλήθος
του σύνολου των λύσεων στην G της εξίσωσης

xd = e

είναι το πολύ d . Τότε η G είναι κυκλική.

Απόδειξη. Για κάθε d ≥ 1, έστω
Gd = {

x ∈G | xd = e
}

Τότε από την υπόθεση: |Gd | ≤ d . ΄Εστω o(G) = n. Γνωρίζουµε ότι xn = e, ∀x ∈ G. ΄Εστω m ∈ N έτσι ώστε :
xm = e, ∀x ∈G. Τότε G =Gm . Υποθέτουµε ότι m < n. Τότε από την υπόθεση ϑα έχουµε ότι

n = |G| = |Gd | ≤ m < n

το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα m ≥ n και εποµένως n = o(G) είναι ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος m έτσι ώστε :
xm = e, ∀x ∈G. Από το Θεώρηµα 4.2.6 έπεται ότι η G είναι κυκλική. ■

Το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα δίνει έναν ακόµη χαρακτηρισµό κυκλικών οµάδων:

Θεώρηµα 4.2.8. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα τάξης n. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η G είναι κυκλική.

2. Για κάθε διαιρέτη d του n υπάρχει το πολύ µία κυκλική υποοµάδα της G τάξης d .

Απόδειξη. «=⇒» Αν η οµάδα G είναι κυκλική, τότε το αποτέλεσµα προκύπτει από το Θεώρηµα 4.1.10.
«⇐=» Για το αντίστροφο, ας γράψουµε την G (όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 4.1.15) ως ένωση

ξένων ανά δύο συνόλων
G = ⋃

C∈Cyc(G)

Gen(C) (†)

όπου η C διατρέχει το σύνολο Cyc(G) όλων των κυκλικών υποοµάδων της G, και Gen(C) συµβολίζει το σύνολο
των γεννητόρων της C. Εποµένως

n = |G| = ∑
C∈Cyc(G)

|Gen(C)|

όπου η άθροιση εκτελείται υπεράνω όλων των κυκλικών υποοµάδων C της G. Επειδή η G διαθέτει το πολύ
µία κυκλική υποοµάδα τάξης d , το Θεώρηµα 4.1.15 δίνει

n = ∑
C∈Cyc(G)

|Gen(C)| ≤ ∑
d |n

φ(d) = n

Εποµένως, για κάθε διαιρέτη d του n, υπάρχει ακριβώς µία κυκλική υποοµάδα της G τάξης d . Ιδιαίτερα,
υπάρχει µια κυκλική υποοµάδα τάξης n και έτσι η οµάδα G είναι κυκλική. ■
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4.2.3 Εφαρµογή στην Πολλαπλασιαστική Οµάδα ενός Σώµατος

Θα δούµε τώρα µια σηµαντική εφαρµογή των παραπάνω αποτελεσµάτων στην πολλαπλασιαστική οµάδα των
µη µηδενικών στοιχείων ενός σώµατος. Η ϑεωρία σωµάτων ϑα αναπτυχθεί σε µεταγενέστερο κεφάλαιο ως
µέρος της γενικής ϑεωρίας δακτυλίων.

Για τους σκοπούς της παρούσας παραγράφου σηµειώνουµε µόνο ότι µια τριάδα (K,+, ·) αποτελούµενη
από ένα σύνολο K και δύο διµελείς πράξεις : την πράξη της πρόσθεσης «+» και την πράξη του πολλαπλα-
σιασµού «·» ορισµένες επί του K, καλείται σώµα, αν το Ϲεύγος (K,+) είναι µια αβελιανή οµάδα µε ουδέτερο
στοιχείο 0, το Ϲεύγος (K, ·) είναι ένα µεταθετικό µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο 1, ισχύει η επιµεριστική
ιδιότητα της πράξης πρόσθεσης «+» ως προς την πράξη πολλαπλασιασµού «·», δηλαδή: x · (y +z) = x · y +x ·z
και (x + y) · z = x · z + y · z, και επιπλέον κάθε µη µηδενικό στοιχείο του K είναι αντιστρέψιµο ως προς την
πράξη «·». Σηµαντικά παραδείγµατα σωµάτων είναι τα γνωστά µας σύνολα Q, R και C τα οποία ϑεωρούνται
εφοδιασµένα µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού.

Στην παρούσα υποενότητα υποθέτουµε ότι είναι γνωστά στοιχειώδη αποτελέσµατα της ϑεωρίας σωµάτων.
Ιδιαίτερα ϑεωρούµε γνωστές τις ακόλουθες ιδιότητες, οι οποίες µας είναι οικείες από τα σώµατα Q, R και C:

(α) Το σύνολο των µη µηδενικών στοιχείων K∗ =K \ {0} ενός σώµατος K, εφοδιασµένο µε την πράξη του
πολλαπλασιασµού «·», αποτελεί µια (αβελιανή) οµάδα.

(β) Κάθε µη µηδενικό πολυώνυµο f (x) ϐαθµού n µε συντελεστές από ένα σώµα K, έχει το πολύ n ϱίζες
στο σώµα K, ϐλέπε το Θεώρηµα 9.1.10.

Τώρα µπορούµε να αποδείξουµε το ακόλουθο χρήσιµο αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 4.2.9. ΄Εστω K ένα σώµα και K∗ =K \ {0} η πολλαπλασιαστική οµάδα τού K. Τότε κάθε πεπερα-
σµένη υποοµάδα G της K∗ είναι κυκλική.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι |G| = n και ότι d | n. Αν C είναι µια κυκλική υποοµάδα της G µε τάξη d ,
τότε από το Θεώρηµα του Lagrange προκύπτει ότι xd = 1, για καθένα από τα d στοιχεία x ∈ C. Αν τώρα
υπήρχε ακόµα µία κυκλική υποοµάδα τάξης d , τότε αυτή ϑα περιείχε τουλάχιστον ένα στοιχείο που δεν
ϑα ήταν συγχρόνως και στοιχείο της C, και έτσι η οµάδα G ϑα διέθετε τουλάχιστον d +1 στοιχεία x, τέτοια
ώστε xd = 1. Αλλά σε κάθε σώµα, το πολυώνυµο xd −1 έχει το πολύ d ϑέσεις µηδενισµού (ϱίζες), ϐλέπε το
Θεώρηµα 9.1.10. Εποµένως η G έχει το πολύ µία κυκλική υποοµάδα τάξης d . ΄Ετσι από το Θεώρηµα 4.2.8
προκύπτει ότι η G είναι κυκλική. ■

Πόρισµα 4.2.10. ΄ΕστωK ένα πεπερασµένο σώµα. Τότε η πολλαπλασιαστική οµάδαK∗ τουK είναι κυκλική.

Για µια διαφορετική απόδειξη του παραπάνω πορίσµατος παραπέµπουµε στο Θεώρηµα 9.1.13.

4.3 Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.3.1. Να σχεδιαστεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων των κυκλικών οµάδων:

1. Z12.

2. Z16.

3. Z24.

4. Z28.

5. Z36.

Για καθεµία από τις παραπάνω κυκλικές οµάδες, να ϐρεθούν οι γεννήτορες τους.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. Η ∆ΟΜΗ ΤΩΝ ΚΥΚΛΙΚΩΝ ΟΜΑ∆ΩΝ 243

΄Ασκηση 4.3.2. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα τάξης n και υποθέτουµε ότι η G περιέχει ένα στοιχείο a έτσι

ώστε a
n
p 6= e, για κάθε πρώτο διαιρέτη p του n. Να δειχθεί ότι G = 〈a〉.

΄Ασκηση 4.3.3. ΄Εστω ότι n, m και r είναι ακέραιοι έτσι ώστε n,m > 0. Να δειχθεί ότι ορίζοντας

f : Zn −→ Zm , f ([k]n) = [r k]m

αποκτούµε έναν οµοµορφισµό προσθετικών οµάδων αν και µόνο αν m | nr .

΄Ασκηση 4.3.4. Να δειχθεί ότι µια οµάδα άπειρης τάξης είναι κυκλική αν και µόνο αν είναι ισόµορφη µε κάθε
µη τετριµµένη υποοµάδα της.

΄Ασκηση 4.3.5. Να δειχθεί ότι ο δείκτης [G : H ] κάθε γνήσιας υποοµάδας H µιας άπειρης κυκλικής οµάδας G
είναι πεπερασµένος. Επιπλέον να δειχθεί ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n, υπάρχει υποοµάδα H της G µε δείκτη
[G : H ] ίσο µε n.

΄Ασκηση 4.3.6. ΄Εστω ότι G είναι µια αβελιανή οµάδα µε τάξη pq, όπου p q είναι διακεκριµένοι πρώτοι
αριθµοί. Να δειχθεί ότι η οµάδα G είναι κυκλική.

΄Ασκηση 4.3.7. ΄Εστω G µια κυκλική οµάδα η οποία έχει ακριβώς οκτώ υποοµάδες, τρεις εκ των οποίων
έχουν τάξη 2, 19 και 53. Να ϐρεθεί (µε ποια γνωστή σας οµάδα είναι ισόµορφη) η G.

΄Ασκηση 4.3.8. Να δειχθεί ότι η προσθετική οµάδα (Q,+) των ϱητών αριθµών δεν είναι κυκλική. Είναι οι
προσθετικές οµάδες (R,+) και (C,+) των πραγµατικών και µιγαδικών αριθµών αντίστοιχα κυκλικές ;

΄Ασκηση 4.3.9. 1. Να δειχθεί ότι, αν µια αβελιανή οµάδα G περιέχει δύο στοιχεία a,b τάξης 2 µε a 6= b,
τότε η G περιέχει και µια µη κυκλική υποοµάδα H τάξης 4. ∆είξτε ότι η H είναι ισόµορφη µε την οµάδα
ευθύ γινόµενο Z2 ×Z2.

2. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει αβελιανή οµάδα, η οποία να διαθέτει ακριβώς δύο στοιχεία τάξης 2.

΄Ασκηση 4.3.10. Θεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο G = Zn1 ×Zn2 × ·· ·×Znk των κυκλικών οµάδων Zni ,
1 ≤ i ≤ k. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η οµάδα G είναι κυκλική.

2. 1 ≤ i 6= j ≤ k =⇒ (ni ,n j ) = 1.

΄Ασκηση 4.3.11. ΄Εστω G µια οµάδα η οποία έχει ακριβώς τρεις υποοµάδες. Να δειχθεί ότι η G είναι κυκλική
τάξης p2, όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός.

΄Ασκηση 4.3.12. ΄Εστω ότι G είναι µια οµάδα η οποία έχει ακριβώς (α) τέσσερις, (β) πέντε, και (γ) έξι
υποοµάδες. Τι µπορείτε να πείτε σε κάθε περίπτωση για την τάξη και τη δοµή της G;

΄Ασκηση 4.3.13. Θεωρούµε µια κυκλική οµάδα G τάξης n. Να ϐρεθεί το πλήθος των γεννητόρων της G,
καθώς και το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της G στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(a) n = pq, όπου p και q είναι διακεκριµένοι πρώτοι αριθµοί.

(a) n = pqr , όπου p, q και r είναι διακεκριµένοι πρώτοι αριθµοί.
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(b) n = pn , όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός και n ≥ 1 είναι ένας ϕυσικός αριθµός.

΄Ασκηση 4.3.14. (a) Να δοθεί παράδειγµα µιας πεπερασµένης οµάδας G τάξης 	 3 έτσι ώστε οι µόνες
υποοµάδες της G να είναι οι {eG } και G. Υπάρχει µη αβελιανή οµάδα µε αυτή την ιδιότητα;

(b) Υπάρχει οµάδα µε την προηγούµενη ιδιότητα η οποία να έχει άπειρη τάξη;

΄Ασκηση 4.3.15. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα µε τάξη pq, όπου p και q είναι διαφορετικοί πρώτοι
αριθµοί. Αν η οµάδα G έχει µια κανονική υποοµάδα τάξης p και µια κανονική υποοµάδα τάξης q, να δειχθεί
ότι η οµάδα G είναι κυκλική.

΄Ασκηση 4.3.16. Να προσδιοριστούν όλες οι κυκλικές οµάδες οι οποίες διαθέτουν ακριβώς δύο γεννήτορες.



Κεφάλαιο 5

Οµάδες Μεταθέσεων

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε τη ϐασική ϑεωρία µεταθέσεων, κυρίως επί πεπερασµένων συνόλων,
µε άλλα λόγια ϑα µελετήσουµε τις ϐασικές ιδιότητες των συµµετρικών οµάδων Sn , n ≥ 1. Στις τρεις πρώτες
παραγράφους του παρόντος Κεφαλαίου ακολουθούµε στενά την προσέγγιση του [25].

Υπενθυµίζουµε πρώτα κάποιες ϐασικές έννοιες περί µεταθέσεων από την υποενότητα 2.2.6.
Αν X είναι ένα µη κενό σύνολο, τότε ορίζεται το µονοειδές (Map(X ),◦), όπου Map(X ) = {

f : X −→ X | f :
απεικόνιση

}
είναι το σύνολο των απεικονίσεων του X , και «◦» είναι η πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων :

◦ : Map(X )×Map(X ) −→ Map(X ), ( f , g ) 7−→ f ◦ g

Από την Πρόταση 0.2.8, η οµάδα των αντιστρέψιµων στοιχείων του µονοειδούς (Map(X ),◦) είναι

U(Map(X ),◦) = {
f : X −→ X | f : απεικόνιση «1-1» και «επί»

}= S(X )

και άρα αποκτούµε την οµάδα (S(X ),◦) η οποία καλείται η οµάδα των µεταθέσεων ή η συµµετρική οµάδα
του συνόλου X .

Υπενθυµίζουµε ότι η συµµετρική οµάδα S(X ) επί ενός συνόλου X καθορίζεται µε ακρίβεια ισοµορφισµού
µόνο από το πλήθος των στοιχείων του συνόλου X : αν X και Y είναι δύο µη κενά σύνολα µε το ίδιο
πλήθος στοιχείων, |X | = |Y |, τότε οι συµµετρικές οµάδες S(X ) και S(Y ) επί των X και Y είναι ισόµορφες :
S(X ) ∼= S(Y ). ΄Ετσι, χρησιµοποιώντας ως µοντέλο ενός συνόλου µε n το πλήθος στοιχεία το σύνολο Nn =
{1,2, · · · ,n}, ορίζουµε την n-οστή συµµετρική οµάδα ως την συµµετρική οµάδα επί του συνόλου Nn . Τέλος,
σηµειώνουµε ότι, σύµφωνα µε τις Προτάσεις 2.2.7 και 1.3.23, η συµµετρική οµάδα S(X ) επί ενός συνόλου
X είναι αβελιανή αν και µόνο αν |X | ≤ 2, και αν |X | = n <∞, τότε : o(S(X )) = n!. ΄Ετσι η n-οστή συµµετρική
οµάδα Sn έχει τάξη n! και είναι αβελιανή αν και µόνο αν n ≤ 2.

Υπενθυµίζουµε ότι τα στοιχεία της Sn , δηλαδή οι «1-1» και «επί» απεικόνισεις

σ :
{
1,2, · · · ,n

} −→ {
1,2, · · · ,n

}
, i 7−→σ(i )

παριστώνται, χάριν εποπτείας, µε έναν 2×n πίνακα

σ=
(

1 2 · · · i · · · n −1 n
σ(1) σ(2) · · · σ(i ) · · · σ(n −1) σ(n)

)
του οποίου η πρώτη γραµµή περιέχει τα στοιχεία του συνόλου Nn και η δεύτερη γραµµή περιέχει τις εικόνες
των στοιχείων αυτών µέσω της µετάθεσης σ. Μερικές ϕορές µια µετάθεση σ παριστάται και αναγράφοντας
πλήρως τη δράση της στα στοιχεία του συνόλου Nn ως εξής i

σ−→σ(i ), 1 ≤ i ≤ n, για παράδειγµα η µετάθεση

σ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 3 2 5 7 6 1 4 8

)
γράφεται µε αυτόν τον τρόπο ως εξής :

1
σ−→ 9

σ−→ 8
σ−→ 4

σ−→ 5
σ−→ 7

σ−→ 1, 2
σ−→ 3

σ−→ 2, 6
σ−→ 6

245
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Αν σ,τ ∈ Sn , τότε για το γινόµενο σ ·τ των µεταθέσεων σ και τ, δηλαδή για τη σύνθεση των απεικονίσεων σ
και τ, όπου πρώτα εφαρµόζουµε τη συνάρτηση τ, ϑα έχουµε

σ ·τ=
(

1 2 · · · n −1 n
σ(1) σ(2) · · · σ(n −1) σ(n)

)
·
(

1 2 · · · n −1 n
τ(1) τ(2) · · · τ(n −1) τ(n)

)
=

=
(

1 2 · · · n −1 n
σ(τ(1)) σ(τ(2)) · · · σ(τ(n −1)) σ(τ(n))

)
Η ταυτοτική µετάθεση, δηλαδή η ταυτοτική απεικόνιση IdNn , συµβολίζεται συνήθως µε ι και είναι

ι=
(
1 2 · · · n −1 n
1 2 · · · n −1 n

)

Η αντίστροφη σ−1 της µετάθεσης σ=
(

1 2 · · · i · · · n −1 n
σ(1) σ(2) · · · σ(i ) · · · σ(n −1) σ(n)

)
είναι η αντίστροφη απει-

κόνιση σ−1 της σ και µπορεί να υπολογιστεί ως εξής :

σ−1 =
(
σ(1) σ(2) · · · σ(i ) · · · σ(n −1) σ(n)

1 2 · · · i · · · n −1 n

)

Παράδειγµα 5.0.1. Θεωρούµε την συµµετρική οµάδα S13 και τα στοιχεία της

σ=
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
9 1 4 5 7 3 6 10 2 8 13 11 12

)

τ=
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
7 3 5 13 8 1 2 9 11 4 10 12 6

)
Με ϐάση τις παραπάνω παρατηρήσεις, ϑα υπολογίσουµε τα στοιχεία σ◦τ, τ◦σ και σ−1, τ−1. Θα έχουµε:

σ◦τ=
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
6 4 7 12 10 9 1 2 13 5 8 11 3

)

τ◦σ=
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
11 7 13 8 2 5 1 4 3 9 6 10 12

)

σ−1 =
(
σ(1) σ(2) σ(3) σ(4) σ(5) σ(6) σ(7) σ(8) σ(9) σ(10) σ(11) σ(12) σ(13)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

)
=

(
9 1 4 5 7 3 6 10 2 8 13 11 12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

)
=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
2 9 6 3 4 7 5 10 1 8 12 13 11

)

τ−1 =
(
τ(1) τ(2) τ(3) τ(4) τ(5) τ(6) τ(7) τ(8) τ(9) τ(10) τ(11) τ(12) τ(13)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

)
=

(
7 3 5 13 8 1 2 9 11 4 10 12 6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

)
=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
6 7 2 10 3 13 1 5 8 11 9 12 14

) p
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5.1 Τροχιές και ανάλυση σε κύκλους

Οι οµάδες µεταθέσεων Sn έχουν το πλεονέκτηµα ότι τα στοιχεία τους είναι πολύ συγκεκριµένα και µπορούµε
να κάνουµε εύκολα υπολογισµούς µε αυτά, ιδιαίτερα όταν το n είναι µικρό. Για περαιτέρω διευκόλυνση
στους υπολογισµούς µας αλλά και για ισχυρούς ϑεωρητικούς λόγους είναι αναγκαίο να µπορούµε να αναλύ-
σουµε µια τυχούσα µετάθεση σε απλούστερες µεταθέσεις, αν είναι δυνατόν µε µοναδικό τρόπο. Ποιες είναι
όµως οι απλούστερες µεταθέσεις ; Είναι ϕανερό ότι µεταθέσεις σ ∈ Sn οι οποίες εναλλάσσουν µε κυκλικό
τρόπο κάποια στοιχεία, όσο το δυνατόν λιγότερα, του συνόλου Nn και αφήνουν σταθερά τα υπόλοιπα, έχουν
απλούστερη δοµή από µια τυχούσα µετάθεση. ΄Ετσι, µε ϐάση αυτή την παρατήρηση, ο σκοπός µας είναι να
αναλύσουµε µια µετάθεση σε γινόµενο τέτοιων απλούστερων µεταθέσεων µε µοναδικό τρόπο.

Για να το πετύχουµε αυτό εργαζόµαστε ως εξής :
΄Εστω σ ∈ Sn µια τυχούσα µετάθεση. Με ϐάση την σ, ορίζουµε µια σχέση «∼σ» επί του συνόλου Nn , ως

εξής :
∀i , j ∈Nn : i ∼σ j ⇐⇒ ∃z ∈Z : σz (i ) = j

Η ακόλουθη ϐοηθητική πρόταση πιστοποιεί ότι η σχέση «∼σ» είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου
Nn .

Λήµµα 5.1.1. Ας είναι σ ∈ Sn µια µετάθεση του συνόλου Nn = {1,2, . . . ,n}, τότε η σχέση «∼σ» είναι µια σχέση
ισοδυναµίας επί του Nn .

Απόδειξη. 1. Αν i ∈ Nn , τότε i ∼σ i , διότι σ0(i ) = i . ΄Ωστε η σχέση «∼σ» ικανοποιεί την ανακλαστική
ιδιότητα.

2. Αν i , j ∈Nn και ισχύει i ∼σ j , τότε ∃z ∈Z µε σz (i ) = j . Συνεπώς, σ−z ( j ) = i και γι΄ αυτό j ∼σ i . ΄Ωστε η
σχέση «∼σ» ικανοποιεί τη συµµετρική ιδιότητα.

3. Αν i , j ,k ∈ Nn µε i ∼σ j και j ∼σ k, τότε ∃z, w ∈ Z µε σz (i ) = j και σw ( j ) = k. Συνεπώς, σw+z (i ) =
σw (σz (i )) =σw ( j ) = k και γι΄ αυτό i ∼σ k. ΄Αρα η σχέση «∼σ» ικανοποιεί τη µεταβατική ιδιότητα.

Εποµένως η σχέση «∼σ» είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου Nn . ■

Τώρα, για κάθε µετάθεση σ ∈ Sn , το σύνολο Nn διαµερίζεται στις κλάσεις ισοδυναµίας της σχέσης ισοδυ-
ναµίας «∼σ», τις οποίες ονοµάζουµε τροχιές της σ:

Ορισµός 5.1.2. Η σ-τροχιά του στοιχείου i ∈ Nn ορίζεται να είναι η κλάση ισοδυναµίας του i ως προς τη
σχέση ισοδυναµίας «∼σ».

Συνήθως, η σ–τροχιά του στοιχείου i ∈Nn συµβολίζεται µε Oσ(i ) ή [i ]σ. ΄Ετσι ϑα έχουµε:

Oσ(i ) = {
j ∈Nn | j ∼σ i

}= {
j ∈Nn | ∃z ∈Z :σz ( j ) = i

}= {
σz (i ) ∈Nn | z ∈Z}

Παράδειγµα 5.1.3. Θα προσδιορίσουµε τις τροχιές των στοιχείων του Nn = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} για καθεµία
από τις επόµενες µεταθέσεις της S9:

σ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 3 2 5 7 6 1 4 8

)
, τ=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 3 2 1 4 5 6 9 7

)
,

ρ =
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 3 2 4 5 6 7 8 1

)
,

- Παρατηρούµε ότι
1

σ−→ 9
σ−→ 8

σ−→ 4
σ−→ 5

σ−→ 7
σ−→ 1, 2

σ−→ 3
σ−→ 2, 6

σ−→ 6

Σύµφωνα µε τον ορισµό, η σ διαθέτει τρεις τροχιές, τις ακόλουθες :

Oσ(1) = {
1,9,8,4,5,7

}
, Oσ(2) = {

2,3
}
, Oσ(6) = {

6
}
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- Παρατηρούµε ότι
1

τ−→ 8
τ−→ 9

τ−→ 7
τ−→ 6

τ−→ 5
τ−→ 4

τ−→ 1, 2
τ−→ 3

τ−→ 2.

Σύµφωνα µε τον ορισµό, η τ διαθέτει τρεις τροχιές, τις ακόλουθες :

Oτ(1) = {
1,8,9,7,6,5,4

}
, Oτ(2) = {

2,3
}

- Παρατηρούµε ότι

1
ρ−→ 9

ρ−→ 1, 2
ρ−→ 3

ρ−→ 2, 4
ρ−→ 4, 5

ρ−→ 5, 6
ρ−→ 6, 7

ρ−→ 7, 8
ρ−→ 8.

Σύµφωνα µε τον ορισµό, η ρ διαθέτει τρεις τροχιές, τις ακόλουθες :

Oρ(1) = {
1,9

}
, Oρ(2) = {

2,3
}
, Oρ(4) = {

4
}
, Oρ(5) = {

5
}
, Oρ(6) = {

6
}
, Oρ(7) = {

7
}
, Oρ(8) = {

8
} p

Σταθεροποιούµε µια µετάθεση σ ∈ Sn . Για κάθε στοιχείο i ∈ Nn = {1,2, · · · ,n}, ϑεωρούµε την σ-τροχιά
Oσ(i ) = {

σz (i ) | z ∈ Z}
του i . Επειδή Oσ(i ) ⊆ Nn , έπεται ότι το πλήθος των στοιχείων της σ-τροχιάς Oσ(i )

είναι πεπερασµένο και µάλιστα είναι ≤ n = |Nn |. Προφανώς τότε δεν είναι δυνατόν όλες οι ακέραιες δυνάµεις
σz (i ) να είναι διαφορετικές µεταξύ τους, αφού τότε το πλήθος των στοιχείων της τροχιάς Oσ(i ) ϑα ήταν
άπειρο. Εποµένως υπάρχουν z, w ∈Z µε z 6= w , ας πούµε z > w και σz (i ) = σw (i ). Εποµένως, σz−w (i ) = i
µε z −w ∈N. ΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι το σύνολο

Mσ(i ) = {
m ∈N | σm(i ) = i

}
δεν είναι κενό σύνολο και γι΄ αυτό διαθέτει ελάχιστο στοιχείο, έστω

s := minMσ(i )

δηλαδή s είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός µε σs (i ) = i .
Ισχυρισµός: Είναι

Oσ(i ) = {
i ,σ(i ),σ2(i ), · · · ,σk (i ),σk+1(i ), · · · ,σs−1(i )

}
Πράγµατι, τα στοιχεία σk (i ),0 ≤ k ≤ s −1 είναι ανά δύο διαφορετικά, διότι, αν, σk (i ) =σl (i ), όπου 0 ≤ k, l ≤
s −1 µε k 6= l , ας πούµε k > l , τότε σ(k−l )(i ) = i . Αυτό όµως είναι άτοπο διότι το s είναι το ελάχιστο στοιχείο
του συνόλου Mσ(i ), διότι k − l ∈ N, k − l < s και σk−l (i ) = i . Για την απόδειξη του ισχυρισµού, αρκεί να
δείξουµε ότι για κάθε στοιχείο σm(i ), m ∈Z, της σ-τροχιάς του i , έχουµε σm(i ) =σk (i ), όπου 0 ≤ k ≤ s −1.
Πράγµατι από την Ευκλείδεια διαίρεση του m µε το s ϑα έχουµε:

m = qs +k, q ∈Z, και 0 ≤ k ≤ s −1

Πράγµατι, αν q = 0, τότε m = k και σm(i ) =σk (i ). Αν q ≥ 1, τότε, χρησιµοποιώντας ότι σs (i ) = i , ϑα έχουµε:

σm(i ) =σqs+k (i ) =σk (σqs (i )) =σk ((σs )q (i ))) =σk ((σs ◦σs ◦ · · · ◦σs︸ ︷︷ ︸
q−ϕορές

)(i )) =σk (i )

Αν q ≤−1, έστω q =−r , όπου r ≥ 1, τότε, χρησιµοποιώντας ότι σ−s (i ) = i , ϑα έχουµε:

σm(i ) =σqs+k (i ) =σk (σqs (i )) =σk ((σs )q (i ))) =σk ((σs )−r (i ))) =σk ((σ−s )r (i ))) =σk ((σ−s ◦σ−s ◦ · · · ◦σ−s︸ ︷︷ ︸
r−ϕορές

)(i )) =σk (i )

΄Αρα σε κάθε περίπτωση ισχύει ότι για κάθε m ∈Z, υπάρχει k µε 0 ≤ k ≤ s −1 έτσι ώστε : σm(i ) =σk (i ).

Παρατήρηση 5.1.4. ΄Εστω ότι Oσ(i ) και Oσ( j ) είναι σ-τροχιές δύο στοιχείων i , j ∈ Nn = {
1,2, · · · ,n

}
της

µετάθεσης σ ∈ Sn . Αν j ∈Oσ(i ), τότε :

είτε Oσ(i ) =Oσ( j ) είτε Oσ(i )∩Oσ( j ) =;
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Πράγµατι, αυτό προκύπτει από το ότι οι τροχιές Oσ(i ) και Oσ( j ) είναι κλάσεις ισοδυναµίας ως προς τη
σχέση ισοδυναµίας «∼σ», και άρα είτε ϑα συµπίπτουν, δηλαδή Oσ(i ) = Oσ( j ), ή ϑα είναι ξένες, δηλαδή
Oσ(i )∩Oσ( j ) =;.

Ιδιαίτερα αν j ∈Oσ(i ), δηλαδή αν j =σk (i ) για κάποιον ακέραιο k, τότε : Oσ(i ) =Oσ( j ). Για παράδειγµα,
ας υποθέσουµε ότι

Oσ(i ) = {
i , σ(i ), · · · , σs−1(i )

}
Αν j =σk (i ) για κάποιον ακέραιο k µε 1 ≤ k ≤ s −1, τότε

Oσ(i ) =Oσ( j ) =Oσ(σk (i )) = {
j , σ( j ), · · · , σs−1( j )

}
Σηµειώνουµε ότι στην περιγραφή των τροχιών παίζει ϱόλο και πρέπει να διατηρείται η σειρά µε την οποία
εµφανίζονται τα στοιχεία της τροχιάς, ως εικόνες µέσω της µετάθεσης σ, διότι καθένα στοιχείο στην τρο-
χιά είναι εικόνα, µέσω της σ, του προηγούµενου. ΄Ετσι, αν και ως σύνολα

{
i , σ(i ), σ2(i ), · · · , σs−1(i )

} ={
σ2(i ), σ(i ), i , · · · , σs−1(i )

}
, το δεύτερο σύνολο δεν περιγράφει αναγκαστικά τροχιά της σ, διότι, για παρά-

δειγµα, γενικά σ(σ2(i )) =σ3(i ) 6=σ(i ). N

Παρατήρηση 5.1.5. Θέλοντας να προσδιορίσουµε τις τροχιές µιας µετάθεσης σ ∈ Sn , εργαζόµαστε ως εξής :
ξεκινάµε από ένα τυχόν στοιχείο i1 του συνόλου Nn και προσδιορίζουµε τον ελάχιστο ϑετικό ακέραιο s1 έτσι
ώστε σs1 (i1) = i1. Τότε η σ τροχιά του i1 ϑα είναι το σύνολο

Oσ(i1) = {
i1, σ(i1), · · · , σs1−1(i1)

}
Κατόπιν επιλέγουµε ένα στοιχείο, αν υπάρχει, στο σύνολο Nn \ Oσ(i1), χάριν ευκολίας ας υποθέσουµε ότι
αυτό είναι το i2. Προσδιορίζουµε τον ελάχιστο ϑετικό ακέραιο s2 έτσι ώστε σs2 (i2) = i2. Τότε η σ τροχιά του
i2 ϑα είναι το σύνολο

Oσ(i2) = {
i2, σ(i2), · · · , σs2−1(i2)

}
Παρατηρούµε ότι οι τροχιές Oσ(i1) και Oσ(i2) είναι ξένες, Oσ(i1)∩Oσ(i2) = ;, ως διακεκριµένες κλάσεις
ισοδυναµίας ως προς τη σχέση ισοδυναµίας «∼σ».

Κατόπιν επιλέγουµε ένα στοιχείο, αν υπάρχει, στο σύνολο Nn \ (Oσ(i1)∪Oσ(i2)), χάριν ευκολίας ας υπο-
ϑέσουµε ότι αυτό είναι το i3. Προσδιορίζουµε τον ελάχιστο ϑετικό ακέραιο s3 έτσι ώστε σs3 (i3) = i3. Τότε η σ

τροχιά του i3 ϑα είναι το σύνολο
Oσ(i3) = {

i3, σ(i3), · · · , σs3−1(i3)
}

Παρατηρούµε ότι οι τροχιές Oσ(it ),1 ≤ t ≤ 3, είναι ανα δύο ξένες µεταξύ τους Oσ(ik )∩Oσ(il ) =;, 1 ≤ k 6= l ≤ 3,
ως διακεκριµένες κλάσεις ισοδυναµίας ως προς τη σχέση ισοδυναµίας «∼σ».

Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία, επειδή το σύνολο Nn είναι πεπερασµένο, έπεται ότι υπάρχει ϑετικός
ακέραιος r έτσι ώστε να έχουµε:

Nn = {
1,2, · · · ,n

}=Oσ(i1)
⋃

Oσ(i2)
⋃ · · ·⋃Oσ(ir )

Επειδή οι τροχιές, ως κλάσεις ισοδυναµίας ως προς τη σχέση ισοδυναµίας «∼σ» είναι ξένες ανα δύο, Oσ(ik )∩
Oσ(il ) =;, 1 ≤ k 6= l ≤ r , έπεται ότι η παραπάνω ένωση είναι ξένη ένωση συνόλων. Εποµένως ϑα έχουµε:

n = |Nn | =
r∑

k=1
|Oσ(ik )| = s1 + s2 +·· ·+ sr N

Παρατήρηση 5.1.6. Παρατηρούµε ότι κάθε τροχιά Oσ(i ), i ∈Nn , µιας µετάθεσης σ µπορεί να αναπαρα-
σταθεί µε τη ϐοήθεια ενός προσανατολισµένου γραφήµατος. Το γράφηµα αυτό αποτελείται από κορυφές και
προσανατολισµένα ϐέλη.1 Κορυφές του γραφήµατος είναι τα στοιχεία της τροχιάς Oσ(i ) ⊆Nn . Υπάρχει ένα
προσανατολισµένο ϐέλος µε αρχή την κορυφή k και τέλος την κορυφή l , ακριβώς όταν l =σ(k). Εποµένως
οι κορυφές του γραφήµατος της τροχιάς Oσ(i ) είναι τα στοιχεία i ,σ(i ), · · · ,σs−1(a), όπου όπως παραπάνω s
είναι ο µικρότερος µη αρνητικός ακέραιος έτσι ώστε σs (i ) = i . Κάθε κορυφή σk (i ) συνδέεται µε µια προσα-
νατολισµένη ακµή µε την κορυφή σk+1(i ), όταν 0 ≤ k ≤ s −2 και επιπλέον η κορυφή σ(s−1)(i ) συνδέεται µε
την κορυφή σs (i ) = i . Συνεπώς, το γράφηµα είναι κυκλικό. N

1∆ηλαδή, τµήµατα γραµµών ή τόξα κύκλου που το ένα σηµείο τους ϑεωρείται η αρχή και το άλλο το τέλος.
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Η παρατήρηση µας οδηγεί ϕυσιολογικά στους ακόλουθους ορισµούς.

Ορισµός 5.1.7. ΄Εστω σ µια µετάθεση στη συµµετρική οµάδα Sn .

1. Η µετάθεση της σ καλείται κύκλος της Sn , αν διαθέτει το πολύ µια τροχιά µε περισσότερα του ενός
στοιχεία.

2. Μήκος ενός κύκλου σ ονοµάζουµε το πλήθος των στοιχείων εκείνης της τροχιάς του, που έχει το µεγα-
λύτερο πλήθος στοιχείων.

Αν το µήκος ενός κύκλου είναι s, τότε ο κύκλος καλείται s-κύκλος.

3. ΄Ενας 2-κύκλος σ, δηλαδή ένας κύκλος µήκους 2, καλείται αντιµετάθεση.

Με ϐάση τον παραπάνω ορισµό, καµία από τις µεταθέσεις του παραδείγµατος 5.1.3 δεν είναι κύκλος. Για
παράδειγµα, η µετάθεση σ δεν είναι κύκλος διότι διαθέτει δύο τροχιές µε περισσότερα απόµ ένα στοιχεία :
την τροχιά του 1 η οποία έχει 6 στοιχεία, τα 1,9,8,4,5,7 και την τροχιά του 2 η οποία έχει 2 στοιχεία, τα 2,3.

Παράδειγµα 5.1.8. Η µετάθεση

µ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8 1

)
∈ S8

είναι ένας κύκλος της S8 αφού Oµ(1) = {
1,2,3,4,5,6,7,8

}
. Το µήκος του κύκλου µ είναι 8.

Η µετάθεση

ν=
(
1 2 3 4 5 6 7 8
1 8 2 4 5 6 7 3

)
∈ S8

είναι επίσης ένας κύκλος της S8 αφού Oν(1) = {
1
}
, Oν(2) = {

2,8,3
}
, Oν(4) = {

4
}
, Oν(5) = {

5
}
, Oν(6) = {

6
}
και

Oν(7) = {
7
}
. Το µήκος του κύκλου ν είναι 3.

Η µετάθεση

ζ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 7 4 5 6 3 8

)
∈ S8

είναι ένας κύκλος της S8 αφού Oζ(1) = {
1
}
, Oζ(2) = {

2
}
, Oζ(3) = {

3,7
}
, Oζ(4) = {

4
}
, Oζ(5) = {

5
}
, Oζ(6) = {

6
}
,

και Oζ(8) = {
8
}
. Το µήκος του κύκλου ν είναι 2, δηλαδή ο κύκλος ζ είναι µια αντιµετάθεση της S8.

Η µετάθεση

ξ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 1 4 3 5 6 7 8

)
∈ S8

δεν είναι ένας κύκλος της S8, αφού έχει περισσότερες από µία τροχιές µε περισσότερα του ενός στοιχεία.
Πράγµατι, Oξ(1) = {

1,2
}

και Oξ(3) = {
3,4

}
. Επειδή η µετάθεση ξ δεν είναι κύκλος, δεν έχει νόηµα να

µιλήσουµε για το µήκος της ξ.
p

Παρατήρηση 5.1.9. 1. Το ταυτοτικό στοιχείο της Sn , δηλαδή η µετάθεση

ι=
(
1 2 · · · i i +1 · · · n
1 2 · · · i i +1 · · · n

)
είναι ένας κύκλος µήκους 1 αφού κάθε τροχιά του αποτελείται από ακριβώς ένα στοιχείο : Oι(i ) = {

i
}
,

∀i ∈ Nn . Αλλά και αντίστροφα, αν κάθε τροχιά µιας µεταθεσης σ ∈ Sn αποτελείται από ακριβώς ένα
στοιχείο, τότε η σ διαθέτει n το πλήθος διαφορετικές τροχιές οι οποίες ϑα είναι Oσ(i ) = {

i
}
, 1 ≤ i ≤ n,

και τότε προφανώς η σ συµπίπτει µε την ταυτοτική µετάθεση ι.
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2. Αν µια µετάθεση σ ∈ Sn είναι ένας κύκλος, ο οποίος δεν συµπίπτει µε την ταυτοτική µετάθεση ι,
τότε υπάρχει κάποιο στοιχείο j ∈ Nn = {

1,2, . . . ,n
}
µε σ( j ) 6= j . ΄Ετσι η σ-τροχιά του j ϑα περιέχει

περισσότερα του ενός στοιχεία. Επειδή η µετάθεση σ είναι κύκλος, έπεται ότι η τροχιά Oσ( j ) είναι η
µοναδική τροχιά του σ η οποία αποτελείται από περισσότερα του ενός στοιχεία και µάλιστα

Oσ( j ) = {
j ,σ( j ),σ2( j ), · · · ,σi ( j ),σi+1( j ), · · · ,σs−1( j )

}
όπου s είναι ο µικρότερος ϕυσικός µε σs ( j ) = j . Επειδή αναγκαστικά οι υπόλοιπες τροχιές του κύκλου
σ ϑα αποτελούνται ακριβώς από ένα στοιχείο, και άρα για κάθε i 6=Oσ( j ), ϑα έχουµε Oσ(i ) = {

i
}
, και

εποµένως : σ(i ) = i . Εποµένως µπορούµε να περιγράψουµε έναν κύκλο σ µήκους s ως εξής :

∃ j ∈Nn : σ( j ) 6= j , και τότε : Oσ( j ) = {
j ,σ( j ),σ2( j ), · · · ,σs−1( j )

}
και σ(i ) = i , ∀i ∉Oσ( j )

Συνεπώς:

«Το µήκος ενός κύκλου σ 6= ι ισούται µε τον µικρότερο ϕυσικό s µε σs (i ) = i , όπου i είναι ένα οποιοδήποτε
στοιχείο της τροχιάς του σ που έχει περισσότερα από ένα στοιχεία. Ο κύκλος σ εναλλάσσει κυκλικά τα
στοιχεία της τροχιάς Oσ(i ) και αφήνει σταθερά τα υπόλοιπα στοιχεία του Nn». N

Χαρη στην Παρατήρηση 5.1.9 µπορούµε να παραστήσουµε έναν κύκλο σ που διαθέτει µια τροχιά µε
περισσότερα από ένα στοιχεία, ας πούµε την

Oσ(i ) = {
i ,σ(i ),σ2(i ), · · · ,σs−1(i )

}
, s ≥ 2, για κάποιο i ∈Nn = {

1,2, · · · ,n
}

ως εξής :
σ= (

i σ(i ) σ2(i ) · · · σk (i ) σk+1(i ) · · · σs−1(i )
)

(5.1)

ερµηνεύοντας την ανωτέρω σηµειογραφία κατά τον εξής τρόπο:
΄Εστω x ∈Nn = {

1,2, . . . ,n
}
, τότε :

σ(x) =


x, αν x 6=σk (i ), 0 ≤ k ≤ s −1, δηλαδή όταν x ∉Oσ(i )

σk+1(i ), αν x =σk (i ), 0 ≤ k ≤ s −2

i , αν x =σs−1(i )
p (5.2)

∆ηλαδή η µετάθεση του δεύτερου µέλους της (5.1) η οποία περιγράφεται στην σχέση (5.2) συµπίπτει µε την
µετάθεση σ.

Στην παράσταση (5.1) ενός κύκλου µήκους s είναι απολύτως απαραίτητο να γνωρίζουµε σε ποια συµµε-
τρική οµάδα ανήκει ο κύκλος σ. Για παράδειγµα, ο κύκλος σ= (1 2 3) µήκους 3 µπορεί να είναι στοιχείο
της συµµετρικής οµάδας S3 αλλά και της συµµετρικής οµάδας S4 η της συµµετρικής οµάδας S5 κλπ.

Παράδειγµα 5.1.10. 1. Θεωρούµε τη µετάθεση

σ=
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 4 3 6 5 8 7 10 9 12 11 2

)
∈ S12

Η σ είναι κύκλος, αφού έχει ακριβώς µια τροχιά µε περισσότερα του ενός στοιχεία, πρόκειται για την
τροχιά

Oσ(2) = {
2, σ1(2) = 4, σ2(2) = 6, σ3(2) = 8, σ4(2) = 10, σ5(2) = 12

}
Το µήκος του κύκλου σ είναι 6, και χρησιµοποιώντας τη νέα σηµειογραφία που εισαγάγαµε προη-
γουµένως, έχουµε:

σ= (
2 4 6 8 10 12

)
Προσέξτε ότι ϑα µπορούσαµε να είχαµε κατασκευάσει την προηγούµενη τροχιά αρχίζοντας από κάποιο
άλλο στοιχείο της, ας πούµε το 10. Τώρα έχουµε:

Oσ(10) = {
10, σ1(10) = 12, σ2(10) = 2, σ3(10) = 4, σ4(10) = 6, σ5(10) = 8

}
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και ο κύκλος γράφεται
σ= (

10 12 2 4 6 8
)

΄Οπως προκύπτει και από την Παρατήρηση 5.1.4, η σειρά εµφάνισης των στοιχείων στις δύο προη-
γούµενες παραστάσεις είναι διαφορετική, ωστόσο αυτές ορίζουν το ίδιο στοιχείο της S12, δηλαδή το
σ.

2. Ας δούµε ποιο στοιχείο σ της S12 παριστάνει το(
8 5 11 3

)
Σύµφωνα µε την ερµηνεία της σηµειογραφίας που δόθηκε στην σχέση (5.2) της Παρατήρησης 5.1.9
έχουµε:

σ(i ) = i , ∀i ∈ {
1,2, . . . ,11,12

}
\

{
8,5,11,3

}
,

σ(8) = 5, σ2(8) =σ(5) = 11, σ3(8) =σ(11) = 3, σ4(8) =σ(3) = 8.

Συνεπώς, η συγκεκριµένη µετάθεση σ είναι η

σ=
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 4 8 6 11 8 7 5 9 12 3 2

) p

Παρατήρηση 5.1.11. 1. Κάθε 1-κύκλος της Sn παριστάνει το ταυτοτικό στοιχείο ι. Πράγµατι, ας είναι
i ∈Nn = {

1,2, . . . ,n
}
και ας ϑεωρήσουµε τον 1-κύκλο τ= (i ).

Σύµφωνα µε τη σχέση 5.2 έχουµε:

τ(x) =
{

x, αν x ∈ x ∈Nn \ {i }

i , αν x = i

Προφανώς σ= ι και άρα στην Sn όλοι οι 1-κύκλοι είναι ίσοι µεταξύ τους αφού είναι όλοι ίσοι µε την
ταυτοτική µετάθεση ι.

2. ΄Οπως είδαµε, ένας κύκλος µήκους 2 ονοµάζεται αντιµετάθεση. Η ορολογία προκύπτει επειδή µια τέ-
τοια µετάθεση εναλλάσσει δύο διαφορετικά στοιχεία του συνόλου Nn = {

1,2, . . . ,n
}
και διατηρεί σταθερά

τα υπόλοιπα στοιχεία.

Πράγµατι, αν τ= (i j ), όπου i , j ∈Nn = {
1,2, . . . ,n

}
, όπου i 6= j , τότε :

τ(x) =


x, αν x ∈Nn \ {i , j }

j , αν x = i

i , αν x = j N

Ορισµός 5.1.12. ∆ύο κύκλοι της (Sn ,◦) ονοµάζονται ξένοι κύκλοι, αν οι τροχιές τους µε το µεγαλύτερο
πλήθος στοιχείων δεν έχουν κοινά στοιχεία. ΄Ετσι, αν :

σ= (i1 i2 · · · is ) και τ= ( j1 j2 · · · jr )

είναι κύκλοι µήκους s και r αντίστοιχα, τότε οι κύκλοι σ και τ είναι ξένοι αν :{
i1, i2, · · · , is

} ∩ {
j1, j2, · · · , jr

}=;

Παρατήρηση 5.1.13. Από τον προηγούµενο ορισµό προκύπτει ότι, για να είναι δύο κύκλοι της Sn ξένοι,
πρέπει να έχουν και οι δύο µήκος ≥ 2, αφού, αν ένας από τους δύο έχει µήκος 1, τότε αυτός είναι το
ταυτοτικό στοιχείο ι της Sn . Αλλά τώρα κάθε τροχιά του ι έχει µήκος 1, δηλαδή είναι µια τροχιά που έχει το
µεγαλύτερο πλήθος στοιχείων, και είναι σαφές ότι, όποιος και αν είναι ο άλλος κύκλος, η τροχιά του µε το
µεγαλύτερο πλήθος στοιχείων έχει µη κενή τοµή µε κάποια από τις τροχιές του ι. N
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Παράδειγµα 5.1.14. Οι κύκλοι σ= (1 9 8) και τ= (11 1 12) της S12 δεν είναι ξένοι διότι
{
1,9,8

}∩{
11,1,12

}=
{1}. Η µοναδική τροχιά του σ µε µήκος > 1 είναι η Oσ,1 = {1,9,8}.

Αντίθετα, οι κύκλοι σ= (1 9 8) και ρ = (6 3 7) της S12 είναι ξένοι διότι
{
1,9,8

}∩{
6,3,7

}=;.
p

Θα δούµε τώρα ένα σηµαντικό αποτέλεσµα το οποίο πιστοποιεί ότι κάθε µετάθεση της Sn είναι γινόµενο
πεπερασµένου πλήθους ξένων κύκλων. Με άλλα λόγια, το σύνολο των κύκλων είναι ένα σύνολο γεννητόρων
της Sn .

Πρόταση 5.1.15. Κάθε µετάθεση της συµµετρικής οµάδας (Sn ,◦) ή είναι ένας κύκλος ή είναι µια σύνθεση
κύκλων ξένων ανά δύο, όπου το µήκος εκάστου είναι ≥ 2.

Απόδειξη. ΄Εστω σ µια τυχούσα µετάθεση της Sn . Αν η σ είναι κύκλος δεν χρειάζεται να αποδειχθεί τίποτα.
Ας υποθέσουµε ότι η σ δεν είναι κύκλος. Τότε εξ ορισµού η σ διαθέτει τουλάχιστον δύο τροχιές µε

περισσότερα του ενός στοιχεία. ΄Εστω ότι οι τροχιές της σ µε περισσότερα του ενός στοιχεία είναι οι εξής :

O1 =Oσ(a11) = {
a11, a12, · · · , a1t1

}
, O2 =Oσ(a21) = {

a21, a22, · · · , a2t2

}
, · · · ,

Oi =Oσ(ai 1) = {
ai 1, ai 2, · · · , ai ti

}
, · · · , Os =Oσ(as1) = {

as1, as2, . . . asts

}
.

Για κάθε i όπου 1 ≤ i ≤ s, ορίζουµε τη µετάθεση σi ως εξής

σi (a) =
{
σ(a), αν a ∈Oi

a, αν a ∉Oi

Εξ ορισµού τότε, για κάθε i , όπου 1 ≤ i ≤ s, η µετάθεση σi συµπίπτει µε τον κύκλο (ai 1 ai 2 · · · ai ti ) µήκους
|Oi | = ti ≥ 2.

Ισχυρισµός: σ=σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σi ◦ · · · ◦σs .
- Αν το a είναι ένα στοιχείο του συνόλου

{
1,2, . . . ,n

}
\ (O1 ∪O2 ∪·· ·∪Os ), τότε προφανώς σ(a) = a και

(σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σs )(a) = a, διότι το a δεν εµφανίζεται σε κανέναν από τους κύκλους σi .
- Αν το a είναι ένα στοιχείο από το σύνολο O1 ∪O2 ∪·· ·∪Os , τότε το a ανήκει σε ακριβώς µία τροχιά, ας

πούµε την Oi , αφού τα σύνολα O1,O2, · · · ,Os είναι ανά δύο ξένα. Από τον ορισµό των µεταθέσεων σi , ϑα
έχουµε σs (a) = a, σs−1(a) = a, · · · , σi+1(a) = a, και :

(σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σi−1 ◦σi ◦ · · · ◦σs )(a) = (σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σi−1 ◦σi ◦ · · · ◦σs−1)(a) = ·· · = (σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σi−1 ◦σi )(a)

Από τον ορισµό της µετάθεσης σi , επειδή το στοιχείο a ανήκει στην τροχιά Oi , έπεται ότι το στοιχείο
σi (a) είναι ίσο µε σ(a), το οποίο επίσης ανήκει στην τροχιά Oi και γι΄ αυτό το σ(a) δεν ανήκει σε καµιά από
τις τροχιές Oi−1, · · · , O2, O1. Αυτό σηµαίνει ότι το στοιχείο σ(a) παραµένει σταθερό από τις µεταθέσεις σ1,
σ2, · · · , σi−1, δηλαδή: σi−1(σ(a)) =σ(a), σi−2(σ(a)) =σ(a), · · · , σ2(σ(a)) =σ(a), σ1(σ(a)) =σ(a). Εποµένως
ϑα έχουµε:

(σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σi−1 ◦σi )(a) =σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σi−1)(σ(a)) = (σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σi−2)(σ(a)) = ·· · =σ1(σ(a)) =σ(a)

δηλαδή:
(σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σi−1 ◦σi ◦ · · · ◦σs )(a) =σ(a)

Αποδείξαµε λοιπόν ότι ∀a ∈ Nn = {
1,2, . . . ,n

}
: σ(a) = (σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σi ◦ · · · ◦σs )(a). Συνεπώς ϑα έχουµε

σ=σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σi ◦ · · · ◦σs , όπου για κάθε i µε 1 ≤ i ≤ s το µήκος του κύκλου σi είναι ti ≥ 2. ■

Σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.15, κάθε µετάθεση µπορεί να γραφεί ως γινόµενο ξένων κύκλων, καθένας
απο τους οποίους έχει µήκος ≥ 2. Σηµειώνουµε ότι η ταυτοτική µετάθεση λογίζεται ως κύκλος µήκους 1,
δεν την γράφουµε και δεν την λαµβάνουµε υπόψη στην παραπάνω ανάλυση. Με ϐάση τα παραπάνω τίθεται
ϕυσιολογικά το ερώτηµα: µπορεί µια µετάθεση να γραφεί µε δύο διαφορετικούς τρόπους ως γινόµενο ξένων
κύκλων ; Την απάντηση δίνει η ακόλουθη πρόταση.
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Πρόταση 5.1.16. Η ανάλυση µιας µετάθεσης σ ∈ Sn ως γινόµενο ξένων κύκλων, καθένας εκ των οποίων έχει
µήκος ≥ 2, είναι µοναδική. ∆ηλαδή αν

σ= γ1 ◦γ2 ◦ · · · ◦γs = δ1 ◦δ2 ◦ · · · ◦δr

τότε r = s και υπάρχει µια αναδιάταξη i1, i2, · · · , is των δεικτών 1,2, · · · , s έτσι ώστε : γk = δik , 1 ≤ k ≤ s.

Απόδειξη. ΄Εστω O1, O2, · · · , Os της σ οι τροχιές οι οποίες αντιστοιχούν στους ξένους κύκλους γ1, γ2, · · · , γs .
Ανάλογα, έστω O ′

1, O ′
2, · · · , O ′

r της σ οι τροχιές οι οποίες αντιστοιχούν στους ξένους κύκλους δ1, δ2, · · · , δr .
Υπάρχουν s το πλήθος διακεκριµένα στοιχεία xi του συνόλου {1,2, · · · ,n} έτσι ώστε : xi ∈Oi , 1 ≤ i ≤ s. Επειδή
τα στοιχεία xi η µετάθεση σ δεν τα αφήνει σταθερά και ανήκουν σε διαφορετικές τροχιές της σ, έπεται
ότι καθένα από αυτά ανήκει ακριβώς σε µια από τις τροχιές O ′

1, O ′
2, · · · , O ′

r και εποµένως s ≤ r . Ακριβώς
ανάλογα δείχνουµε ότι r ≤ s. ΄Αρα r = s. ΄Εστω ότι το στοιχείο x1 ∈ O1 ανήκει τροχιά O ′

i1
. Τότε προφανώς

O1 = {
x1,σ(x1), · · · ,σ`(γ1)

}
και, επειδή x1 ∈ O ′

i1
, προφανώς ϑα έχουµε O1 ⊆ O ′

i1
. Ακριβώς ανάλογα, επειδή

x1 ∈O ′
i1
= {

x1,σ(x1), · · · ,σ`(δ1)
}
ϑα έχουµε O ′

i1
⊆O1. ΄Ετσι τελικά O1 =O ′

i1
, και αυτό σηµαίνει ότι γ1 = δi1 . Με

παρόµοιο τρόπο δείχνουµε ότι και Ok =O ′
k , 2 ≤ k ≤ s = r , και αυτό σηµαίνει ότι γk = δik , 2 ≤ k ≤ s = r . ■

Εποµένως, από τις Προτάσεις 5.1.15 και 5.1.16, προκύπτει οτι η ανάλυση σε ξένους κύκλους µιας
µετάθεσης είµαι µοναδική αν δεν λάβουµε υπόψη µας τη σειρά εµφάνισης των ξένων κύκλων στην ανάλυση,
και την εισαγωγή ή αφαίρεση κύκλων µήκους 1 (οι οποίοι συµπίπτουν µε την ταυτοτική µετάθεση).

΄Οπως γνωρίζουµε, η οµάδα Sn δεν είναι αβελιανή, όταν n ≥ 3, και άρα γενικά δύο µεταθέσεις της Sn δεν
µετατίθενται µεταξύ τους. Η επόµενη ϐοηθητική πρόταση δείχνει ότι µεταθέσεις ειδικού τύπου µετατίθενται :

Λήµµα 5.1.17. ΄Εστω ότι γ και δ είναι δύο ξένοι κύκλοι της συµµετρικής οµάδας (Sn ,◦), τότε οι κύκλοι
µετατίθενται µεταξύ τους, δηλαδή

γ◦δ= δ◦γ
Απόδειξη. Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 5.1.13, οι κύκλοι γ και δ έχουν µήκος ≥ 2. ΄Εστω ότι

γ= (c1 c2 · · · cr ) και δ= (d1 d2 · · · dt )

όπου r, t ≥ 2, και τότε ϑα έχουµε
{
c1,c2, · · · ,cr

}∩{
d1,d2, · · · ,dr

}=;, διότι οι κύκλοι γ και δ είναι ξένοι.
- Για κάθε a ∈ {

1,2, . . . ,n
}

\ (
{
c1,c2, . . . ,cr

}∪{
d1,d2, . . . ,dt

}
) ϑα έχουµε προφανώς:

(γ◦δ)(a) = a = (δ◦γ)(a)

- Για κάθε a ∈ {
c1,c2, . . . ,cr

}
ϑα έχουµε:

(γ◦δ)(a) = γ(δ(a)) = γ(a) = δ(γ(a)) = (δ◦γ)(a)

διότι, επειδή a ∈ {
c1,c2, · · · ,cr

}
, έπεται ότι γ(a) ∈ {

c1,c2, · · · ,cr
}
και γι΄ αυτό τα στοιχεία a και γ(a) δεν ανήκουν

στο σύνολο
{
d1,d2, · · · ,dt

}
, επειδή οι γ και δ είναι ξένοι κύκλοι. ΄Ετσι δ(a) = a και δ(γ(a)) = γ(a).

- Ακριβώς ανάλογα αποδεικνύεται ότι, για κάθε a ∈ {
d1,d2, · · · ,dt

}
είναι

(γ◦δ)(a) = γ(δ(a)) = δ(a) = δ(γ(a)) = (δ◦γ)(a),

αφού a = γ(a) και δ(a) = γ(δ(a)).
΄Αρα τελικά ϑα έχουµε: γ◦δ= δ◦γ. ■

Με χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής, εύκολα προκύπτει από το Λήµµα 5.1.17 το ακόλουθο
αποτέλεσµα.

Πόρισµα 5.1.18. Αν γ1,γ2, . . . ,γs είναι κύκλοι της (Sn ,◦) ανά δύο ξένοι, τότε :

γ1 ◦γ2 ◦ · · · ◦γs = γi1 ◦γi2 ◦ · · · ◦γis

όπου i1, i2, . . . , is είναι µια οποιαδήποτε αναδιάταξη των 1,2, . . . , s.
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Θα αποδείξουµε τώρα ένα ασηµαντικό αποτέλεσµα το οποίο επιτρέπει τον υπολογισµό της τάξης µιας
µετάθεσης, ως στοιχείου της συµµετρικής οµάδας, αν γνωρίζουµε την ανάλυσή της σε γινόµενο ξένων κύκλων.

Πρόταση 5.1.19. ΄Εστω ότι σ είναι µια µετάθεση της συµµετρικής οµάδας (Sn ,◦).

1. Αν η µετάθεση σ είναι κύκλος της Sn µήκους `(σ), τότε η τάξη o(σ) της σ είναι ίση µε

o(σ) = `(σ)

2. Αν η µετάθεση σ είναι γινόµενο s ≥ 2 το πλήθος ξένων ανά δύο κύκλων γi µήκους `(γi ) ≥ 2, 1 ≤ i ≤ s:

σ= γ1 ◦γ2 ◦ · · · ◦γs

τότε η τάξη o(σ) της σ είναι ίση µε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των µηκών `(γi ), 1 ≤ i ≤ s:

o(σ) = [
`(γ1), `(γ2), · · · , `(γs )

]
Απόδειξη. 1. Αν η µετάθεση σ είναι ένας κύκλος µήκους `(σ) = 1, τότε σ= ι και συνεπώς, o(σ) = 1 = `(σ).

΄Εστω ότι ο κύκλος σ= (a1 a2 · · · at ) είναι ένας κύκλος µήκους `(σ) = t ≥ 2.

Παρατηρούµε ότι
∀i , 1 ≤ i ≤ t −1 : σi (a1) = ai+1 και σt (a1) = a1 (*)

Εποµένως δεν υπάρχει i ∈N, όπου 1 ≤ i ≤ t −1, µε σi = Idn , διότι από τις παραπάνω σχέσεις έχουµε
σi (a1) 6= a1. Θα δείξουµε ότι σt = ι και τότε επειδή ο αριθµός t = `(σ) είναι ο µικρότερος ϕυσικός µε
αυτήν την ιδιότητα, συµπεραίνουµε ότι t = o(σ).

Γνωρίζουµε από την σχέση (∗) ότι σt (a1) = a1. Θα δείξουµε ότι ∀i , µε 2 ≤ i ≤ t είναι : σt (ai ) = ai .
Επειδή i ≥ 2 έχουµε, λόγω της (∗), ότι ai =σi−1(a1). Εποµένως :

σt (ai ) =σt (σi−1(a1)) =σi−1(σt (a1)) =σi−1(a1) = ai

΄Ωστε, σt = ι και εποµένως o(σ) = t = `(σ).

2. ΄Εστω m = [
`(γ1),`(γ2), · · · ,`(γs )

]
το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των µηκών των ξένων κύκλων στην

ανάλυση της µετάθεσης σ. Θα δείξουµε ότι o(σ) = m.

Τότε προφανώς m = `(γ1)·k1 = `(γ2)·k2 = ·· · = `(γs )·ks , για κάποιους ϑετικούς ακεραίους k1,k2, · · · ,ks .
Για κάθε i , όπου 1 ≤ i ≤ s, ϑα έχουµε (γi )m = (γi )`(γi )·ki ) = (γi )`(γi ))ki = ιki = ι. Χρησιµοποιώντας αυτές
τις σχέσεις και το γεγονός ότι ξένοι κύκλοι αντιµετατίθενται, ϑα έχουµε:

σm = (γ1◦γ2◦· · ·◦γi ◦· · ·◦γs )m = (γ1)m◦(γ2)m◦· · ·◦(γi )m◦· · ·◦(γs )m = (γ1)m◦(γ2)m◦· · ·◦(γi )m◦· · ·◦(γs )m = ι

Εποµένως ϑα έχουµε:
o(σ) | m = [

`(γ1),`(γ2), · · · ,`(γs )
]

(*)

Μένει να δείξουµε ότι ισχύει και m | o(σ). Για να το αποδείξουµε αυτό, εργαζόµαστε ως εξής. ΄Εστω

γi = (ai 1 ai 2 · · · ai ri ), 1 ≤ i ≤ s

και έστω ότι Oi =
{

ai 1, ai 2, · · · , ai ri

}
, 1 ≤ i ≤ s, είναι οι ανά δύο ξένες τροχιές οι οποίες αντιστοιχούν

στους κύκλους γ1, γ2, · · · , γs−1, και γs αντίστοιχα. Θεωρούµε την ένωσή τους

O =O1 ∪O2 ∪·· ·∪Os−1 ∪Os

Αν a ∈ {
1,2, · · · ,n

}
\O , τότε για κάθε ϑετικό ακέραιο k, ισχύει προφανώς ότι :

∀i = 1,2, · · · , s : γk
i (a) = a
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Από την άλλη πλευρά, για κάθε i = 1,2, · · · , s, η µετάθεση σ µεταθέτει κυκλικά τα στοιχεία
{

ai 1, ai 2, · · · ,
ai ri

}
της τροχιάς Oi , και εποµένως το ίδιο συµβαίνει και µε κάθε ακεραία δύναµη σk της σ. Επιπλέον

ο περιορισµός σ|Oi της µετάθεσης σ στα στοιχεία της τροχιάς Oi συµπίπτει µε τον κύκλο γi . Ως
συνέπεια, αν για µια ακέραια δύναµη k ισχύει σk = ι, τότε ϑα έχουµε και γk

i = ι. Εποµένως, επειδή
σo(σ) = ι, για κάθε i = 1,2, · · · , s, ϑα έχουµε o(γi ) = `(γi ) | o(σ) και αυτό σηµαίνει ότι

m = [
`(γ1),`(γ2), · · · ,`(γs )

] | o(σ) (**)

Από τις σχέσεις (*) και (**) έπεται το Ϲητούµενο : o(σ) = [
`(γ1),`(γ2), · · · ,`(γs )

]
. ■

Παράδειγµα 5.1.20. − Θεωρούµε τη µετάθεση

σ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7 6 3 4 5 1 10 9 2 8

)
∈ S10

Επειδή όπως µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε

σ= (
1 7 10 8 9 2 6

)
η σ είναι ένας κύκλος µήκους 7. Εποµένως η τάξη του κύκλου σ είναι όσο και το µήκος του: o(σ) = 7.

− Θεωρούµε τη µετάθεση

τ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 1 4 5 3 7 6 10 2 8

)
∈ S10

΄Οπως µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα, η ανάλυση της τ σε ξένους κύκλους είναι :

τ= (
1 9 2

)◦ (
3 4 5

)◦ (
6 7

)◦ (
8 10

)
Εποµένως η τάξη της τ είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των µηκών των ξένων κύκλων που εµφανίζονται
στην ανάλυση της τ:

o(τ) = [
3,3,2,2

]= 6

− Υπολογίζουµε το γινόµενο, δηλαδή τη σύνθεση, σ◦τ, και την ανάλυσή της σε ξένους κύκλους :

σ◦τ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 7 4 5 3 10 1 8 6 9

)
= (

1 2 7
)◦ (

3 4 5
)◦ (

6 10 9
)

Εποµένως η τάξη της µετάθεσης σ◦τ είναι o(σ◦τ) = [
3,3,3

]= 3 6= 7 ·6 = o(σ) ·o(τ).
p

Παράδειγµα 5.1.21. Θεωρούµε τη µετάθεση

σ=
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
9 1 4 5 7 3 6 10 2 8 13 11 12

)
∈ S13

Υπολογίζουµε την ανάλυση της σ σε ξένους κύκλους :

σ= (
1 9 2

) ◦ (
3 4 5 7 6

) ◦ (
8 10

) ◦ (
11 13 12

)
Εποµένως

o(σ) = [
3,5,2,3

]= 30

Θα υπολογίσουµε τη µετάθεση σ2015. Επειδή o(σ) = 30, έπεται ότι σ30 = ι. Εκτελούµε την Ευκλείδεια
διαίρεση του 2015 µε το 30: 2015 = 67 ·30+5, και ϑα έχουµε:

σ2015 =σ30·67+5 =σ30·67 ◦ σ5 = (σ30)67 ◦ σ5 = ι67 ◦ σ5 =σ5
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Εκµεταλευόµενοι ότι ξένοι κύκλοι µετατίθενται, ϑα υπολογίσουµε τη µετάθεση σ5:

σ5 = ((
1 9 2

) ◦ (
3 4 5 7 6

) ◦ (
8 10

) ◦ (
11 13 12

))5

= (
1 9 2

)5 ◦ (
3 4 5 7 6

)5 ◦ (
8 10

)5 ◦ (
11 13 12

)5

Επειδή η τάξη ενός κύκλου µήκους k είναι ίση k, ϑα έχουµε:(
1 9 2

)5 = (
1 9 2

)3+2 = (
1 9 2

)3 ◦ (
1 9 2

)2 = ι ◦ (
1 9 2

)2 = (
1 9 2

)2 = (
1 2 9

)
(
3 4 5 7 6

)5 = ι(
8 10

)5 = (
8 10

)4 ◦ (
8 10

)= ((
8 10

)2 )2 ◦ (
8 10

)= ι2 ◦ (
8 10

)= ι ◦ (
8 10

)= (
8 10

)
(
11 13 12

)5 = (
11 13 12

)3+2 = (
11 13 12

)3 ◦ (
11 13 12

)2 = ι ◦ (
11 13 12

)2 =
= (

11 13 12
)2 = (

11 12 13
)

Εποµένως τελικά ϑα έχουµε

σ2015 =σ5 = (
1 2 9

) ◦ ι ◦ (
8 10

) ◦ (
11 12 13

)= (
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
2 9 3 4 5 6 7 10 1 8 12 13 11

)
η οποία είναι µια µετάθεση µε τάξη o(σ2015) = [

3,2,3
] = 6. ∆ιαφορετικά ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε

την τάξη της σ2015 µε ϐάση το Θεώρηµα 3.2.2:

o(σ2015) = o(σ5) = o(σ)

(o(σ),5)
= 30

(30,5)
= 30

5
= 6

p

Συµπληρώνουµε την παρούσα υποενότητα µε τα ακόλουθα χρήσιµα αποτελέσµατα:

Πρόταση 5.1.22. Η αντίστροφη µετάθεση δ ενός k-κύκλου γ ∈ Sn είναι k-κύκλος, και µάλιστα ισχύει ότι :(
a1 a2 · · · ak

)−1 = (
ak ak−1 · · · a1

)
Απόδειξη. Θέτοντας γ = (

a1 a2 · · · ak
)
και δ = (

ak ak−1 · · · a1
)
, είναι αρκετό να αποδείξουµε ότι γ◦δ = ι,

αφού τότε έχουµε
γ−1 ◦ (γ◦δ) = γ−1 ◦ ι =⇒ ι◦δ= γ−1 =⇒ δ= γ−1

΄Ετσι πρέπει να δείξουµε ότι ∀x ∈Nn = {
1,2, · · · ,n

}
ισχύει : (γ◦δ)(x) = x. Αν x ∈ {

1,2, · · · ,n
}

\
{

a1, a2, · · · , ak
}
,

τότε
(γ◦δ)(x) = ((

a1 a2 · · · ak
) ◦ (

ak ak−1 · · · a1
))

(x) = (
a1 a2 · · · ak

)
(x) = x

Αν x ∈ {
a1, a2, · · · , ak

}
, τότε

(γ◦δ)(x) =


((

a1 a2 · · · ak
) ◦ (

ak ak−1 · · · a1
))

(ai ) = (
a1 a2 · · · ak

)
(ai−1) = ai , αν: i 6= 1

((
a1 a2 · · · ak

) ◦ (
ak ak−1 · · · a1

))
(a1) = (

a1 a2 · · · ak
)
(ak ) = a1, αν: i = 1

΄Αρα ισχύει ότι (γ◦δ)(x) = x, ∀x ∈Nn , και εποµένως δ=
(
ak ak−1 · · · a1

)= γ−1. ■

Πρόταση 5.1.23. Για κάθε µετάθεση σ ∈ Sn και για κάθε κύκλο γ= (
a1 a2 · · · ak

) ∈ Sn µήκους k ισχύει ότι :

σ ◦ γ ◦ σ−1 = σ ◦ (
a1 a2 · · · ak

) ◦ σ−1 = (
σ(a1) σ(a2) · · · σ(ak )

)
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Απόδειξη. Είναι αρκετό να δείξουµε ισοδύναµα ότι :

σ ◦ γ= (
σ(a1) σ(a2) · · · σ(ak )

) ◦ σ

΄Εστω a ∈ {
1,2, . . . ,n

}
. Αν a ∉ {

a1, a2, . . . , ak
}
, τότε, επειδή σ ∈ Sn , έχουµε σ(a) ∉ {

σ(a1),σ(a2), . . . ,σ(ak )
}
, και

άρα
(σ◦γ)(a) =σ(a) και

((
σ(a1) σ(a2) · · · σ(ak )

) ◦ σ
)
(a) =σ(a)

Αν a ∈ {
a1, a2, . . . , ak

}
, δηλαδή a = ai , 1 ≤ i ≤ k, το οποίο είναι ισοδύναµο µε ότι σ(a) =σ(ai ), 1 ≤ i ≤ k, αφού

σ ∈ Sn , τότε ϑα έχουµε

(σ◦γ)(a) =
{
σ(ai+1), αν, i = 1,2, . . . ,k −1, αφού γ(ai ) = ai+1

σ(a1), αν i = k, αφού γ(ak ) = a1

και (
σ(a1) σ(a2) · · · σ(ak )

) ◦ σ(a) =
{
σ(ai+1), αν, i = 1,2, · · · ,k −1

σ(a1), αν, i = k

΄Ωστε, (σ◦γ)(a) = ((
σ(a1) σ(a2) · · · σ(ak )

) ◦ σ)
(a), 1 ≤ a ≤ n, και άρα: σ◦γ= (

σ(a1) σ(a2) · · · σ(ak )
)◦σ. ■

Παρατήρηση 5.1.24. Η παραπάνω Πρόταση µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την εύρεση της συζυγούς
µετάθεσης σ◦τ◦σ−1 µιας τυχούσας µετάθεσης τ.

Πράγµατι, ϑεωρούµε την ανάλυση σε ξένους κύκλους τ= τ1◦τ2◦· · ·◦τk της µετάθεσης τ. Τότε ϑα έχουµε:

σ◦τ◦σ−1 =σ◦ (τ1 ◦τ2 ◦ · · · ◦τk )◦σ−1 =σ◦τ1 ◦τ2 ◦ · · · ◦τk ◦σ−1 =σ◦τ1 ◦ ι◦τ2 ◦ ι◦ · · · ◦ ι◦τk ◦σ−1 =
=σ◦τ1 ◦σ−1 ◦σ◦τ2 ◦σ−1 ◦σ◦ · · · ◦σ−1 ◦σ◦τk ◦σ−1 = (σ◦τ1 ◦σ−1)◦ (σ◦τ2 ◦σ−1)◦ · · · ◦ (σ◦τk ◦σ−1)

Εποµένως αν τr = (ar 1 ar 2 · · · ar kr ), 1 ≤ r ≤ s, ϑα έχουµε:

σ◦τ◦σ−1 = (
σ(a11) σ(a12) · · · σ(a1k1 )

) ◦ (
σ(a21) σ(a22) · · · σ(a2k2 )

) ◦ · · · ◦ (
σ(as1) σ(as2) · · · σ(asks )

)
Σηµειώνουµε ότι ο παραπάνω υπολογισµός είναι αρκετός και για τον υπολογισµό της µετάθεσης σ−1◦τ◦σ,

διότι σ−1 ◦τ◦σ=σ−1 ◦τ◦ (σ−1)−1 και άρα:

σ−1 ◦τ◦σ= (
σ−1(a11) σ−1(a12) · · · σ−1(a1k1 )

) ◦ · · · ◦ (
σ−1(as1) σ−1(as2) · · · σ−1(asks )

)
N

5.2 Ο Κυκλικός Τύπος µιας Μετάθεσης

΄Οπως είδαµε στις Προτάσεις 5.1.15 και 5.1.16, κάθε µετάθεση σ ∈ Sn µπορεί να γραφεί µοναδικά ως
γινόµενο ξένων κύκλων. Επίσης από την Παρατήρηση 5.1.24 προκύπτει ότι η συζυγής µιας µετάθεσης έχει
ανάλογη ανάλυση σε ξένους κύκλους. Λαµβάνοντας υπόψη ότι συζυγή στοιχεία σε µια οµάδα έχουν πολλές
κοινές ιδιότητες, για παράδειγµα έχουν την ίδια τάξη, τίθεται ϕυσιολογικά το ερώτηµα:

«Ποιες µεταθέσεις είναι συζυγείς στη συµµετρική οµάδα Sn ; »

Για να απαντήσουµε σ΄ αυτό το ερώτηµα, ϑα χρειαστούµε τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 5.2.1. ΄Εστω σ ∈ Sn µια µετάθεση. Γράφουµε τη σ ως γινόµενο ξένων κύκλων

σ=σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σs

όπου επιτρέπουµε και κύκλους µήκους 1, δηλαδή την ταυτοτική µετάθεση, και διατάσσουµε τους ξένους
κύκλους κατά αύξουσα σειρά ανάλογα µε το µήκος τους, δηλαδή:

`(σ1) ≤ `(σ2) ≤ ·· · ≤ `(σs−1) ≤ `(σs )

Ο κυκλικός τύπος της µετάθεσης σ ορίζεται να είναι η ακολουθία ϑετικών ακέραιων αριθµών(
`(σ1), `(σ2), · · · , `(σs−1), `(σs )

)
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Παράδειγµα 5.2.2. Θεωρούµε τη µετάθεση

σ=
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 7 3 12 5 6 9 4 11 10 2 8

)
∈ S12

Επιτρέποντας κύκλους µήκους 1 και διατάσσοντας τους κύκλους ανάλογα µε το µήκος τους κατά αύξουσα
σειρα, όπως στον Ορισµό 5.2.1, ϑα έχουµε ότι : η ανάλυση της σ σε ξένους κύκλους είναι

σ= (
1
) ◦ (

3
) ◦ (

5
) ◦ (

6
) ◦ (

10
) ◦ (

4 12 8
) ◦ (

2 7 9 11
)

.

Εποµένως ο κυκλικός τύπος της σ είναι ο

(1, 1, 1, 1, 1, 3, 4)
p

Παρατήρηση 5.2.3. Αν (k1,k2, · · · ,ks ) είναι ο κυκλικός τύπος µιας µετάθεσης σ ∈ Sn , τότε :

n =
s∑

i=1
ki και k1 ≤ k2 ≤ ·· · ≤ ks (5.3)

Αντίστροφα, αν ικανοποιούνται οι παραπάνω σχέσεις, τότε η s-άδα αριθµών (k1,k2, · · · ,ks ) είναι ο κυκλικός
τύπος µιας µετάθεσης, όχι απαραίτητα µοναδικής, της συµµετρικής οµάδας Sn . Πράγµατι, έστω χωρίς
ϐλάβη της γενικότητας ότι k1 = k2 = ·· · = kr = 1, όπου r ≤ s, οπότε ϑεωρούµε κύκλους σk = (ik ) = ι µήκους
1, όπου 1 ≤ k ≤ r και

{
i1, i2, · · · , ir

}⊆Nn . Θεωρούµε το υποσύνολο Nn \
{
i1, i2, · · · , ir

}
το οποίο περιέχει n − r

στοιχεία. Λόγω των σχέσεων (5.3), το σύνολο αυτό µπορούµε να το διαµερίσουµε σε s − r το πλήθος ξένα
ανά δύο υποσύνολα Or+1, Or+2, · · · , Os , καθένα εκ των οποίων έχει kr+1, kr+2, · · · , ks , στοιχεία αντίστοιχα.
Θεωρούµε (ξένους) κύκλους σi µήκους ki ≥ 2, r + 1 ≤ i ≤ s, των οποίων οι τροχιές είναι ακριβώς τα ξένα
σύνολα Oi , r +1 ≤ i ≤ s. Τότε προφανώς η µετάθεση σ = σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σr ◦σr+1 ◦ · · · ◦σs έχει κυκλικό τύπο
(k1,k2, · · · ,ks ).

Για παράδειγµα, έστω n = 7, και ϑεωρούµε την ακολουθία αριθµών (1,1,2,3) η οποία ικανοποεί τις
σχέσεις (5.3). Τότε στη συµµετρική οµάδα S6 ϑεωρούµε τους κύκλους σ1 = (1) και σ2 = (3), µήκους 1, και
τους ξένους κύκλους σ3 =

(
2 5

)
και σ4 =

(
4 6 7

)
µήκους 2 και 3 αντίστοιχα. Τότε η µετάθεση

σ=σ1 ◦σ2 ◦σ3 ◦σ4 =
(
1
) ◦ (

3
) ◦ (

2 5
) ◦ (

4 6 7
)= (

1 2 3 4 5 6 7
1 5 3 6 2 7 4

)
έχει κυκλικό τύπο (1,1,2,3).

Παρατηρούµε ότι και η µετάθεση

τ= τ1 ◦τ2 ◦τ3 ◦τ4 =
(
2
) ◦ (

7
) ◦ (

4 6
) ◦ (

1 3 5
)= (

1 2 3 4 5 6 7
3 2 5 6 1 4 7

)
έχει τον ίδιο κυκλικό τύπο (1,1,2,3) µε τη σ. Αυτό, όπως ϑα δούµε γενικά σε λίγο, δεν είναι τυχαίο : οι
µαταθέσεις σ και τ είναι συζυγείς. Πράγµατι, ϑεωρούµε τη µετάθεση

ρ =
(
1 2 3 4 5 6 7
4 1 6 2 7 5 3

)

Τότε ϑα έχουµε ρ−1 =
(
1 2 3 4 5 6 7
2 4 7 1 6 3 5

)
και :

ρ ◦τ◦ρ−1 =
(
1 2 3 4 5 6 7
4 1 6 2 7 5 3

)
◦

(
1 2 3 4 5 6 7
3 2 5 6 1 4 7

)
◦

(
1 2 3 4 5 6 7
2 4 7 1 6 3 5

)
=

(
1 2 3 4 5 6 7
1 5 3 6 2 7 4

)
= σ

Σε επόµενο αποτέλεσµα ϑα δείξουµε ότι η παραπάνω παρατήρηση ισχύει γενικά. N
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Γενικά, αν σ=σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σs είναι µια ανάλυση της σ ∈ Sn ως γινόµενο ξένων κύκλων

σi =
(
ai 1 ai 2 · · · ai ki

)
, 1 ≤ i ≤ s, και `(γi ) = ti ≥ 2

τότε µπορούµε να συµπληρώσουµε την ανάλυση µε m = [n − (k1 +k2 +·· ·+ks )] το πλήθος 1–κύκλους

τ1 =
(

j1
)
, τ2 =

(
j2

)
, · · · , τm = (

jm
)
,

όπου
jr ∈ {

1,2, · · · ,n
}

\
s⋃

i=1

{
ai 1, ai 2, · · · , ai ki

}
, 1 ≤ r ≤ m

και συνεπώς

σ= τ1 ◦τ2 ◦ · · · ◦τm ◦σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σs =
(

j1
) ◦ (

j2
) ◦ · · · (

jm
) ◦σ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦σs

Παρατηρούµε ότι το άθροισµα όλων των µηκών των κύκλων της παραπάνω ανάλυσης είναι ισο µε n. Επειδή
ξένοι κύκλοι µετατίθενται, ϐλέπε το Πόρισµα 5.1.18, µπορούµε επιπλέον να δεχθούµε ότι οι κύκλοι σi ,1 ≤ i ≤
s είναι διατεταγµένοι µε αύξουσα σειρά ως προς τα µήκη τους, δηλαδή αν i < j , τότε `(σi ) = ki ≤ k j = `(σ j ),
και τότε έχουµε:

n = 1+1+·· ·+1︸ ︷︷ ︸
m−ϕορές

+k1 +k2 +·· ·+ks =

Θέτοντας l1 = l2 = ·· · = lm = 1, ϑα έχουµε:

n =
m∑

i=1
li +

s∑
i=1

ki και l1 ≤ l2 ≤ ·· · ≤ lm ≤ k1 ≤ k2 ≤ ·· · ≤ ks

Η ακολουθία αριθµών (l1, l2, · · · , lm ,k1,k2, · · · ,ks ) είναι εποµένως µια διαµέριση του n µε την έννοια του
ακόλουθου ορισµου:

Ορισµός 5.2.4. Μια ακολουθία ϕυσικών αριθµών (n1,n2, · · · ,nr ) καλείται διαµέριση του ϕυσικού αριθµού
n, αν :

n1 ≤ n2 ≤ ·· · ≤ nr και n1 +n2 +·· ·+nr = n

Πρόταση 5.2.5. ΄Εστω σ ∈ Sn µια µετάθεση µε κυκλικό τύπο (n1,n2, . . . ,nt ). Τότε η τάξη της είναι το ελάχιστο
κοινό πολλαπλάσιο των αριθµών n1,n2, · · · ,nt :

o(σ) = [n1,n2, · · · ,nt ]

Απόδειξη. Από την Πρόταση 5.1.19 η τάξη της σ είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των µηκών των ξένων
κύκλων στην ανάλυση της σ. ΄Οσοι από τους αριθµούς ni , 1 ≤ i ≤ t , είναι µεγαλύτεροι ή ίσοι του 2, αν
υπάρχουν τέτοιοι αριθµοί, αντιπροσωπεύουν µήκη κύκλων οι οποίοι είναι ξένοι ανά δύο, και όσοι από τους
αριθµούς ni , 1 ≤ i ≤ t , είναι ίσοι µε 1, αν υπάρχουν τέτοιοι αριθµοί, αντιπροσωπέυουν µήκη κύκλων µήκους
1 οι οποίοι δεν επηρεάζουν το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των αριθµών n1,n2, · · · ,nt . ΄Ετσι από την Πρόταση
5.1.19 έπεται ότι η τάξη της σ είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των n1,n2, · · · ,nt . ■

Είµαστε τώρα σε ϑέση να δούµε ποιες µεταθέσεις της συµµετρικής οµάδα Sn έχουν τον ίδιο κυκλικό
τύπο.

Θεώρηµα 5.2.6. Αν σ και τ είναι δύο µεταθέσεις της Sn , τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Οι µεταθέσεις σ και τ είναι συζυγείς.

2. Οι µεταθέσεις σ και τ έχουν τον ίδιο κυκλικό τύπο.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι
σ=σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σs και τ= τ1 ◦τ2 ◦ · · · ◦τt

είναι οι κυκλικές αναλύσεις των σ και τ, όπου

σi = (ai 1 ai 2 · · · ai ki ), 1 ≤ i ≤ s και τ j = (b j 1 b j 2 · · · b j l j ), 1 ≤ j ≤ t

΄Ετσι ο κυκλικός τύπος των σ και τ είναι (k1,k2, · · · ,ks ) και (l1, l2, · · · , lt ) αντίστοιχα.

1. =⇒ 2. Υποθέτουµε ότι οι µεταθέσεις σ και τ είναι συζυγείς. Τότε υπάρχει µια µετάθεση ρ ∈ Sn

έτσι ώστε ρ ◦σ◦ρ−1 = τ. Από την Παρατήρηση 5.1.24, έπεται ότι η κυκλική ανάλυση της µετάθεσης
ρ ◦σ◦ρ−1 είναι :

τ= ρ◦σ◦ρ−1 = (
ρ(a11) ρ(a12) · · · ρ(a1k1 )

) ◦ (
ρ(a21) ρ(a22) · · · ρ(a2k2 )

) ◦ · · · ◦(
ρ(as1) ρ(as2) · · · ρ(asks )

)
΄Αρα ο κυκλικός τύπος (l1, l2, · · · , lt ) της µετάθεσης τ αναγκαστικά συµπίπτει µε τον κυκλικό τύπο
(k1,k2, · · · ,ks ) της µετάθεσης σ.

2. =⇒ 1. Υποθέτουµε ότι οι µεταθέσεις σ και τ έχουν τον ίδιο κυκλικό τύπο και άρα (k1,k2, · · · ,ks ) =
(l1, l2, · · · , lt ), δηλαδή s = t και ki = li , 1 ≤ i ≤ s. Θεωρούµε την µετάθεση

ρ =
(

a11 · · · a1k1 a21 · · · a2k2 · · · · · · as1 · · · asks

b11 · · · b1k1 b21 · · · b2k2 · · · · · · bs1 · · · bsks

)
Τότε, µε ϐάση την Παρατήρηση 5.1.24, εύκολα υπολογίζουµε ότι

ρ◦σ◦ρ−1 = (
ρ(a11) ρ(a12) · · · ρ(a1k1 )

) ◦ (
ρ(a21) ρ(a22) · · · ρ(a2k2 )

) ◦ · · · ◦(
ρ(as1) ρ(as2) · · · ρ(asks )

)=
= (

b11 b12 · · · b1k1

) ◦ (
b21 b22 · · · b2k2

) ◦ · · · ◦ (
bs1 bs2 · · · bsks

)= τ1 ◦τ2 ◦ · · · ◦τs = τ
Εποµένως οι µεταθέσεις σ και τ είναι συζυγείς. ■

Υπενθυµίζουµε ότι η σχέση συζυγίας σε µια οµάδα G ορίζεται να είναι η ακόλουθη σχέση

∀g1, g2 ∈G : g1 ∼ g2 ⇐⇒ ∃h ∈G : h · g1 ·h−1 = g2

Η σχέση συζυγίας είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου G. Πράγµατι, για κάθε στοιχείο g ∈ G
έχουµε g ∼ g διότι e · g · e−1 = g . Αν g1 ∼ g2, τότε h · g1 ·h−1 = g2 για κάποιο h ∈G, και τότε g1 = h−1 · g2 ·h =
h−1·g2·(h−1)−1, δηλαδή g2 ∼ g1. Τέλος, αν g1 ∼ g2 και g2 ∼ g3, τότε ϑα έχουµε h·g1·h−1 = g2 και k ·g2·k−1 = g3.
Εποµένως ϑα έχουµε g3 = k · g2 ·k−1 = k · (h · g1 ·h−1) ·k−1 = (k ·h) · g1 · (k ·h)−1 και άρα g1 ∼ g3.

Η σχέση συζυγίας, ως σχέση ισοδυναµίας, διαµέρίζει την οµάδα G σε κλάσεις ισοδυναµίας, τις κλάσεις
συζυγίας.

Πόρισµα 5.2.7. Η κλάση συζυγίας µιας µετάθεσης σ ∈ Sn αποτελείται από όλες τις µεταθέσεις της Sn οι
οποίες έχουν τον ίδιο κυκλικό τύπο µε τη σ.

Το Θεώρηµα 5.2.6 µας επιτρέπει να προσδιορίσουµε το πλήθος των κλάσεων συζυγίας της συµµετρικής
οµάδας Sn .

Η συνάρτηση p η οποία υπολογίζει το πλήθος των διαµερίσεων ενός ϕυσικού αριθµού ορίζεται ως εξής :

p : N −→ N, p(n) = πλήθος διαµερίσεων του n

Πόρισµα 5.2.8. Το πλήθος των κλάσεων συζυγίας των στοιχείων της Sn συµπίπτει µε το πλήθος p(n) των
διαµερίσεων του n. ∆ηλαδή

p(n) = |Sn/∼ |
όπου «∼» είναι η σχέση συζυγίας στην Sn και Sn/∼ είναι το σύνολο πηλίκο των διακεκριµένων κλάσεων συζυγίας
της Sn .
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Παρατήρηση 5.2.9. Ας προσδιορίσουµε κάποιες από τις τιµές της συνάρτησης p(n):2

1. Προφανώς p(1) = 1.

2. Είναι p(2) = 2 διότι έχουµε τις διαµερίσεις (1,1) και (2).

3. Είναι p(3) = 3 διότι έχουµε τις διαµερίσεις (1,1,1), (1,2), και (3).

4. Είναι p(4) = 5 διότι έχουµε τις διαµερίσεις (1,1,1,1), (1,1,2), (2,2), (1,3), και (4).

5. Είναι p(5) = 7 διότι έχουµε τις διαµερίσεις (1,1,1,1,1), (1,1,1,2), (1,2,2), (1,1,3), (2,3), (1,4), και (5).

΄Ετσι το πλήθος των κλάσεων συζυγίας των στοιχείων των συµµετρικών οµάδων S1, S2, S3, S4 και S5, είναι
αντίστοιχα: 1, 2, 3, 5, και 7.

Γενικά, όταν ο αριθµός n είναι µεγάλος, η συνάρτηση παίρνει αντίστοιχα γρήγορα πολύ µεγάλες τιµές.
Αναφέρουµε ενδεικτικά κάποιες τιµές της συνάρτησης p καθώς ο ϕυσικός αριθµός n αυξάνει :

p(10) = 42, p(20) = 627, p(30) = 5604, p(100) = 190,569,292

p(1000) = 24,061,467,864,032,622,473,692,149,727,991

Παρατήρηση 5.2.10. Ποια είναι η µεγαλύτερη τάξη την οποία µπορεί να έχει ένα στοιχείο της συµµετρικής
οµάδας Sn ; Ποια στοιχεία έχουν τη µεγαλύτερη δυνατή τάξη ;

Σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.19 και το Θεώρηµα 5.2.6, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι συζυγή στοιχεία
σε µια οµάδα έχουν την ίδια τάξη, για να προσδιορίσουµε ποια είναι η µεγαλύτερη τάξη στοιχείων της Sn

και ποια στοιχεία έχουν αυτή την τάξη, αρκεί να προσδιορίσουµε την διαµέριση (n1,n2, · · · ,nk ) του n για την
οποία το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο [n1,n2, · · · ,nk ] παίρνει τη µεγαλύτερη τιµή.

Για παράδειγµα, όπως είδαµε, οι διαµερίσεις του 5 είναι 7 οι εξής : (1,1,1,1,1), (1,1,1,2), (1,2,2), (1,1,3),
(2,3), (1,4), και (5). Από αυτές τις διαµερίσεις, εκείνη η οποία δίνει το µεγαλύτερο ελάχιστο κοινό πολλα-
πλάσιο είναι η διαµέριση (2,3): [2,3] = 6. ΄Αρα η µεγαλύτερη τάξη την οποία µορεί να έχει ένα στοιχείο της
S5 είναι 6, και ένα στοιχείο µε τάξη 6 είναι το γινόµενο δύο ξένων κύκλων, ενός µήκους 2 και ενός µήκους
3, για παράδειγµα η µετάθεση σ= (

2 3
)◦ (

1 4 5
)
έχει τάξη 6.

Η συνάρτηση
g : N −→ N, g (n) = max

{
o(σ) ∈N | σ ∈ Sn

}
δηλαδή g (n) είναι η µεγαλύτερη δυνατή τάξη στοιχείου της συµµετρικής οµάδας Sn , καλείται συνάρτηση
του Landau,3 και είναι γνωστό ότι :

lim
n→∞

ln(g (n))p
n ln(n)

= 1 και g (n) ≤ e
n
e N

5.3 ΄Αρτιες και Περιττές Μεταθέσεις - Η Εναλλάσσουσα Οµάδα

΄Οπως είδαµε στην προηγούµενη υποενότητα, κάθε µετάθεση µπορεί να γραφεί ως γινόµενο ξένων κύκλων.
Οι κύκλοι είναι απλούστερες µεταθέσεις, και προφανώς η απλούστερη µη ταυτοτική µετάθεση είναι ένας κύ-
κλος µήκους 2, δηλαδή µια αντιµετάθεση. Μια αντιµετάθεση εναλλάσσει δύο στοιχεία και αφήνει σταθερά τα
υπόλοιπα. Είναι εύλογο να αναρωτηθούµε αν κάθε µετάθεση µπορεί να γραφεί ως γινόµενο αντιµεταθέσεων.

Λήµµα 5.3.1. Κάθε κύκλος γ= (
a1 a2 · · · ak

)
της Sn , n ≥ 2, είναι γινόµενο αντιµεταθέσεων. Αν k ≥ 2, τότε ο

κύκλος γ είναι γινόµενο (k −1) το πλήθος αντιµεταθέσων.
2Για περισσότερες πληροφορίες και λεπτοµέρειες για τη συνάρτηση p παραπέµπουµε στον ιστότοπο The On-Line Encyclopedia of

Integer Sequences: https://oeis.org/A000041.
3Edmund Landau (14 Φεβρουαρίου 1877 - 19 Φεβρουαρίου 1938) [https://en.wikipedia.org/wiki/Edmund_Landau]:

Γερµανός µαθηµατικός, µε συµβολή στη Θεωρία Αριθµών και στη Μιγαδική Ανάλυση.

https://oeis.org/A000041
https://en.wikipedia.org/wiki/Edmund_Landau
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Απόδειξη. Αν ο κύκλος γ έχει µήκος k = 1, τότε ο γ συµπίπτει µε την ταυτοτική µετάθεση ι και, επειδή n ≥ 2,
µπορούµε να γράψουµε γ= (

1 2
)◦ (

2 1
)
.

Υποθέτουµε ότι ο κύκλος γ έχει µήκος k ≥ 2. Τότε ισχύει ότι :

γ= (
a1 a2 · · · ak

)= (
a1 ak

) ◦ (
a1 ak−1

) ◦ · · · ◦ (
a1 ai+1

) ◦ (
a1 ai

) ◦ · · · ◦ (
a1 a3

) ◦ (
a1 a2

)
(5.4)

Πράγµατι, αν x ∈ {
1,2, · · · ,n} \

{
a1, a2 . . . , ak

}
, τότε προφανώς γ(x) = x και((

a1 ak
)◦ (

a1 ak−1
)◦ · · · ◦ (

a1 , ai+1
)◦ (

a1 ai
)◦ · · · ◦ (

a1 a3
)◦ (

a1 a2
))

(x) = x

Αν x ∈ {
a1, a2 . . . , ak

}
, όπου x = ai µε i 6= k, τότε γ(ai ) = ai+1 και((

a1 ak
)◦ (

a1 ak−1
)◦ · · · ◦ (

a1 ai+1
)◦ (

a1 ai
)◦ · · · ◦ (

a1 a3
)◦ (

a1 a2
))

(ai ) =((
a1 ak

)◦ (
a1 ak−1

)◦ · · · ◦ (
a1 ai+1

)◦ (
a1 ai

))
(ai ) =((

a1 ak
)◦ (

a1 ak−1
)◦ · · · ◦ (

a1 ai+1
))

(a1) =
((

a1 ak
)◦ (

a1 ak−1
)◦ · · · ◦ (

a1 ai+2
))

(ai+1) = ai+1 = γ(ai )

Τέλος, αν x = ak , τότε γ(ak ) = a1 και((
a1 ak

)◦ (
a1 ak−1

)◦ · · · ◦ (
a1 ai+1

)◦ (
a1 ai

)◦ · · · ◦ (
a1 a3

)◦ (
a1 a2

))
(ak ) = (

a1 ak
)
(ak ) = a1 = γ(ak )

Εποµένως, ∀a ∈ {
1,2, . . . ,n

}
:

γ(a) =
((

a1 ak
)◦ (

a1 ak−1
)◦ · · · ◦ (

a1 ai+1
)◦ (

a1 ai
)◦ · · · ◦ (

a1 a3
)◦ (

a1 a2
))

(a)

Συνεπώς η (5.4) ισχύει, και προφανώς το πλήθος των αντιµεταθέσεων είναι (k −1). ■

Πρόταση 5.3.2. Κάθε µετάθεση σ ∈ Sn , n ≥ 2, είναι γινόµενο αντιµεταθέσεων.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.19, κάθε µετάθεση είναι γινόµενο (ξένων) κύκλων και, σύµφωνα
µε το Λήµµα 5.3.1, κάθε κύκλος είναι γινόµενο αντιµεταθέσεων. Εποµένως, κάθε µετάθεση είναι γινόµενο
αντιµεταθέσεων. ■

Παρατήρηση 5.3.3. Σε αντίθεση µε τη γραφή µιας µετάθεσης ως γινόµενο ξένων κύκλων µήκους ≥ 2, η
οποία είναι µοναδική αν δεν λάβουµε υπόψη µας τη σειρά των παραγόντων στο γινόµενο, η ανάλυση µιας
µετάθεσης ως γινόµενο αντιµεταθέσεων δεν είναι µοναδική. Για παράδειγµα, για την µετάθεση

σ=
(
1 2 3 4 5 6 7
7 2 6 4 3 1 5

)
εύκολα υπολογίζουµε ότι :

σ = (
1 5

)◦ (
1 2

)◦ (
1 7

)◦ (
3 5

)◦ (
3 6

)◦ (
3 7

)◦ (
2 7

)◦ (
2 3

) = (
1 6

)◦ (
1 3

)◦ (
1 5

)◦ (
1 7

)
΄Αρα η σ γράφεται µε δύο διαφορετικούς τρόπους ως γινόµενο αντιµεταθέσεων, η πρώτη ανάλυση περιέχει 8
αντιµεταθέσεις και η δεύτερη ανάλυση περιέχει 4 αντιµεταθέσεις. Παρατηρούµε, ότι και στις δύο αναλύσεις,
το πλήθος των αντιµεταθέσεων είναι άρτιο. ΄Οπως ϑα δούµε σε λίγο, αυτό δεν είναι τυχαίο, δηλαδή ϑα
δείξουµε ότι κάθε µετάθεση της Sn , n ≥ 2, δεν µπορεί να γραφεί ταυτόχρονα ως γινόµενο άρτιου πλήθους
αντιµεταθέσεων και ως γινόµενο περιττού πλήθους αντιµεταθέσεων. N

Για την απόδειξη του επόµενου ϑεωρήµατος είναι απαραίτητο να υπενθυµίσουµε την έννοια της ορίζουσας
Det(A) ενός n×n πίνακα πραγµατικών αριθµών A, καθώς και ότι η ορίζουσα ενός πίνακα A αλλάζει πρόσηµο
όταν εναλλάξουµε αµοιβαία δύο γραµµές της.

Η συµµετρική οµάδα Sn δρα µε ϕυσικο τρόπο στο σύνολο Mn(R) των n ×n πινάκων µε στοιχεία πραγ-
µατικούς αριθµούς, δηλαδή υπάρχει µια απεικόνιση

? : Sn ×Mn(R) −→ Mn(R), (σ, A) 7−→ σ? A :=σ(A)

η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες δύο ιδιότητες, ∀σ,τ ∈ Sn , ∀A ∈Mn(R):
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1. ι? A = ι(A) = A.

2. (σ◦τ)? A =σ? (τ? A) =σ(τ(A)).

Ο πίνακας σ(A) ορίζεται ως εξής : αν A1, A2, · · · , An είναι οι γραµµές του πίνακα A, δηλαδή:

A =


A1

A2
...

An

 και Ai =
(
ai 1 ai 2 · · · ai n

)
, 1 ≤ i ≤ n

τότε ο πίνακας σ(A) ορίζεται να είναι ο n×n πίνακας του οποίου η σ(i )-γραµµή Aσ(i ) είναι η i -οστή γραµµή
Ai του πίνακα A ή ισοδύναµα i -οστή γραµµή τού σ(A) είναι η σ−1(i )-οστή γραµµή του A, δηλαδή:

σ(A)σ(i ) = Ai ή ισοδύναµα σ(A)i = Aσ−1(A)

Προφανώς για κάθε i = 1,2, · · · ,n, ισχύει

ι(A)i = Aι−1(i ) = Ai =⇒ ι(A) = A

Επιπλέον ∀σ,τ ∈ Sn :

(σ◦τ)(A)(σ◦τ)(i ) = Ai , τ(A)τ(i ) = Ai και (σ(τ(A))σ(τ(i ))

Παράδειγµα 5.3.4. Για παράδειγµα, ϑεωρούµε την µετάθεση

σ= (
1 3 5

) ◦ (
2 4

) ∈ S5

και τον 5×5-πίνακα

A =


1 2 3 4 5
6 7 8 9 10

11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25


Τότε :

σ(A) =


21 22 23 24 25
16 17 18 19 20
1 2 3 4 5
6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

 p

Παρατηρούµε ότι :
«Αν σ,τ είναι δύο στοιχεία της Sn και A είναι ένας n ×n πίνακας, τότε σ ◦ τ(A) = σ(τ(A)), διότι, ∀i ∈

{1,2, . . . ,n}:

(σ◦τ)(A)i = A(σ◦τ)−1(i ) = A(τ−1◦σ−1)(i ) = Aτ−1(σ−1(i )) και (σ(τ(A))i = τ(A)σ−1(i ) = Aτ−1(σ−1(i ))»

Εποµένως, πράγµατι η απεικόνιση ? : Sn ×Mn(R) −→ Mn(R), (σ, A) 7−→ σ? A := σ(A) είναι µια δράση,
δηλαδή ικανοποιεί τις ιδιότητες 1. και 2.

Θεώρηµα 5.3.5. ∆εν υπάρχει µετάθεση σ ∈ Sn , n ≥ 2, το οποίο να είναι ταυτόχρονα γινόµενο και άρτιου και
περιττού πλήθους αντιµεταθέσεων.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχει µετάθεση σ ∈ Sn η οποία είναι γινόµενο 2κ αντιµεταθέσεων µi , 1 ≤ i ≤ 2κ
και επίσης γινόµενο 2λ+1, αντιµεταθέσεων ν j , 1 ≤ j ≤ 2λ+1, όπου κ,λ ∈N:

σ=µ1 ◦ · · · ◦µ2κ = ν1 ◦ · · · ◦ν2λ+1

Θεωρούµε τον µοναδιαίο n ×n πίνακα In = (δi j ), όπου δi j , 1 ≤ i , j ≤ n είναι το σύµβολο του Krone-
cker.4 Υπενθυµίζουµε ότι : δi j = 1, όταν i = j και δi j = 0, όταν i 6= j . Παρατηρούµε ότι για οποιαδήποτε
αντιµετάθεση τ= (s t ), 1 ≤ s, t ≤ n, s 6= t , η ορίζουσα Det(τ(In)) του πίνακα τ(In) ισούται µε −Det(In) =−1,
διότι ο πίνακας τ(In) προκύπτει από τον µοναδιαίο πίνακα In κατόπιν εναλλαγής της s–οστής µε την t–οστή
γραµµή.

Συνεπώς:

σ=µ1 ◦ · · · ◦µ2κ =⇒ Det(σ(In)) =Det((µ1 ◦ · · · ◦µ2κ)(In)) = (−1)2κ = 1

σ= ν1 ◦ · · · ◦ν2λ+1 =⇒ Det(σ(In)) =Det((ν1 ◦ · · · ◦ν2λ+1)(In)) = (−1)2λ+1 =−1

΄Ετσι καταλήγουµε στην αντίφαση 1 =Det(σ(In)) =−1.
΄Ωστε, οποιοδήποτε στοιχείο σ ∈ Sn είναι σύνθεση ή µόνο από άρτιου πλήθους ή µόνο από περιττού

πλήθους αντιµεταθέσεις. ■

Το Θεώρηµα 5.3.5 µας επιτρέπει να δώσουµε τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 5.3.6. Μια µετάθεση σ της συµµετρικής οµάδας Sn , n ≥ 2 καλείται άρτια, αντίστοιχα περιττή, αν
είναι γινόµενο άρτιου, αντίστοιχα περιττού, πλήθους αντιµεταθέσεων.

Παράδειγµα 5.3.7. Η µετάθεση

σ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 1 4 5 3 7 6 10 2 8

)
∈ S10

είναι άρτια, αφού

σ = (
1 9 2

)◦ (
3 4 5

)◦ (
6 7

)◦ (
8 10

) = (
1 2

)◦ (
1 9

)◦ (
3 5

)◦ (
3 4

)◦ (
6 7

)◦ (
8 10

)
Η µετάθεση

τ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 7 4 5 3 10 1 8 9 6

)
∈ S10

είναι περιττή, αφού

τ = (
1 2 7

)◦ (
3 4 5

)◦ (
6 10

)◦ (
1 7

) = (
1 7

)◦ (
1 2

)◦ (
3 5

)◦ (
3 4

)◦ (
6 10

) p

Παρατήρηση 5.3.8. ΄Ενας κύκλος γ= (
a1 a2 · · · ak

)
µήκους k ≥ 2 είναι άρτια, αντίστοιχα περιττή, µετάθε-

ση, όταν το µήκος του k είναι περιττό, αντίστοιχα άρτιο :
Αυτό προκύπτει άµεσα από το Λήµµα 5.3.1 σύµφωνα µε το οποίο ένας κύκλος µήκους k είναι γινόµενο

(k −1) το πλήθος αντιµεταθέσων.
Αλλά και κάθε κύκλος της Sn , n ≥ 2, µήκους 1, δηλαδή η ταυτοτική µετάθεση ι, είναι µια άρτια µετάθεση,

διότι ι= (
1 2

)◦ (
1 2

)
.

Τέλος, αν n = 1, τότε S1 =
{
ι
}
, και ϑεωρούµε την ταυτοτική µετάθεση ι της S1 ως άρτια µετάθεση. N

Η ακόλουθη σηµαντική πρόταση πιστοποιεί ότι το σύνολο των άρτιων µεταθέσεων της συµµετρικής
οµάδας αποτελεί µια υποοµάδα της.

4Leopold Kronecker (7 ∆εκεµβρίου 1823 - 29 ∆εκεµβρίου 1891) [https://en.wikipedia.org/wiki/Leopold_
Kronecker]: Γερµανός µαθηµατικός µε σηµαντική συµβολή στην ΄Αλγεβρα και στη Θεωρία Αριθµών.

https://en.wikipedia.org/wiki/Leopold_Kronecker
https://en.wikipedia.org/wiki/Leopold_Kronecker
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Πρόταση 5.3.9. Το υποσύνολο

An = {
σ ∈ Sn | σ : άρτια µετάθεση

} ⊆ Sn

αποτελεί µια υποοµάδα της Sn .

Απόδειξη. Επειδή η συµµετρική οµαδα Sn είναι πεπερασµένη και προφανώς το σύνολο An δεν είναι το κενό,
αφού περιέχει πάντα την ταυτοτική µετάθεση ι, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.8, αρκεί να δείξουµε ότι το
υποσύνολο An είναι κλειστό στην πράξη της οµάδας Sn . Αλλά, όταν οι µεταθέσεις σ και τ είναι στοιχεία του
υποσυνόλου An , τότε και η σύνθεσή τους σ◦τ ανήκει επίσης στο υποσύνολο An , αφού, όταν δύο µεταθέσεις
σ και τ είναι σύνθεση άρτιου πλήθους αντιµεταθέσεων, ας πούµε αντίστοιχα 2κ και 2λ, τότε η µετάθεση
σ ◦τ είναι σύνθεση 2κ+2λ = 2(κ+λ) πλήθους αντιµεταθέσεων, δηλαδή είναι επίσης µια άρτια µετάθεση.
Εποµένως, η An είναι µια υποοµάδα της Sn . ■

Ορισµός 5.3.10. Η υποοµάδα An της Sn η οποία αποτελείται από τις άρτιες µεταθέσεις της Sn καλείται η
εναλλάσσουσα υποοµάδα της Sn .

Στην απόδειξη της Πρότασης 5.3.9 διαπιστώσαµε πολύ εύκολα ότι η σύνθεση δύο άρτιων µεταθέσεων
είναι µια άρτια µετάθεση. ∆ιαπιστώνεται επίσης πολύ εύκολα, µετρώντας το πλήθος των αντιµεταθέσεων, ότι
η σύνθεση µιας περιττής µετάθεσης µε µια άρτια, καθώς και η σύνθεση µιας άρτιας µε µια περιττή δίνει µια
περιττή µετάθεση. Τέλος, η σύνθεση µιας περιττής µετάθεσης µε µια περιττή, δίνει µια άρτια µετάθεση.

Τα προηγούµενα εκφράζονται συνοπτικά αντιστοιχώντας σε κάθε µετάθεση σ ∈ Sn έναν αριθµό ε(σ) ∈{
1,−1

}⊂Z της σ ως εξής :

ε(σ) =
{

1, αν η σ είναι άρτια µετάθεση
−1, αν η σ είναι περιττή µετάθεση

Ισοδύναµα µπορούµε να ορίσουµε την απεικόνιση σ 7−→ ε(σ) ως εξής :

ε : Sn −→ {
1,−1

}
, ε(σ) =Det(σ(In))

Η παραπάνω ανάλυση δείχνει ότι, για οποιεσδήποτε δύο µεταθέσεις σ,τ ∈ Sn είναι :

ε(σ◦τ) = ε(σ) ·ε(τ)

Λαµβάνοντας υπόψη ότι το σύνολο
{
1,−1

}
αποτελεί οµάδα µε πράξη τον πολλαπλασιασµό «·» ακέραιων

αριθµών, πρόκειται για την οµάδα των αντιστρέψιµων στοιχείων του µονοειδούς (Z, ·), η παραπάνω σχέση
δείχνει ότι η απεικόνιση ε είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων. Ιδιαίτερα, ϑα έχουµε:

ε(τ1 ◦τ2 ◦ · · · ◦τk ) = ε(τ1) · ε(τ2) · · · ε(τk ) και ε(ρ−1) = ε(ρ)−1

Ορισµός 5.3.11. Το πρόσηµο µιας µετάθεσης σ ορίζεται να είναι ο αριθµός ε(σ) ∈ {
1,−1

}
, όπου ε(σ) = 1, αν

η µετάθεση σ είναι άρτια, και ε(σ) =−1, αν η µετάθεση σ είναι περιττή.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, έχουµε την ακόλουθη περιγραφή της εναλλάσσουσας υποοµάδας :

An = {
σ ∈ Sn | ε(σ) = 1

}
Μπορούµε τώρα να προσδιορίσουµε την τάξη της εναλλάσουσσας οµάδας.5

Πρόταση 5.3.12. Η τάξη της εναλλάσσουσας υποοµάδας An της Sn , n ≥ 2, είναι ίση µε :

o(An) = n!

2
5Αν σ΄ αυτό το σηµείο γνωρίζαµε το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών Οµάδων, τότε η απόδειξη της Πρότασης 5.3.12 ϑα ήταν απλού-

στερη και ϑα µας εφοδίαζε µε περισσότερες πληροφορίες, ϐλέπε το Πόρισµα 6.2.4 και το Θεώρηµα 6.3.1, σύµφωνα µε τα οποία η
εναλλάσσουσα οµάδα An είναι κανονική υποοµάδα της συµµετρικής οµάδας Sn και το σύνολο πηλίκο Sn /An των (αριστερών πλευρικών
κλάσεων της An στην Sn ) είναι οµάδα ισόµορφη µε την πολλαπλασιαστική οµάδα Z2 ∼= ({1,−1}, ·).
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Απόδειξη. Επειδή κάθε µετάθεση Sn είναι είτε άρτια είτε περιττή αλλά όχι και τα δύο, έπεται ότι το σύνολο
Sn είναι ξένη ένωση του συνόλου An και του συνόλου Sn \An των περιττών µεταθέσεων:

Sn =An
⋃

(Sn \An)

΄Αρα ϑα έχουµε
n! = |Sn | = |An ∪ (Sn \An)| = |An |+ |Sn \An | (*)

και αρκεί να δείξουµε ότι : |An | = |Sn \An |.
Θεωρούµε την αντιµετάθεση µ= (

1 2
) ∈ Sn \An . Επειδή η σύνθεση µιας περιττής µετάθεσης µε µια άρτια

δίνει µια περιττή µετάθεση, ορίζεται µε τη ϐοήθεια της µ η απεικόνιση

ϕ : An −→ Sn \An , σ 7−→ ϕ(σ) =µ◦σ

Επειδή η σύνθεση µιας περιττής µετάθεσης µε µια περιττή δίνει µια άρτια µετάθεση, ορίζεται µε τη ϐοήθεια
της µ και η απεικόνιση

ψ : Sn \An −→ An , τ 7−→ ψ(τ) =µ◦τ
Αλλά οι ϕ◦ψ και ψ◦ϕ είναι οι ταυτοτικές απεικονίσεις των συνόλων (Sn \An) και An , διότι :

∀τ ∈ Sn \An : (ϕ◦ψ)(τ) =ϕ(µ◦τ) =µ◦ (µ◦τ) =µ2 ◦τ= (
1 2

)2 ◦τ= ι◦τ= τ

και
∀σ ∈An : (ψ◦ϕ)(σ) =ψ(µ◦σ) =µ◦ (µ◦σ) =µ2 ◦σ= (

1 2
)2 ◦σ= ι◦σ=σ

Εποµένως, η ϕ είναι µια «1-1» και «επί» απεικόνιση και γι΄ αυτό |An | = |Sn \An |.
Τώρα η σχέση (∗) δίνει

n! = |Sn | = |An ∪ (Sn \An)| = |An |+ |Sn \An | = 2|An | =⇒ |An | = n!

2
■

Παράδειγµα 5.3.13. Θα περιγράψουµε τα στοιχεία της εναλλάσσουσας υποοµάδας An , όταν 1 ≤ n ≤ 4.

1. Προφανώς A1 =
{
ι
}
.

2. Επειδή S2 =
{
ι,

(
1 2

)}
και η µετάθεση

(
1 2

)
είναι περιττή, έπεται ότι A2 =

{
ι
}
.

3. Για την A3 ϑα έχουµε:
A3 =

{
ι,

(
1 2 3)

)
,

(
1 3 2

)}
4. Για την A4 ϑα έχουµε:

A4 =
{
ι,

(
1 2 3

)
,
(
1 2 4

)
,
(
1 3 4

)
,
(
2 3 4

)
,
(
1 3 2

)
,
(
1 4 2

)
,
(
1 4,3

)
,
(
2 4 3

)
,
(
1 2

)◦(3 4
)
,
(
1 3

)◦(2 4
)
,
(
1 4

)◦(2 3
)}

Σηµειώνουµε ότι ο πίνακας Cayley της A4 σχεδιάστηκε στην υποενότητα 3.5.2.
p

Πόρισµα 5.3.14. Η εναλλάσσουσα υποοµάδα An , µαζί µε κάθε στοιχείο της σ, περιέχει και όλα τα συζυγή
του στοιχεία :

∀ρ ∈ Sn : σ ∈ An =⇒ ρ ◦σ◦ρ−1 ∈ An

∆ηλαδή ∀ρ ∈ Sn : ρ ◦An ◦ρ−1 ⊆An . Με άλλα λόγια η An είναι µια κανονική υποοµάδα της Sn .

Απόδειξη. Επειδή µια µετάθεση τ της Sn ανήκει στην υποοµάδα An αν και µόνο αν ε(τ) = 1, ϑα έχουµε:

ε(ρ ◦σ◦ρ−1) = ε(ρ) ·ε(σ) ·ε(ρ−1) = ε(ρ) ·1 ·ε(ρ)−1) = 1

και εποµένως ρ ◦σ◦ρ−1 ∈An . ■



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΟΜΑ∆ΕΣ ΜΕΤΑΘΕΣΕΩΝ 268

Με τη ϐοήθεια της έννοιας της διαµέρισης ενός ϕυσικού n, όπως στην υποενότητα 5.2, µπορούµε να
περιγράψουµε τον κυκλικό τύπο των στοιχείων της Sn που ανήκουν στην υποοµάδα An .

΄Εστω σ µια µετάθεση της Sn και η ανάλυσή της

σ= γ1 ◦γ2 ◦ . . .γs

σε γινόµενο ξένων κύκλων. Επειδή

ε(σ) = ε(γ1 ◦γ2 ◦ · · · ◦γs ) = ε(γ1) ·ε(γ2) · · ·ε(γs )

µπορεί κανείς να υπολογίσει το αν η σ είναι άρτια η περιττή, υπολογίζοντας τα ε(γi ), 1 ≤ i ≤ s, όπου υπεν-
ϑυµίζουµε ότι ένας κύκλος µε άρτιο µήκος (αντίστοιχα περιττό) είναι περιττή (αντίστοιχα άρτια) µετάθεση.

∆ηλαδή, αν (n1,n2, · · · ,nl ,nl+1,nl+2, · · · ,nk ) = (1,1, · · · ,1,nl+1,nl+2, · · · ,nk ) είναι ο κυκλικός τύπος µιας
µετάθεσης σ, όπου n1 = n2 · · · = nl = 1 και ni ≥ 2 αν l + 1 ≤ i ≤ k, τότε η µετάθεση σ είναι άρτια, αν το
γινόµενο (nl+1 −1)+ (nl+2 −1)+·· ·+ (nk −1) είναι άρτιος αριθµός.

Επιπλέον, αν η µετάθεση σ γράφεται ως γινόµενο σ=σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σk ξένων κύκλων µήκους ≥ 2, τότε :

ε(σ) =
k∏

i=1
(−1)`(σi )−1

Αν η µετάθεση σ είναι γινόµενο k το πλήθος αντιµεταθέσεων, τότε : ε(σ) = (−1)k .

Παράδειγµα 5.3.15. Θα προσδιορίσουµε τον κυκλικό τύπο και τις τάξεις των στοιχείων της A7.
Οι διαµερίσεις του 7 είναι 15, οι εξής :

1111111, 111112, 11122, 1222, 11113, 1123, 133, 1114, 115, 16, 124, 223, 25, 34, 7

Οι µεταθέσεις της S7 οι οποίες ανήκουν στην εναλλάσσουσα υποοµάδα A7 είναι οι µεταθέσεις της S7 που
έχουν κυκλικό τύπο

(1,1,1,1,1,1,1,1), (1,1,1,2,2), (1,1,1,1,3), (1,3,3), (1,1,5), (1,2,4), (2,2,3), (3,4), (7)

Μεταθέσεις µε αντίστοιχο κυκλικό τύπο είναι :

ι,
(
1 2

)◦ (
3 4

)
,

(
1 2 3

)
,

(
1 2 3

)◦ (
4 5 6

)
,

(
1 2 3 4 5

)
,

(
1 2

)◦ (
3 4 5 6

)
,

(
1 2

)◦ (
3 4

)◦ (
5 6 7

)
,

(
1 2 3 4 5 6 7

)
΄Ολα τα στοιχεία της A7, τα οποία είναι σε πλήθος 2520, είναι όλα τα συζυγή στοιχεία των παραπάνω στοιχείων
της A7.

Γι΄ αυτό οι αντίστοιχες τάξεις των στοιχείων της A7 είναι :

[1,1,1,1,1,1,1,1] = 1, [1,1,1,2,2] = 2, [1,1,1,1,3] = 3,

[1,3,3] = 3, [1,1,5] = 5, [1,2,4] = 4, [2,2,3] = 6, [7] = 7
p

5.4 Σύνολα γεννητόρων της Sn και της An

Γνωρίζουµε ότι κάθε µετάθεση της συµµετρικής οµάδας Sn είναι γινόµενο ξένων κύκλων. Εποµένως το
σύνολο των κύκλων παράγει τη συµµετρική οµάδα. Επιπλέον, επειδή κάθε κύκλος στην Sn είναι γινόµενο
αντιµεταθέσεων, έπεται ότι το σύνολο όλων των αντιµεταθέσεων, το πλήθος των οποίων είναι n(n−1)

2 , είναι
επίσης ένα σύνολο γεννητόρων της Sn . Πράγµατι, οι αντιµεταθέσεις της Sn είναι οι εξής :(

1 2
)
,

(
1 3

)
,

(
1 4

)
, · · · ,

(
1 n

)(
2 3

)
,

(
2 4

)
, · · · ,

(
2 n

)(
3 4

)
, · · · ,

(
3 n

)
...(

n −1 n
)
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και είναι σε πλήθος :

(n −1)+ (n −2)+·· ·+3+2+1 = n(n −1)

2

Υπενθυµίζουµε ότι ένα υποσύνολο S ⊆ G µιας οµάδας G καλείται σύνολο γεννητόρων της G, αν G = 〈S〉,
όπου 〈S〉 είναι η υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το S, δηλαδή κάθε στοιχείο της G γράφεται ως
γινόµενο στοιχείων από το σύνολο S. ΄Ενα σύνολο γεννητόρων S ⊆ G µιας οµάδας G καλείται ελάχιστο
σύνολο γεννητόρων αν δεν υπάρχει γνήσιο υποσύνολο του S το οποίο να είναι σύνολο γεννητόρων της G, ή
ισοδύναµα, για κάθε στοιχείο g ∈ S, το σύνολο S \ {g } δεν είναι σύνολο γεννητόρων της G.

Προφανώς όµως το παραπάνω σύνολο γεννητόρων δεν είναι ελάχιστο, και, όπως ϑα δούµε, υπάρχουν
(ελάχιστα) σύνολα γεννητόρων τα οποία αποτελούνται από αντιµεταθέσεις και περιέχουν πολύ λιγότερα
στοιχεία.

΄Ετσι στην παρούσα ενότητα ϑα παρουσιάσουµε κάποια ελάχιστα σύνολα γεννητόρων της συµµετρικής
οµάδας Sn και της εναλλάσσουσας υποοµάδας An .

Θεώρηµα 5.4.1. Τα ακόλουθα σύνολα αντιµεταθέσεων είναι ελάχιστα σύνολα γεννητόρων της Sn :

S =
{(

1 2
)
,

(
1 3

)
,

(
1 4

)
, · · · ,

(
1 n

)}
T =

{(
1 2

)
,

(
2 3

)
,

(
3 4

)
, · · · ,

(
n −1 n

)}
R =

{(
1 2

)
,

(
1 2 3 · · · n

)}
(n ≥ 3)

Απόδειξη. 1. Θεωρούµε µια αντιµετάθεση
(
i j

)
, όπου 1 ≤ i 6= j ≤ n. Τότε, όπως µπορούµε να υπολογί-

σουµε εύκολα: (
i j

)= (
1 i

)◦ (
1 j

)◦ (
1 i

)
και εποµένως κάθε αντιµετάθεση είναι γινόµενο αντιµεταθέσεων από το σύνολο S . Επειδή η συµ-
µετρική οµάδα Sn παράγεται από το σύνολο όλων των αντιµεταθέσεων, έπεται ότι το σύνολο S είναι
ένα σύνολο γεννητόρων της Sn . Αν αφαιρέσουµε µια αντιµετάθεση, για παράδειγµα την

(
1, i

)
, όπου

2 ≤ i ≤ n, από το σύνολο S , τότε το σύνολο S \
{(

1, i
)}

δεν παράγει την Sn διότι κάθε µετάθεση της Sn

η οποία ανήκει στην υποοµάδα
〈
S \

{(
1, i

)}〉
αφήνει προφανώς το στοιχείο i σταθερό και εποµένως(

1, i
) ∉ 〈

S \
{(

1, i
)}〉

. ΄Αρα
〈
S \

{(
1, i

)}〉 6= Sn και εποµένως το σύνολο γεννητόρων Sn είναι ελάχιστο.

2. Θεωρούµε µια τυχούσα αντιµετάθεση
(
1 j

)
, όπου j ≥ 3, από το σύνολο S . Θα δείξουµε ότι η αντιµε-

τάθεση
(
1 j

)
ανήκει στην υποοµάδα 〈T 〉, δηλαδή είναι γινόµενο αντιµεταθέσεων από το σύνολο T .

Πράγµατι, ϑα έχουµε:(
1 j

) = (
1 j −1

)◦ (
j −1 j

)◦ (
1 j −1

)
= (

1 j −2
)◦ (

j −2 j −1
)◦ (

1 j −2
)◦ (

j −1 j
)◦ (

1 j −2
)◦ (

j −2 j −1
)◦ (

1 j −2
)

= (
1 j −2

)◦ (
j −2 j −1

)◦ (
j −1 j

)◦ (
1 j −2

)2 ◦ (
j −2 j −1

)◦ (
1 j −2

)
= (

1 j −2
)◦ (

j −2 j −1
)◦ (

j −1 j
)◦ (

j −2 j −1
)◦ (

1 j −2
)

...
= (

1 2
)◦ (

2 3
)◦ (

3 4
)◦ · · · ◦ (

j −2 j −1
)◦ (

j −1 j
)◦ (

j −2 j −1
)◦ · · · ◦ (

3 4
)◦ (

2 3
)◦ (

1 2
)

΄Αρα η µετάθεση
(
1 j

)
γράφεται ως γινόµενο αντιµεταθέσεων του συνόλου T και εποµένως

(
1 j

) ∈ 〈T 〉.
Επειδή το υποσύνολο 〈T 〉 είναι υποοµάδα της Sn , έπεται ότι 〈S 〉 ≤ 〈T 〉 . Επειδή από το µέρος 1.
έχουµε Sn = 〈S 〉, ϑα έχουµε Sn = 〈T 〉 και εποµένως το σύνολο T είναι ένα σύνολο γεννητόρων της
Sn . Το ότι το σύνολο γεννητόρων T είναι ελάχιστο αποδεικνύεται µε ανάλογο επιχείρηµα όπως στο
µέρος 1., και αφήνεται ως ΄Ασκηση, ϐλέπε την ΄Ασκηση 5.6.14.
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3. Επειδή από το µέρος 2. το σύνολο T είναι σύνολο γεννητόρων της Sn και
(
1 2

) ∈T , αρκεί να δείξουµε
ότι τα υπόλοιπα στοιχεία

(
2 3

)
,

(
3 4

)
, · · · , (

n − 1 n
)
του συνόλου T ανήκουν στην υποοµάδα

H := 〈(
1 2

)
,

(
1 2 3 · · · n

)〉
. Θα έχουµε διαδοχικά:(
1 2 3 · · · n

)◦ (
1 2

)◦ (
1 2 3 · · · n

)−1 = (
2 3

) ∈ H(
1 2 3 · · · n

)◦ (
2 3

)◦ (
1 2 3 · · · n

)−1 = (
3 4

) ∈ H

...(
1 2 3 · · · n

)◦ (
n −2 n −1

)◦ (
1 2 3 · · · n

)−1 = (
n −1 n

) ∈ H

΄Αρα πράγµατι T ⊆ H και εποµένως Sn = 〈T 〉 ≤ H . ∆ηλαδή Sn = H = 〈(
1 2

)
,

(
1 2 3 · · · n

)〉
και άρα το

σύνολο R είναι ένα σύνολο γεννητόρων της Sn . Προφανώς το σύνολο γεννητόρων R είναι ελάχιστο διότι
τα σύνολα R \

{(
1 2

)}
και R \

{(
1 2 3 · · · n

)}
παράγουν κυκλική υποοµάδα τάξης 2 και n αντίστοιχα,

και αυτή η κυκλική υποοοµάδα δεν µπορεί να είναι η Sn , διότι η Sn δεν είναι κυκλική, αν n ≥ 3. ■

Θεώρηµα 5.4.2. Τα ακόλουθα σύνολα αντιµεταθέσεων είναι σύνολα γεννητόρων της An , n ≥ 3:

A =
{
σ ∈ Sn | σ είναι κύκλος µήκους 3

}
Br,s =

{(
r s i

) ∈ Sn | 1 ≤ i 6= r, s ≤ n
}

(r 6= s)

C =
{(

1 2 3
)
,

(
1 2 4

)
, · · · ,

(
1 2 n

)}
D =

{(
i j

)◦ (
k l

) ∈An | 1 ≤ i 6= j ≤ n και 1 ≤ k 6= l ≤ n
}

(n ≥ 5)

Απόδειξη. 1. Γνωρίζουµε ότι η εναλλάσσουσα υποοµάδα An αποτελείται από τις άρτιες µεταθέσεις, και
κάθε άρτια µετάθεση είναι γινόµενο άρτιου πλήθους αντιµεταθέσεων. Εποµένως, για να δείξουµε ότι
το σύνολο των κύκλων µήκους 3 είναι ένα σύνολο γεννητόρων της An , αρκεί να δείξουµε ότι το γινόµενο(
i j

)◦ (
k l

)
δύο τυχαίων αντιµεταθέσεων

(
i j

)
και

(
k l

)
είναι γινόµενο κύκλων µήκους 3.

Αυτό πράγµατι ισχύει διότι :

(αʹ) Αν
{
i , j

}∩{
k, l

}=;, τότε υπολογίζουµε εύκολα ότι :(
i j

)◦ (
k l

)= (
i k j

)◦ (
i k l

)
(ϐʹ) Αν i = k, τότε : (

i j
)◦ (

i l
)= (

i l j
)

(γʹ) Αν i = l , τότε : (
i j

)◦ (
k i

)= (
i k j

)
(δʹ) Αν j = k, τότε : (

i j
)◦ (

j l
)= (

i j l
)

(εʹ) Αν j = l , τότε : (
i j

)◦ (
k j

)= (
i j k

)
Εποµένως το γινόµενο δύο αντιµεταθέσεων είναι γινόµενο κύκλων µήκους 3, και άρα, επειδή κάθε
στοιχείο της An είναι γινόµενο άρτιου πλήθους αντιµεταθέσεων, έπεται οτι κάθε στοιχείο της An είναι
γινόµενο κύκλων µήκους 3. ΄Ετσι το σύνολο A όλων των κύκλων µήκους 3 είναι σύνολο γεννητόρων
της An , δηλαδή An = 〈A 〉.
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2. ΄Εστω 1 ≤ r 6= s ≤ n σταθεροί διαφορετικοί ακέραιοι, και έστω H = 〈Br,s〉 η υποοµάδα της An η οποία
παράγεται από το σύνολο Br,s των κύκλων της µορφής

(
r s i

)
µήκους 3, όπου 1 ≤ i 6= r, s ≤ n. Τότε

H ≤ An , και επειδή από το µέρος 1. η εναλλάσσουσα υποοµάδα παράγεται από το σύνολο όλων των
κύκλων µήκους 3, αρκεί να δείξουµε ότι κάθε κύκλος

(
i j k

)
µήκους 3 είναι γινόµενο κύκλων από το

σύνολο Br,s . Πράγµατι ϑα έχουµε:(
i j k

)= (
r s i

)◦ (
r s i

)◦ (
r s k

)◦ (
r s j

)◦ (
r s j

)◦ (
r s i

)
Εποµένως κάθε κύκλος µήκους 3 είναι γινόµενο κύκλων από το σύνολο Br,s , και αυτό σηµαίνει ότι
An = 〈Br,s〉.

3. Προκύπτει άµεσα από το µέρος 2. διότι C =B1,2.

4. Επειδή η An παράγεται από τους κύκλους µήκους 3, αρκεί να δείξουµε ότι κάθε κύκλος µήκους 3
είναι γινόµενο µεταθέσεων µε κυκλικό τύπο (2,2). ΄Εστω

(
i1 i2 i3

)
ένας τυχαίος κύκλος µήκους 3.

Επειδή n ≥ 5, µπορούµε να επιλέξουµε i4 6= i5, όπου i4, i5 ∈
{
i1, i2, i3

}
, και τότε ϑα έχουµε:(

i1 i2 i3
)= (

i1 i2
)◦ (

i4 i5
)◦ (

i4 i5
)◦ (

i2 i3
)

από όπου προκύπτει το Ϲητούµενο. ■

5.5 Η εναλλάσσουσα υποοµάδα An είναι απλή αν και µόνο αν n 6= 4

Η παρούσα υποενότητα είναι αφιερώµένη στην απόδειξη ενος σηµαντικού Θεωρήµατος, η αρχική µορφή του
οποίου οφείλεται στον Camille Jordan.6 Συγκεκριµένα ο Jordan απέδειξε ότι η εναλλάσσουσα υποοµάδα
An είναι απλή, δηλαδή δεν περιέχει καµία γνήσια µη τετριµµένη κανονική υποοµάδα, όταν n 6= 4. Αυτό το
αποτέλεσµα έχει σηµαντικές συνέπειες στη Θεωρία Galois αναφορικά µε την επιλυσιµότητα εξισώσεων.

Λήµµα 5.5.1. 1. Αν n = 4, τότε υπάρχουν κύκλοι µήκους 3 στην A4 οι οποίοι είναι συζυγείς ως στοιχεία
της S4 αλλά δεν είναι συζυγείς ως στοιχεία της A4.

2. Αν n ≥ 5, τότε δύο τυχόντες κύκλοι µήκους 3 στην An είναι συζυγείς ως στοιχεία της An .

3. Αν n ≥ 5 και
{
ι
} 6= N EAn είναι µια κανονική υποοµάδα της An η οποία περιέχει έναν κύκλο µήκους 3,

τότε N =An .

Απόδειξη. 1. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.2.6 όλοι οι κύκλοι µήκους 3 είναι συζυγείς στην S4, αλλά οι
κύκλοι

(
1 2 3

)
και

(
1 3 2

)
δεν είναι συζυγείς ως στοιχεία της A4. Πράγµατι, αν υπάρχει µετάθεση

σ ∈A4 έτσι ώστε : σ◦ (
1 2 3

)◦σ−1 = (
1 3 2

)
, τότε :

σ◦ (
1 2 3

)◦σ−1 = (
1 3 2

) =⇒ (
σ(1) σ(2) σ(3)

)= (
1 3 2

) =⇒ σ(1) = 1, σ(2) = 3, σ(3) = 2

Εποµένως σ = (
2 3

)
η οποία δεν είναι άρτια µετάθεση, δηλαδή σ ∉ A4. Αυτό είναι άτοπο και άρα οι

κύκλοι
(
1 2 3

)
και

(
1 3 2

)
δεν είναι συζυγείς ως στοιχεία της A4.

2. ΄Εστω σ ένας κύκλος µήκους 3 στην An . Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 5.2.6, ο σ είναι συζυγής στην Sn

µε τον κύκλο
(
1 2 3

)
, δηλαδή υπάρχει τ ∈ Sn έτσι ώστε

τ◦σ◦τ−1 = (
1 2 3

)
Αν τ ∈An , τότε οι σ και

(
1 2 3

)
είναι συζυγείς στην An . Αν σ ∉An , ϑεωρούµε την µετάθεση ρ = (

4 5
)◦τ,

αυτό µπορεί να γίνει διότι n ≥ 5, η οποία είναι προφανώς άρτια, και τότε :

ρ ◦σ◦ρ−1 = (
4 5

)◦τ◦σ◦τ−1 ◦ (
4 5

)= (
4 5

)◦ (
1 2 3

)◦ (
4 5

)= (
1 2 3

)
∆ηλαδή σε κάθε περίπτωση κάθε κύκλος µήκους 3 είναι συζυγής στην An µε τον κύκλο

(
1 2 3

)
.

Ιδιαίτερα όλοι οι κύκλοι µήκους 3 είναι συζυγείς στην An .
6Camille Jordan (5 Ιανουαρίου 1838 - 22 Ιανουαρίου 1922) [https://en.wikipedia.org/wiki/Camille_Jordan]: Γάλλος

µαθηµατικός µε σηµαντική συµβολή στη Θεωρία Οµάδων, στην ΄Αλγεβρα, στη Τοπολογία, και στη Μαθηµατική Ανάλυση.

https://en.wikipedia.org/wiki/Camille_Jordan
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3. Αν η υποοµάδα N περιέχει έναν κύκλο µήκους 3, τότε επειδή, από το µέρος 2., όλοι οι κύκλοι µήκους
3 είναι συζυγείς ως στοιχεία της An , και επειδή η N είναι κανονική υποοµάδα της An , έπεται ότι η
N περιέχει όλους τους κύκλους µήκους 3. Επειδή το σύνολο των κύκλων µήκους 3 παράγει την An ,
έπεται ότι N =An . ■

Θεώρηµα 5.5.2 (C. Jordan, 1870). Η εναλλάσσουσα υποοµάδα An είναι απλή για κάθε n 6= 4.

Απόδειξη. Θα χωρίσουµε την απόδειξη σε αρκετά ϐήµατα.

1. Αν 1 ≤ n ≤ 3, τότε η An είναι είτε η τετριµµένη, όταν n = 1 και n = 2, είτε είναι (ισόµορφη µε την)
κυκλική τάξης 3, όταν n = 3: A3 =

〈(
1 2 3

)〉= {
ι,

(
1 2 3

)
,
(
1 3 2

))}
. Η τελευταία προφανώς είναι απλή.

2. Αν n = 4, τότε η εναλλάσσουσα υποοµάδα A4 δεν είναι απλή διότι περιέχει ως κανονική υποοµάδα το
ακόλουθο ισόµορφο αντίγραφο της οµάδας V4 του Klein:

V4 =
{
ι,

(
1 2

)◦ (
3 4

)
,

(
1 3

)◦ (
2 4

)
,

(
14

)◦ (
23

)}
Αυτό προκύπτει εύκολα, υπολογίζοντας ότι τα στοιχεία ρ ◦σ ◦ρ−1, όπου ρ ∈ A4 και σ ∈ V4, ανήκουν
στην V4, λαµβάνοντας υπόψη τον πίνακα Cayley της οµάδας

A4 =
{
ι,

(
1 2 3

)
,
(
1 2 4

)
,
(
1 3 4

)
,
(
2 3 4

)
,
(
1 3 2

)
,
(
1 4 2

)
,
(
1 4,3

)
,
(
2 4 3

)
,
(
1 2

)◦(3 4
)
,
(
1 3

)◦(2 4
)
,
(
1 4

)◦(2 3
)}

ϐλέπε τον πίνακα πριν από την Πρόταση 3.5.1. Ας κάνουµε ενδεικτικά κάποιους υπολογισµούς. Αρκεί
να ϑεωρήσουµε ρ να είναι ένας από τους 8 κύκλους µήκους 3. Εδώ ρ = (

1 2 3
)
.(

1 2 3
)◦ (

1 2
)◦ (

3 4
)◦ (

1 2 3
)−1 = (

1 2 3
)◦ (

1 2
)◦ (

3 4
)◦ (

1 3 2
)= (

1 4
)◦ (

2 3
) ∈ V4(

1 2 3
)◦ (

1 3
)◦ (

2 4
)◦ (

1 2 3
)−1 = (

1 2 3
)◦ (

1 3
)◦ (

2 4
)◦ (

1 3 2
)= (

1 2
)◦ (

3 4
) ∈ V4(

1 2 3
)◦ (

1 4
)◦ (

2 3
)◦ (

1 2 3
)−1 = (

1 2 3
)◦ (

1 3
)◦ (

2 3
)◦ (

1 3 2
)= (

1 3
)◦ (

2 4
) ∈ V4

Η επαλήθευση ότι ρ ◦σ◦ρ−1 ∈ V4, για κάθε σ ∈ V4, όπου ρ είναι ένας από τους υπόλοιπους 7 κύκλους
µήκους 3 της A4 είναι παρόµοια και αφήνεται ως ΄Ασκηση, ϐλέπε την ΄Ασκηση 5.6.25.

3. Υποθέτουµε ότι n ≥ 5. ΄Εστω {ι} 6= K EAn µια µη τετριµµένη κανονική υποοµάδα της An . Θα δείξουµε
σε µια σειρά ϐηµάτων ότι K = An . Σύµφωνα µε το Λήµµα 5.5.1, για να το δείξουµε αυτό, αρκεί να
δείξουµε ότι η K περιέχει έναν κύκλο µήκους 3.

΄Εστω ότι ι 6=σ ∈ K είναι µια τυχούσα µετάθεση στην υποοµάδα K την οποία τη γράφουµε ως γινόµενο
ξένων κύκλων µήκους ≥ 2:

σ=σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σk

(αʹ) Υποθέτουµε ότι για κάποιο i = 1,2 · · · ,k, ο κύκλος σi έχει µήκος `(σi ) ≥ 4. Επειδή ξένοι κύκλοι
µετατίθενται, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, εν ανάγκη µετά από κάποια αναδιάταξη, µπορούµε
να υποθέσουµε ότι i = 1 και τότε :

σ1 =
(
i1 i2 · · · ir

)
, r ≥ 4

Θεωρούµε τον κύκλο ρ = (
i1 i2 i3

)
µήκους 3. Επειδή η υποοµάδα K είναι κανονική υποοµάδα

της A4, ϑα έχουµε ότι ρ◦σ◦ρ−1 ∈ K . Χρησιµοποιώντας ότι ρ◦σ◦ρ−1 = ρ◦σ1◦ρ−1◦ρ◦σ2◦ρ−1◦· · ·◦ρ◦
σn ◦ρ−1, ότι οι κύκλοι σs , 2 ≤ s ≤ k δεν περιέχουν τα στοιχεία i1, i2, i3, και ότι σ2◦· · ·◦σk =σ−1

1 ◦σ,
ϑα έχουµε:

ρ ◦σ◦ρ−1 = ρ ◦σ1 ◦ρ−1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σk

= ρ ◦σ1 ◦ρ−1 ◦σ−1
1 ◦σ

= (
i1 i2 i3

)◦ (
i1 i2 · · · ir

)◦ (
i1 i3 i2

)◦ (
ir ir−1 · · · i1

)◦σ
= (

i1 i2 i4
)◦σ
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και άρα:
ρ ◦σ◦ρ−1 = (

i1 i2 i4
)◦σ =⇒ (

i1 i2 i4
)= ρ ◦σ◦ρ−1 ◦σ−1 ∈ K

Εποµένως η K περιέχει τον κύκλο
(
i1 i2 i4

)
µήκους 3.

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι όλοι οι κύκλοι σi έχουν µήκος ≤ 3 και τουλάχιστον δύο από τους κύκλους σi

έχουν µήκος 3. Σ΄ αυτή την περίπτωση προφανώς ϑα έχουµε ότι n ≥ 6. ΄Ετσι υποθέτουµε ότι για
κάποια i , j = 1,2 · · · ,k, οι κύκλοι σi και σ j είναι ξένοι και έχουν µήκος `(σi ) = 3 = `(σ j ). Επειδή
ξένοι κύκλοι µετατίθενται, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, εν ανάγκη µετά από κάποια αναδιάταξη,
µπορούµε να υποθέσουµε ότι i = 1 και j = 2, και τότε :

σ1 =
(
i1 i2 i3

)
και σ2 =

(
i4 i5 i6

)
Θεωρούµε τον κύκλο ρ = (

i1 i2 i4
)
µήκους 3. ΄Οπως και στην περίπτωση (α΄), ϑα έχουµε:

ρ ◦σ◦ρ−1 = ρ ◦σ1 ◦σ2 ◦ρ−1 ◦σ3 ◦σ4 ◦ · · · ◦σk

= ρ ◦σ1 ◦σ2 ◦ρ−1 ◦σ−1
2 ◦σ−1

1 ◦σ
= (

i1 i2 i4
)◦ (

i1 i2 i3
)◦ (

i4 i5 i6
)◦ (

i1 i4 i2
)◦ (

i4 i6 i5
)◦ (

i1 i3 i2
)◦σ

= (
i1 i2 i5 i3 i4

)◦σ
και άρα:

ρ ◦σ◦ρ−1 = (
i1 i2 i5 i3 i4

)◦σ =⇒ (
i1 i2 i5 i3 i4

)= ρ ◦σ◦ρ−1 ◦σ−1 ∈ K

Εποµένως η K περιέχει τον κύκλο
(
i1 i2 i5 i3 i4

)
µήκους 5. Τότε µπορούµε να εφαρµόσουµε την

περίπτωση (α΄) γι΄ αυτόν τον κύκλο και να συµπεράνουµε ότι η K περιέχει έναν κύκλο µήκους 3.

(γʹ) Υποθέτουµε ότι ακριβώς ένας κύκλος σi έχει µήκος ≤ 3 και οι υπόλοιποι κύκλοι έχουν µήκος ≤ 2.
΄Οπως και στις παραπάνω περιπτώσεις, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε
ότι ο µοναδικός κύκλος µήκους 3 είναι ο σ1 = (

i1 i2 i3
)
, και οι κύκλοι σi , 2 ≤ i ≤ k, είναι

αντιµεταθέσεις. Χρησιµοποιώντας ότι ξένοι κύκλοι µετατίθενται, ϑα έχουµε:

K 3 σ2 = (σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σk )2 =σ2
1 ◦σ2

2 ◦ · · · ◦σ2
k =σ2

1 =
(
i1 i2 i3

)2 = (
i1 i3 i2

)
Εποµένως η K περιέχει τον κύκλο

(
i1 i3 i2

)
µήκους 3.

(δʹ) ΄Ολοι οι ξένοι κύκλοι σi , 1 ≤ i ≤ k, είναι µήκους 2, δηλαδή είναι αντιµεταθέσεις. Σ΄ αυτή την
περίπτωση προφανώς ϑα έχουµε k ≥ 2, διότι η µετάθεση σ είναι άρτια. ΄Οπως και στις παραπάνω
περιπτώσεις, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι σ1 = (

i1 i2
)
και σ2 =(

i3, i4
)
. Θεωρούµε την µετάθεση ρ = (

i1 i2 i3
)
. Τότε ϑα έχουµε:

ρ ◦σ◦ρ−1 = ρ ◦σ1 ◦σ2 ◦ρ−1 ◦σ3 ◦σ4 ◦ · · · ◦σk

= ρ ◦σ1 ◦σ2 ◦ρ−1 ◦σ−1
2 ◦σ−1

1 ◦σ
= (

i1 i2 i3
)◦ (

i1 i2
)◦ (

i3 i4
)◦ (

i1 i3 i2
)◦ (

i3 i4
)◦ (

i1 i2
)◦σ

= (
i1 i3

)◦ (
i2 i4

)◦σ
και άρα:

ρ ◦σ◦ρ−1 = (
i1 i3

)◦ (
i2 i4

)◦σ =⇒ (
i1 i3

)◦ (
i2 i4

)= ρ ◦σ◦ρ−1 ◦σ−1 ∈ K

Θεωρούµε τον κύκλο τ= (
i1 i3 i5

)
µήκους 3. Τότε ϑα έχουµε:

K 3 ρ ◦σ◦ρ−1 ◦σ−1 ◦τ◦ρ ◦σ◦ρ−1 ◦σ−1 ◦τ−1 = (
i1 i3

)◦ (
i2 i4

)◦ (
i1 i3 i5

)◦ (
i1 i3

)◦ (
i2 i4

)◦ (
i1 i5 i3

)
= (

i1 i3
)◦ (

i1 i3 i5
)◦ (

i1 i3
)◦ (

i1 i5 i3
)

= (
i1 i3 i5

)
Εποµένως η K περιέχει τον κύκλο

(
i1 i3 i5

)
µήκους 3.
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΄Αρα σε κάθε περίπτωση η κανονική υποοµάδα K περιέχει έναν κύκλο µήκους 3, και εποµένως K =A4.

Εποµένως δείξαµε ότι η εναλλάσσουσα υποοµάδα A4 είναι απλή αν n 6= 4 και δεν είναι απλή αν n = 4. ■

Πρόταση 5.5.3. Αν n ≥ 5, τότε η µοναδική µη τετριµµένη γνήσια κανονική υποοµάδα της Sn είναι η An .

Απόδειξη. ΄Εστω ότι
{
ι
} ≤ N ≤ Sn είναι µια κανονική υποοµάδα της Sn και υποθέτουµε ότι

{
ι
} 6= N 6= Sn .

Επειδή N 6= {
ι
}
, έπεται ότι υπάρχει N 3 σ 6= ι, και άρα σ(i ) 6= i για κάποιο i ∈Nn . Επειδή n ≥ 5, µπορούµε

να επιλέξουµε ένα στοιχείο j ∈Nn έτσι ώστε : i 6= j 6=σ(i ). Αν η σ είναι αντιµετάθεση, τότε, επειδή η N είναι
κανονική υποοµάδα της Sn , έπεται ότι η N ϑα περιέχει και όλες τις αντιµεταθέσεις. Επειδή το σύνολο των
αντιµεταθέσεων παράγει την Sn , έπεται ότι N = Sn και αυτό είναι άτοπο από την υπόθεση που κάναµε. ΄Αρα
η µετάθεση σ δεν µπορεί να είναι αντιµετάθεση. Θεωρούµε την αντιµετάθεση µ= (

i j
)
. Επειδή η N είναι

κανονική υποοµάδα, ϑα έχουµε µ◦σ−1 ◦µ−1 ∈ N και εποµένως σ◦µ◦σ−1 ◦µ−1 ∈ N . ΄Οµως

N 3 σ◦µ◦σ−1 ◦µ−1 =σ◦ (
i j

)◦σ−1 ◦ (
i j

)= (
σ(i ) σ( j )

)◦ (
i j

)
και η τελευταία µετάθεση δεν είναι η ταυτοτική διότι διαφορετικά ϑα είχαµε

(
σ(i ) σ( j )

) ◦ (
i j

) = ι =⇒(
σ(i ) σ( j )

) = (
i j

)−1 = (
i j

)
, και αυτό είναι άτοπο διότι i 6= σ(i ) 6= j και σ(i ) 6= σ( j ). Αν επιπρόσθετα

σ( j ) 6= i και σ( j ) 6= j , τότε οι αντιµεταθέσεις
(
σ(i ) σ( j )

)
και

(
i j

)
είναι ξένες, και άρα ο κυκλικός τύπος της

µετάθεσης
(
σ(i ) σ( j )

)◦ (
i j

)
είναι (2,2). Αν σ( j ) = i ή σ( j ) = j , τότε ϑα έχουµε:

(
σ(i ) i

)◦ (
i j

)= (
σ(i ) i j

)
ή

(
σ(i ) j

) ◦ (
i j

) = (
σ(i ) j i

)
αντίστοιχα, δηλαδή είναι ένας κύκλος µήκους 3. Εποµένως η υποοµάδα N

περιέχει είτε µια µετάθεση µε κυκλικό τύπο (2,2) είτε έναν κύκλο µήκους 3. Επειδή N είναι κανονική
υποοµάδα της Sn , έπεται ότι η N ϑα περιέχει και όλες τις µεταθέσεις µε κυκλικό τύπο (2,2) ή αντίστοιχα
όλους τους κύκλους µήκους 3. Επειδή αυτού του τύπου οι µεταθέσεις παράγουν την An , έπεται ότι η N ϑα
περιέχει την An και εποµένως N =An . ■

Πόρισµα 5.5.4. Αν n ≥ 2, τότε η µοναδική υποοµάδα της Sn µε δείκτη 2 είναι η An .

Απόδειξη. ΄Εστω ότι H ≤ Sn είναι µια υποοµάδα της Sn µε δείκτη 2. Τότε από την Πρόταση 3.4.13, η H είναι
κανονική και η τάξη της είναι o(H) = n!

2 .

1. Αν n = 2 ή n = 3, τότε προφανώς H =An . Πράγµατι, αν n = 2, τότε A2 =
{
ι
}
είναι η µοναδική υποοµάδα

της S2 µε δείκτη 2. Αν n = 3, τότε επίσης η µοναδική υποοµάδα της S3 µε τάξη 3, και άρα µε δείκτη
2, είναι η A3.

2. Αν n ≥ 5, τότε, επειδή η H είναι κανονική και επειδή η H είναι προφανώς γνήσια και µη τετριµµένη,
η προηγούµενη Πρόταση 5.5.3 µας εξασφαλίζει ότι H =An .

3. ΄Εστω ότι n = 4 και H 6=A4. Αν η H περιέχει έναν κύκλο µήκους 2 ή έναν κύκλο µήκους 3, τότε, επειδή
η H είναι κανονική, η H ϑα περιέχει όλους τους κύκλους µήκους 2 ή όλους τους κύκλους µήκους
3 αντίστοιχα. Επειδή το σύνολο των κύκλων µήκους 2 παράγει την S4 και το σύνολο των κύκλων
µήκους 3 παράγει την A4, έπεται στην πρώτη περίπτωση ότι η H περιέχει την S4 και στην δεύτερη
περίπτωση την A4. Και οι δύο περιπτώσεις µάς οδηγούν σε άτοπο: S4 6= H , διότι η H είναι δείκτη 2,
και από την υπόθεσή µας A4 6= H . Επειδή το σύνολο των αντιµεταθέσεων της S4 είναι 6 και το σύνολο
των κύκλων µήκους 3 είναι 8, έπεται ότι το πλήθος των στοιχείων της H είναι µικρότερο ή ίσο του
24 = o(S4)− (8+6) = 10, και αυτό είναι άτοπο διότι, επειδή η H είναι δείκτη 2, ϑα έχουµε o(H) = 12.
Στο άτοπο καταλήξαµε διότι υποθέσαµε ότι H 6=A4. ΄Αρα H =A4. ■

Χάριν ευκολίας και για µελλοντική χρήση καταγράφουµε τα στοιχεία των συµµετρικών οµάδων S3 και
S4 αν ανάλογα µε τον κυκλικό τους τύπο:

1. Τα στοιχεία της S3:

(αʹ) Η ταυτοτική µετάθεση ι.
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(ϐʹ) Οι ακόλουθοι 3 κύκλοι µήκους 2 (αντιµεταθέσεις):(
1 2

)
,

(
1 3

)
,

(
2 3

)
(γʹ) Οι ακόλουθοι 2 κύκλοι µήκους 3: (

1 2 3
)
,

(
1 3 2

)
Η εναλλάσσουσα υποοµάδα A3 αποτελείται από την ταυτοτική µετάθεση, και τους 2 κύκλους µήκους
3.

2. Τα στοιχεία της S4:

(αʹ) Η ταυτοτική µετάθεση ι.

(ϐʹ) Οι ακόλουθοι 6 κύκλοι µήκους 2 (αντιµεταθέσεις):(
1 2

)
,

(
1 3

)
,

(
1 4

)
,

(
2 3

)
,

(
2 4

)
,

(
3 4

)
(γʹ) Οι ακόλουθοι 8 κύκλοι µήκους 3:(

1 2 3
)
,

(
1 2 4

)
,

(
1 3 4

)
,

(
2 3 4

)
,

(
1 3 2

)
,

(
1 4 2

)
,

(
1 4,3

)
,

(
2 4 3

)
,

(δʹ) Οι ακόλουθες µεταθέσεις µε κυκλικό τύπο (2,2):(
1 2

)◦ (
3 4

)
,

(
1 3

)◦ (
2 4

)
,

(
1 4

)◦ (
2 3

)
(εʹ) Οι ακόλουθοι 6 κύκλοι µήκους 4:(

1 2 3 4
)
,

(
1 3 4 2

)
,

(
1 4 2 3

)
,

(
1 2 4 3

)
,

(
1 3 2 4

)
,

(
1 4 3 2

)
Η εναλλάσσουσα υποοµάδα A4 αποτελείται από την ταυτοτική µετάθεση, τους 8 κύκλους µήκους 3,
και τα 3 γινόµενα ξένων αντιµεταθέσεων.

5.6 Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.6.1. Να γραφεί η µετάθεση

σ= (
4 5 6

)◦ (
5 6 7

)◦ (
6 7 1

)◦ (
1 2 3

)◦ (
2 3 4

)◦ (
3 4 5

)
της S7 ως γινόµενο ξένων κύκλων και ως γινόµενο αντιµεταθέσεων. Είναι η σ άρτια ή περιττή ;

΄Ασκηση 5.6.2. Να δειχθεί ότι η εναλλάσσουσα υποοµάδα A8 έχει ένα στοιχείο τάξης 15.

΄Ασκηση 5.6.3. Θεωρούµε τις µεταθέσεις της συµµετρικής οµάδας S8:

τ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 1 4 5 3 7 8 6

)
και σ=

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 4 6 8 7 1 5 2

)
(a) Να γραφούν οι µεταθέσεις σ και τ ως γινόµενα ξένων κύκλων.

(b) Να προσδιοριστούν οι τάξεις των µεταθέσεων τ και σ.

(c) Να υπολογιστούν οι µεταθέσεις σ2013 και τ2015.
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(d) Να εξεταστεί αν, υπάρχει µετάθεση ρ ∈ S8 τέτοια, ώστε : ρ ◦τ◦ρ−1 =σ.
Αν υπάρχει, να ϐρείτε µια τέτοια µετάθεση.

΄Ασκηση 5.6.4. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα (S4,◦) και ένα υποσύνολο A = {
σ,τ

}
της S4 όπου οι σ και τ

είναι δύο ξένες αντιµεταθέσεις. Να δειχθεί ότι :

(a) το σύνολο 〈A〉 = {
σiτ j | i , j ∈Z}

είναι µια υποοµάδα της S4,

(b) η τάξη της υποοµάδας 〈A〉 είναι ίση µε 4, και

(c) η οµάδα 〈A〉 είναι ισόµορφη µε το ευθύ γινόµενο Z2 ×Z2 της οµάδας (Z2,+) µε τον εαυτό της.

΄Ασκηση 5.6.5. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα Sn , n ≥ 2.

1. Ποια στοιχεία της Sn έχουν τάξη 2;

2. Αν σ,τ είναι στοιχεία της Sn , να εξετάσετε αν, και υπό ποιες προϋποθέσεις, τα στοιχεία στσ−1τ−1 και
στσ−1 ανήκουν στην εναλλάσσουσα οµάδα An .

3. Να γραφεί η µετάθεση µ= (1234)◦ (4357)◦ (1234)−1 ◦ (12345678)4 της S8 ως γινόµενο ξένων κύκλων
και ως γινόµενο αντιµεταθέσεων, και να ϐρεθεί η τάξη της. Είναι η µ περιττή µετάθεση ;

4. Αν γνωρίζουµε ότι η µετάθεση

σ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 1 2 i j 7 8 9 6

)
∈ S9

είναι άρτια, να ϐρεθούν τα i , j .

΄Ασκηση 5.6.6. Να ϐρεθεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της κυκλικής υποοµάδας 〈ρ〉 της συµµετρικής
S9 η οποία παράγεται από τη µετάθεση

ρ =
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 6 5 8 3 1 2 9 4

)

΄Ασκηση 5.6.7. Θεωρούµε τη µετάθεση

σ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 5 2 6 1 4 10 3 8 7

)
∈ S10

Να γραφεί η σ ως γινόµενο ξένων κύκλων, ως γινόµενο αντιµεταθέσεων, και να προσδιοριστεί το πρόσηµό της.
Είναι η σ άρτια ή περιττή ; Να προσδιοριστεί η τάξη της µετάθεσης σ2015.

΄Ασκηση 5.6.8. Να εξεταστεί αν η συµµετρική οµάδα S7 περιέχει στοιχεία τάξης 5, 10, και 15. Ποια είναι η
µέγιστη δυνατή τιµή την οποία µπορεί να έχει ως τάξη ένα στοιχείο της S7;

΄Ασκηση 5.6.9. ΄Εστω η συµµετρική οµάδα (Sn ,◦) και H οποιαδήποτε υποοµάδα της. Να δειχθεί ότι το πλήθος
των στοιχείων της H που είναι άρτιες µεταθέσεις, είναι ίσο είτε µε την τάξη o(H) της H είτε ίσο µε o(H)/2.

΄Ασκηση 5.6.10. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα Sn , n ≥ 3. Να δειχθούν τα εξής :

1. Κάθε κύκλος στην Sn µπορεί να γραφεί ως γινόµενο το πολύ n −1 αντιµεταθέσεων.

2. Κάθε µετάθεση στην Sn η οποία δεν είναι κύκλος µπορεί να γραφεί ως γινόµενο το πολύ n −2 αντιµετα-
ϑέσεων.
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3. Κάθε περιττή µετάθεση στην Sn µπορεί να γραφεί ως γινόµενο 2n +3 αντιµεταθέσεων.

4. Κάθε άρτια µετάθεση στην Sn µπορεί να γραφεί ως γινόµενο 2n +8 αντιµεταθέσεων.

΄Ασκηση 5.6.11. Θεωρούµε τα ακόλουθα στοιχεία της συµµετρικής οµάδας S9:

σ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 3 4 2 6 1 9 8 7

)
και τ=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 1 9 2 7 8 4 6 3

)
1. Να γραφούν οι µεταθέσεις σ και τ ως γινόµενα ξένων κύκλων και αντιµεταθέσεων.

2. Να υπολογιστούν οι τάξεις των στοιχείων σ2014 και τ2013.

3. Να υπολογιστεί η τάξη της κυκλικής υποοµάδας 〈σ◦τ◦σ−1〉.
4. Να εξεταστεί αν υπάρχει ρ ∈ S7 έτσι ώστε : ρσρ−1 = τ.
5. Να υπολογιστεί η τάξη της τοµής 〈σ〉∩〈τ〉.

΄Ασκηση 5.6.12. 1. ΄Εστω σ ∈ Sn ένα στοιχείο της συµµετρικής οµάδας Sn , n ≥ 2. Να δειχθεί ότι η τάξη
του σ είναι 2 αν και µόνο αν η µετάθεση σ είναι γινόµενο αντιµεταθέσεων ξένων ανά δύο.

2. ΄Εστω τ ∈ S7 ένα στοιχείο της συµµετρικής οµάδας S7 για το οποίο γνωρίζουµε ότι : τ4 = (2143567). Να
ϐρεθεί η µετάθεση τ και να γραφεί ως γινόµενο ξένων κύκλων και αντιµεταθέσεων.

΄Ασκηση 5.6.13. Να σχεδιαστεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της συµµετρικής οµάδας S3.

΄Ασκηση 5.6.14. Να δειχθεί ότι το σύνολο γεννητόρων

T = {(
1 2

)
,

(
2 3

)
,

(
3 4

)
, · · · ,

(
n −1 n

)}
της Sn είναι ελάχιστο.

΄Ασκηση 5.6.15. Να προσδιοριστεί αν η µετάθεση

σ=
(

1 2 3 · · · n −1 n
n n −1 n −2 · · · 2 1

)
είναι άρτια ή περιττή.

΄Ασκηση 5.6.16. Να ϐρεθεί η κυκλική δοµή όλων των δυνάµεων τn , n ∈Z, της µετάθεσης τ= (
1 2 3 4 5 6 7 8

) ∈
S8.

΄Ασκηση 5.6.17. ΄Εστω τ ένας m-κύκλος στη συµµετρική οµάδα Sn . Να ϐρεθούν οι τιµές του m για τις οποίες
η µετάθεση τ είναι άρτια.

΄Ασκηση 5.6.18. 1. Να ϐρεθεί ο κεντροποιητής της µετάθεσης (1 2) στην S4 και στην S5.

2. Να προσδιοριστούν όλες οι υποοµάδες τάξης 4 στη συµµετρική οµάδα S4.

΄Ασκηση 5.6.19. Να ϐρεθεί ο κεντροποιητής του στοιχείου τ= (
12 · · · k

) ∈ Sn , όπου 1 ≤ k ≤ n.
Ποιο είναι το πλήθος των συζυγών στοιχείων του τ στην Sn ;
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΄Ασκηση 5.6.20. Θεωρούµε τη µετάθεση σ= (1 2)◦ (3 4) ∈ Sn , n ≥ 4.

1. Να ϐρεθεί το πλήθος των συζυγών στοιχείων της σ στην Sn .

2. Να ϐρεθεί ο κεντροποιητής της σ στην Sn .

3. Να ϐρεθεί ο κεντροποιητής της σ στην An .

΄Ασκηση 5.6.21. Θεωρούµε τη µετάθεση σ ∈ Sn η οποία ως «1-1» και «επί» απεικόνιση ορίζεται ως εξής σ(i ) =
n − i , 1 ≤ i ≤ n −1 και σ(n) = n. Να ϐρεθεί η ανάλυση σε ξένους κύκλους της σ.

΄Ασκηση 5.6.22. Να εξεταστεί αν οι µεταθέσεις της S9

σ1 = (1 2 3)◦(4 5 6)◦(6 8), σ2 = (6 7 8)◦(8 9)◦(1 2 3 4), σ3 = (1 2 3 4)◦(5 6)◦(7 8 9), σ4 = (1 4 5)◦(2 3)◦(6 7 8 9)

είναι συζυγείς (ανά δύο). Αν οι µεταθέσεις σi και σ j είναι συζυγείς, 1 ≤ i 6= j ≤ 4, να ϐρεθεί µετάθεση τ έτσι
ώστε τ◦σi ◦τ−1 =σ j .

΄Ασκηση 5.6.23. Να ϐρεθούν οι κυκλικοί τύποι των µεταθέσεων των οµάδων S5 και A5, και για κάθε κυκλικό
τύπο να δοθεί αντίστοιχο παράδειγµα µετάθεσης.

΄Ασκηση 5.6.24. ΄Εστω σ = σ1 ◦σ2 ◦ · · · ◦σk η ανάλυση µιας µετάθεσης σ σε γινόµενο ξένων κύκλων. Να
ϐρεθούν αναγκαίες και ικανές συνθήκες έτσι ώστε σ=σ−1.

΄Ασκηση 5.6.25. Να επαληθευθεί ότι για την οµάδα του Klein

V4 =
{
ι,

(
1 2

)◦ (
3 4

)
,
(
1 3

)◦ (
2 4

)
,
(
14

)◦ (
23

)}
ϑεωρούµενης ως υποοµάδας της A4, ισχύει ότι : ρ ◦σ◦ρ−1 ∈ V4, για κάθε ρ ∈A4 και για κάθε σ ∈ V4.

΄Ασκηση 5.6.26. Να ϐρεθεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων των εναλλασσουσών οµάδων An , 1 ≤ n ≤ 4.

΄Ασκηση 5.6.27. Να ϐρεθούν οι κλάσεις συζυγίας της συµµετρικής οµάδας S3 και της εναλλάσσουσας οµάδας
A4.

΄Ασκηση 5.6.28. Να δειχθεί ότι ο οµοµορφισµός ε : Sn −→ {
1,−1

}
τον οποίον ορίζει το πρόσηµο µιας µετάθεσης

είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός οµάδων από την Sn στην οµάδα {1,−1}, ο οποίος είναι «επί», δηλαδή αν

f : Sn −→ {
1,−1

}
είναι ένας επιµορφισµός οµάδων, τότε f = ε.

΄Ασκηση 5.6.29. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

f : Sn −→ {
1,−1

}
, f (σ) = ∏

1≤i< j≤n

σ(i )−σ( j )

i − j

είναι ένας επιµορφισµός οµάδων. Να συµπεράνετε από την ΄Ασκηση 5.6.28 ότι για κάθε µετάθεση σ ∈ Sn :

ε(σ) = ∏
1≤i< j≤n

σ(i )−σ( j )

i − j
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΄Ασκηση 5.6.30. Να προσδιοριστεί το πρόσηµο ενός k-κύκλου σ ∈ Sn συναρτήσει του ϑετικού ακεραίου k.

΄Ασκηση 5.6.31. Να προσδιοριστούν τα κέντρα Z(Sn) και Z(An) των οµάδων Sn και An , ∀n ≥ 1.

΄Ασκηση 5.6.32. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα σύνολα είναι (ελάχιστα) σύνολα γεννητόρων της εναλλάσσουσας
οµάδας An :{(

1 2 3
)
,

(
1 2 3 · · · n

)}
αν n : περιττός, και

{(
1 2 3

)
,

(
2 3 · · · n

)}
αν n : άρτιος

΄Ασκηση 5.6.33. Να δειχθεί ότι η συµµετρική οµάδα S4 έχει 6 κύκλους µήκους 2, 8 κύκλους µήκους 3, και 6
κύκλους µήκους 4, και τα υπόλοιπα στοιχεία σχηµατίζουν H µια υποοµάδα της S4. Είναι η H κυκλική ; Είναι
η H κανονική υποοµάδα ;

΄Ασκηση 5.6.34. ΄Εστω n ένας ϑετικός ακέραιος και d | n ένας διαιρέτης του n. Αν σ είναι ένας n-κύκλος στη
συµµετρική οµάδα Sn , να δειχθεί ότι η µετάθεση σd είναι το γινόµενο d το πλήθος ξένων ανά δύο n

d -κύκλων.

΄Ασκηση 5.6.35. Να δειχθεί ότι ο κανονικοποιητής NSn
(H) της κυκλικής υποοµάδας H = 〈(1 2 3 · · · n)〉 της

συµµετρικής οµάδας Sn έχει τάξη nφ(n), όπου φ είναι η συνάρτηση του Euler.



Κεφάλαιο 6

Οµάδες Πηλίκα και τα Θεωρήµατα
Ισοµορφισµών

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε τις ϐασικές ιδιότητες της οµάδας πηλίκο µιας οµάδας ως προς µια
κανονική υποµάδα, ϑα αποδείξουµε τα ϐασικά ϑεωρήµατα ισοµορφισµών τα οποία αποτελούν ϑεµελιώδη
εργαλεία στη Θεωρία Οµάδων, και ϑα δώσουµε εφαρµογές. Επιπρόσθετα ϑα δούµε διάφορες εκδοχές του
ϑεωρήµατος του Cayley, το οποίο πιστοποιεί ότι κάθε οµάδα είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της οµάδας
µεταθέσεων ενός κατάλληλου συνόλου. Ιδιαίτερα, έπεται ότι κάθε πεπερασµένη οµάδα τάξης n µπορεί να
υλοποιηθεί ως υποοµάδα της συµµετρικής οµάδας Sn .

6.1 Κανονικές Υποοµάδες και Οµάδες Πηλίκα

Από τώρα και στο εξής σταθεροποιούµε µια (πολλαπλασιαστική) οµάδα (G , ·).
Υπενθυµίζουµε ότι µια υποοµάδα H της G καλείται κανονική υποοµάδα αν ικανοποιείται µια από τις

ακόλουθες ισοδύναµες συνθήκες :

1. NG (H) =G, δηλαδή G = {
x ∈G | xH x−1 = H

}
.

2. ∀x ∈G: xH x−1 ⊆ H .

3. ∀x ∈G, ∀h ∈ H : x ·h · x−1 ∈ H .

4. ∀x ∈G: xH = H x.

και τότε ϑα γράφουµε: H EG.

6.1.1 Κανονικές Υποοµάδες και Σχέσεις Ισοδυναµίας

΄Εστω ότι G είναι µια οµάδα και ότι H είναι µια υποοµάδα της G. Τότε, όπως είδαµε στην υποενότητα 3.3,
ορίζοντας

∀x, y ∈G : x ∼RH y ⇐⇒ x−1 y ∈ H (6.1)

αποκτούµε µια σχέση ισοδυναµίας RH επί του συνόλου G.
Η ακόλουθη Πρόταση δίνει έναν ακόµα χαρακτηρισµό κανονικών υποοµάδων ο οποίος, όπως ϑα δούµε,

είναι απαραίτητος στην κατασκευή της οµάδας πηλίκο. Με ϐάση αυτόν τον χαρακτηρισµό οι κανονικές
υποοµάδες είναι ακριβώς εκείνες οι υποοµάδες H ≤G της G για τις οποίες η επαγόµενη σχέση ισοδυναµίας
RH , ή ισοδύναµα η σχέση ισοδυναµίας RH , είναι συµβιβαστή µε την πράξη της G.

Υπενθυµίζουµε, ϐλέπε τον Ορισµό 1.3.36, ότι : η σχέση ισοδυναµίας RH είναι συµβιβαστή µε την πράξη
«·» της οµάδας G, αν και µόνο αν ισχύει :

∀x, y, z, w ∈G : x ∼RH z και y ∼RH w =⇒ x y ∼RH zw (6.2)

280
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Με άλλα λόγια, αν και µόνο αν :

∀x, y, z, w ∈G : x−1z ∈ H και y−1w ∈ H =⇒ (x y)−1zw = y−1x−1zw ∈ H (6.3)

Ισοδύναµα:
∀x, y, z, w ∈G : z ∈ xH και w ∈ y H =⇒ zw ∈ (x y)H (6.4)

Λαµβάνοντας υπόψη, ότι η κλάση ισοδυναµίας ενός στοιχείου x ως προς τη σχέση RH συµπίπτει µε το
αριστερό σύµπλοκο (αριστερή πλευρική κλάση) του x στην H :

[x]H = xH = {
xh ∈G | h ∈ H

}
η τελευταία σχέση γράφεται ισοδύναµα:

∀x, y, z, w ∈G : z ∈ [x]H και w ∈ [y]H =⇒ zw ∈ [x y]H (6.5)

Πρόταση 6.1.1. Για µια υποοµάδα H ≤G µιας οµάδας (G , ·), οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Η υποοµάδα H είναι κανονική.

2. Η σχέση ισοδυναµίας RH είναι συµβιβαστή µε την πράξη της οµάδας G.

Απόδειξη. 1. =⇒ 2. Υποθέτουµε ότι η H είναι µια κανονική υποοµάδα της G. Για να δείξουµε ότι η σχέση
ισοδυναµίας RH είναι συµβιβαστή µε την πράξη «·» της G, αρκεί να δείξουµε ότι :

∀x, y, z, w ∈G : z ∈ xH και w ∈ y H =⇒ zw ∈ (x y)H

΄Εστω z ∈ xH και w ∈ y H . Επειδή H είναι κανονική, ϑα έχουµε xH = H x και άρα υπάρχουν h1,h2 ∈ H έτσι
ώστε :

z = h1x και w = yh2 =⇒ zw = h1x yh2 ∈ (h1x y)H =⇒(5) zw ∈ H(h1x y)

Επειδή προφανώς
H(h1x y) = (Hh1)(x y) και Hh1 = H διότι h1 ∈ H

ϑα έχουµε:
zw ∈ H(h1x y) = H(x y) =⇒ zw ∈ (x y)H

Εποµένως δείξαµε ότι ισχύει η συνεπαγωγή στη σχέση (6.4), και άρα η σχέση ισοδυναµίας RH είναι συµβι-
ϐαστή µε την πράξη της G.

2. =⇒ 1. Επειδή η σχέση RH είναι συµβιβαστή µε την πράξη της G, έπεται ότι ϑα ισχύει η σχέση (6.2).
΄Εστω g ∈G και h ∈ H . Τότε

g−1hg = g−1ehg = g−1e−1hg = (eg )−1hg

΄Ετσι, ϑέτοντας x = e, y = g , z = h και w = g , στη σχέση (6.3), ϑα έχουµε:

x−1z = e−1h = h ∈ H και y−1w = g−1g = e ∈ H =⇒ y−1x−1zw = g−1e−1hg = g−1hg ∈ H

Εποµένως δείξαµε ότι : g−1hg ∈ H , ∀g ∈G, ∀h ∈ H . ΄Αρα η υποοµάδα H είναι µια κανονική υποοµάδα
της G. ■

Είδαµε ότι, αν H EG είναι µια κανονική υποοµάδα της G, τότε η σχέση ισοδυναµίας RH επί του συνόλου
G είναι συµβιβαστή µε την πράξη της G.

Απο την άλλη πλευρά αν R είναι τυχούσα σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου G η οποία είναι συµβιβαστή
µε την πράξη της G, τότε το επόµενο ϐασικό Θεώρηµα δείχνει ότι, αντίστροφα, το υποσύνολο

[e]R = {
x ∈G |x ∼R e

}
είναι µια κανονική υποοµάδα H = [e]R η οποία επάγει την αρχική σχέση ισοδυναµίας R στην G, δηλαδή:
R =RH .

Ιδιαίτερα το επόµενο Θεώρηµα δείχνει ότι υπάρχουν τόσες κανονικές υποοµάδες σε µια οµάδα G όσες
και οι σχέσεις ισοδυναµίας επί του συνόλου G οι οποίες είναι συµβιβαστές µε την πράξη της οµάδας.
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Θεώρηµα 6.1.2. ΄Εστω ότι G είναι µια οµάδα, και έστω τα ακόλουθα σύνολα:

R = {
R ⊆G ×G | η R είναι σχέση ισοδυναµίας επί του G συµβιβαστή µε την πράξη της G

}
K = {

H ⊆G | η H είναι κανονική υποοµάδα της G
}

Τότε οι απεικονίσεις
Ψ : R −→ K, Ψ(R) = [e]R

Φ : K −→ R, Φ(H) =RH

είναι «1-1» και «επί» και επιπλέον : Ψ=Φ−1.

Απόδειξη. • ΄Εχουµε ήδη αποδείξει ότι, αν H είναι µια κανονική υποοµάδα της G, τότε η σχέση RH είναι
µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου G. ∆ηλαδή έχουµε δείξει ότι ∀H ∈ K: Φ(H) =RH ∈ R. Επιπλέον ϑα
δείξουµε ότι :

H =ΨΦ(H) δηλαδή H = [e]RH = {
g ∈G | g ∼RH e

}
Πράγµατι :

[e]RH = {
g ∈G | g ∼RH e

}= {
g ∈G | e ∼RH g

}= {
g ∈G | e−1g ∈ H

}= {
g ∈G | eg ∈ H

}= {
g ∈G | g ∈ H

}= H

• ΄Εστω R ∈ R, µια σχέση ισοδυναµίας επί του G η οποία είναι συµβιβαστή µε την πράξη της G. Θα
δείξουµε ότι :

Ψ(R) = [e]R ∈ K και ΦΨ(R) =R

∆ηλαδή ϑα δείξουµε ότι :
[e]R = {

g ∈G | g ∼R e
}
E G και R =R[e]R

− ∆είχνουµε πρώτα ότι το υποσύνολο [e]R είναι υποοµάδα της G. Προφανώς [e]R 6= ; διότι e ∈ [e]R
(επειδή η σχέση R είναι σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου G ϑα έχουµε e ∼R e). ΄Εστω g , g1, g2 ∈ [e]R .
Τότε, χρησιµοποιώντας ότι η σχέση ισοδυναµίας R είναι συµβιβαστή µε την πράξη της G, ϑα έχουµε:

g1 ∼R e και g2 ∼R e =⇒ g1g2 ∼R ee = e =⇒ g1g2 ∈ [e]R

g ∼R e και g−1 ∼R g−1 =⇒ g g−1 ∼R eg−1 = g−1 =⇒ e ∼R g−1 =⇒
=⇒ g−1 ∼R e =⇒ g−1 ∈ [e]R

Οι τελευταίες σχέσεις δείχνουν ότι το υποσύνολο [e]R είναι µια υποοµάδα της G.
− Στη συνέχεια δείχνουµε ότι η υποοµάδα [e]R είναι κανονική: έστω g ∈G και h ∈ [e]R , δηλαδή h ∼R e.

Επειδή η R είναι συµβιβαστή µε την πράξη της οµάδας G, ϑα έχουµε:

g−1 ∼R g−1 και h ∼R e =⇒ g−1h ∼R g−1e =⇒ g−1h ∼R g−1

παρόµοια

g−1h ∼R g−1 και g ∼R g =⇒ g−1hg ∼R g−1g =⇒ g−1hg ∼R e =⇒ g−1hg ∈ [e]R

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι η υποοµάδα [e]R της G είναι κανονική.
− Τέλος, δείχνουµε ότι R =R[e]R . Θα έχουµε ∀g1, g2 ∈G:

g1 ∼R[e]R
g2 ⇐⇒ g−1g2 ∈ [e]R ⇐⇒ g−1g2 ∼R e

Εποµένως, αν ισχύει η τελευταία σχέση, επειδή η R είναι συµβιβαστή µε την πράξη της οµάδας, ϑα έχουµε:

g1 ∼R g1 και g−1g2 ∼R e =⇒ g1g−1g2 ∼R g1e =⇒ eg2 ∼R g1 =⇒ g2 ∼R g1 =⇒ g1 ∼R g2

∆ηλαδή:
∀g1, g2 ∈G : g1 ∼R[e]R

g2 =⇒ g1 ∼R g2 και εποµένως : R[e]R ⊆ R (∗)
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Αντίστροφα, αν g1 ∼R g2, τότε χρησιµοποιώντας ότι η R είναι συµβιβαστή µε την πράξη της G ϑα έχουµε:

g−1
1 ∼R g−1

1 και g1 ∼R g2 =⇒ g−1
1 g1 ∼R g−1

1 g2 =⇒ e ∼R g−1g2 =⇒
=⇒ g−1g2 ∼R e =⇒ g−1g2 ∈ [e]R

Αυτό όµως σηµαίνει ότι :
g1 ∼R[e]R

g2

΄Αρα ϑα έχουµε

∀g1, g2 ∈G : g1 ∼R g2 =⇒ g1 ∼R[e]R
g2 και εποµένως : R ⊆ R[e]R (∗∗)

Από τις σχέσεις (∗) και (∗∗) ϑα έχουµε ότι R ⊆ R[e]R . ΄Ετσι R = R[e]R και συνεπώς: ΦΨ(R) =R. ■

6.1.2 Τρία Χαρακτηριστικά (Αντι-)Παραδείγµατα

Στην παρούσα υποενότητα ϑα δούµε ότι υπάρχουν µη αβελιανές οµάδες µε την ιδιότητα ότι όλες οι υποοµά-
δες τους είναι κανονικές. Επίσης ϑα δούµε ότι, γενικά, η σχέση κανονικότητας στο σύνολο των υποοµάδων
µιας οµάδας δεν ικανοποιεί την µεταβατική ιδιότητα.

1. ΄Εχουµε δει ότι όλες οι υποοµάδες µιας αβελιανής οµάδας είναι κανονικές. Το αντίστροφο δεν ισχύει :

«Υπάρχει µια µη αβελιανή οµάδα Q τάξης 8 όλες οι υποοµάδες της οποίας είναι κανονικές.»

Πράγµατι ϑεωρούµε την οµάδα Q των τετρανίων του Hamilton:

Q =
{
± I2, ±I , ±J , ±K

}
όπου

I2 =
(
1 0
0 1

)
, I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
, K =

(
0 i
i 0

)
΄Οπως γνωρίζουµε από το Παράδειγµα 2.4.20, η οµάδα Q είναι µια µη-αβελιανή οµάδα τάξης 8, και

Q ≤ SL2(C) ≤ GL2(C)

Τα στοιχεία ±I ,±J ,±K έχουν τάξη 4, και το στοιχείο −I2 έχει τάξη 2.
Θα δειξουµε ότι όλες οι υποοµάδες της Q είναι κανονικές.
΄Εστω H µια υποοµάδα της Q. Τότε έχουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις :

1. o(H) = 1. Τότε H = {I2} η οποία προφανώς είναι κανονική υποµάδα της Q.

2. o(H) = 8. Τότε H =Q η οποία προφανώς είναι κανονική υποµάδα της Q.

3. o(H) = 4. Τότε [Q : H ] = 2 και άρα από την Πρόταση 3.4.13 η H είναι κανονική υποµάδα της Q.

4. o(H) = 2. Τότε η H είναι µια κυκλική υποοµάδα τάξης 2 της Q. Εποµένως ϑα είναι της µορφής:

H = {
I2, X

}
όπου X 2 = I2

΄Οµως εύκολα ϐλέπουµε, µε χρήση των σχέσεων I 2 = J 2 = K 2 = I JK =−I2, ότι το µόνο στοιχείο τάξης 2
της Q είναι το στοιχείο

−I2 =
(−1 0

0 −1

)
΄Ετσι H = {I2,−I2} και τότε, ∀X ∈Q:

X −1(−I2)X =−(X −1I2X ) =−I2 ∈ H και X −1I2X = X −1I2X = I2 ∈ H

΄Αρα ∀X ∈Q: X −1H X ⊆ H , και εποµένως η H είναι κανονική υποµάδα της Q.1

1Προκύπτει εύκολα ότι η υποοµάδα H συµπίπτει µε το κέντρο Z(Q) και άρα είναι κανονική υποοµάδα της Q.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΟΜΑ∆ΕΣ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 284

Μια οµάδα G καλείται οµάδα Hamilton αν η G δεν είναι αβελιανή και κάθε υποοµάδα της G είναι
κανονική. Η οµάδα τετρανίων Q είναι η µικρότερη οµάδα Hamilton.

Παρατήρηση 6.1.3. Με χρήση περισσότερο προχωρηµένων εργαλείων από όσα µπορούµε να αναπτύξουµε
εδώ, αποδεικνύεται2 ότι για µια οµάδα G τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα, για µια απόδειξη ϐλέπε το ϐιβλίο
[32]:

1. Η οµάδα είναι οµάδα Hamilton.

2. Η G είναι ισόµορφη µε την οµάδα ευθύ γινόµενο

Q ×Zr
2 ×H

όπου Q είναι η οµάδα τετρανίων, Zr
2 είναι η οµάδα ευθύ γινόµενο Zr

2 =Z2×Z2×·· ·×Z2 (r παράγοντες),
και H είναι µια αβελιανή οµάδα κάθε στοιχείο της οποίας έχει περιττή τάξη.

Εποµένως η δοµή όλων των οµάδων Hamilton είναι γνωστή. N

2. Θα δούµε ότι η ιδιότητα του να είναι η κανονικότητα υποοµάδων µιας οµάδας µεταβατική ιδιότητα
δεν ισχύει γενικά.

Παράδειγµα 6.1.4. Υπάρχει µια οµάδα G και υποοµάδες H και K της G, έτσι ώστε :

1. H ≤ K ≤G.

2. Η υποοµάδα H είναι κανονική υποοµάδα της K : H EK .

3. Η υποοµάδα K είναι κανονική υποοµάδα της G: K EG.

4. Η υποοµάδα H δεν είναι κανονική υποοµάδα της G: H 5G.

Θέτουµε :

1. G = S4.

2. K = {
(1), (12)(34), (13)(24), (23)(41)

}
.

3. H = 〈
(12)(34)

〉= {
(1), (12)(34)

}
.

Τότε προφανώς ϑα έχουµε H ⊆ K ⊆G και η H είναι κανονική υποοµάδα της K διότι είναι δείκτη [K : H ] = 2.
Επίσης η K είναι κανονική υποοµάδα της S4, διότι, όπως µπορούµε να δούµε εύκολα:

∀σ ∈ S4 : σ−1(12)(34)σ ∈ K , σ−1(13)(24)σ ∈ K , σ−1(23)(41)σ ∈ K

΄Οµως η H δεν είναι κανονική στην S4, διότι :

αν σ= (123) τότε : σ−1(12)(34)σ= (321)(12)(34)(123) = (13)(24) ∉ H

3. Η οµάδα G µε την µικρότερη δυνατή τάξη για την οποία H E K EG, αλλά η H δεν είναι κανονική
υποοµάδα της G, είναι η διεδρική οµάδα D4 τάξης 8:

2Το αποτέλεσµα αυτό οφείλεται στον :
Reinhold Baer (22 Ιουλίου 1902 - 22 Οκτωβρίου 1979) [https://en.wikipedia.org/wiki/Reinhold_Baer]: Γερµανός

µαθηµατικός µε σηµαντική συµβολή στην ΄Αλγεβρα. Εισήγαγε την έννοια του ενριπτικού προτύπου (injective module) και απέδειξε
ϐασικά αποτελέσµατα που τα αφορούν. Είναι επίσης γνωστός για τις έννοιες των δακτυλίων και οµάδων που ϕέρουν το όνοµά του.

https://en.wikipedia.org/wiki/Reinhold_Baer
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Παράδειγµα 6.1.5. Θεωρούµε τους αντιστρέψιµους πίνακες πραγµατικών αριθµών (στοιχεία της πολλα-
πλασιαστικής οµάδας GL(2,R) των αντιστρέψιµων 2×2 πινάκων πραγµατικών αριθµών):

A =
(
0 1
1 0

)
και B =

(
0 1

−1 0

)
Εύκολα ϐλέπουµε ότι :

A2 = I2, B 4 = I2, AB = B−1 A (∗)

Επίσης εύκολα ϐλέπουµε ότι τα στοιχεία του συνόλου

D4 =
{

I2, A, B , B 2, B 3, AB , AB 2, AB 3}
είναι διακεκριµένα. Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (∗), ϐλέπουµε ότι το σύνολο D4 είναι κλειστό στην πράξη
του πολλαπλασιασµού πινάκων, και άρα το σύνολο D4 είναι µια υποοµάδα τάξης 8 της (άπειρης) οµάδας
GL(2,R) η οποία είναι ισόµορφη µε την τέταρτη διεδρική οµάδα D4, ϐλέπε 2.2.

Η οµάδα D4 δεν είναι αβελιανή διότι :

AB =
(−1 0

0 1

)
6=

(
1 0
0 −1

)
= B A

Θέτουµε:

1. G =D4.

2. K = {
I2, A, B 2, AB 2

}
.

3. H = 〈
AB 2

〉= {
I2, AB 2

}
.

Τότε προφανώς ϑα έχουµε H ⊆ K ⊆G και η H είναι κανονική υποοµάδα της K και η K είναι κανονική
υποοµάδα της G (ως υποοµάδες δείκτη 2).

΄Οµως η H δεν είναι κανονική υποοµάδα της G. Πραγµατικά, επειδή A2 = I4, ϑα έχουµε A = A−1, και
τότε από την (∗), ϑα έχουµε:

(AB)−1 AB 2 AB = B−1 A−1 AB 2 AB = B−1I2B 2 AB = B AB = BB−1 A = A ∉ H
p

Παρατήρηση 6.1.6. Στα παραπάνω παραδείγµατα είδαµε δύο µη αβελιανές οµάδες τάξης 8, την οµάδα των
τετρανίων Q και την διεδρική οµάδα D4. Παρατηρούµε ότι :

1. Η Q περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο τάξης 2. Τον πίνακα(−1 0
0 −1

)
2. Η D4 περιέχει τουλάχιστον δύο στοιχεία τάξης 2. Τα εξής :(

0 1
1 0

)
και

(−1 0
0 −1

)
Εποµένως :

Οι (µη αβελιανές) οµάδες Q και D4 τάξης 8 δεν είναι ισόµορφες N

Παρατήρηση 6.1.7. Αποδεικνύεται ότι, µε ακρίβεια ισοµορφισµού, οι µόνες (ανά δύο µη ισόµορφες) οµάδες
τάξης 8 είναι οι εξής :

Αβελιανές : Z8, Z4 ×Z2, Z2 ×Z2 ×Z2

Μη Αβελιανές : Q, D4

Βλέπε το Παράδειγµα 4.1.24. N
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6.1.3 Η Οµάδα Πηλίκο

΄Εστω (G , ·) µια οµάδα και H EG µια κανονική υποοµάδα της G. Τότε, όπως είδαµε, η σχέση ισοδυναµίας
RH είναι συµβιβαστή µε την πράξη της οµάδας G, και εποµένως απο την Πρόταση 1.3.37 έπεται ότι το
σύνολο πηλίκο

G/H =G/RH = {
[x]H ⊆G | x ∈G

}= {
xH ⊆G | x ∈G

}
είναι εφοδιασµένο µε την επαγόµενη πράξη

· : G/H ×G/H −→ G/H , ([x]H , [y]H ) := [x]H · [y]H = [x y]H

δηλαδή
· : G/H ×G/H −→ G/H , xH · y H := (x y)H

Πρόταση 6.1.8. ΄Εστω ότι H EG είναι µια κανονική υποοµάδα µιας οµάδας G. Τότε :

1. Το σύνολο πηλίκο G/H αποτελεί οµάδα µε πράξη :

xH · y H := (x y)H

Το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας G/H είναι το σύµπλοκο eH = H και το αντίστροφο του στοιχείου xH
είναι το σύµπλοκο x−1H :

eG/H = eG H = H και (xH)−1 = x−1H

Η οµάδα G/H καλείται η οµάδα πηλίκο της G ως προς την κανονική υποοµάδα H .

2. Αν η οµάδα G είναι αβελιανή, τότε και η οµάδα πηλίκο G/H είναι αβελιανή.

3. Αν η οµάδα G είναι πεπερασµένη, τότε και η οµάδα πηλίκο G/H είναι πεπερασµένη και ισχύει :

o(G/H) = o(G)

o(H)
= [G : H ]

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει άµεσα από τις παραπάνω παρατηρήσεις σε συνδυασµό µε την Πρόταση
1.3.37. ■

Παρατήρηση 6.1.9. ΄Εστω ότι H είναι µια κανονική υποοµάδα µιας οµάδας G.
Ως άµεση συνέπεια της Πρότασης 6.1.8, ϑα έχουµε τα ακόλουθα:

1.
∀x1H , x2H · · · , xn H ∈ G/H : x1H x2H · · · xn H = (x1x2 · · ·xn)H

2.
∀k ∈Z, ∀xH ∈ G/H : (xH)k = xk H

3. Αν g ∈G είναι ένα στοιχείο πεπερασµένης τάξης. Τότε :

o(g H) | o(g )

Πράγµατι, αν o(g ) = n, τότε g n = e και ϑα έχουµε: (g H)n = g n H = eH = H . Εποµένως o(g H) | n. N

Γνωρίζουµε ότι κάθε υποοµάδα µιας κυκλικής οµάδας είναι κυκλική. Το ακόλουθο αποτέλεσµα πιστο-
ποιεί ότι κάθε οµάδα πηλίκο µιας κυκλικής οµάδας είναι επίσης κυκλική οµάδα. Σηµειώνουµε ότι επειδή
κάθε κυκλική οµάδα είναι αβελιανή, έπεται ότι κάθε υποοµάδα H µιας κυκλικής οµάδας G είναι κανονική
και εποµένως ορίζεται η οµάδα πηλίκο G/H .

Πρόταση 6.1.10. ΄Εστω ότι G είναι µια κυκλική οµάδα. Τότε για κάθε υποοµάδα H της G η οµάδα πηλίκο
G/H είναι κυκλική.
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Απόδειξη. ΄Εστω G = 〈g 〉. Θα δείξουµε ότι
G/H = 〈g H〉

΄Εστω xH ένα τυχόν στοιχείο της G/H . Τότε x ∈ G = 〈g 〉 και άρα x = g k για κάποιο k ∈ Z. Τότε όµως ϑα
έχουµε:

xH = g k H = (g H)k =⇒ xH ∈ 〈g H〉
Εποµένως G/H = 〈g H〉 και η G/H είναι κυκλική. ■

Γενικότερα ισχύει η ακόλουθη Πρόταση:

Πρόταση 6.1.11. ΄Εστω H EG µια κανονική υποοµάδα µιας οµάδας (G , ·). Αν η οµάδα G είναι πεπερασµένα
παραγόµενη, τότε η οµάδα πηλίκο G/H είναι πεπερασµένα παραγόµενη.

Απόδειξη. Επειδή η G είναι πεπερασµένα παραγόµενη, έπεται ότι η G περιέχει ένα πεπερασµένο σύνολο
γεννήτόρων S = {

s1, s2, · · · , sk
}⊆G. Τότε το σύνολο S ·H = {

sH ∈G/H | s ∈ S
}
είναι ένα σύνολο γεννητόρων της

οµάδας πηλίκου G/H . Πράγµατι, αν xH ∈ G/H είναι ένα τυχόν στοιχείο της G/H , τότε, επειδή το S είναι
σύνολο γεννητόρων ϑα έχουµε x = sn1

1 · sn2
2 · · · snk

k , για κάποιους ακέραιους n1,n2, · · · ,nk . Τότε ϑα έχουµε

xH = (sn1
1 · sn2

2 · · · snk
k )H = (sn1

1 H) · (sn2
2 H) · · · (snk

k H) = (s1H)n1 · (s2H)n2 · · · (sk H)nk

Εποµένως το σύνολο S ·H = {
s1H , s2H , · · · , sk H

}
είναι ένα σύνολο γεννητόρων της G/H και, επειδή το σύνολο

SH είναι προφανώς πεπερασµένο, έπεται ότι η οµάδα πηλίκο G/H είναι πεπερασµένα παραγόµενη. ■

Από την Πρόταση 6.1.8 έπεται ότι η οµάδα πηλίκο µιας αβελιανής οµάδας ως προς τυχούσα υποοµάδα (η
οποία είναι πάντα κανονική) είναι αβελιανή. Το αντίστροφο δεν ισχύει. ∆ηλαδή υπάρχει µη αβελιανή οµάδα
G και µια αβελιανή κανονική υποοµάδα H της G µε την ιδιότητα η οµάδα πηλίκο G/H είναι αβελιανή:

Παράδειγµα 6.1.12. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα S3 η οποία είναι µια µη αβελιανή οµάδα τάξης 6,
και έστω H = 〈(123)〉 η κυκλική υποοµάδα της S3 η οποία παράγεται από τον 3-κύκλο (123). Τότε η H είναι
µια αβελιανή οµάδα τάξης 3 και άρα είναι δείκτη 2 στην S3. Εποµένως H E S3, και τότε η οµάδα πηλίκο
S3/H έχει τάξη 2, και άρα είναι αβελιανή διότι όλες οι οµάδες τάξης ≤ 5 είναι αβελιανές.

p

Από την Πρόταση 6.1.8 έπεται ότι η οµάδα πηλίκο µιας κυκλικής οµάδας ως προς τυχούσα υποοµάδα (η
οποία είναι πάντα κανονική) είναι κυκλική. Το παραπάνω παράδειγµα δείχνει ότι το αντίστροφο δεν ισχύει.
∆ηλαδή υπάρχει µη κυκλική οµάδα G, στο παράδειγµα η S3, και µια (κυκλική) κανονική υποοµάδα H της
G, στο παράδειγµα η H = 〈(123)〉, µε την ιδιότητα η οµάδα πηλίκο G/H να είναι κυκλική.

Η επόµενη Προταση χαρακτηρίζει πότε µια σηµαντική οµάδα πηλίκο είναι κυκλική. Υπενθυµίζουµε ότι
το κέντρο Z(G) είναι πάντα κανονική υποοµάδα µιας οµάδας G και άρα ορίζεται πάντα η οµάδα πηλίκο
G/Z(G).

Πρόταση 6.1.13. Αν G είναι µια οµάδα, τότε :

η οµάδα πηλίκο G/Z(G) είναι κυκλική ⇐⇒ η οµάδα G είναι αβελιανή (και τότε G =Z(G))

Απόδειξη. Αν η οµάδα G είναι αβελιανή, τότε ϑα έχουµε G =Z(G). ΄Ετσι η οµάδα πηλίκο G/Z(G) ϑα είναι η
τετριµµένη, και ιδιαίτερα ϑα είναι κυκλική.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η οµάδα πηλίκο G/Z(G) είναι κυκλική µε γεννήτορα την πλευρική κλάση
gZ(G):

G/Z(G) = 〈
gZ(G)

〉
Τότε για κάθε στοιχείο x ∈ G, ϑα έχουµε xZ(G) ∈ 〈

gZ(G)
〉
και άρα xZ(G) = (gZ(G))n = g nZ(G). Τότε όµως

x(g n)−1 ∈ Z(G), δηλαδή xg−n = zx , για κάποιο zx ∈ Z(G). Εποµένως, για κάθε στοιχείο x ∈ G, υπάρχει
ακέραιος n ∈Z και στοιχείο zx ∈Z(G), έτσι ώστε : x = g n zx . ΄Ετσι, αν y είναι ένα άλλο στοιχείο της G, τότε ϑα
έχουµε y = g m zy , όπου m ∈ Z και zy ∈ Z(G). Τότε, εκµεταλευόµενοι ότι τα στοιχεία zx και zy µετατίθενται
µε όλα τα στοιχεία της G, ϑα έχουµε:

x y = g n zx g m zy = g n g m zx zy = g n+m zx zy και y x = g m zy g n zx = g m g n zy zx = g m+n zy zx = g n+m zx zy

΄Αρα x y = y x, ∀x, y ∈G και εποµένως η οµάδα G είναι αβελιανή. Προφανώς τότε G =Z(G). ■
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Παρατήρηση 6.1.14. Η απόδειξη της Πρότασης 6.1.13 δείχνει γενικότερα ότι, αν N ≤ Z(G) είναι µια
υποοµάδα της G η οποία περιέχεται στο κέντρο της G, οπότε η υποοµάδα N είναι κανονική υποοµάδα της
G, τότε : η οµάδα πηλίκο G/N είναι κυκλική αν και µόνο αν η G είναι αβελιανή. N

6.1.4 Το Θεώρηµα του Cauchy για Αβελιανές Οµάδες

Το Θεώρηµα του Cauchy πιστοποιεί ότι, αν ένας πρώτος διαιρεί την τάξη µιας οµάδας, τότε η οµάδα περιέχει
ένα στοιχείο µε τάξη τον πρώτο αριθµό. Εδώ ϑα αποδείξουµε το Θεώρηµα του Cauchy για αβελιανές οµάδες.

Θεώρηµα 6.1.15 (Θεώρηµα Cauchy για αβελιανές οµάδες). ΄Εστω G µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα τάξης
> 1 και p ένας πρώτος διαιρέτης της τάξης o(G) της οµάδας. Τότε η G έχει (τουλάχιστον) ένα στοιχείο τάξης p.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στην τάξη o(G) = n ≥ 2 της οµάδας.

1. Αν o(G) = 2, τότε προφανώς κάθε στοιχείο της G εκτός του ταυτοτικού έχει τάξη 2 και το Θεώρηµα
ισχύει κατά τετριµµένο τρόπο.

2. Επαγωγικη Υποθεση: Υποθέτουµε ότι, για κάθε πεπερασµένη αβελιανή οµάδα K τάξης < o(G) και για
κάθε πρώτο διαιρέτη p της τάξης της οµάδας K , η K έχει (τουλάχιστον) ένα στοιχείο τάξης p.

3. Υποθέτουµε ότι η τάξη της G είναι n ≥ 3.

(αʹ) Αν οι µόνες υποοµάδες της G είναι η τετριµµένη {e} και η ίδια η G, τότε, όπως γνωρίζουµε, η G
είναι κυκλική µε τάξη έναν πρώτο αριθµό, οποίος αναγκαστικά είναι ο πρώτος διαιρέτης p. Τότε
ο γεννήτορας της G έχει προφανώς τάξη p, και άρα η G έχει ένα στοιχείο τάξης p.

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η G έχει µια µη τετριµµένη γνήσια υποοµάδα N . ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :

i. p | o(N ).
Τότε, επειδή G 6= N 6= {e}, έπεται ότι o(N ) < o(G). Επειδή η N είναι αβελιανή ως υποοµάδα

αβελιανής οµάδας, από την Επαγωγική Υπόθεση έπεται ότι η N έχει ένα στοιχείο τάξης p.
Τότε όµως και η G έχει ένα στοιχείο τάξης p.

ii. p - o(N ).
Επειδή η G είναι αβελιανή, η υποοµάδα N είναι κανονική υποοµάδα της G. Εποµένως

ορίζεται η οµάδα πηλίκο G/N , η οποία όπως γνωρίζουµε είναι αβελιανή. Επιπλέον η τάξη
της είναι

1 < o(G/N ) = o(G)

o(N )
< o(G)

διότι, αν o(G/N ) = 1, τότε o(G) = o(N ) από όπου G = N , το οποίο είναι άτοπο, και o(G)
o(N ) = o(G),

τότε o(N ) = 1 από όπου N = {e}, το οποίο είναι άτοπο. Επειδή ο αριθµός p είναι πρώτος, ϑα
έχουµε:

p | o(G) = o(G)

o(N )
·o(N ) και p - o(N ) =⇒ p | o(G)

o(N )
= o(G/N )

Επειδή η οµάδα πηλίκο G/N είναι αβελιανή και p | o(G/N ) < o(G), από την Επαγωγική
Υπόθεση, έπεται ότι η οµάδα G/N ) έχει ένα στοιχείο xN τάξης p, και ιδιαίτερα (xN )p = N .
Εποµένως υπάρχει ένα στοιχείο e 6= x ∈G: xp ∈ N . ΄Εστω m = o(N ). Τότε

(xp )m = (xm)p = ep = e

Θέτουµε y = xm . Τότε y p = e, και άρα o(y) | p. Επειδή p είναι πρώτος, είτε o(y) = 1 ή
o(y) = p. ΄Οµως, αν o(y) = 1, τότε y = xm = e και άρα (xN )m = N , το οποίο σηµαίνει ότι
p = o(xN ) | m = o(N ). Αυτό όµως είναι άτοπο διότι p - o(N ). Εποµένως o(y) = p, και άρα η G
έχει ένα στοιχείο τάξης p. ■
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6.2 Στοιχειώδεις Ιδιότητες Οµοµορφισµών

Στην παρούσα ενότητα, αφού υπενθυµίσουµε κάποιες από τις ϐασικές ιδιότητες οµοµορφισµών οµάδων, ϑα
αναλύσουµε εν συντοµία την αλληλεπίδραση µεταξύ οµοµορφισµών οµάδων και υποοµάδων µιας οµάδας.

Υπενθυµίζουµε ότι µια απεικόνιση f : G −→G ′ µεταξύ οµάδων (G , ·) και (G ′, ·) καλείται οµοµορφισµός
οµάδων αν:

∀x, y ∈G : f (x y) = f (x) f (y)

΄Ενας ενδοµορφισµός της οµάδας G είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων f : G −→G. Σηµειώνουµε ότι, χάριν
ευκολίας του συµβολισµού, συµβολίζουµε µε το ίδιο σύµβολο την πράξη στις οµάδες G και G ′. Γενικά, αν
«?» είναι η πράξη της G και «◦» η πράξη της G ′, τότε η παραπάνω σχέση γράφεται : f (x? y) = f (x)◦ f (y).
Επίσης σηµειώνουµε ότι για κάθε οµάδα G, η ταυτοτική απεικόνιση IdG : G −→ G, IdG (x) = x, είναι ένας
ενδοµορφισµός της G, ο οποίος καλείται ο ταυτοτικός ενδοµορφισµός της G, και, αν G ,G ′ είναι οµάδες,
τότε η απεικόνιση f : G −→G ′, f (x) = eG ′ , ∀x ∈G, είναι προφανώς ένας οµοµορφισµός, ο οποίος καλείται ο
τετριµµένος οµοµορφισµός (από την G στην G ′).

Οι στοιχειώδεις ιδιότητες τις οποίες ικανοποιεί ένας οµοµορφισµός οµάδων περιγράφονται στην ακόλου-
ϑη Πρόταση.

Πρόταση 6.2.1. (Πρόταση 2.8.8). ΄Εστω (G , ·) και (G ′, ·) δύο οµάδες.

1. ΄Εστω ότι f : G −→G ′ είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων. Τότε :

(αʹ) f (eG ) = eG ′ .

(ϐʹ) ∀a ∈G1: f (a−1) = f (a)−1.

(γʹ) Αν a1, · · · , an ∈G, n ≥ 1, τότε : f (a1 · · · · ·an) = f (a1) · · · · · f (an).

(δʹ) ∀a ∈G1, ∀n ∈Z: f (an) = f (a)n .

2. Η σύνθεση οµοµορφισµών (ισοµορφισµών) οµάδων οµάδων είναι (οµοµορφισµός) ισοµορφισµός οµάδων.

3. (αʹ) Αν ο οµοµορφισµός οµάδων f : G −→G ′ είναι ισοµορφισµός, τότε η αντίστροφη απεικόνιση f −1 : G ′ −→
G είναι ισοµορφισµός οµάδων.

(ϐʹ) ΄Ενας οµοµορφισµός οµάδων f : G ,?) −→ G ′ είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν υπάρχει οµοµορ-
ϕισµός οµάδων g : G ′ −→G, (και τότε g = f −1), έτσι ώστε :

f ◦ g = IdG ′ και g ◦ f = IdG ■

Θα δούµε τώρα ότι οµοµορφισµοί οµάδων συµπεριφέρονται οµαλά ως προς τις υποοµάδες.

Πρόταση 6.2.2. ΄Εστω f : G −→G ′ ένας οµοµορφισµός οµάδων.

1. Για κάθε υποοµάδα H της G, το σύνολο f (H) είναι υποοµάδα της G ′:

H ≤ G =⇒ f (H) ≤ G ′

2. Για κάθε υποοµάδα K της G ′, το σύνολο f −1(K ) είναι υποοµάδα της G:

K ≤ G ′ =⇒ f −1(K ) ≤ G

Απόδειξη. 1. Επειδή H ≤G, ϑα έχουµε ότι eG ∈ H και άρα από την Πρόταση 2.8.8 ϑα έχουµε eG ′ = f (eG ) ∈
f (H). ΄Εστω z, w ∈ f (H). Τότε z = f (x) και w = f (y), όπου x, y ∈ H . Επειδή H ≤G, ϑα έχουµε: x y−1 ∈ H ,
και άρα χρησιµοποιώντας την Πρόταση 2.8.8 ϑα έχουµε:

x y−1 ∈ H =⇒ f (x y−1) ∈ f (H) =⇒ f (x) f (y−1) ∈ f (H) =⇒ f (x) f (y)−1 ∈ f (H) =⇒ zw−1 ∈ H

Εποµένως το υποσύνολο f (H) είναι υποοµάδα της G ′.
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2. Επειδή K ≤ G ′ , έπεται ότι eG ′ ∈ K και άρα επειδή eG ′ = f (eG ), ϑα έχουµε ότι eG ∈ f −1(K ). ΄Εστω
z, w ∈ f −1(K ). Τότε f (z) ∈ K και f (w) ∈ K . Επειδή K ≤ G ′, ϑα έχουµε f (z) f (w)−1 ∈ K . ΄Οµως από την
Πρόταση 2.8.8 ϑα έχουµε:

K 3 f (z) f (w)−1 = f (z) f (w−1) = f (zw−1) =⇒ zw−1 ∈ f −1(K )

Εποµένως το υποσύνολο f −1(K ) είναι υποοµάδα της G. ■

Επειδή κάθε οµάδα H έχει τουλάχιστον δύο υποοµάδες : την τετριµµένη {eH } και την ίδια την οµάδα H ,
κάθε οµοµορφισµός οµάδων f : G −→G ′ ορίζει δύο υποοµάδες : την f −1({eG ′ }) ≤G και την f (G) ≤G ′. ΄Ετσι
οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 6.2.3. ΄Εστω f : G −→G ′ ένας οµοµορφισµός οµάδων.

1. Ο πυρήνας του f είναι το υποσύνολο του συνόλου G το οποίο ορίζεται ως :

Ker( f ) = {
x ∈G | f (x) = eG ′

}
2. Η εικόνα του f είναι το υποσύνολο του συνόλου G ′ το οποίο ορίζεται ως :

Im( f ) = {
f (x) ∈G ′ | x ∈G

}
Η επόµενη Πρόταση δείχνει ιδιαίτερα ότι ο πυρήνας ενός οµοµορφισµού οµάδων είναι κανονική υποο-

µάδα, και επίσης δίνει χαρακτηρισµούς µονοµορφισµών, επιµορφισµών και ισοµορφισµών.

Πόρισµα 6.2.4. ΄Εστω f : G −→G ′ ένας οµοµορφισµός οµάδων.

1. Ο πυρήνας Ker( f ) του f είναι µια κανονική υποοµάδα της G.

Επιπλέον ο f είναι µονοµορφισµός αν και µόνο αν Ker( f ) = {eG }.

2. Η εικόνα Im( f ) του f είναι µια υποοµάδα της G.

Επιπλέον ο f είναι επιµορφισµός αν και µόνο αν Im( f ) =G ′.

Απόδειξη. 1. Επειδή
Ker( f ) = {

x ∈G | f (x) = eG ′
}= f −1({eG ′ })

από την Πρόταση 6.2.2 έπεται ότι ο πυρήνας Ker( f ) είναι υποοµάδα της G.
΄Εστω x ∈G και h ∈Ker( f ). Τότε

f (x ·h · x−1) = f (x) · f (h) · f (x−1) = f (x) ·e · f (x)−1 = f (x) · f (x)−1 = e =⇒ x ·h · x−1 ∈ Ker( f )

Εποµένως Ker( f )EG.
΄Εστω ότι η f είναι µονοµορφισµός, δηλαδή «1-1», και έστω x ∈Ker( f ). Τότε f (x) = eG ′ . Από την Πρόταση

2.8.8 γνωρίζουµε ότι f (eG ) = eG ′ . Επειδή f (x) = eG ′ = f (eG ) και η f είναι «1-1», έπεται ότι x = eG . Εποµένως
Ker( f ) ⊆ {eG }, και άρα Ker( f ) = {eG }, καθώς πάντα έχουµε eG ∈Ker( f ) διότι Ker( f ) ≤G.

Αντίστροφα, έστω Ker( f ) = {eG } και έστω f (x) = f (y). Τότε

f (x) = f (y) =⇒ f (x) f (y)−1 = eG ′ =⇒ f (x) f (y−1) = eG ′ =⇒ f (x y−1) = eG ′ =⇒

x y−1 ∈Ker( f ) = {eG } =⇒ x y−1 = eG =⇒ x = y

και εποµένως η f είναι «1-1».
2. Παρόµοια ϑα έχουµε

Im( f ) = {
f (x) ∈G ′ | x ∈G

}= f (G) ≤ G ′

και προφανώς η f είναι επιµορφισµός αν και µόνο αν Im( f ) =G ′. ■
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Είδαµε ότι ο πυρήνας Ker( f ) ενός οµοµορφισµού οµάδων f : G −→ H είναι µια κανονική υποοµάδα
της οµάδας G. Η κατασκευή της οµάδας πηλίκου µας επιτρέπει να δείξουµε ότι κάθε κανονική υποοµάδα
µιας οµάδας είναι ο πυρήνας κατάλληλου οµοµορφισµού οµάδων. Πράγµατι, αν H EG είναι µια κανονική
υποοµάδα µιας οµάδας G, τότε οι οµάδα G και η οµάδα πηλίκο G/H συνδέονται µέσω της απεικόνισης
κανονική προβολής :

π : G −→ G/H , π(x) = xH

Πρόταση 6.2.5. Η απεικόνιση κανονικής προβολής

π : G −→G/H , π(x) = xH

είναι ένας επιµορφισµός οµάδων και Ker(π) = H .

Απόδειξη. Για τυχόντα στοιχεία xH , y H ∈G/H , ϑα έχουµε:

π(x · y) = (x y)H = (xH) · (y H) =π(x) ·π(y)

΄Αρα η απεικόνιση π είναι οµοµορφισµός, και, επειδή προφανώς είναι απεικόνιση «επί», έπεται ότι η π είναι
επιµορφισµός οµάδων. Επιπλέον ϑα έχουµε:

Ker(π) = {
x ∈G | π(x) = eG/H

}= {
x ∈G | xH = H

}= {
x ∈G | x ∈ H

}= H ■

6.3 Τα Θεωρήµατα Ισοµορφισµών και οι Εφαρµογές τους

Στην παρούσα ενότητα ϑα αποδείξουµε τα τρία ϐασικά Θεωρήµατα Ισοµορφισµών οµάδων, καθώς και το
Θεώρηµα αντιστοιχίας υποοµάδων, και ϑα αναλύσουµε κάποιες από τις άµεσες εφαρµογές τους.

6.3.1 Το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών

΄Εστω f : G1 −→ G2 ένας οµοµορφισµός οµάδων. Τότε ο πυρήνας Ker( f ) του οµοµορφισµού f είναι µια
κανονική υποοµάδα της G1, και άρα ορίζεται η οµάδα πηλίκο G1/Ker( f ). Από την άλλη πλευρά, όπως
έχουµε δει, η εικόνα Im( f ) του οµοµορφισµού f είναι µια υποοµάδα, όχι απαραίτητα κανονική, της G2.
Το πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών πιστοποιεί ότι οι οµάδες G1/Ker( f ) και Im( f ) είναι ισόµορφες και µας
επιτρέπει να αναλύσουµε κάθε οµοµορφισµό οµάδων ως σύνθεση ενός επιµορφισµού, ενός ισοµορφισµού
και ενός µονοµορφισµού.

Θεώρηµα 6.3.1 (1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών). ΄Εστω f : G1 −→G2 ένας οµοµορφισµός οµάδων. Τότε η απει-
κόνιση

f̃ : G1/Ker( f ) −→ Im( f ), f̃ (xKer( f )) = f (x)

ορίζει έναν ισοµορφισµό οµάδων

f̃ : G1/Ker f
∼=−→ Im( f )

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι ο πυρήνας Ker( f ) του οµοµορφισµού f είναι µια κανονική υποοµάδα της G1, και
άρα ορίζεται η οµάδα πηλίκο G1/Ker( f ), και η εικόνα Im( f ) του οµοµορφισµού f είναι µια υποοµάδα, όχι
απαραίτητα κανονική, της G2. Θέτουµε για ευκολία H =Ker( f ), και ορίζουµε απεικόνιση

f̃ : G1/H −→ Im( f ), f̃ (xH) = f (x)

Θα δείξουµε ότι η f̃ είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση η οποία είναι ισοµορφισµός οµάδων.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΟΜΑ∆ΕΣ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 292

1. Η f̃ ειναι καλα ορισµενη: ΄Εστω xH = y H , όπου x, y ∈G1. Τότε ϑα έχουµε:

xH = y H =⇒ x−1 y ∈ H =Ker( f ) =⇒ f (x−1 y) = eG2 =⇒

=⇒ f (x−1) f (y) = eG2 =⇒ f (x)−1 f (y) = eG2 =⇒ f (x) = f (y) =⇒ f̃ (xH) = f̃ (y H)

Εποµένως η f̃ είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση.

2. Η f̃ ειναι οµοµορφισµος: ΄Εστω xH , y H ∈G1/H . Τότε ϑα έχουµε:

f̃ (xH · y H) = f̃ ((x · y)H) = f (x · y) = f (x) · f (y) = f̃ (xH) · f̃ (y H)

Εποµένως η f̃ (xH) είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων.

3. Η f̃ ειναι επιµορφισµος: ΄Εστω z ∈ Im( f ). Τότε υπάρχει x ∈ G1 έτσι ώστε f (x) = z. Επειδή f̃ (xH) =
f (x) = z, έπεται ότι η απεικόνιση f̃ είναι επιµορφισµός.

4. Η f̃ ειναι µονοµορφισµος: Θα υπολογίσουµε τον πυρήνα του οµοµορφισµού f̃ :

Ker( f̃ ) = {
xH ∈G1/H | f̃ (xH) = eG2

}= {
xH ∈G1/H | f (x) = eG2

}= {
xH ∈G1/H | x ∈Ker( f ) = H

}= H

Επειδή το αριστερό σύµπλοκο H είναι το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας πηλίκου G1/H : H = eG1/H ,
έπεται ότι ο πυρήνας του οµοµορφισµού f̃ αποτελείται µόνο από το ταυτοτικό στοιχείο της οµάδας
G1/H . Αυτό, όπως γνωρίζουµε, δείχνει ότι ο οµοµορφσιµός f̃ είναι µονοµορφισµός.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, ϐλέπουµε ότι η καλά ορισµένη απεικόνιση f̃ είναι ένας ισοµορφισµός οµάδων.
■

Τα ακόλουθα Πορίσµατα είναι άµεσες συνέπειες του Θεωρήµατος 6.3.1.

Πόρισµα 6.3.2. Κάθε οµοµορφισµός οµάδων f : G1 −→G2 είναι σύνθεση f = i f ◦ f̃ ◦π f :

1. του µονοµορφισµού i f : Im( f ) −→G2, i f (y) = y ,

2. του ισοµορφισµού f̃ : G1/Ker( f ) −→ Im( f ), f̃ (xKer( f )) = f (x),

3. του επιµορφισµού π f : G1 −→G1/Ker( f ), π f (x) = xKer( f ).

∆ηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

G1

π f
����

f // G2

G1/Ker( f )
f

∼=
// Im( f )
OO

i f

OO f = i f ◦ f̃ ◦π f

Απόδειξη. Στο Θεώρηµα 6.3.1 δείξαµε ότι η απεικόνιση f̃ είναι ισοµορφισµός οµάδων. Από την Πρόταση
6.2.5 έπεται ότι η απεικόνιση π f είναι εποµορφισµός οµάδων µε πυρήνα Ker(π f ) = Ker( f ). Προφανώς η
κανονική έγκλειση i f είναι ένας µονοµορφισµός οµάδων. Τέλος :

∀x ∈G1 : (i f ◦ f̃ ◦π f )(x) = i f ( f̃ (π f (x))) = i f ( f̃ (xH)) = i f ( f (x)) = f (x)

Εποµένως i f ◦ f̃ ◦π f = f . ■

Πόρισµα 6.3.3. ΄Εστω f : G1 −→G2 ένας οµοµορφισµός οµάδων.
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1. Αν ο f είναι µονοµορφισµός, τότε ο οµοµορφισµός f : G1 −→G2 ορίζει έναν ισοµορφισµό

f ′ : G1
∼=−→ Im( f ) ≤ G2, f ′(x) = f (x)

∆ηλαδή η G1 είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της G2.

2. Αν ο f είναι επιµορφισµός, τότε ο οµοµορφισµός f : G1 −→G2 επάγει έναν ισοµορφισµό

G1/Ker( f )
∼=−→ G2

∆ηλαδή η G2 είναι ισόµορφη µε µια οµάδα πηλίκο της G1.

Απόδειξη. 1. Αν ο οµοµορφισµός f είναι µονοµορφισµός, τότε Ker( f ) = {eG1 } και τότε προφανώς ϑα έχου-
µε έναν ισοµορφισµό G1/Ker( f ) =G1 και άρα ο µονοµορφισµός f : G1 −→G2 ορίζει έναν ισοµορφισµό
f ′ : G1 −→ Im( f ), f ′(x) = f (x).

2. Αν ο οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός, τότε Im( f ) =G2 και ο ισχυρισµός προκύπτει από το Θεώ-
ϱηµα 6.3.1. ■

Το ακόλουθο αποτέλεσµα παρουσιάζει µια περισσότερο γενική µορφή του Πρώτου Θεωρήµατος Ισοµορ-
ϕισµών:

Θεώρηµα 6.3.4 (1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών - Γενικευµένη Μορφή). ΄Εστω H EG1 µια κανονική υποοµάδα
µιας οµάδας G1 και f : G1 −→G2 ένας οµοµορφισµός οµάδων. Αν H ≤G1, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. H ≤Ker( f ).

2. Υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός οµάδων:

f̃ : G1/H −→ G2 έτσι ώστε : f̃ ◦πH = f (†)

όπου πH : G1 −→G1/H είναι ο ϕυσικός επιµορφισµός.

Επιπλέον :

(a) Ο οµοµορφισµός οµάδων f̃ είναι επιµορφισµός αν και µόνο αν ο οµοµορφισµός οµάδων f είναι επιµορ-
ϕισµός.

(b) Ο οµοµορφισµός οµάδων f̃ είναι µονοµορφισµός αν και µόνο αν H =Ker( f ).

(c) Ο οµοµορφισµός οµάδων f̃ είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν ο οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός και
H =Ker( f ).

Απόδειξη. 1. =⇒ 2. Υποθέτουµε ότι H ⊆Ker( f ), και ορίζουµε µια απεικόνιση

f̃ : G1/H −→ G2 f (xH) = f (x)

∆είχνουµε ότι η απεικόνιση f̃ είναι καλά ορισµένη. ΄Εστω xH , y H ∈G1/H . Τότε ϑα έχουµε:

xH = y H =⇒ x−1 y ∈ H ≤Ker( f ) =⇒ f (x−1 y) = eG2 =⇒ f (x)−1 f (y) = eG2 =⇒ f (x) = f (y) =⇒

f̃ (xH) = f̃ (y H)

και, εποµένως, πράγµατι η απεικόνιση f̃ είναι καλά ορισµένη. ΄Οπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 6.3.1,
ϐλέπουµε ότι η f̃ είναι οµοµορφισµός οµάδων, και

∀x ∈G1 : ( f̃ ◦πH )(x) = f̃ (πH (x)) f̃ (xH) = f (x)

και εποµένως f = f̃ ◦πH .
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Αν g : G1/H −→G2 είναι ένας άλλος οµοµορφισµός οµάδων έτσι ώστε f = g ◦πH . Τότε :

∀xH ∈G1/H : g (xH) = g (πH (x)) = (g ◦πH )(x) = ( f̃ ◦πH )(x) = f̃ (πH (x)) = f̃ (xH)

΄Αρα g = f̃ .
2. =⇒ 1. Υποθέτουµε ότι η απεικόνιση (†) είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων µε την ιδιότητα f̃ ◦πH = f .

Τότε επειδή η f̃ είναι οµοµορφισµός, επειδή το αριστερό σύµπλοκο H είναι το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας
πηλίκου G1/H , και επειδή ένας οµοµορφισµός οµάδων στέλνει το ουδέτερο στοιχείο στο ουδέτερο στοιχείο,
ϑα έχουµε:

f (H) = ( f̃ ◦πH )(H) = f̃ (πH (H)) = f̃ (H) = eG2

Αυτό σηµαίνει ότι ο οµοµορφισµός f στέλνει κάθε στοιχείο της υποοµάδας H στο ουδέτερο στοιχείο eG2 της
οµάδας G2. Εποµένως H ≤Ker( f ).

(a) Υποθέτουµε ότι ο οµοµορφισµός f̃ είναι επιµορφισµός. Επειδή f = f̃ ◦πH , επειδή ο οµοµορφισµός πH

είναι επιµορφισµός, και επειδή σύνθεση επιµορφισµών είναι επιµορφισµός, έπεται ότι ο οµοµορφισµός
f είναι επιµορφισµός.

Αντίστροφα, έστω ότι ο οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός, και έστω y ∈G2. Τότε υπάρχει στοιχείο
x ∈G1 έτσι ώστε f (x) = y. Τότε f̃ (xH) = f (x) = y και εποµένως ο οµοµορφισµός f̃ είναι επιµορφισµός.

(b) Υποθέτουµε πρώτα ότι ο οµοµορφισµός f̃ είναι µονοµορφισµός, και έστω x ∈Ker( f ). Τότε f̃ (πH (x)) =
( f̃ ◦πH )(x) = f (x) = eG2 . Επειδή η f̃ είναι µονοµορφισµός, ϑα έχουµε πH (x) = xH = eG1/H = H και άρα
x ∈ H . ∆ηλαδή Ker( f ) ⊆ H και εποµένως H =Ker( f ).

Αντίστροφα, αν H =Ker( f ), τότε έστω xH ∈Ker( f̃ ). Τότε f̃ (xH) = f (x) = eG2 και άρα x ∈Ker( f ) = H .
Αυτό δείχνει ότι xH = H = eG1/H και εποµένως ο οµοµορφισµός f̃ είναι µονοµορφισµός.

(c) Συνδυάζοντας τα (a) και (b) ϑα έχουµε: ο οµοµορφισµός f̃ είναι ισοµορφισµός αν και ο µόνο αν ο
οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός και H =Ker( f ). ■

Παρατήρηση 6.3.5. Με ακρίβεια ισοµορφισµού, η αντιστοιχία

Φ :
{
κανονικές υποοµάδες H της G

} −→ {
επιµορφισµοί f : G −→G ′}

Φ(H) =πH : G −→G/H

είναι «1-1» και «επί», µε αντίστροφη την αντιστοιχία

Ψ :
{
επιµορφισµοί f : G −→G ′} −→ {

κανονικές υποοµάδες H της G
}

Ψ( f ) =Ker( f )

∆ηλαδή:

1. αν H EG είναι µια κανονική υποοµάδα της G, τότε η κανονική προβολή πH : G −→G/H είναι επιµορ-
ϕισµός και Ker(πH ) = H .

2. αν f : G −→G ′ είναι ένας επιµορφισµός οµάδων, τότε ο πυρήνας Ker( f ) είναι µια κανονική υποοµάδα
της G και, χρησιµοποιώντας τον ισοµορφισµό G/Ker( f ) ∼=G ′ του Πρώτου Θεωρήµατος Ισοµορφισµών
6.3.1, ο επιµορφισµός f «συµπίπτει» µε τον ϕυσικό επιµορφισµό π f : G −→ G/Ker( f ) µε την έννοια
ότι π f ◦ f̃ = f και ο οµοµορφισµός f̃ είναι ισοµορφισµός.

Εποµένως, υπό αυτή την οπτική γωνία, κανονικές υποοµάδες της G, και επιµορφισµοί οι οποίοι εκκινούν
από την G, είναι ισοδύναµες έννοιες. N



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΟΜΑ∆ΕΣ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 295

6.3.2 Το ∆εύτερο Θεώρηµα Ισοµορφισµών

Αν H και N είναι υποοµάδες µιας οµάδας G, τότε, υποθέτοντας ότι η N είναι κανονική υποοµάδα της G, το
υποσύνολο H N είναι µια υποοµάδα της G η οποία περιέχει ως κανονική υποοµάδα την N και η τοµή H ∩N
είναι κανονική υποοµάδα της H . Το ∆εύτερο Θεώρηµα Ισοµορφισµών εξετάζει τη σχέση µεταξύ των οµάδων
πηλίκων H N /N και H/H ∩N :

Θεώρηµα 6.3.6 (2ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών). ΄Εστω G µια οµάδα, H ≤G µια υποοµάδα της G, και N EG µια
κανονική υποοµάδα της G. Τότε :

1. Το υποσύνολο H N = {
hn ∈G | h ∈ H & n ∈ N

}
είναι µια υποοµάδα της G και N EH N .

2. H ∩N EH , και υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων:

H N
/

N ∼= H
/

(H ∩N )

Αν η οµάδα G είναι προσθετική, τότε ο παραπάνω ισοµορφισµός έχει την ακόλουθη µορφή:

H +N
/

N ∼= H
/

(H ∩N )

Απόδειξη. 1. Προφανώς e = ee ∈ H N .

΄Εστω g1, g2 ∈ H N . Τότε g1 = h1n1 και g2 = h2n2, και εποµένως :

g1g−1
2 = h1n1(h2n2)−1 = h1n1n−1

2 h−1
2 = h1n1en−1

2 h−1
2 = h1n1h−1

2 h2n−1
2 h−1

2 = h1n1h−1
2 n′

όπου n′ = h2n−1
2 h−1

2 = (h−1
2 )−1n−1

2 h−1
2 ∈ N διότι N EG

Παρόµοια :
h1n1h−1

2 n′ = h1en1h−1
2 n′ = h1h−1

2 h2n1h−1
2 n′ = h1h−1

2 n′′n′ ∈ H N

όπου n′′ = h2n1h−1
2 = (h−1

2 )−1n1h−1
2 ∈ N διότι N EG

Εποµένως ϑα έχουµε:
g1g−1

2 ∈ H N και άρα H N ≤ G

΄Εστω τώρα hn ∈ H N και n′ ∈ N . Τότε, χρησιµοποιώντας ότι n−1 ∈ N και N EG, έπεται ότι h−1n′h ∈ N
και ϑα έχουµε ότι :

(hn)−1n′(hn) = n−1h−1n′hn = n−1(h−1n′h)n ∈ N

΄Αρα N EH N .

2. Ορίζουµε απεικόνιση
f : H −→ H N /N , f (h) = hN

ϑεωρώντας το στοιχείο h ∈ H ⊆ H N .

Η f είναι προφανώς οµοµορφισµός οµάδων. Ο πυρήνας της f είναι :

Ker( f ) = {
h ∈ H | f (h) = N

}= {
h ∈ H | hN = N

}= {
h ∈ H | h ∈ N

}= H ∩N

και εποµένως η υποοµάδα H ∩N είναι κανονική υποοµάδα της H .

Η απεικόνιση f είναι επιµορφισµός, διότι :

∀(hn)N ∈ H N /N : (hn)N = hN διότι h−1(hn) = (h−1h)n = en = n ∈ N και άρα

f (h) = hN = (hn)N

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών 6.3.1 ϑα έχουµε ότι ο επιµορφισµός f ορίζει έναν ισοµορφισµό

f : H/H ∩N
∼=−→ H N /N , f (h(H ∩N )) = hN ■
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6.3.3 Το Τρίτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών

Αν H είναι µια κανονική υποοµάδα µιας οµάδας G, τότε το Τρίτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών περιγράφει τις
οµάδες πηλίκα των κανονικών υποοµάδων της οµάδας πηλίκου G/H .

Θεώρηµα 6.3.7 (3ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών). ΄Εστω H EG και N EG κανονικές υποοµάδες µιας οµάδας G,
και έστω ότι N ≤ H . Τότε η οµάδα πηλίκο H/N είναι µια κανονική υποοµάδα της οµάδας πηλίκο G/N και
υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων:

G/N
/

H/N
∼=−→ G/H

Απόδειξη. Επειδή οι υποοµάδες H EG και N EG της G είναι κανονικές υποοµάδες, ορίζονται οι οµάδες
πηλίκα G/H και G/N αντίστοιχα.

Ορίζουµε απεικόνιση
f : G/N −→ G/H , f (xN ) = xH

Θα δείξουµε ότι η f είναι ένας καλά ορισµένος επιµορφισµός µε πυρήνα την υποοµάδα H/N .

1. Η f ειναι καλα ορισµενη: ΄Εστω xN = y N , όπου x, y ∈G. Τότε επειδή N ≤ H , ϑα έχουµε:

xN = y N =⇒ x−1 y ∈ N =⇒ x−1 y ∈ H =⇒ xH = y H =⇒ f (xN ) = f (y N )

Εποµένως η f είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση.

2. Η απεικονιση f ειναι οµοµορφισµος: ΄Εστω xN , y N ∈G/N . Τότε ϑα έχουµε:

f (xN · y N ) = f ((x · y)N ) = (x · y)H = xH · y H = f (xN ) · f (y N )

Εποµένως η f είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων.

3. Ο οµοµορφισµος f ειναι επιµορφισµος: ΄Εστω zH ∈ G/H . Τότε υπάρχει το αριστερό σύµπλοκο xN ∈
G/N είναι τέτοιο ώστε f (xN ) = zH . Εποµένως η απεικόνιση f είναι επιµορφισµός.

4. Ker( f ) = H/N : Θα υπολογίσουµε τον πυρήνα του επιµορφισµού f :

Ker( f ) = {
xN ∈G/N | f (xN ) = eG/H

}= {
xN ∈G/N | xH = H

}= {
xN ∈G/N | x ∈ H

}= H/N

΄Αρα Ker( f ) = H/N . Επειδή ο πυρήνας ενός οµοµορφισµού είναι πάντα κανονική υποοµάδα, έπεται
ότι H/N EG/N .

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών 6.3.1, έπεται ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός µεταξύ των οµάδαν
G/N /H/N και G/H . ■

6.3.4 Το Θεώρηµα Αντιστοιχίας

Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα µε το ακόλουθο αποτέλεσµα το οποίο, δοθέντος ενός οµοµορφισµού
οµάδων f : G1 −→G2, µας δίνει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ των υποοµάδων της G1 οι οποίες πε-
ϱιέχουν τον πυρήνα της f , και των υποοµάδων της G2 οι οποίες περιέχονται στην εικόνα του f . Επιπρόσθετα
αυτή η αντιστοιχία διατηρεί κανονικές υποοµάδες. Το ακόλουθο Θεώρηµα αναφέρεται κάποιες ϕορές στην
ϐιβλιογραφία και ως Τέταρτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών.

Θεώρηµα 6.3.8 (Θεώρηµα Αντιστοιχίας - 4ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών). ΄Εστω f : G1 −→G2 ένας οµοµορφισµός
οµάδων.
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1. Η απεικόνιση

Φ :
{

H ≤G1 | Ker( f ) ≤ H
} −→ {

K ≤G2 | K ≤ Im( f )
}
, Φ(H) = f (H)

είναι «1-1» και «επί», µε αντίστροφη την απεικόνιση :

Ψ :
{
K ≤G2 | K ≤ Im( f )

} −→ {
H ≤G1 | Ker( f ) ≤ H

}
, Ψ(K ) = f −1(K )

2. Επιπλέον οι «1-1» και «επί» απεικονίσεις Φ και Ψ διατηρούν την κανονικότητα, µε άλλα λόγια :

Ker( f ) ≤ H EG1 ⇐⇒ f (H)E Im( f ) και K E Im( f ) ⇐⇒ Ker( f ) ≤ f −1(K )EG1

Απόδειξη. 1. Αν H ≤ G1, τότε προφανώς f (H) ⊆ f (G) = Im( f ), και αν K ≤ Im( f ) = f (G), τότε {eG2 } ⊆ K και
άρα Ker( f ) = f −1({eG2 }) ⊆ f −1(K ) ⊆G. Εποµένως από την Πρόταση 6.2.2 έπεται ότι οι απεικονίσεις Φ και Ψ
είναι καλά ορισµένες µεταξύ των παραπάνω αναφεροµένων συνόλων υποοµάδων.

Μένει να δείξουµε ότι :

Ker( f ) ≤ H ≤G =⇒ ΨΦ(H) = H και K ≤ Im( f ) =⇒ ΦΨ(K ) = K

Με άλλα λόγια, αρκεί να δείξουµε ότι :

Ker( f ) ≤ H ≤G =⇒ f −1( f (H)) = H και K ≤ Im( f ) =⇒ f ( f −1(K )) = K

Παρατηρούµε ότι, µε τους παραπάνω συµβολισµούς, ϑα έχουµε:

Ker( f ) ≤ H =⇒ Ker( f ) ·H ⊆ H

(a) Υποθέτουµε ότι : Ker( f ) ≤ H ≤G.

΄Εστω h ∈ H . Τότε f (h) ∈ f (H) και εποµένως h ∈ f −1( f (H)). ΄Αρα: H ⊆ f −1( f (H)).

Αντίστροφα, έστω x ∈ f −1( f (H)). Τότε f (x) ∈ f (H) και άρα f (x) = f (h), όπου h ∈ H . Τότε :

f (x) = f (h) =⇒ f (x) f (h)−1 = eG =⇒ f (x) f (h−1) = eG =⇒ f (xh−1) = eG =⇒

xh−1 ∈Ker( f ) =⇒ x ∈Ker( f )h ⊆ Ker( f ) ·H ⊆ H

και εποµένως f −1( f (H)) ⊆ H . ΄Αρα:
f −1( f (H)) = H

(b) Υποθέτουµε ότι K ≤ Im( f ) = f (G).

΄Εστω y ∈ f ( f −1(K )). Τότε y = f (x), όπου x ∈ f −1(K ) και εποµένως f (x) ∈ K . Τότε y = f (x) ∈ K και άρα
f ( f −1(K )) ⊆ K .

Αντίστροφα, έστω k ∈ K ≤ f (G). Τότε k = f (x), για κάποιο x ∈ G και τότε προφανώς x ∈ f −1(K ) διότι
f (x) = k ∈ K . ΄Αρα k = f (x) ∈ f ( f −1(K )) και εποµένως K ⊆ f ( f −1(K )). ΄Αρα:

K = f ( f −1(K ))

Από τα (α) και (ϐ) έπεται ότι ΨΦ(H) = H για κάθε υποοµάδα H της G1 η οποία περιέχει τον πυρήνα της G
και ΦΨ(K ) = K , για κάθε υποοµάδα K της G2 η οποία περιέχεται στην εικόνα της f . Εποµένως η απεικόνιση
Φ είναι «1-1» και «επί» και η Ψ είναι η αντίστροφή της.

2. Θα έχουµε:
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(a) Αν H είναι µια υποοµάδα της G1, ϑα δείξουµε ότι : H EG1 ⇐⇒ f (H)E Im( f ).

«=⇒» ΄Εστω ότι H EG1, δηλαδή: g hg−1 ∈ H , ∀g ∈G1, ∀h ∈ H . Αν g ∈ Im( f ), τότε g ′ = f (g ) για κάποιο
g ∈G1. Τότε, για κάθε h ∈ H ϑα έχουµε: g ′ f (h)(g ′)−1 = f (g ) f (h) f (g )−1 = f (g ) f (h) f (g−1) = f (g hg−1) ∈
f (H). Εποµένως η υποοµάδα f (H) είναι κανονική στην Im( f ).

«⇐=» ΄Εστω ότι f (H)E Im( f ), δηλαδή f (g ) f (h) f (g )−1 ∈ f (H), ∀h ∈ H . Τότε, όπως παραπάνω, f (g hg−1) ∈
f (H) και άρα f (g hg−1) = f (h′), όπου h′ ∈ H . Τότε, χρησιµοποιώντας ότι h′ ∈ H , ϑα έχουµε

f (g hg−1) = f (h′) =⇒ f (g hg−1) f (h′)−1 = eG2 =⇒ f (g hg−1(h′)−1) = eG2 =⇒

g hg−1(h′)−1 ∈Ker( f ) ≤ H =⇒ g hg−1 ∈ Hh′ = H

Εποµένως g hg−1 ∈ H , ∀g ∈G, ∀h ∈ H , και άρα η H είναι κανονική υποοµάδα της G1.

(b) Αν K είναι µια υποοµάδα της G2, ϑα δείξουµε ότι : K E Im( f ) ⇐⇒ f −1(K )EG1.

«=⇒» ΄Εστω ότι K E Im( f ), δηλαδή f (g )k f (g )−1 ∈ K , ∀g ∈ G1, ∀k ∈ K . ΄Εστω g ∈ G και x ∈ f −1(K ).
Τότε f (x) := k ∈ K , και, χρησιµοποιώντας ότι K E Im( f ), ϑα έχουµε f (g xg−1) = f (g ) f (x) f (g−1) =
f (g )k f (g )−1 ∈ K . Αυτό σηµαίνει ότι g xg−1 ∈ f −1(K ) και εποµένως η f −1(K ) είναι µια κανονική υποο-
µάδα της G1.

«⇐=» ΄Εστω ότι f −1(K )EG1, δηλαδή g xg−1 ∈ f −1(K ), ∀g ∈ G1, ∀x ∈ f −1(K ). ΄Εστω g ∈ G1 και k ∈ K .
Τότε k = f (x) για κάποιο x ∈ G1, όπου προφανώς x ∈ f −1(K ), και ϑα έχουµε g xg−1 ∈ f −1(K ) διότι
f −1(K )EG1. ΄Αρα:

f (g )k f (g )−1 = f (g ) f (x) f (g−1) = f (g xg−1) ∈ f ( f −1(K )) ⊆ K

Εποµένως η K είναι µια κανονική υποοµάδα της Im( f ). ■

Αν ο οµοµορφισµός f : G1 −→G2 είναι επιµορφισµός, ϑα έχουµε το ακόλουθο πόρισµα.

Πόρισµα 6.3.9. ΄Εστω f : G1 −→G2 ένας επιµορφισµός οµάδων.

1. Η απεικόνιση
Φ :

{
H ≤G1 | Ker( f ) ≤ H

} −→ {
K ≤G2

}
, Φ(H) = f (H)

είναι «1-1» και «επί», µε αντίστροφη την απεικόνιση :

Ψ :
{
K ≤G2

} −→ {
H ≤G1 | Ker( f ) ≤ H

}
, Ψ(K ) = f −1(K )

2. Επιπλέον οι «1-1» και «επί» απεικονίσεις Φ και Ψ διατηρούν την κανονικότητα, µε άλλα λόγια :

H EG1 ⇐⇒ f (H)EG2 και K EG2 ⇐⇒ f −1(K )EG1 ■

Ισοδύναµα, ως πόρισµα έχουµε τα ακόλουθα πολύ χρήσιµα αποτελέσµατα τα οποία περιγράφουν τις
(κανονικές) υποοµάδες µιας οµάδας πηλίκου.

Πόρισµα 6.3.10. ΄Εστω N EG µια κανονική υποοµάδα µιας οµάδας G. Τότε η απεικόνιση

Φ :
{
(κανονικές) υποοµάδες H της G έτσι ώστε : N ≤ H

} −→ {
(κανονικές) υποοµάδες K της G/N

}
Φ(H) =πN (H) = H/N

είναι «1-1» και «επί».

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση απόρροια του Θεωρήµατος 6.3.8 όταν αυτό εφαρµοστεί στον επιµορφισµό
οµάδων πN : G −→G/N . ■
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Ισοδύναµα:

Πόρισµα 6.3.11. ΄Εστω H EG µια κανονική υποοµάδα µιας οµάδας G.

1. Κάθε υποοµάδα K της οµάδας πηλίκου G/H είναι της µορφής K =G/N , όπου H ≤ N .

2. Αν H ≤ N , τότε : N EG ⇐⇒ N /H EG/H .

΄Εστω G µια οµάδα. Μια υποοµάδα N της G καλείται µέγιστη κανονική υποοµάδα της G, αν :

1. Η N είναι κανονική υποοµάδα της G.

2. ∆εν υπάρχει κανονική υποοµάδα H της G έτσι ώστε : N �H �G.

Προφανώς κάθε κυκλική οµάδα µε τάξη έναν πρώτο αριθµό είναι απλή. Το ακόλουθο παράδειγµα
δείχνει ότι κάθε υποοµάδα N δείκτη 2 σε µια πεπερασµένη οµάδα G είναι µια µέγιστη κανονική υποοµάδα
της G, ισοδύναµα η οµάδα πηλίκο G/N είναι απλή.

Παράδειγµα 6.3.12. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα τάξης > 2 και N µια υποοµάδα της G έτσι ώστε
[G : N ] = 2. Τότε, ως γνωστόν, η υποοµάδα N είναι µια κανονική υποοµάδα της G η οποία είναι γνήσια (διότι,
αν G = N , τότε [G : N ] = 1, το οποίο είναι άτοπο) και µη τετριµµένη (διότι, αν N = {eG }, τότε [G : N ] = o(G) = 2,
το οποίο είναι άτοπο). Η οµάδα πηλίκο G/N έχει τάξη [G : N ] = 2 και άρα δεν έχει γνήσιες µη τετριµµένες
(κανονικές) υποοµάδες. Εποµένως η οµάδα πηλίκο G/N είναι απλή. Ισοδύναµα η υποοµάδα N είναι µια
µέγιστη κανονική υποοµάδα της G.

Για παράδειγµα, αν N = 〈(123)〉 είναι η κυκλική υποοµάδα της συµµετρικής οµάδας S3 η οποία παρά-
γεται από τον 3-κύκλο (123). Τότε [S3 : N ] = 2 και άρα η N είναι µια µέγιστη κανονική υποοµάδα της S3.
∆ιαφορετικά: η υποοµάδα N είναι κανονική στην S3 και η οµάδα πηλίκο είναι ισόµορφη µε την κυκλική
οµάδα τάξης 2. ΄Αρα η οµάδα πηλίκο S3/N είναι απλή.

p

Γενικότερα, αν N είναι µια κανονική υποοµάδα µιας πεπερασµένης οµάδας G και [G : N ] = p, όπου p
είναι ένας πρώτος αριθµός, τότε η N είναι µέγιστη κανονική υποοµάδα της G, ϐλέπε την ΄Ασκηση 6.6.21.

6.3.5 Εσωτερικοί Αυτοµορφισµοί

Υπενθυµίζουµε ότι, αν G είναι µια οµάδα, τότε µια απεικόνιση f : G −→G καλείται αυτοµορφισµός της G,
αν η απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός. Υπενθυµίζουµε επίσης ότι το σύνολο

Aut(G) = {
f : G −→ G | f : αυτοµορφισµός της G

}
αποτελεί µια υποοµάδα της οµάδας µεταθέσεων S(G) επί του συνόλου G, η οποία καλείται η οµάδα αυ-
τοµορφισµών της G. ΄Ετσι η πράξη µε την οποία το σύνολο Aut(G) δοµείται σε οµάδα είναι η σύνθεση
απεικονίσεων, το ουδέτερο στοιχείο της είναι η ταυτοτική απεικόνιση ιG , και το αντίστροφο στοιχείο του
f ∈Aut(G) είναι η αντίστροφη απεικόνιση f −1 της f .

Η ακόλουθη ϐοηθητική πρόταση δείχνει ότι κάθε στοιχείο σε µια οµάδα επάγει µε ϕυσικό τρόπο έναν
αυτοµορφισµό της G.

Λήµµα 6.3.13. Για κάθε g ∈G, η απεικόνιση

ιg : G −→G , ιg (x) = g xg−1

είναι ένας αυτοµορφισµός της G.

Απόδειξη. Η απεικόνιση ιg είναι οµοµορφισµός, διότι, για τυχόντα στοιχεία x, y ∈G, έχουµε:

ιg (x y) = g x y g−1 = g xe y g−1 = g xg−1g y g−1 = ιg (x)ιg (y)
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Η απεικόνιση ιg είναι µονοµορφισµός διότι

Ker(ιg ) = {
x ∈G | ιg (x) = e

}= {
x ∈G | g xg−1 = e

}= {
x ∈G | x = g−1g = e

}= {
e
}

Τέλος, η απεικόνιση ιg είναι επιµορφισµός, διότι

∀y ∈G : ιg (g−1 y g=g (g−1 y g )g−1 = (g g−1)y(g g−1) = e ye = y ■
Το παραπάνω Λήµµα ξεχωρίζει µια ιδιαίτερη κλάση αυτοµορφισµών µιας οµάδας, αυτών που επάγονται

µέσω συζυγίας από τα στοιχεία της G. ΄Ετσι οδηγούµαστε ϕυσιολογικά στην ακόλουθη έννοια.

Ορισµός 6.3.14. ΄Ενας αυτοµορφισµός της G καλείται εσωτερικός αυτοµορφισµός αν είναι της µορφής
ιg για κάποιο g ∈G, δηλαδή αν είναι της µορφής

ιg : G −→G , ιg (x) = g xg−1

Το σύνολο όλων των εσωτερικών αυτοµορφισµών της G συµβολίζεται µε :

Inn(G) = {
f : G −→ G | f : εσωτερικός αυτοµορφισµός της G

}= {
ιg ∈Aut(G) | g ∈G

}
΄Ενας αυτοµορφισµός της G καλείται εξωτερικός αυτοµορφισµός αν δεν είναι εσωτερικός αυτοµορφισµός.

Θεώρηµα 6.3.15. Το υποσύνολο Inn(G) είναι µια κανονική υποοµάδα της Aut(G). Επιπλέον η απεικόνιση

Φ : G −→ Aut(G), g 7−→Φ(g ) := ιg , όπου ιg : G −→G , ιg (x) = g xg−1

είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων, και :

Ker(ι) =Z(G) και Im(ι) = Inn(G)

Εποµένως έχουµε έναν ισοµορφισµό οµάδων:

G/Z(G)
∼=−→ Inn(G)

Απόδειξη. Προφανώς Inn(G) 6= ; διότι, για παράδειγµα, ιe = IdG ∈ Inn(G). ΄Εστω ιg1 και ιg2 δύο εσωτερικοί
αυτοµορφισµοί της G. Τότε για κάθε x ∈G ϑα έχουµε:

(ιg1 ◦ ιg2 )(x) = ιg1 (ιg2 (x)) = ιg1 (g2xg−1
2 ) = g1(g2xg−1

2 )g−1
1 = (g1g2)x(g−1

2 g−1
1 ) = (g1g2)x(g1g2)−1 = ιg1g2 (x)

Εποµένως ϑα έχουµε ιg1 ◦ ιg2 = ιg1g2 ∈ Inn(G). Επιπλέον, ∀g , x ∈G ϑα έχουµε:

ι−1
g (x) = y =⇒ x = ιg (y) = g y g−1 =⇒ y = g−1xg = g−1x(g−1)−1 = ιg−1 (x)

΄Αρα ι−1
g = ιg−1 ∈ Inn(G). Εποµένως το υποσύνολο Inn(G) είναι µια υποοµάδα της Aut(G).

Θα δείξουµε ότι Inn(G)EAut(G). ∆ηλαδή ϑα δείξουµε ότι για κάθε f ∈Aut(G) και για κάθε ιg ∈ Inn(G),
όπου g ∈G, ο αυτοµορφισµός f ◦ ιg ◦ f −1 είναι εσωτερικός. Για κάθε στοιχείο x ∈G ϑα έχουµε:

( f ◦ ιg ◦ f −1)(x) = f (ιg ( f −1(x)) = f (g f −1(x)g−1) = f (g ) f ( f −1(x)) f (g−1) = f (g )x f (g )−1 = ι f (g )(x)

΄Αρα f ◦ ιg ◦ f −1 = ι f (g ) ∈ Inn(G), και εποµένως Inn(G)EAut(G).
Θεωρούµε απεικόνιση

Φ : G −→ Aut(G), Φ(g ) := ιg , όπου ιg : G −→G , ιg (x) = g xg−1

της οποίας η εικόνα είναι Im(Φ) = Inn(G). Χρησιµοποιώντας ότι, όπως δείξαµε παραπάνω, ιg1 ◦ ιg2 = ιg1g2 , ϑα
έχουµε:

Φ(g1g2) = ιg1g2 = ιg1 ◦ ιg2 =Φ(g1)◦Φ(g2)

και άρα η απεικόνιση Φ είναι οµοµορφισµός οµάδων. Για τον πυρήνα της Φ ϑα έχουµε:

Ker(Φ) = {
g ∈G | Φ(g ) = ιG

}= {
g ∈G | Φ(g )(x) = x

}= {
g ∈G | g xg−1 = x

}= {
g ∈G | g x = xg

}=Z(G)

Τέλος, από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό οµάδων:

G/Z(G)
∼=−→ Inn(G) ■
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Η οµάδα πηλίκο
Aut(G)/Inn(G) :=Out(G)

καλείται η οµάδα των εξωτερικών αυτοµορφισµών της G.

Παρατήρηση 6.3.16. Ποιες οµάδες έχουν τετριµµένη οµάδα εσωτερικών αυτοµορφισµών ; Η απάντηση
είναι εύκολη:

Inn(G) = {
ιG

} ⇐⇒ η G είναι αβελιανή

Πράγµατι, αν η G είναι αβελιανή, τότε Z(G) =G, άρα η οµάδα G/Z(G) είναι τετριµµένη, και τότε ο ισοµορ-
ϕισµός του Θεωρήµατος 6.3.15 δείχνει ότι Inn(G) = {

ιG
}
. Αντίστροφα, αν αυτό ισχύει, τότε η οµάδα G/Z(G)

είναι τετριµµένη και αυτό σηµαίνει ότι Z(G) =G, δηλαδή η οµάδα G είναι αβελιανή. N

Πότε η οµάδα εσωτερικών αυτοµορφισµών είναι κυκλική ; Την απάντηση δίνει το ακόλουθο πόρισµα.

Πόρισµα 6.3.17. Αν G είναι µια οµάδα, τότε :

η Inn(G) είναι κυκλική
(
και τότε Inn(G) = {

ιG
}) ⇐⇒ η G είναι αβελιανή

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε τον ισοµορφισµό G/Z(G) ∼= Inn(G). ΄Οπως και πριν, αν η G είναι αβελιανή, τότε
Inn(G) = {

ιG
}
, και άρα η Inn(G) είναι κυκλική. Αντίστροφα, αν η Inn(G), ισοδύναµα η G/Z(G), είναι κυκλική,

τότε από την Πρόταση 6.1.13 έπεται ότι η G είναι αβελιανή. ■

6.4 Η Οµάδα Οµοµορφισµών µιας Κυκλικής Οµάδας

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε οµοµορφισµούς µεταξύ κυκλικών οµάδων και ϑα περιγράψουµε
πλήρως την οµάδα οµοµορφισµών µεταξύ δύο κυκλικών οµάδων, καθώς και την οµάδα αυτοµορφισµών µιας
κυκλικής οµάδας. Λαµβάνοντας υπόψη ότι, όπως αποδεικνύεται µε περισσότερο προχωρηµένες µεθόδους
από όσες µπορούµε να αναλύσουµε εδώ, κάθε πεπερασµένα παραγόµενη αβελιανή οµάδα είναι ισόµορφη µε
το ευθύ γινόµενο πεπερασµένου πλήθους κυκλικών οµάδων, οι υπολογισµοί µας µπορούν να προσδιορίσουν
την οµάδα οµοµορφισµών µεταξύ δύο τυχαίων πεπερασµένα παραγόµενων αβελιανών οµάδων.

6.4.1 Οµάδες Οµοµορφισµών Κυκλικών Οµάδων

Στην παρούσα υποενότητα ϑα µελετήσουµε οµοµορφισµούς µεταξύ κυκλικών οµάδων και ϑα περιγράψουµε
πλήρως την οµάδα οµοµορφισµών µεταξύ δύο κυκλικών οµάδων, πεπερασµένων ή άπειρων.

Πρόταση 6.4.1. ΄Εστω G = 〈a〉 µια κυκλική οµάδα, και έστω f : G −→G µια απεικόνιση. Τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα:

1. Η f είναι ένας ενδοµορφισµός της G.

2. Υπάρχει σταθερός ακέραιος k ∈Z:
∀g ∈G : f (g ) = g k

Απόδειξη. 2. =⇒ 1. ∆είχνουµε ότι η απεικόνιση f (g ) = g k είναι οµοµορφισµός. Επειδή η G είναι αβελιανή,
ϑα έχουµε:

f (g1g2) = (g1g2)k = g k
1 g k

2 = f (g1) f (g2)

και άρα η f είναι οµοµορφισµός οµάδων, δηλαδή η f είναι ένας ενδοµορφισµός της G.
1. =⇒ 2. ΄Εστω ότι η f είναι ενδοµορφισµός. Τότε f (a) ∈ G = 〈a〉 και άρα υπάρχει k ∈ Z έτσι ώστε :

f (a) = ak . Θα δείξουµε ότι f (g ) = g k , ∀g ∈G. Θα έχουµε g = ar για κάποιο r ∈Z. Χρησιµοποιώντας ότι η f
είναι ενδοµορφισµός, ϑα έχουµε:

f (g ) = f (ar ) = f (a)r = (ak )r ) = akr = (ar )k = g k ■
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Παρατήρηση 6.4.2. Σηµειώνουµε ότι, αν η G είναι άπειρη κυκλική, τότε το k ∈Z στην Πρόταση 6.4.1 είναι
µοναδικό διότι, αν f (a) = al , τότε ak = al και άρα ak−l = e το οποίο σηµαίνει ότι k = l διότι το a έχει άπειρη
τάξη.

Αν η G είναι πεπερασµένη κυκλική, µε τάξη n, τότε ϑα έχουµε αν f (a) = al = ak , τότε ak−l = e και άρα
o(a) = n | k − l το οποίο σηµαίνει ότι [k]n = [l ]n , δηλαδή το k είναι µοναδικό mod n. N

Συµβολισµός 6.4.3. Αν G και G ′ είναι δύο οµάδες, τότε συµβολίζουµε µε

Hom(G ,G ′) = {
f : G −→G ′ | f : οµοµορφισµός

}
το σύνολο όλων των οµοµορφισµών από την G στην G ′.

Αν G =G ′, τότε συµβολίζουµε µε :
End(G) =Hom(G ,G)

το σύνολο όλων των ενδοµορφισµών της G.

Σκοπός µας είναι να προσδιορίσουµε την δοµή του συνόλου Hom(G , H) των οµοµορφισµών µεταξύ κυ-
κλικών οµάδων G και H . Γενικά το σύνολο Hom(G , H) των οµοµορφισµών µεταξύ οµάδων G και H δεν έχει
δοµή οµάδας. Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι, όταν η οµάδα H είναι αβελιανή, τότε το σύνολο Hom(G , H)
µπορεί να εφοδιαστεί µε δοµή οµάδας.

Πρόταση 6.4.4. ΄Εστω ότι (G ,◦) και (G ′, ·) είναι δύο οµάδες, και υποθέτουµε ότι η G ′ είναι αβελιανή.

1. Το σύνολο Hom(G ,G ′) αποτελεί αβελιανή οµάδα µε πράξη :

? : Hom(G ,G ′)×Hom(G ,G ′) −→ Hom(G ,G ′), ( f , g ) 7−→ f ? g : G −→G ′, ( f ? g )(x) = f (x) · g (x)

2. Το ουδέτερο στοιχείο της Hom(G ,G ′) είναι ο οµοµορφισµός

ε : G −→ G ′, x 7−→ ε(x) = eG ′

3. Το αντίστροφο στοιχείο του οµοµορφισµού f ∈Hom(G ,G ′) είναι ο οµοµορφισµός

f̃ : G −→ G , x 7−→ f̃ (x) = f (x)−1

Απόδειξη. 1. Η πράξη ? είναι καλά ορισµένη, δηλαδή, ∀ f , g ∈Hom(G ,G ′): f ? g ∈Hom(G ,G ′).

Πράγµατι, έστω x, y ∈G. Τότε ϑα έχουµε:

( f ? g )(x ◦ y) = f (x ◦ y) · g (x ◦ y) = f (x) · f (y) · g (x) · g (y) = f (x) · g (x) · f (y) · g (y) = ( f ? g )(x) · ( f ? g )(y)

και άρα η απεικόνιση f ? g ανήκει στο σύνολο Hom(G ,G ′).

2. Προσεταιριστικότητα : ΄Εστω f , g ,h : G −→G ′. Τότε ∀x ∈G:

[ f ?(g?h)](x) = f (x)·(g?h)(x) = f (x)·(g (x)·h(x)) = ( f (x)·g (x))·h(x) = (( f ?g )(x))·h(x) = [( f ?g )?h](x)

Εποµένως f ? (g ?h) = ( f ? g )?h και η πράξη «?» είναι προσεταιριστική στο σύνολο Hom(G ,G ′).

3. ΄Υπαρξη Ουδέτερου Στοιχείου : ΄Εστω f : G −→G ′. Τότε ∀x ∈G:

( f ?ε)(x) = f (x) ·ε(x) = f (x) ·eG ′ = f (x) = eG ′ · f (x) = ε(x) · f (x) = (ε? f )(x)

και άρα: f ?ε= f = ε? f . ∆ηλαδή ο τετριµµένος οµοµορφισµός ε ∈Hom(G ,G ′) είναι ουδέτερο στοιχείο
για την πράξη «?».
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4. ΄Υπαρξη Αντίστροφου Στοιχείου : ΄Εστω f : G −→ G ′. ∆είχνουµε πρώτα ότι η απεικόνιση f̃ : G −→ G,
f̃ (x) = f (x)−1, ∀x ∈ G, είναι οµοµορφισµός οµάδων. Πραγµατικά, χρησιµοποιώντας ότι η f είναι
οµοµορφισµός και ότι η G ′ είναι αβελιανή, ϑα έχουµε:

f̃ (x ◦ y) = f (x ◦ y)−1 = ( f (x) · f (y))−1 = f (y)−1 · f (x)−1 = f (x)−1 · f (y)−1 = f̃ (x) · f̃ (y)

εποµένως η f̃ είναι οµοµορφισµός οµάδων και άρα f̃ ∈Hom(G ,G ′).

Επιπρόσθετα ∀x ∈G:

( f ? f̃ )(x) = f (x) · f̃ (x) = f (x) · f (x)−1 = eG ′ = ε(x) = eG ′ = f (x)−1 · f (x) = f̃ (x) · f (x) = ( f̃ ? f )(x)

και εποµένως f ? f̃ = ε= f̃ ? f . ∆ηλαδή ο οµοµορφισµός f̃ είναι το αντίστροφο στοιχείο του οµοµορ-
ϕισµού f για την πράξη «?» στο σύνολο Hom(G ,G ′).

5. Μεταθετικότητα : ΄Εστω f , g ∈Hom(G ,G ′). Τότε ∀x ∈G:

( f ? g )(x) = f (x) · g (x) = g (x) · f (x) = (g ? f )(x)

και εποµένως f ? g = g ? f , δηλαδή η πράξη «?» στο σύνολο Hom(G ,G ′) είναι µεταθετική. ■

Παράδειγµα 6.4.5. Από την προηγούµενη Πρόταση 6.4.4 έπεται ότι, αν G , H είναι αβελιανές οµάδες, τότε
το σύνολο οµοµορφισµών Hom(G , H) αποτελεί µια αβελιανή οµάδα. Επειδή κάθε κυκλική οµάδα είναι
αβελιανή, έπεται ιδιαίτερα ότι, ∀n,m ≥ 1, τα σύνολα:

End(Z) =Hom(Z,Z), Hom(Z,Zn), Hom(Zn ,Z), Hom(Zn ,Zm)

είναι αβελιανές οµάδες. ΄Ολες οι παραπάνω οµάδες είναι προσθετικές. ΄Ετσι η δοµή αβελιανής οµάδας σε
καθένα από τα παραπάνω σύνολα αποκτάται µέσω της ακόλουθης πράξης πρόσθεσης οµοµορφισµών

( f + g )(x) = f (x)+ g (x)

όπου f και g είναι οµοµορφισµοί οι οποίοι ανήκουν σε ένα από τα παραπάνω τέσσερα σύνολα, και x ανήκει
στο πεδίο ορισµού τους.

p

Το κεντρικό αποτέλεσµα της παρούσας υποενότητας είναι το ακόλουθο Θεώρηµα, το οποίο δείχνει ότι
οι οµάδες οµοµορφισµών µεταξύ κυκλικών οµάδων είναι κυκλικές και επιπρόσθετα δίνει την ακριβή κλάση
ισοµορφίας τους.

Θεώρηµα 6.4.6. Υπάρχουν ισοµορφισµοί οµάδων:

1.

Hom(Z,Z)
∼=−−−−−→ Z

2.
G πεπερασµένη αβελιανή οµάδα (ιδιαίτερα αν G =Zn) =⇒ Hom(G ,Z)

∼=−−−−−→ {e}

3.

Hom(Z,Zn)
∼=−−−−−→ Zn

4.

Hom(Zn ,Zm)
∼=−−−−−→ Z(n,m)
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Απόδειξη. 1. Ορίζουµε απεικονίσεις

Φ : Hom(Z,Z) −→ Z, Φ( f ) = f (1)

Ψ : Z −→ Hom(Z,Z), Ψ(n) = fn

όπου
fn : Z −→ Z, fn(m) = nm

Από την Πρόταση 6.4.1, έπεται ότι η απεικόνιση fn είναι ενδοµορφισµός της οµάδας (Z,+), ∀n ∈ Z. ∆εί-
χνουµε ότι οι απεικονίσεις Φ και Ψ είναι ισοµορφισµοί και Ψ=Φ−1.

(α) Θα έχουµε:
∀n ∈Z : ΦΨ(n) =Φ( fn) = fn(1) = n1 = n =⇒ ΦΨ= IdZ

∀ f ∈Hom(Z,Z) : ΨΦ( f ) =Ψ( f (1)) = f f (1)

όµως ∀m ∈Z : f f (1)(m) = f (1)m = m f (1) = f (1m) = f (m) =⇒ f f (1) = f =⇒ ΨΦ( f ) = f

Εποµένως :
ΨΦ= IdHom(Z,Z)

΄Αρα οι απεικονίσεις Φ και Ψ είναι «1-1» και «επί» και Φ=Ψ−1.

(ϐ) ∆είχνουµε ότι η Φ είναι οµοµορφισµός οµάδων:

Φ( f + g ) = ( f + g )(1) = f (1)+ g (1) =Φ( f )+Φ(g )

΄Αρα η Φ είναι ισοµορφισµός αβελιανών οµάδων µε αντίστροφο τον οµοµορφισµό Ψ.

2. ΄Εστω G µια πεπερασµένη αβελιανή (πολλαπλασιαστική) οµάδα. Τότε κάθε στοιχείο της G ϑα έχει
πεπερασµένη τάξη:

∀a ∈G , ∃n ≥ 1 : an = e

Αν f ∈Hom(G ,Z) είναι ένας οµοµορφισµός, τότε :

∀a ∈G : 0 = f (e) = f (an) = n f (a) =⇒ n = 0 ή f (a) = 0 =⇒ f (a) = 0

΄Αρα ο µοναδικός οµοµορφισµός f ∈Hom(G ,Z) είναι ο τετριµµένος f = ε : G −→Z, ε(a) = 0, ο οποίος είναι το
ταυτοτικό στοιχείο της αβελιανής οµάδας Hom(G ,Z). Εποµένως

Hom(G ,Z) = {
ε
} ∼=−→ {

e
}

3. Ορίζουµε απεικονίσεις
Φ : Hom(Z,Zn) −→ Zn , Φ( f ) = [ f (1)]n

Επειδή Φ( f +g ) = ( f +g )(1) = f (1)+g (1) =Φ( f )+Φ(g ), έπεται ότι η Φ είναι οµοµορφισµός οµάδων. Επιπλέον
η Φ είναι µονοµορφισµός διότι :

Φ( f ) = [0]n =⇒ f (1) = [0]n και τότε ∀m ∈Z : f (m) = f (m1) = m f (1) = m[0]n = [m0]n = [0]n

Εποµένως ο οµοµορφισµός f είναι ο τετριµµένος f = ε : G −→Z, ε(a) = 0, ο οποίος είναι το ταυτοτικό στοιχείο
της αβελιανής οµάδας Hom(Z,Zn). Αυτό σηµαίνει ότι ο οµοµορφσιµός Φ είναι µονοµορφισµός.

Μένει να δείξουµε ότι ο µονοµορφισµός Φ είναι επιµορφισµός. ΄Εστω [k]n ∈Zn . Ορίζουµε µια απεικόνιση

f[k]n : Z −→ Zn , f[k]n (m) = [km]n

Τότε η απεικόνιση f[k]n είναι οµοµορφισµός, διότι :

f[k]n (m1 +m2) = [k(m1 +m2)]n = [km1 +km2]n = [km1]n + [km2]n = f[k]n (m1)+ f[k]n (m2)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΟΜΑ∆ΕΣ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 305

Επιπλέον :
Φ( f[k]n ) = f[k]n (1) = [k1]n = [k]n =⇒ Φ : επιµορφισµός

΄Αρα η απεικόνιση Φ είναι ισοµορφισµός οµάδων και εποµένως

Hom(Z,Zn)
∼=−→ Zn

4. Η απόδειξη ύπαρξης ισοµορφισµού

Hom(Zn ,Zm)
∼=−−−−−→ Z(n,m)

χρειάζεται αρκετή προεργασία και ϑα δοθεί µετά την απόδειξη των τεσσάρων παρακάτω προκαταρκτικών
αποτελεσµάτων τα οποία είναι ενδιαφέροντα από µόνα τους. ■

Λήµµα 6.4.7. ΄Εστω n,m ≥ 1, και υποθέτουµε ότι : (n,m) = 1. Τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός :

Znm
∼=−→ Zn ×Zm

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 4.1.16 προκύπτει ότι επειδή (n,m) = 1, η οµάδα ευθύ γινόµενο Zn ×Zm είναι
κυκλική. Εποµένως, επειδή κυκλικές οµάδες µε την ίδια τάξη είναι ισόµορφες και επειδή η τάξη της Zn×Zm

είναι nm, έπεται ότι η οµάδα Zn ×Zm είναι ισόµορφη µε την κυκλική οµάδα Znm . ■

Λήµµα 6.4.8. ΄Εστω n = pa1
1 pa2

2 · · ·pak
k η ανάλυση του ϕυσικού αριθµού n > 1 σε γινόµενο δυνάµεων διακε-

κριµένων πρώτων αριθµών. Τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων:

Zn
∼=−→ Zp

a1
1
×Zp

a2
2
×·· ·×Zp

ak
k

Απόδειξη. Επειδή (pai
i , p

a j

j ) = 1, 1 ≤ i 6= j ≤ k, ο ισχυρισµός έπεται εύκολα από το Λήµµα 6.4.7 µε χρήση
της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής. ■

Λήµµα 6.4.9. ΄Εστω p, q δύο διαφορετικοί πρώτοι αριθµοί. Τότε για κάθε k, l ≥ 1:

Hom(Zpk ,Zq l )
∼=−→ {e}

Απόδειξη. ΄Εστω f : Zpk −→ Zq l ένας οµοµορφισµός. Αν [x]pk ∈ Zpk , τότε pk [x]pk = [0]pk και ϑα έχουµε
f (pk [x]pk ) = pk f ([x]pk ) = [0]q l . Αυτό σηµαίνει ότι o( f ([x]pk )) | pk . ΄Οµως ο αριθµός o( f ([x]pk )) ϑα διαιρεί
την τάξη q l της οµάδας Zq l και άρα ϑα είναι µια δύναµη του q, έστω o( f ([x]pk )) = q a . Τότε q a | pk , και
επειδή οι p, q είναι διαφορετικοί πρώτοι αριθµοί, ϑα έχουµε q a = 1 = o( f ([x]pk )), δηλαδή f ([x]pk ) = [0]q l .
΄Ετσι ο τυχόν οµοµορφισµός f στέλνει κάθε στοιχείο της οµάδας Zpk στο µηδενικό στοιχείο της οµάδας Zq l .
Αυτό σηµαίνει ότι ο f είναι ο τετριµµένος οµοµορφισµός και άρα Hom(Zpk ,Zq l ) = {e}. ■

Λήµµα 6.4.10. ΄Εστω ότι G = 〈a〉 και H = 〈b〉 είναι δύο κυκλικές οµάδες, και υποθέτουµε ότι η G είναι
πεπερασµένη. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Υπάρχει οµοµορφισµός f : G −→ H έτσι ώστε f (a) = b.

2. o(b) | o(a).

Αν o(b) | o(a), τότε υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός f : G −→ H έτσι ώστε : f (ak ) = bk , ∀k ∈Z.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι o(G) = o(a) = n, και άρα G = {
e, a, a2, · · ·an−1

}
.

1. =⇒ 2. ΄Εστω f : G −→ H ένας οµοµορφισµός έτσι ώστε f (a) = b. Τότε an = e και άρα bn = f (a)n =
f (an) = f (e) = e. Εποµένως o(b) | n = o(a).

2. =⇒ 1. ΄Εστω o(b) | n = o(a), και n = mk, όπου m = o(b). Ορίζουµε απεικόνιση

f : 〈a〉 −→ 〈b〉, f (ak ) = bk

Προφανώς η απεικόνιση f είναι ένας καλά ορισµένος οµοµορφισµός και ισχύει f (a) = b.
Αν g : 〈a〉 −→ 〈b〉, είναι ένας άλλος οµοµορφισµός έτσι ώστε g (a) = b, τότε ϑα έχουµε g (ak ) = g (a)k = bk =

f (a)k = f (ak ) και εποµένως f = g . ■

Λήµµα 6.4.11. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός. Τότε για κάθε k, l ≥ 1:

Hom(Zpk ,Zp l )
∼=−→ Zpmin{k,l }

Απόδειξη. ΄Εστω a = [1]pk και b = [1]p l . Τότε

Zpk = 〈a〉 και Zp l = 〈b〉

Θα δείξουµε ότι το πλήθος των διακεκριµένων οµοµορφισµών Zpk −→Zp l είναι pmin{k,l }.

• Αν k ≥ l , τότε pk ≥ p l και προφανώς o(b) = p l | pk = o(a). Τότε από το Λήµµα 6.4.10, έπεται ότι
υπάρχει (µοναδικός) οµοµορφισµός f : Zpk −→ Zp l έτσι ώστε f (a) = b. Παρατηρούµε ότι επειδή k ≥ l , ϑα
έχουµε min{k, l } = l και εποµένως υπάρχουν l το πλήθος οµοµορφισµοί Zpk −→ Zp l διότι το πλήθος των
διαιρετών του pk οι οποίοι είναι µικρότεροι ή ίσοι από το p l και διάφοροι του 1 είναι ακριβώς l : p, p2, · · · , p l .

• Αν k ≤ l , τότε min{k, l } = k και κάθε οµοµορφισµός Zpk −→Zp l έχει προφανώς εικόνα στην (µοναδική)
κυκλική υποοµάδα τάξης pk της Zp l . ΄Αρα το Ϲητούµενο πλήθος συµπίπτει µε το πλήθος των οµοµορφισµών
Zpk −→Zpk . Από την πρώτη περίπτωση τότε ϑα έχουµε ότι το πλήθος αυτών των οµοµορφισµών είναι ακριβώς
pk = pmin{k,l }.

΄Αρα ϑα έχουµε:
o(Hom(Zpk ,Zp l )) = pmin{k,l }

Τέλος, από το Λήµµα 6.4.10, έπεται άµεσα ότι η απεικόνιση

ψ : Zpk −→ Zp l , ψ([r ]pk ) = p l−min{k,l }[r ]p l

είναι οµοµορφισµός οµάδων και µάλιστα επειδή η τάξη της οµάδας Hom(Zpk ,Zp l ) είναι pmin{k,l }, ισχύει :

p
min{k,l }

ψ= ε όπου ε([x]pk ) = [0]p l

δηλαδή ο οµοµορφισµός ε είναι το ταυτοτικό στοιχείο της οµάδας Hom(Zpk ,Zp l ). Αν nψ= ε, τότε ϑα έχουµε:

nψ= ε =⇒ nψ([1]pk ) = ε([1]pk ) =⇒ np l−min{k,l }[1]p l = [0]p l =⇒ [np l−min{k,l }]p l = [0]p l =⇒

=⇒ p l | np l−min{k,l } =⇒ np l−min{k,l } = p l m =⇒ np l = p l pmin{k,l }m =⇒ n = pmin{k,l }m =⇒
pmin{k,l } ≤ n

Εποµένως
o(ψ) = pmin{k,l } = o(Hom(Zpk ,Zp l ))

και άρα η οµάδα Hom(Zpk ,Zp l ) τάξης pmin{k,l } έχει ένα στοιχείο τάξης pmin{k,l }. Εποµένως η οµάδα
Hom(Zpk ,Zp l ) είναι κυκλική τάξης pmin{k,l }. Τότε από το Θεώρηµα 4.1.21, η οµάδα Hom(Zpk ,Zp l ) είναι
ισόµορφη µε την κυκλική οµάδα Zpmin{k,l } . ■
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Λήµµα 6.4.12. ΄Εστω ότι G, G1,G2, και H , H1, H2, είναι αβελιανές οµάδες.

1. Υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

Hom(G1 ×G2, H)
∼=−→ Hom(G1, H)×Hom(G2, H)

2. Υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

Hom(G , H1 ×H2)
∼=−→ Hom(G , H1)×Hom(G , H2)

3. Γενικότερα, έστω ότι {Gi }n
i=1 και {H j }m

j=1 είναι αβελιανές οµάδες, και έστω

G =G1 ×G2 ×·· ·×Gn και H = H1 ×H2 ×·· ·×Hm

οι αντίστοιχες οµάδες ευθύ γινόµενο. Τότε :

Hom(G , H)
∼=−→

n∏
i=1

m∏
j=1

Hom(Gi , H j )

δηλαδή:

Hom(G , H)
∼=−→ Hom(G1, H1)×·· ·×Hom(G1, Hm)×·· ·×Hom(Gn , H1)×·· ·×Hom(Gn , Hm)

Απόδειξη. 1. Ορίζουµε απεικόνιση

Φ : Hom(G1 ×G2, H) −→ Hom(G1, H)×Hom(G2, H), Φ( f ) = ( f1, f2)

όπου
f1 : G1 −→ H , f1(x1) = f (x1,eG2 ) και f2 : G2 −→ H , f2(x2) = f (eG1 , x2)

Επίσης ορίζουµε απεικόνιση

Ψ : Hom(G1, H)×Hom(G2, H) −→ Hom(G1 ×G2, H), Ψ(g1, g2) = g

όπου
g : G1 ×G2 −→ H , g (x1, x2) = g1(x1)+ g2(x2)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι οι απεικονίσεις Ψ και Φ είναι οµοµορφισµοί οµάδων και ισχύει Ψ=Φ−1.
2. Ορίζουµε απεικόνιση

Φ : Hom(G , H1 ×H2) −→ Hom(G , H1)×Hom(G , H2), Φ( f ) = ( f1, f2)

όπου
fi : G −→ Hi , fi =πi ◦ f

όπου
π1 : H1 ×H2 −→ H1, π(h1,h2) = h1 και π2 : H1 ×H2 −→ H2, π(h1,h2) = h2

είναι οι οµοµορφισµοί προβολές από την οµάδα ευθύ γινόµενο στις οµάδες παράγοντες.
Επίσης ορίζουµε απεικόνιση

Ψ : Hom(G , H1)×Hom(G , H2) −→ Hom(G , H1 ×H2), Ψ(g1, g2) = g

όπου
g : G −→ H1 ×H2, g (x) = (g1(x), g2(x))

Εύκολα ϐλέπουµε ότι οι απεικονίσεις Ψ και Φ είναι οµοµορφισµοί οµάδων και ισχύει Ψ=Φ−1.
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3. Υποθέτουµε πρώτα ότι n = 1. Θα κατασκευάσουµε έναν ισοµορφισµό

Φ : Hom(G1, H1 ×·· ·×Hm)
∼=−→ Hom(G1, H1)×·· ·×Hom(G1, Hm)

ως εξής :
Φ( f ) = ( f1, · · · , fm) όπου fi =πi ◦ f

και όπου
πi : H1 ×·· ·×Hm −→ Hi , πi (h1, · · · ,hm) = hi

είναι οι οµοµορφισµοί προβολές από την οµάδα ευθύ γινόµενο στις οµάδες παράγοντες.
Αν ( f1, · · · , fm) ∈Hom(G1, H1)×·· ·×Hom(G1, Hm), τότε ορίζουµε µια απεικόνιση

f : G1 −→ H1 ×·· ·×Hm , f (x) = ( f1(x), · · · , fm(x))

η οποία µε τη σειρά της ορίζει µια απεικόνιση

Ψ : Hom(G1, H1)×·· ·×Hom(G1, Hm) −→ Hom(G1, H1 ×·· ·×Hm), Ψ( f1, · · · , fm) = f

Εύκολα ϐλέπουµε ότι οι απεικονίσεις Ψ και Φ είναι οµοµορφισµοί οµάδων και ισχύει ότι Ψ=Φ−1.
΄Αρα ο ισχυρισµός αληθεύει για n = 1. Η γενική περίπτωση αποδεικνύεται εύκολα µε χρήση της Αρχής

Μαθηµατικής Επαγωγής στο n, χρησιµοποιώντας το µέρος 1, και αφήνεται ως ΄Ασκηση, ϐλέπε την ΄Ασκηση
6.6.51. ■

Μπορούµε τώρα να ολοκληρώσουµε την απόδειξη του τελευταίου µέρους 4 του Θεωρήµατος 6.4.6:

Απόδειξη του Θεωρήµατος 6.4.6(4): Αν n = 1 ή m = 1, τότε η οµάδα Zn , αντίστοιχα η Zm , είναι η
τετριµµένη και τότε προφανώς και η οµάδαHom(Zn ,Zm) είναι η τετριµµένη. Επειδή (n,m) = 1, ϑα έχουµε ότι
η οµάδα Z(n,m) είναι η τετριµµένη, και εποµένως ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό οµάδωνHom(Zn ,Zm) ∼=Z(n,m).

Υποθέτουµε ότι n,m > 1 και έστω

n = pa1
1 pa2

2 · · ·pak
k και m = pb1

1 pb2
2 · · ·pbk

k

οι αναλύσεις των ϕυσικών αριθµών n και m σε γινόµενο δυνάµεων διακεκριµένων πρώτων αριθµών. Γνωρί-
Ϲουµε ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των m και n είναι :

(m,n) = pmin{a1,b1}
1 ·pmin{a1,b2}

2 · · · pmin{ak ,bk }
k

Από το Λήµµα 6.4.8 υπάρχουν ισοµορφισµοί :

Zn
∼=−→ Zp

a1
1
×Zp

a2
2
×·· ·×Zp

ak
k

και Zm
∼=−→ Z

q
b1
1

×Zp
n2
2

×·· ·×Z
p

bk
k

Από το Λήµµα 6.4.12, ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό

Hom(Zn ,Zm)
∼=−→

k∏
i=1

l∏
j=1

Hom(Zp
ai
i

,Z
q

b j
j

)

Από το Λήµµα 6.4.9 ϑα έχουµε ότι

Hom(Zp
ai
i

,Z
p

b j
j

) = {e}, ∀i 6= j

Εποµένως επειδή από το Λήµµα 6.4.11 έχουµε

Hom(Zp
ai
i

,Z
p

b j
j

)
∼=−→ Z

p
min{ai ,b j }

ϑα έχουµε τελικά:

Hom(Zn ,Zm)
∼=−→ Hom(Zp

a1
1

,Z
p

b1
1

)×·· ·×Hom(Zp
ak
k

,Z
p

bk
k

)
∼=−→ Z

p
min{a1,b1}
1

×·· ·×Z
p

min{ak ,bk }
k

και άρα µια τελευταία εφαρµογή του Λήµµατος 6.4.8 δίνει :

Hom(Zn ,Zm)
∼=−→ Z

p
min{a1,b1}
1

×·· ·×Z
p

min{ak ,bk }
k

∼=−→ Z
p

min{a1,b1}
1 ···pmin{ak ,bk }

k

∼=−→ Z(m,n) ■
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6.4.2 Η Οµάδα Αυτοµορφισµών µιας Κυκλικής Οµάδας

Στην παρούσα υποενότητα ϑα προσδιορίσουµε την οµάδα αυτοµορφισµών µιας κυκλικής οµάδας.
Υπενθυµίζουµε ότι

Aut(G) = {
f : G −→ G | f : ισοµορφισµός

}
και το σύνολο Aut(G) αποτελεί οµάδα µε πράξη τη σύνθεση αυτοµορφισµών, η οποία είναι υποοµάδα της
οµάδας µεταθέσεων S(G).

Θα χρειαστούµε το ακόλουθο απλό ϐοηθητικό αποτέλεσµα.

Λήµµα 6.4.13. ΄Εστω G µια οµάδα και a ∈G. ΄Εστω f : G −→G ένας αυτοµορφισµός της G.

1. Το στοιχείο a είναι γεννήτορας της G αν και µόνο αν το στοιχείο f (a) είναι γεννήτορας της G:

G = 〈a〉 ⇐⇒ G = 〈 f (a)〉

2. o(a) = o( f (a)).

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι εύκολη και αφήνεται ως ΄Ασκηση, ϐλέπε την ΄Ασκηση 6.6.1. ■

Το ακόλουθο ϑεώρηµα δείχνει ότι η οµάδα αυτοµορφισµών µιας άπειρης κυκλικής οµάδας είναι κυκλική
τάξης 2.

Θεώρηµα 6.4.14. ΄Εστω G = 〈a〉 µια άπειρη κυκλική οµάδα. Τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός

φ : Aut(G)
∼=−−−−−→ Z2

Απόδειξη. ΄Εστω G = 〈a〉 ένας γεννήτορας της G. Τότε για κάθε αυτοµορφισµό f : G −→G της G, το στοιχείο
f (a) είναι επίσης γεννήτορας της G. Επειδή η G είναι άπειρη κυκλική, γνωρίζουµε ότι η G έχει ακριβώς
δύο γεννήτορες : το στοιχείο a και το στοιχείο a−1. ΄Ετσι f (a) = a ή f (a) = a−1. Επειδή G = 〈a〉, αν f (a) = a,
έπεται ότι f = IdG , και αν f (a) = a−1, τότε f (x) = x−1, ∀x ∈G.

Αντίστροφα οι απεικονίσεις IdG και ϕ : G −→ G ,ϕ(x) = x−1 είναι προφανώς αυτοµορφισµοί της G. ΄Αρα
Aut(G) = {IdG ,ϕ}, όπου άµεσα ϐλέπουµε ότι ϕ2 = IdG . Εποµένως η Aut(G) είναι ισόµορφη µε την κυκλική
οµάδα Z2, µέσω του ισοµορφισµού IdG 7−→ [0]2 και ϕ 7−→ [1]2. ■

Πόρισµα 6.4.15. Υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

φ : Aut(Z)
∼=−−−−−→ Z2

Το ακόλουθο ϑεώρηµα δείχνει ότι το πλήθος των αυτοµορφισµών µιας πεπερασµένης κυκλικής οµάδας
τάξης n δίνεται από την τιµή ϕ(n) της συνάρτησης ϕ του Euler.

Θεώρηµα 6.4.16. ΄Εστω G = 〈a〉 µια πεπερασµένη κυκλική οµάδα τάξης n. Τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός

Φ : Aut(G)
∼=−−−−−→ U(Zn)

Ιδιαίτερα : o
(
Aut(G)

)=ϕ(n).

Απόδειξη. Θα έχουµε
G = 〈a〉 = {

e, a, a2, · · · , an−1}
Αν n = 1, τότε G = {e} και Z1 = [0]1 και τότε προφανώς Aut(G) = {

IdG
}∼= {

IdZ1

}∼=U(Z1).
Υποθέτουµε ότι n > 1. ΄Εστω f : G −→ G ένας αυτοµορφισµός της G. Τότε το στοιχείο f (a) ∈ G είναι

γεννήτορας της G και άρα f (a) = ak , για ένα µοναδικό στοιχείο k, όπου 1 ≤ k ≤ n−1 και (k,n) = 1 (αν k = 0,
τότε f (a) = e και άρα a = e διότι η f αυτοµορφισµός, δηλαδή G = {e}, το οποίο είναι άτοπο).
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΄Ετσι ϑα έχουµε [k]n ∈U(Zn), και εποµένως µπορούµε να ορίσουµε µια απεικόνιση

Φ : Aut(G) −→ U(Zn), Φ( f ) = [k]n , όπου f (a) = ak

• ΄Εστω f , g ∈ Aut(G) και έστω ότι Φ( f ) = Φ(g ), δηλαδή: [k]n = [l ]n , όπου f (a) = ak και g (a) = al .
Τότε n | k − l και επειδή 1 ≤ k, l ≤ n και (k,n) = 1 = (l ,n), έπεται ότι k = l . Εποµένως f (a) = g (a) και τότε
προφανώς f = g , διότι, επειδή οι f , g είναι οµοµορφισµοί και ∀x ∈ G, x = am , ϑα έχουµε: f (x) = f (am) =
f (a)m = g (a)m = g (am) = g (x). Εποµένως η απεικόνιση Φ είναι «1-1».

• ΄Εστω [k]n ∈U(Zn), δηλαδή 1 ≤ k ≤ n −1 και (k,n) = 1. Ορίζουµε µια απεικόνιση

fk : G −→ G , f (am) = akm

Η απεικόνιση fk είναι οµοµορφισµός, διότι :

fk (am1 am2 ) = fk (am1+m2 ) = a(m1+m2)k = am1k+m2k = am1k am2k = fk (am1 ) f (am2 )

Αν fk (am) = e, τότε amk = e, και άρα n | mk. Επειδή (k,n) = 1, έπεται ότι n | m. Τότε όµως αναγκαστικά
m = 0, διότι 0 ≤ m ≤ n −1. ΄Αρα am = a0 = e και ο οµοµορφισµός fk είναι µονοµορφισµός. Τότε όµως ο
οµοµορφισµός fk είναι αυτοµορφισµός, διότι o(G) = n <∞. Τότε εξ ορισµού ϑα έχουµε Φ( fk ) = [k]n , διότι
fk (a) = ak . ΄Αρα η απεικόνιση Φ είναι «επί».

• Μένει να δείξουµε ότι η Φ είναι οµοµορφισµός οµάδων. ΄Εστω f , g ∈Aut(G). Τότε ϑα έχουµε Φ( f ) = ak ,
g (a) = al , όπου f (a) = ak , g (a) = al , και 1 ≤ k, l ≤ n −1 και (k,n) = 1 = (l ,n). Υποθέτουµε ότι Φ( f ◦ g ) = am ,
όπου 1 ≤ m ≤ n −1, (n,m) = 1, και ( f ◦ g )(a) = am . ΄Οµως ( f ◦ g )(a) = f (g (a)) = f (al ) = f (a)l = (ak )l = akl .
Τότε : akl = am και εποµένως akl−m = e. Επειδή o(a) = n, ϑα έχουµε n | kl −m και εποµένως [kl ]n = [m]n ,
δηλαδή: [k]k [l ]n = [m]n . Τότε :

Φ( f ◦ g ) = [m]n = [kl ]n = [k]n[l ]n =Φ( f )Φ(g )

και άρα η απεικόνιση Φ είναι οµοµορφισµός. Εποµένως η Φ είναι ισοµορφισµός οµάδων. ■

Πόρισµα 6.4.17. Για κάθε n ≥ 1, υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

φ : Aut(Zn)
∼=−−−−−→ U(Zn)

Σε αντίθεση µε την οµάδα αυτοµορφισµών µιας άπειρης κυκλικής οµάδας, η οποία είναι κυκλική, η
οµάδα αυτοµορφισµών µιας πεπερασµένης κυκλικής οµάδας δεν είναι πάντα κυκλική.

Παράδειγµα 6.4.18. Θεωρούµε την κυκλική οµάδα Z12 τάξης 12. Τότε η οµάδα U(Z12) των αντιστρέψιµων
κλάσεων ισοτιµίας mod 12 έχει τάξη 4:

U(Z12) = {
[1]12, [5]12, [7]12, [11]12

}
και είναι ισόµορφη µε την οµάδα των τεσσάρων στοιχείων του Klein διότι όλα τα µη ταυτοτικά στοιχεία της
έχουν τάξη 2. ΄Ετσι ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό

U(Z12)
∼=−→ Z2 ×Z2

Εποµένως µε ϐάση το Πόρισµα 6.4.17 ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό

Aut(Z12)
∼=−→ Z2 ×Z2

και άρα η οµάδα αυτοµορφισµών Aut(Z12) δεν είναι κυκλική.
p

Παραθέτουµε χωρίς απόδειξη3 το ακόλουθο ϐασικό αποτέλεσµα το οποίο περιγράφει την οµάδα αυτο-
µορφισµών µιας πεπερασµένης κυκλικής οµάδας ως ευθύ γινόµενο κυκλικών οµάδων:

3Για µια απόδειξη ϐλέπε το ϐιβλίο [32].
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Θεώρηµα 6.4.19. ΄Εστω G µια κυκλική οµάδα τάξης

n = 2i p j1
1 p j2

2 · · ·p jr
r

όπου p1, p2, · · · , pr είναι διακεκριµένοι περιττοί πρώτοι αριθµοί, και i , j1, j2, · · · , jr ≥ 0.

Τότε :

Aut(G)
∼=−→


Z1, i = 0

Z2i−1 , i = 1 ή 2

Z2 ×Z2i−2 , i ≥ 3

× Z
p

j1−1
1 (p1−1)

× Z
p

j2−1
2 (p2−1)

× ·· · × Z
p

jr −1
r (pr −1)

■

Υπενθυµίζουµε ότι οι γεννήτορες της οµάδας U(Zn) των αντιστρέψιµων κλάσεων mod n, αν υπάρχουν,
καλούνται πρωταρχικές ϱίζεςmod n, και διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στη Θεωρία Αριθµών. Εποµένως
η οµάδα U(Zn) είναι κυκλική αν και µόνο αν υπάρχει µια πρωταρχική ϱίζα mod n. Με ϐάση το Θεώρηµα
6.4.19, έπεται το ακόλουθο Πόρισµα:4

Πόρισµα 6.4.20. ΄Εστω n ≥ 1 ένας ϑετικός ακέραιος. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η οµάδα U(Zn) των αντιστρέψιµων κλάσεων mod n είναι κυκλική, ισοδύναµα υπάρχουν πρωταρχικές
ϱίζες mod n.

2. Η οµάδα αυτοµορφισµών Aut(Zn) της κυκλικής οµάδας (Zn ,+) είναι κυκλική.

3. n = 2, 4, pk , 2pk , όπου p είναι περιττός πρώτος.

Αν ισχύει µια από τις παραπάνω ισοδύναµες συνθήκες, τότε υπάρχουν φ(φ(n)) πρωταρχικές ϱίζες mod n. ■

6.5 Το Θεώρηµα του Cayley

Υπενθυµίζουµε ότι για κάθε µη κενό σύνολο A, το σύνολο

S(A) = {
σ : A −→ A | σ : «1-1» και «επί»

}
των «1-1» και «επί» απεικονίσεων από το σύνολο A στον εαυτό του αποτελεί µια οµάδα µε πράξη τη σύνθεση
απεικονίσεων. Η οµάδα S(A) καλείται η συµµετρική οµάδα επί του συνόλου A. Αν A = {

1,2, · · · ,n
}
, τότε

S(A) = S
({

1,2, · · · ,n
})= Sn

είναι η n-οστή συµµετρική οµάδα.

6.5.1 Το Θεώρηµα του Cayley

Το ακόλουθο σηµαντικό Θεώρηµα, το οποίο οφείλεται στον Cayley, πιστοποιεί ότι κάθε οµάδα G είναι ι-
σόµορφη µε µια οµάδα µεταθέσεων, δηλαδή µε µια υποοµάδα µιας συµµετρικής οµάδας. Με ϐάση το
Θεώρηµα του Cayley, η ϑεωρία οµάδων ανάγεται τυπικά στη ϑεωρία συµµετρικών οµάδων και των υποοµά-
δων τους. Γενικά αυτή η παρατήρηση έχει µόνο ϑεωρητική σηµασία, αλλά πολλές ϕορές έχει και πρακτική
αξία, καθώς υπάρχουν σηµαντικά πλεονεκτήµατα όταν εργαζόµαστε µε µεταθέσεις.

4Βλέπε το ϐιβλίο [28] για µια απόδειξη ότι υπάρχουν πρωταρχικές ϱίζεςmod n αν και µόνο αν n = 2, 4, pk , 2pk , όπου p είναι περιττός
πρώτος.
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Θεώρηµα 6.5.1 (Θεώρηµα Cayley (1854) ). Κάθε οµάδα (G , ·) είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα µιας κα-
τάλληλης οµάδας µεταθέσεων. Ιδιαίτερα αν η οµάδα G είναι πεπερασµένη µε τάξη |G| = n <∞, τότε η G είναι
ισόµορφη µε µια υποοµάδα της συµµετρικής οµάδας Sn .

Με άλλα λόγια, υπάρχει ένας µονοµορφισµός οµάδων

LG : G // // S(G)

και η οµάδα G είναι ισόµορφη µε την υποοµάδα Im(LG ) ≤ S(G):

LG : G
∼= // Im(LG ) ≤ S(G)

Απόδειξη. Θεωρούµε την οµάδα µεταθέσεων

S(G) = {
σ : G −→G | σ : «1−1» και «επί» απεικόνιση

}
επί του συνόλου G εφοδιασµένη µε την πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων, και ορίζουµε απεικόνιση

LG : G −→ S(G), LG (g ) = lg

όπου
lg : G −→ G , lg (x) = g x

Θα δείξουµε τον ισχυρισµό της εκφώνησης σε µια σειρά ϐηµάτων:

1. Για κάθε g ∈ G, η απεικόνιση lg : G −→ G είναι «1-1» και «επί», δηλαδή είναι µια µετάθεση του συνόλου
G:

∀g ∈G : LG (g ) = lg ∈ S(G)

Πράγµατι ϑα έχουµε:

lg (x) = lg (y) =⇒ g x = g y =⇒ x = y =⇒ lg : «1-1»

∀y ∈G : lg (g−1 y) = g (g−1 y) = g g−1 y = eG y = y =⇒ lg : «επί»

Εποµένως, πράγµατι η απεικόνιση LG στέλνει την G στην οµάδα µεταθέσεων S(G).

2. Η απεικόνιση LG : G −→ S(G) είναι οµοµορφισµός οµάδων.

Πράγµατι, ϑα έχουµε:
LG (g1g2) = lg1g2 και LG (g1)◦LG (g2) = lg1 ◦ lg2

΄Ετσι πρέπει να δείξουµε ότι οι απεικονίσεις lg1g2 και lg1 ◦ lg2 είναι ίσες. Θα έχουµε:(
lg1 ◦ lg2

)
(x) = lg1

(
lg2 (x)

)= lg1 (g2x) = g1(g2x) = (g1g2)x = lg1g2 (x)

΄Αρα lg1g2 = lg1 ◦ lg2 και άρα

LG (g1g2) = lg1g2 = lg1 ◦ lg2 = LG (g1)◦LG (g2)

δηλαδή η απεικόνιση LG είναι οµοµορφισµός οµάδων.

3. Η απεικόνιση LG : G −→ S(G) είναι µονοµορφισµός.

Πράγµατι, ϑα έχουµε:

Ker(LG ) = {
g ∈G | LG (g ) = IdG

}= {
g ∈G | lg = IdG

}=
= {

g ∈G | lg (x) = Id(x), ∀x ∈G
}= {

g ∈G | g x = x, ∀x ∈G
}= {eG }

Εποµένως, η απεικόνιση LG είναι µονοµορφισµός οµάδων.
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4. Θέτοντας
G ′ = {

lg ∈ S(G) | g ∈G
}= Im(LG ) ≤ S(G)

έχουµε έναν ισοµορφισµό G ∼=G ′ ≤ S(G).

Πράγµατι, επειδή η απεικόνιση LG : G −→ S(G) είναι οµοµορφισµός και «1-1», από το Πρώτο Θεώρηµα
Ισοµορφισµών, έπεται ότι ϑα επάγει έναν ισοµορφισµό οµάδων

LG : G −→ Im(LG ) ≤ S(G), LG (g ) = lg

όπου Im(LG ) είναι η ακόλουθη υποοµάδα της S(G):

Im(LG ) = {
LG (g ) ∈ S(G) | g ∈G

}= {
lg ∈ S(G) | g ∈G

} ≤ S(G) ■

Παρατήρηση 6.5.2. Μπορούµε να ϑεωρήσουµε και την απεικόνιση

RG : G −→ S(G), RG (g ) = rg

όπου
rg : G −→ G , rg (x) = xg

Ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο όπως στο Θεώρηµα του Cayley 6.5.1, αποδεικνύεται ότι υπάρχει µια «1-1»
απεικόνιση

RG : G // S(G)

η οποία όµως δεν είναι µονοµορφισµός οµάδων, διότι εύκολα ϐλέπουµε ότι ισχύει :

Rg1g2 =Rg2 ◦Rg1 αλλά γενικά Rg1g2 6=Rg1 ◦Rg2

και άρα R(g1g2) =R(g2)◦R(g1). ∆ιορθώνουµε το πρόβληµα ως εξής : ΄Εστω η απεικόνιση

·op : G ×G −→ G , x ·op y = y x

Τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι το Ϲεύγος (G , ·op) είναι µια οµάδα, η οποία καλείται η αντίθετη οµάδα της G,
και συµβολίζεται µε Gop. Τότε προφανώς ϑα έχουµε έναν µονοµορφισµό οµάδων

RG : Gop // // S(G)

και η Gop είναι ισόµορφη µε την υποοµάδα Im(RG ) ≤ S(G):

RG : Gop
∼= // Im(RG ) ≤ S(G)

Θα λέµε ότι η G είναι αντι-ισόµορφη µε την υποοµάδα Im(RG ) της S(G).
Εναλλακτικά, για να αποφύγουµε το πρόβληµα και να µην ϑεωρήσουµε την αντίθετη οµάδα Gop της G,

ορίζουµε µια απεικόνιση
RG : G −→ S(G), RG (g ) = rg

όπου
rg : G −→ G , rg (x) = xg−1

Ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο, όπως στο Θεώρηµα 6.5.1, αποδεικνύεται ότι η RG είναι µια «1-1» απεικόνιση

RG : G // S(G)

η οποία είναι µονοµορφισµός οµάδων, διότι εύκολα ϐλέπουµε ότι ισχύει :

Rg1g2 =Rg1 ◦Rg2 N
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΄Ετσι, µε ϐάση την συζήτηση στην Παρατήρηση 6.5.2, προκύπτει ο ακόλουθος ορισµός :

Ορισµός 6.5.3. ΄Εστω G µια οµάδα.

1. Ο µονοµορφισµός
LG : G −→ S(G), g 7−→ LG = lg , και lg (x) = g x

καλείται η αριστερή κανονική αναπαράσταση της G.

2. Ο µονοµορφισµός
RG : G −→ S(G), g 7−→ RG = rg , και rg (x) = xg−1

καλείται η δεξιά κανονική αναπαράσταση της G.

Πόρισµα 6.5.4. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα τάξης o(G) = n.

1. Η αριστερή κανονική αναπαράσταση LG της G ορίζει έναν µονοµορφισµό

LG : G −→ Sn , g 7−→ LG = lg , και lg (x) = g x

και άρα κάθε πεπερασµένη οµάδα τάξης n είναι ισόµορφη µε την υποοµάδα Im(LG ) της Sn .

2. Η δεξιά κανονική αναπαράσταση RG της G ορίζει έναν µονοµορφισµό

RG : G −→ Sn , g 7−→ RG = rg , και rg (x) = xg−1

και άρα κάθε πεπερασµένη οµάδα τάξης n είναι ισόµορφη µε την υποοµάδα Im(RG ) της Sn .

Παράδειγµα 6.5.5. Θα υπολογίσουµε την αριστερή κανονική αναπαράσταση της κυκλικής οµάδας G τάξης
3:

G = {
e, a, b

}= {
e, a, a2}= 〈a〉

Επειδή o(G) = 3, έπεται ότι η G ϑα είναι ισόµορφη µε την υποοµάδα Im(LG ) της S3, και ϑα έχουµε:

Im(LG ) = {
le , la , lb

} ≤ S3

Οι πίνακες Cayley του πολλαπλασιασµού των οµάδων G και Im(LG ) είναι :

G = {
e, a, b

}
:

· e a b
e e a b
a a b e
b b e a

και ImLG = {
le , la , lb

}
:

· le la lb
le le la lb
la la lb le
lb lb le la

Θα προσδιορίσουµε τις µεταθέσεις le , la , lb :

1. Η µετάθεση
le : G −→ G , le (x) = ex

΄Αρα:
le (e) = ee = e2 = e, le (a) = ea = a, le (b) = e = b

Εποµένως η απεικόνιση le είναι η ταυτοτική µετάθεση του συνόλου G = {e, a,b}:

le =
(
e a b
e a b

)
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2. Η µετάθεση
la : G −→ G , la(x) = ax

΄Αρα:
la(e) = ae = a, la(a) = aa = a2 = b, la(b) = ab = e

Εποµένως η απεικόνιση la είναι η ακόλουθη µετάθεση του συνόλου G = {e, a,b}:

la =
(

e a b
a b e

)
= (e a b)

3. Η µετάθεση
lb : G −→ G , lb(x) = bx

΄Αρα:
lb(e) = be = b, lb(a) = ba = e, lb(b) = bb = b2 = a

Εποµένως η απεικόνιση la είναι η ακόλουθη µετάθεση του συνόλου G = {e, a,b}:

lb =
(

e a b
b e a

)
= (e b a)

Εποµένως η G είναι ισόµορφη µε την ακόλουθη οµάδα µεταθέσεων (υποοµάδα της S(G)):

Im(LG ) = {
(e), (eab), (eba)

}
Χρησιµοποιώντας την «1-1» και «επί» απεικόνιση G = {e, a,b} −→ {1,2,3}, όπου e� 1, a� 2, b� 3, ϑα
έχουµε ότι η S(G) είναι ισόµορφη µε την S3.

Εποµένως η G είναι ισόµορφη µε τη ακόλουθη οµάδα µεταθέσεων (υποοµάδα της S3):

Im(LG ) = {
ι,

(
1 2 3

)
,

(
1 3 2

)}
η οποία συµπίπτει µε την εναλλάσσουσα οµάδα A3. ΄Αρα:

LG : G
∼= // A3 ≤ S3

Παρόµοια δουλεύουµε για την εύρεση της δεξιάς κανονικής αναπαράστασης της G.
p

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα µε το ακόλουθο, σηµαντικό απο ϑεωρητικής πλευράς, αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 6.5.6. Για κάθε n ≥ 1, το πλήθος των κλάσεων ισοµορφίας των πεπερασµένων οµάδων τάξης n
είναι πεπερασµένο.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα του Cayley 6.5.1 έπεται ότι κάθε οµάδα G τάξης n είναι ισόµορφη µε µια
υποοµάδα της συµµετρικης οµάδας Sn . Επειδή η Sn είναι µια πεπερασµένη οµάδα (τάξης n!), έπεται ότι το
σύνολο των υποοµάδων της είναι πεπερασµένο. Συµπεραίνουµε ότι το πλήθος των κλάσεων ισοµορφίας των
οµάδων τάξης n είναι ίσο µε το σύνολο των υποοµάδων της Sn και εποµένως είναι πεπερασµένο. ■

6.5.2 Μια σχετική εκδοχή του Θεωρήµατος του Cayley

΄Εστω G µια οµάδα και H ≤G µια υποοµάδα της G. Θεωρούµε το σύνολο G/H = {
H x ⊆G | x ∈G

}
των δεξιών

πλευρικών κλάσεων της H στην G (το σύνολο G/H δεν είναι απαραίτητα οµάδα, διότι δεν υποθέτουµε ότι η
υποοµάδα H είναι κανονική στην G). Ορίζουµε µια απεικόνιση

Φ : G −→ S(G/H), g 7−→Φ(g ) :=Φg όπου Φg : G/H −→G/H , Φg (H x) = H g x
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Πρόταση 6.5.7. Η απεικόνιση Φ είναι ένας καλά ορισµένος οµοµορφισµός οµάδων και

Ker(Φ) = {
g ∈G | x−1g x ∈ H , ∀x ∈G

}= ⋂
x∈G

xH x−1 E G

είναι η µεγαλύτερη κανονική υποοµάδα της G η οποία περιέχεται στην H .

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι, για κάθε g ∈G, η απεικόνιση Φg : G/H −→G/H είναι στοιχείο της οµάδας
µεταθέσεων S(G/H), δηλαδή είναι «1-1» και «επί». Πράγµατι, αν Φg (H x) =Φ(H y), τότε H g x = H g y. ΄Οπως
γνωρίζουµε, αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι (g y)−1g x ∈ H , δηλαδή y−1g−1g x ∈ H και άρα y−1x ∈ H . Τότε
όµως H x = H y και εποµένως η Φg είναι «1-1». Αν H y ∈G/H , τότε Φg (g−1 y) = H g g−1 y = H y και άρα η Φg

είναι «επί». Εποµένως Φg ∈ S(G/H), ∀g ∈G.
∆είχνουµε ότι η απεικόνιση Φ είναι οµοµορφισµός οµάδων, δηλαδή ότι ισχύει Φg1◦g2 =Φg1 ◦Φg2 . Αυτή η

σχέση ισχύει αν και µόνο αν Φg1◦g2 (H x) = (Φg1 ◦Φg2 )(H x), ∀x ∈G. Θα έχουµε:

Φg1◦g2 (H x) = H((g1g2)x) και (Φg1 ◦Φg2 )(H x) =Φg1 (Φg2 (H x)) =Φg1 (H g2x) = H(g1(g2x)) = H((g1g2)x)

Εποµένως η Ϲητούµενη ισότητα ισχύει για κάθε x ∈ G και εποµένως η απεικόνιση Φ είναι οµοµορφισµός
οµάδων. Για τον πυρήνα του οµοµορφισµού Φ ϑα έχουµε Ker(Φ) = {

g ∈G | Φg = ι} και εποµένως :

Ker(Φ) = {
g ∈G | Φg (H x) = H x, ∀x ∈G

}= {
g ∈G | H g x = H x, ∀x ∈G

}= {
g ∈G | x−1g x ∈ H , ∀x ∈G

}
Η υποοµάδα Ker(Φ) ως πυρήνας οµοµορφισµού Φ είναι µια κανονική υποοµάδα της G η οποία περιέχεται
στην H διότι, αν g ∈Ker(Φ), τότε από την παραπάνω περιγραφή έχουµε x−1g x ∈ H , ∀x ∈G, και επιλέγοντας
x = e, ϑα έχουµε g ∈ H . Εποµένως Ker(Φ) ⊆ H . Αν N EG είναι µια κανονική υποοµάδα της G έτσι ώστε
N ⊆ H , τότε λόγω κανονικότητας ϑα έχουµε x−1g x ∈ N και άρα x−1g x ∈ H , διότι N ⊆ H . Αυτό σηµαίνει ότι
g ∈Ker(Φ) και άρα N ⊆Ker(Φ), δηλαδή η υποοµάδα Ker(Φ) είναι η µεγαλύτερη κανονική υποοµάδα της G
η οποία περιέχεται στην H .

Τέλος, ϑα έχουµε:

Ker(Φ) = {
g ∈G | x−1g x ∈ H , ∀x ∈G

}= {
g ∈G | g ∈ xH x−1, ∀x ∈G

}= {
xH x−1 ⊆G | ∀x ∈G

}= ⋂
x∈G

xH x−1 ■

Παρατηρούµε ότι, αν H = {e} είναι η τετριµµένη υποοµάδα της G, τότε G/H =G και η παραπάνω Πρόταση
συµπίπτει µε το Θεώρηµα του Cayley 6.5.1. Από την άλλη πλευρά, αν η υποοµάδα H είναι κανονική, τότε ϑα
έχουµε xH x−1 = H και άρα: Ker(Φ) = H . Ιδιαίτερα αν η υποοµάδα H είναι απλή, δηλαδή δεν έχει γνήσιες
µη τετριµµένες κανονικές υποοµάδες, τότε στην Πρόταση 6.5.7 αναγκαστικά ϑα έχουµε Ker(Φ) = {

e
}

ή
Ker(Φ) = H . Στην πρώτη περίπτωση η απεικόνιση Φ είναι µονοµορφισµός και άρα η G είναι µια υποοµάδα
της οµάδας µεταθέσεων S(G/H). Στην δεύτερη περίπτωση ϑα έχουµε Ker(Φ) = H E G, δηλαδή η H είναι
κανονική υποοµάδα της G.

Πόρισµα 6.5.8. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα και H �G µια γνήσια υποοµάδα της G έτσι ώστε

o(G) - [G : H ]!

Τότε η H περιέχει µια µη τετριµµένη γνήσια υποοµάδα N της G η οποία είναι κανονική στην G. Ιδιαίτερα η G
δεν είναι απλή οµάδα.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον οµοµορφισµό οµάδων:

Φ : G −→ S(G/H), g 7−→Φ(g ) :=Φg όπου Φg : G/H −→G/H , Φg (H x) = H g x

Ο Φ δεν µπορεί να είναι µονοµορφισµός, διότι διαφορετικά η οµάδα G ϑα ήταν ισόµορφη µε µια υποοµάδα
της συµµετρικής οµάδας S(G/H) η οποία έχει τάξη [G : H ]! και τότε από το Θεώρηµα του Lagrange ϑα
έπρεπε o(G) | [G : H ]! το οποίο είναι άτοπο. Εποµένως η υποοµάδα Ker(Φ) ≤ H της H η οποία είναι κανονική
στην G δεν είναι η τετριµµένη, και προφανώς Ker(Φ) 6= G, διότι διαφορετικά ϑα είχαµε Ker(Φ) = H = G, το
οποίο είναι άτοπο διότι H �G. ΄Αρα η H περιέχει µια µη τετριµµένη υποοµάδα N η οποία είναι κανονική
στην G. ■
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Παράδειγµα 6.5.9. Το Πόρισµα 6.5.8 χρησιµοιείται συνήθως για να δειχθεί ότι µια οµάδα δεν είναι απλή.
Για παράδειγµα µπορεί να αποδειχθεί ότι µια οµάδα G τάξης 36 έχει µια υποοµάδα H τάξης 9, και άρα

36 = o(G) - [G : H ]! = 36
9 ! = 4!. Τότε από το Πόρισµα 6.5.8 η G διαθέτει µια µη τετριµµένη κανονική υποοµάδα

N η οποία περιέχεται στην H και άρα o(N ) = 3 ή 9.
Παρόµοια µπορεί να αποδειχθεί ότι µια οµάδα G τάξης 99 έχει µια υποοµάδα H τάξης 11, και άρα

99 = o(G) - [G : H ]! = 99
11 ! = 9!. Τότε από το Πόρισµα 6.5.8 η G διαθέτει µια µη τετριµµένη κανονική υποοµάδα

N η οποία περιέχεται στην H και άρα o(N ) = 11 = o(H), και συνεπώς H EG.
p

Κλείνουµε µε τρεις εφαρµογές της σχετικής εκδοχής του Θεωρήµατος του Cayley.

Πόρισµα 6.5.10. ΄Εστω G µια οµάδα η οποία περιέχει µια υποοµάδα H µε δείκτη [G : H ] = n. Τότε η G περιέχει
µια κανονική υποοµάδα K πεπερασµένου δείκτη [G : K ] <∞, η οποία περιέχεται στην H και [G : K ] | n!.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον οµοµορφισµό οµάδων:

Φ : G −→ S(G/H), g 7−→Φ(g ) :=Φg όπου Φg : G/H −→G/H , Φg (H x) = H g x

Τότε η υποοµάδα K = Ker(Φ) είναι κανονική στην G, περιέχεται στην H , και η οµάδα πηλίκο G/K είναι,
σύµφωνα µε το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ισόµορφη µε µια υποοµάδα της οµάδας S(G/H) της οποίας
η τάξη είναι [G : H ]! = n!. ΄Αρα από το Θεώρηµα του Lagrange ϑα έχουµε ∞> o(G/K ) = [G : K ] | n!. ■

Γνωρίζουµε ότι µια υποοµάδα µε δείκτη 2 είναι κανονική υποοµάδα. Το επόµενο Πόρισµα γενικεύει
αυτό το αποτέλεσµα.

Πόρισµα 6.5.11. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα τάξης n και υποθέτουµε ότι p είναι ο µικρότερος πρώτος
αριθµός ο οποίος διαιρεί την τάξη της οµάδας. Τότε κάθε υποοµάδα H της G µε δείκτη p είναι κανονική
υποοοµάδα της G.

Απόδειξη. ΄Εστω H µια υποοµάδα της G µε δείκτη [G : H ] = p. Τότε, από το προηγούµενο Πόρισµα 6.5.10,
έπεται ότι η G περιέχει µια κανονική υποοµάδα K µε δείκτη [G : K ] | p !, η οποία περιέχεται στην H : K ≤ H .
Τότε προφανώς:

[G : K ] | o(G) και [G : K ] | p ! =⇒ [G : K ] | (
o(G), p !

)
Τότε [G : K ] = p. Πράγµατι, έστω q ένας πρώτος ο οποίος διαιρεί τον δείκτη [G : K ] και άρα και τον µέγιστο
κοινό διαιρέτη

(
o(G), p !

)
. Επειδή q | p !, ϑα έχουµε ότι q | k ≤ p για κάποιο k µε 1 ≤ k ≤ p. Επειδή q | o(G)

και ο p είναι ο µικρότερος πρώτος ο οποίος διαιρεί την τάξη o(G) της οµάδας ϑα έχουµε q ≤ p. ΄Αρα q = p
είναι ο µοναδικός πρώτος διαιρέτης του δείκτη [G : K ]. Επειδή [G : K ] | p !, προφανώς ϑα έχουµε [G : K ] = p.
Από τη σχέση K ≤ H ≤G, ϑα έχουµε για τους δείκτες :

[G : H ] · [H : K ] = [G : K ]

Επειδή [G : H ] = p = [G : K ], από την παραπάνω σχέση ϑα έχουµε [H : K ] = 1 και εποµένως H = K . Επειδή η
K είναι κανονική, έπεται ότι η υποοµάδα H είναι κανονική. ■

Πόρισµα 6.5.12. Αν n ≥ 3, τότε η µόνη γνήσια υποοµάδα H της συµµετρικής οµάδας Sn µε δείκτη [Sn : H ] < n
είναι η εναλλάσσουσα υποοµάδα An .

Απόδειξη. ΄Εστω H � Sn µια γνήσια υποοµάδα της Sn µε δείκτη [Sn : H ] ≤ n −1. ΄Εστω K =Ker(Φ), όπου

Φ : Sn −→ S(Sn/H), g 7−→Φ(g ) :=Φg όπου Φg : Sn/H −→ Sn/H , Φg (H x) = H g x

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών η οµάδα πηλίκο Sn/K είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της συµµε-
τρικής οµάδας η οποία έχει τάξη [Sn : H ]! και άρα [Sn : H ]! ≤ (n−1)! διότι από την υπόθεση [Sn : H ] < n. Τότε
από το Θεώρηµα τοτ Lagrange, ϑα έχουµε o(Sn/K ) | [Sn : H ]! ≤ (n −1)! και άρα o(Sn/K ) | (n −1)!. Ιδιαίτερα
ϑα έχουµε K 6= {

ι
}
. ΄Ετσι η K είναι µια γνήσια µη τετριµµένη κανονική υποοµάδα της Sn . Γνωρίζουµε ότι η

µοναδική τέτοια υποοµάδα είναι η An . ΄Αρα K =An , και επειδή K =An ≤ H ≤ Sn , ϑα έχουµε:

[Sn : H ] · [H :An] = [Sn :An] = 2 =⇒ [H :An] = 1 =⇒ H =An

διότι [Sn : H ] > 1, καθώς η H είναι γνήσια υποοµάδα της Sn . ■
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6.5.3 Η εναλλάσσουσα εκδοχή του Θεωρήµατος του Cayley

Θα αποδείξουµε ότι κάθε πεπερασµένη οµάδα είναι υποοµάδα της εναλλάσσουσας υποοµάδας µιας κατάλ-
ληλης συµµετρικής οµάδας.

Λήµµα 6.5.13. Για κάθε n ≥ 1 και για κάθε m ≥ n, η συµµετρική οµάδα Sn είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα
της συµµετρικής οµάδας Sm .

Απόδειξη. Θεωρούµε το υποσύνολο

H = {
σ ∈ Sm | σ(x) = x, 1 ≤ x ≤ n

}
Προφανώς το υποσύνολο H ⊆ Sm είναι µη κενό, διότι ι ∈ H και επίσης είναι κλειστό στην πράξη της συµ-
µετρικής οµάδας Sm . Εποµένως, επειδή η οµάδα Sm είναι πεπερασµένη, σύµφωνα µε γνωστό κριτήριο, το
υποσύνολο H είναι µια υποοµάδα της Sm . Θεωρούµε την απεικόνιση

f : Sn −→ Sm , f (σ) = σ̃, όπου σ̃(i ) =σ(i ), 1 ≤ x ≤ n και σ̃(x) = x, n +1 ≤ x ≤ m

Προφανώς η f είναι οµοµορφισµός οµάδων, είναι «1-1» και η εικόνα Im( f ) του f συµπίπτει µε την υποοµάδα
H . ΄Αρα η απεικόνιση f είναι ένας ισοµορφισµός, και εποµένως Sn

∼= H ≤ Sm . ■

Θεώρηµα 6.5.14. Κάθε πεπερασµένη οµάδα G τάξης n είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της εναλλάσσουσας
οµάδας An+2.

Απόδειξη. Θα δείξουµε πρώτα ότι η συµµετρική οµάδα Sn είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της εναλλάσ-
σουσας υποοµάδας An+2 της συµµετρικής οµάδας Sn+2. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα Sn ως υποοµάδα
της Sn+2, όπως στο παραπάνω Λήµµα 6.5.13, και τότε, αν µια µετάθεση σ ∈ Sn είναι άρτια ως µετάθεση της
Sn , τότε προφανώς παραµένει και άρτια ως µετάθεση της Sn+2. ΄Ετσι Sn ≥An ≤An+2 ≤ Sn+2. Με ϐάση αυτή
την παρατήρηση, ορίζουµε απεικόνιση

ϕ : Sn −→ An+2, ϕ(σ) =
{

σ, αν η σ είναι άρτια
σ◦ (

n +1 n +2
)
, αν η σ είναι περιττή

Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση ϕ είναι οµοµορφισµός οµάδων. ΄Εστω σ,τ µεταθέσεις της Sn ≤ Sn+2. ∆ιακρί-
νουµε τις ακόλουθες περιπτωσεις :

1. Αν οι σ,τ είναι και οι δύο άρτιες, τότε επειδή και η σ◦τ είναι άρτια, ϑα έχουµε: ϕ(σ)◦ϕ(τ) =σ◦τ=
ϕ(σ◦τ).

2. Αν οι σ,τ είναι και οι δύο περιττές, ϑα έχουµε ϕ(σ)◦ϕ(τ) =σ◦ (
n+1 n+2

)◦τ◦ (
n+1 n+2

)
. Επειδή η

ανάλυση της τ, ως µετάθεσης της Sn , σε ξένους κύκλους δεν περιέχει τα στοιχεία
{
n +1,n +2

}
, έπεται

ότι οι µεταθέσεςι τ και
(
n +1 n +2

)
µετατίθενται, και άρα:

ϕ(σ)◦ϕ(τ) =σ◦ (
n +1 n +2

)◦τ◦ (
n +1 n +2

)=σ◦τ◦ (
n +1 n +2

)2 =σ◦τ◦ ι=σ◦τ
Επειδή η µετάθεση σ◦τ είναι άρτια ώς σύνθεση περιττών µεταθέσεων, ϑα έχουµε ϕ(σ◦τ) =σ◦τ. ΄Αρα
ϕ(σ◦τ) =ϕ(σ)◦ϕ(τ).

3. ΄Εστω ότι η µετάθεση σ είναι άρτια και η µετάθεση τ είναι περιττή. Τότε ϑα έχουµε ϕ(σ) = σ και
ϕ(τ) = τ◦(

n+1 n+2
)
, έτσι ϕ(σ)◦ϕ(τ) =σ◦τ◦(

n+1 n+2
)
. Η µετάθεση σ◦τ είναι περιττή και γι΄ αυτό

ϕ(σ◦τ) =σ◦τ◦ (
n +1 n +2

)
. ΄Αρα ϕ(σ◦τ) =ϕ(σ)◦ϕ(τ).

4. ΄Εστω ότι η µετάθεση σ είναι περιττή και η µετάθεση τ είναι άρτια. Τότε ϑα έχουµε ϕ(σ) =σ◦(n+1 n+2
)

και ϕ(τ) = τ, έτσι ϕ(σ)◦ϕ(τ) =σ◦(n+1 n+2
)◦τ. ΄Οπως και στην περίπτωση 2., οι µεταθέσεις

(
n+1 n+2

)
και τ µετατίθενται και άρα,:

ϕ(σ)◦ϕ(τ) =σ◦ (
n +1 n +2

)◦τ=σ◦τ◦ (
n +1 n +2

)=ϕ(σ◦τ)

όπου η τελευταία ισότητα προέκυψε διότι η µετάθεση σ◦τ είναι περιττή.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΟΜΑ∆ΕΣ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 319

Εποµένως καταλήγουµε ότι πράγµατι η ϕ είναι οµοµορφισµός οµάδων.
Η απεικόνιση ϕ είναι «1-1» διότι αν ϕ(σ) = ι, τότε αν η σ είναι άρτια, ϑα έχουµε σ= ι. Αν η σ είναι περιττή,

ϑα έχουµε σ◦ (
n +1 n +2

)= ι και τότε επειδή
(
n +1 n +2

)−1 = (
n +1 n +2

)
, ϑα έχουµε σ= (

n +1 n +2
)
ως

στοιχεία της Sn+2. Αυτό όµως είναι άτοπο διότι η σ ως στοιχείο της Sn+2 αφήνει σταθερά τα στοιχεία n+1 και
n +2. ΄Αρα Ker(ϕ) = {

ι
}
και εποµένως ο οµοµορφισµός ϕ είναι «1-1», και άρα έχουµε έναν µονοµορφισµό

ϕ : Sn
// // An+2

Από το Θεώρηµα του Cayley η οµάδα G είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της Sn µέσω της αριστερής
κανονικής αναπαράστασής της

LG : G // // Sn

Η σύνθεση ϕ◦LG είναι τότε ο Ϲητούµενος µονοµορφισµός οµάδων

ϕ◦LG : G // // An+2

µέσω του οποίου η οµάδα G είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της εναλλάσσουσας οµάδας An+2, διότι από
το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών έχουµε:

G
∼=−→ Im(ϕ◦LG ) ≤ An+2 ■

Σε κάποιες περιπτώσεις το παραπάνω Θεώρηµα µπορεί να ϐελτιωθεί, αν η οµάδα G είναι απλή.

Πόρισµα 6.5.15. ΄Εστω ότι G είναι µια απλή οµάδα µε τάξη o(G) > 2 και έστω ότι η G περιέχει µια υποοµάδα
H µε δείκτη [G : H ] = n > 1. Τότε η G είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της εναλλάσσουσας οµάδας An .

Απόδειξη. Η απόδειξη αφήνεται σαν ΄Ασκηση στον αναγνώστη, ϐλέπε την ΄Ασκηση 6.6.47. ■

6.5.4 Η αβελιανή εκδοχή του Θεωρήµατος του Cayley

Αν µια πεπερασµένη οµάδα G, ας πούµε τάξης n, είναι αβελιανή, τότε το Θεώρηµα του Cayley υλοποιεί
την G ως µια υποοµάδα της συµµετρικής οµάδας Sn , η οποία δεν είναι αβελιανή, αν n ≥ 2. Είναι εύλογο
να αναρωτηθούµε αν υπάρχει µια «αβελιανή εκδοχή» του Θεωρήµατος του Cayley, δηλαδή αν υπάρχει µια
κλάση A πεπερασµένων αβελιανών οµάδων, έτσι ώστε κάθε πεπερασµένη αβελιανή οµάδα να υλοποιείται
ως υποοµάδα µιας οµάδας από την κλάση A .

΄Οπως πιστοποιεί το ακόλουθο Θεώρηµα το οποίο αναφέρουµε χωρίς απόδειξη, µια τέτοια κλάση πε-
περασµένων αβελιανών οµάδων υπάρχει και είναι η πολλαπλασιαστική οµάδα των αντιστρέψιµων κλάσεων
υπολοίπων mod n, n ≥ 1:

A = {
U(Zn) | n ∈N}

Θεώρηµα 6.5.16. ΄Εστω ότι G είναι µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα. Τότε υπάρχει ένας ϑετικός ακέραιος
n ≥ 1 και ένας µονοµορφισµός οµάδων:

f : G // // U(Zn)

6.6 Ασκήσεις

΄Ασκηση 6.6.1. Να αποδειχθεί το Λήµµα 6.4.13.

΄Ασκηση 6.6.2. Γνωρίζουµε ότι κάθε υποοµάδα H µιας οµάδας G µε δείκτη [G : H ] = 2 είναι κανονική. Να
δοθεί παράδειγµα υποοµάδας H µιας οµάδας G µε δείκτη [G : H ] = 3 η οποία δεν είναι κανονική.
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΄Ασκηση 6.6.3. Βρείτε την τάξη της δοθείσας οµάδας πηλίκου :

1. Z6
/〈[3]6〉

2. (Z4 ×Z12)
/

(〈[2]4〉×〈[2]12〉)
3. (Z4 ×Z2)

/〈([2]4, [1]2)〉
4. (Z3 ×Z5)

/
({[0]3}×Z5)

5. (Z2 ×S3)
/〈([1]2, (123))〉

΄Ασκηση 6.6.4. Βρείτε την τάξη του στοιχείου :

1. [5]12 +〈[4]12〉 στην οµάδα πηλίκο Z12
/〈[4]12〉

2. [26]60 +〈[12]60〉 στην οµάδα πηλίκο Z60
/〈[12]60〉

3. ([2]3, [1]6)+〈([1]3, [1]6)〉 στην οµάδα πηλίκο (Z3 ×Z6)
/〈([1]3, [1]6)〉

4. ([2]6, [0]8)+〈([4]6, [4]8)〉 στην οµάδα πηλίκο (Z6 ×Z8)
/〈([4]6, [4]8)〉

΄Ασκηση 6.6.5. Να δειχθεί ότι υπάρχουν ισοµορφισµοί οµάδων:

1. (Z2 ×Z4)
/〈([0]2, [1]4)〉 ∼= Z2

2. (Z2 ×Z4)
/〈([0]2, [2]4)〉 ∼= Z2 ×Z2

3. (Z2 ×Z4)
/〈([1]2, [2]4)〉 ∼= Z4

4. (Z×Z×Z8)
/〈(0,4, [0]8)〉 ∼= Z×Z4 ×Z8

5. (Z×Z)
/〈(2,2)〉 ∼= Z2 ×Z

΄Ασκηση 6.6.6. Να δειχθεί ότι, αν G είναι µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα περιττής τάξης, τότε η απεικόνιση
f : G −→ G, f (x) = x2 είναι ένας αυτοµορφισµός της G. ∆ιατυπώστε και αποδείξτε µια γενικότερη εκδοχή του
παραπάνω ισχυρισµού.

΄Ασκηση 6.6.7. 1. ΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο στοιχείων της προσθετικής οµάδας (Q,+). Να δείξετε
ότι η υποοµάδα 〈S〉 η οποία παράγεται από το S είναι άπειρη κυκλική.

2. ΄Εστω T ένα πεπερασµένο σύνολο στοιχείων της προσθετικής οµάδας πηλίκο (Q/Z,+). Να δείξετε ότι η
υποοµάδα 〈T 〉 η οποία παράγεται από το T είναι πεπερασµένη κυκλική.

΄Ασκηση 6.6.8. Να δειχθεί ότι η οµάδα πηλίκο Q/Z είναι ισόµορφη µε την οµάδα

(G , ·), όπου G = {
e2πiθ ∈C | θ ∈Q}

και «·» είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός µιγαδικών αριθµών.

΄Ασκηση 6.6.9. Να δοθούν παραδείγµατα :

1. ΄Απειρης οµάδας G, όλα τα στοιχεία της οποίας έχουν πεπερασµένη τάξη.

2. Οµάδας G η οποία δεν έχει στοιχεία πεπερασµένης τάξης > 1 αλλά περιέχει µια κανονική υποοµάδα H
έτσι ώστε όλα τα στοιχεία της οµάδας πηλίκου G/H έχουν πεπερασµένη τάξη.
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3. ΄Απειρης οµάδας G η οποία περιέχει µια κανονική υποοµάδα H όλα τα στοιχεία της οποίας έχουν
πεπερασµένη τάξη, και η οµάδα πηλίκο G/H δεν έχει στοιχεία πεπερασµένης τάξης.

΄Ασκηση 6.6.10. ΄Εστω η πολλαπλασιαστική οµάδα C∗ των µη µηδενικών µιγαδικών αριθµών.

1. Αν T = {z ∈ C | |z| = 1} ≤ C∗ είναι η οµάδα του κύκλου, να δειχθεί ότι η οµάδα-πηλίκο C∗/T είναι
ισόµορφη µε την πολλαπλασιαστική οµάδα R+ των ϑετικών πραγµατικών αριθµών.

2. Να δείξετε ότι το σύνολο

G =
{(

a b
−b a

)
∈ M2×2(R) | (a,b) 6= (0,0)

}
εφοδιασµένο µε την πράξη πολλαπλασιασµού πινάκων είναι οµάδα και υπάρχει ισοµορφισµός :

G
∼=−→ C∗

΄Ασκηση 6.6.11. Θεωρούµε την οµάδα S(A) των µεταθέσεων επί ενός µη κενού συνόλου A. ΄Εστω G ≤ S(A)
µια υποοµάδα της S(A) και X ⊆ A ένα υποσύνολο για το οποίο ισχύει ότι f (X ) ⊆ X , ∀ f ∈ G. Να δειχθεί ότι η
απεικόνιση

φ : G −→ S(X ), φ( f ) = f |X
είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων, να προσδιοριστεί ο πυρήνας του, και να δειχθεί ότι, αν f ∈G και f (x) = x,
∀x ∈ X , τότε f = IdA, τότε η απεικόνιση φ είναι µονοµορφισµός. Πόσα στοιχεία µπορεί να έχει το σύνολο X αν
η απεικόνιση φ είναι µονοµορφισµός ;

΄Ασκηση 6.6.12. Θεωρούµε την απεικόνιση

f : Z16 −→U(Z17), f ([k]16) = [3k ]17

Να δειχθεί ότι η απεικόνιση f είναι καλά ορισµένη και είναι ένας ισοµορφισµός οµάδων.

΄Ασκηση 6.6.13. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

f : Z22 −→ U(Z23), f ([k]22) = [5k ]23

είναι ένας ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 6.6.14. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

f : Z30 −→ U(Z31), f ([k]30) = [3k ]31

είναι ένας ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 6.6.15. Αν p είναι ένας πρώτος αριθµός, να εξετασθεί αν οι οµάδες (Zp−1,+) και (U(Zp ), ·) είναι
ισόµορφες.

΄Ασκηση 6.6.16. Θεωρούµε την οµάδα G = ([−1,1],?), όπου, ∀x, y ∈ [−1,1]:

x? y = x + y

1+x y

Να δειχθεί ότι η οµάδα G είναι ισόµορφη µε την προσθετική οµάδα (R,+).
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΄Ασκηση 6.6.17. Αν a,b ∈ R, όπου a < b, να οριστεί µια πράξη «?» επί του κλειστού διαστήµατος [a,b] ⊆ R,
έτσι ώστε το Ϲεύγος ([a,b],?) να είναι οµάδα ισόµορφη µε την προσθετική οµάδα (R,+).

΄Ασκηση 6.6.18. Υποθέτουµε ότι f : G −→ Z2 ×Z6 είναι ένας επιµορφισµός οµάδων, και έστω ότι η τάξη του
πυρήνα Ker( f ) είναι o(Ker( f )) = 5. Να δειχθεί ότι η οµάδα G διαθέτει υποοµάδες τάξης 5,19,15,20,30.

΄Ασκηση 6.6.19. ΄Εστω ότι G είναι µια οµάδα και ότι K EG είναι µια κανονική υποοµάδα της G. ΄Εστω επίσης
ότι H και N είναι δύο υποοµάδες της G έτσι ώστε : H EN ≤G.

Να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων:

N K
/

HK
∼=−→ N

/
H(N ∩K )

΄Ασκηση 6.6.20. ΄Εστω G µια οµάδα και N µια κανονική υποοµάδα της G. Να δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

1. Η οµάδα πηλίκο G/N είναι απλή, δηλαδή δεν περιέχει καµία γνήσια µη τετριµµένη κανονική υποοµάδα.

2. Η N είναι µια µέγιστη κανονική υποοµάδα της G.

΄Ασκηση 6.6.21. ΄Εστω G µια οµάδα και H µια κανονική υποοµάδα της G µε δείκτη [G : H ] = p, όπου p είναι
ένας πρώτος αριθµός. Να δειχθεί ότι η οµάδα πηλίκο G/H είναι απλή.

΄Ασκηση 6.6.22. Να ολοκληρωθεί η απόδειξη του Λήµµατος 6.4.12.

΄Ασκηση 6.6.23. Να εφαρµοστεί το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών για τους οµοµορφισµούς οµάδων

1. f : R−→C∗, f (x) = e2πi x .

2. f : Z−→Zm , f (x) = [nx]m .

3. f : T−→T, f (z) = zn , όπου T είναι η οµάδα του κύκλου.

4. f : C∗ −→R∗, f (z) = |z|.

΄Ασκηση 6.6.24. ΄Εστω G = 〈a〉 και H = 〈b〉 δύο κυκλικές οµάδες (όχι κατ΄ ανάγκη πεπερασµένες). Να
εξεταστεί αν και πότε η αντιστοιχία f : G −→ H , f (xi ) = y i ορίζει έναν οµοµορφισµό οµάδων.

΄Ασκηση 6.6.25. ΄Εστω G µια οµάδα και N µια κανονική υποοµάδα της G. Να δειχθεί ότι η οµάδα πηλίκο
G/N είναι αβελιανή αν και µόνο αν [G ,G] ≤ N , όπου [G ,G] είναι η µεταθέτρια οµάδα της G.

΄Ασκηση 6.6.26. ΄Εστω ότι f , g : G −→ H είναι οµοµορφισµοί οµάδων.

1. Να εξεταστεί αν το υποσύνολο H = {
x ∈G | f (x) = g (x)

}
είναι υποοµάδα της G.

2. Υπάρχει κάποια σχέση µεταξύ των τάξεων o(x) και o( f (x));

3. Να δειχθεί ότι αν ο οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός και η οµάδα G είναι κυκλική (αβελιανή), τότε
και η οµάδα H είναι κυκλική (αβελιανή).

4. Ισχύει το αντίστροφο του 3.;
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΄Ασκηση 6.6.27. Θεωρούµε την πολλαπλασιαστική οµάδα GL(2,R) των αντιστρέψιµων πινάκων µε στοιχεία
πραγµατικούς αριθµούς.

1. Να δείξετε ότι το υποσύνολο
G = {(

a b
0 d

) ∈ M2×2(R) | ad 6= 0
}

είναι υποοµάδα της GL2(R).

2. Να δείξετε ότι το υποσύνολο
H = {(

1 b
0 1

) ∈ M2×2(R) | b ∈R}
είναι κανονική υποοµάδα της G.

3. Να κατασκευάσετε έναν ισοµορφισµό
H ∼= R

4. Να δειχθεί ότι η οµάδα πηλίκο G/H είναι αβελιανή.

΄Ασκηση 6.6.28. Θεωρούµε το σύνολο απεικονίσεων

G = {
τa,b : R −→ R | τa,b(x) = ax +b, a,b ∈R, a 6= 0

}
το οποίο είναι οµάδα µε πράξη την σύνθεση απεικονίσεων.

1. Να δείξετε ότι το υποσύνολο
H = {

τ1,b ∈G | b ∈R}
είναι κανονική υποοµάδα της G.

2. Να προσδιορίσετε την οµάδα πηλίκο G/H .

΄Ασκηση 6.6.29. Θεωρούµε το σύνολο G =R∗×R στο οποίο ορίζουµε µια πράξη «?» ως εξής :

(a,b)? (c,d) = (ac, ad +b)

1. Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G ,?) είναι οµάδα.

2. Να δειχθεί ότι η οµάδα G είναι ισόµορφη µε την οµάδα της ΄Ασκησης 6.6.28.

΄Ασκηση 6.6.30. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο 2×2 πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς :

G =
{(

x y
0 1

)
∈ M2(R) | x 6= 0

}
1. Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G ,?) είναι µια υποοµάδα της GL(2,R).

2. Να δειχθεί ότι η οµάδα G είναι ισόµορφη µε την οµάδα της ΄Ασκησης 6.6.29.

3. Να εξεταστεί αν το υποσύνολο

G =
{(

x y
0 1

)
∈ M2(R) | x > 0

}
είναι κανονική υποοµάδα της G. Αν το υποσύνολο H είναι κανονική υποοµάδα της G, να προσδιοριστεί
η οµάδα πηλίκο G/H .

΄Ασκηση 6.6.31. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση f : G −→G, f (x) = x−1, είναι αυτοµορφισµός µιας οµάδας G αν
και µόνο αν η G είναι αβελιανή. Αν η οµάδα G είναι αβελιανή, τότε η απεικόνιση G −→G, x 7−→ xk είναι ένας
ενδοµορφισµός της G, ∀k ∈Z.
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΄Ασκηση 6.6.32. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο 3×3 πινάκων υπεράνω του Q:

G =
Aq =

q q 0
q q 0
q q 0

 ∈ M2(Q)
∣∣∣ q 6= 0


1. Να δειχθεί ότι το σύνολο G εφοδιασµένο µε την συνήθη πράξη πολλαπλασιασµού πινάκων αποτελεί µια

αβελιανή οµάδα.

2. Να δειχθεί ότι η οµάδα G είναι ισόµορφη µε την πολλαπλασιαστική οµάδα (Q∗, ·) των µη µηδενικών
ϱητών αριθµών.

΄Ασκηση 6.6.33. Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο του Q:

G = {
2n3m ∈Q | n,m ∈Z}

1. ∆είξτε ότι το σύνολο G εφοδιασµένο µε την συνήθη πράξη πολλαπλασιασµού ϱητών αριθµών αποτελεί
µια αβελιανή οµάδα.

2. Με ποια γνωστή σας οµάδα είναι ισόµορφη η οµάδα G;

3. ∆ιατυπώστε και αποδείξτε µια γενικότερη εκδοχή των 1. και 2..

΄Ασκηση 6.6.34. 1. Να προσδιοριστεί η οµάδα πηλίκο R∗/R>0, όπου R>0 είναι η υποοµάδα της πολλα-
πλασιαστικής οµάδας R∗ των µη µηδενικών πραγµατικών αριθµών η οποία αποτελείται από όλους τους
ϑετικούς πραγµατικούς αριθµούς.

2. ΄Εστω 〈i 〉 = {
1,−1, i ,−i

}
η κυκλική υποοµάδα της C∗ η οποία παράγεται από τη ϕανταστική µονάδα. Να

περιγραφεί η οµάδα πηλίκο C∗/〈i 〉 και να δειχθεί ότι : C∗/〈i 〉 ∼=C∗.

Πιοια είναι η γενίκευση αυτού του ισχυρισµού ;

3. Να περιγραφούν οι οµάδες πηλίκα C∗/R>0 και C∗/T, όπου T= {
z ∈C | |z| = 1

}
είναι η οµάδα του κύκλου.

4. Να κατασκευάσετε έναν ισοµορφισµό οµάδων

R/Z ∼= R/2πZ

΄Ασκηση 6.6.35. Αν G είναι µια οµάδα, να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η οµάδα G είναι αβελιανή.

2. Η απεικόνιση f : G −→G, f (g ) = g 2 είναι ένας οµοµορφισµός.

3. Η απεικόνιση f : G ×G −→G, f (g ,h) = g είναι ένας οµοµορφισµός.

΄Ασκηση 6.6.36. Να υπολογιστεί η αριστερή και η δεξιά κανονική αναπαράσταση της οµάδας του Klein V4.

΄Ασκηση 6.6.37. Να υπολογιστεί η αριστερή και η δεξιά κανονική αναπαράσταση της συµµετρικής οµάδας
S3.

΄Ασκηση 6.6.38. Να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

Aut(V4)
∼=−→ S3

όπου V4 είναι η οµάδα του Klein.
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΄Ασκηση 6.6.39. Να δειχθεί µε αντιπαραδείγµατα ότι υπάρχουν µη ισόµορφες οµάδες µε ισόµορφες οµάδες
αυτοµορφισµών, και άρα γενικά ϑα έχουµε :

Aut(G) ∼= Aut(H) 6=⇒ G ∼= H

΄Ασκηση 6.6.40. ΄Εστω G µια οµάδα για την οποία ισχύει ότι δείκτης [G : Z(G)] = 4. Να δειχθεί ότι η οµάδα
Inn(G) είναι ισόµορφη µε την οµάδα V4 του Klein.

΄Ασκηση 6.6.41. Να δειχθούν οι ακόλουθοι ισχυρισµοί σχετικά µε οµάδες αυτοµορφισµών συµµετρικών και
εναλλασσουσών οµάδων:5

1. Aut(Sn) =Aut(An) = {
ι
}
, αν n = 1 ή n = 2.

2. Aut(S3) ∼= S3 και Aut(A3) ∼= S2.

΄Ασκηση 6.6.42. ΄Εστω G µια οµάδα µε τάξη o(G) = 2p, όπου p είναι ένας περιττός πρώτος αριθµός. Να
δειχθεί ότι η G περιέχει µια κανονική υποοµάδα τάξης p.

΄Ασκηση 6.6.43. ΄Εστω a ένας ϑετικός ακέραιος > 1. Να δειχθεί ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει ότι6

n |φ(an −1).

Υπόδειξη: Θεωρήστε µια κυκλική οµάδα G = 〈x〉 µε τάξη an − 1 και δείξτε ότι η απεικόνιση f : G −→ G,
f (g ) = g a είναι ένας αυτοµορφισµός της G του οποίου η τάξη στην οµάδα Aut(G) είναι ίση µε n. ΄Ετσι
n = o( f ) | |Aut(G)| =φ(|G|) = an −1.

΄Ασκηση 6.6.44. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα η οποία διαθέτει έναν αυτοµορφισµό φ ∈ Aut(G) για τον
οποίο ισχύει ότι :

∀x ∈G : φ(x) = x =⇒ x = e

1. Να δειχθεί ότι
G = {

x−1φ(x) ∈G | x ∈G
}

2. Αν επιπλέον φ2 = ι, να δειχθεί ότι η οµάδα G είναι αβελιανή περιττής τάξης.

Υπόδειξη: Για το µέρος 2. να χρησιµοποιηθεί το µέρος 1., η ΄Ασκηση 6.6.31, και η ΄Ασκηση 3.9.11.

΄Ασκηση 6.6.45. Θεωρούµε τον µοναδιαίο πίνακα πραγµατικών αριθµών In και συµβολίζουµε µε Ek , 1 ≤ k ≤ n
τις στήλες του. Ορίζουµε µιαν απεικόνιση

Φ : Sn −→ GL(n,R), f (σ) =σ(In)

όπου η k-στήλη του πίνακα σ(In) είναι η σ(k)-στήλη Eσ(k) του In .

1. Να δειχθεί ότι η απεικόνισηΦ είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων. Ποιος είναι ο πυρήνας του οµοµορφισµού
Φ; Ποια είναι η εικόνα του Φ;

5Αποδεικνύεται µε περισσότερο προχωρηµένες µεθόδους από όσες µπορούµε να αναλύσουµε εδώ ότι :

1. Aut(S6) ∼=Aut(A6) και Inn(S6) ∼=S6 και [Aut(S6) : Inn(S6)] = 2.

2. Για κάθε 6 6= n > 3: Aut(Sn ) ∼=Aut(An ) ∼=Sn .

Για µια απόδειξη παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [32].
6Ο ισχυρισµός της ΄Ασκησης είναι ένα γνωστό αποτέλεσµα της στοιχειώδους Θεωρίας Αριθµών. Εδώ Ϲητείται να αποδειχθεί ο

ισχυρισµός µε χρήση Θεωρίας Οµάδων.
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2. Να δειχθεί ότι η εικόνα της σύνθεσης απεικονίσεων | · | ◦Φ : Sn −→R∗

Sn
Φ−→ GL(n,R)

|·|−→ R∗, σ 7−→ |σ(In)|

είναι η πολλαπλασιαστική οµάδα
{
1,−1

}
, και η σύνθεση | · |◦Φ συµπίπτει µε τον οµοµορφισµό προσήµου

ε : Sn −→ {
1,−1

}
, σ 7−→ ε(σ).

΄Ασκηση 6.6.46. Να εφαρµοστεί το Θεώρηµα αντιστοιχίας 6.3.8 για τον οµοµορφισµό οµάδων

f : Z12 −→Z6, f ([k]12) = [k]6

΄Ασκηση 6.6.47. Να αποδειχθεί το Πόρισµα 6.5.15: ΄Εστω ότι G είναι µια απλή οµάδα µε τάξη o(G) > 2 και
υποθέτουµε ότι η G περιέχει µια υποοµάδα H µε δείκτη [G : H ] = n > 1. Να δειχθεί η G είναι ισόµορφη µε µια
υποοµάδα της εναλλάσσουσας οµάδας An .

΄Ασκηση 6.6.48. ΄Εστω G µια αβελιανή οµάδα τάξης 9 η οποία παράγεται από δύο στοιχεία a και b τάξης 3,
για παράδειγµα G =Z3 ×Z3. Να δειχθεί ότι το πλήθος των αυτοµορφισµών της G είναι ίσο µε 48.

΄Ασκηση 6.6.49. ΄Εστω G µια οµάδα. Μια υποοµάδα H ≤G καλείται χαρακτηριστική υποοµάδα της G αν
φ(H) ⊆ H , ∀φ ∈Aut(G).

1. Να δειχθεί ότι κάθε χαρακτηριστική υποοµάδα της G είναι κανονική υποοµάδα της G.

2. Να δειχθεί ότι µια υποοµάδα H της G είναι κανονική υποοµάδα αν και µονον αν φ(H) ⊆ H , ∀φ ∈ Inn(G).

3. Είναι κάθε κανονική υποοµάδα της G χαρακτηριστική υποοµάδα της G;

Υπόδειξη: Θεωρήστε την οµάδα G = {
e, a,b, ab

}
των τεσσάρων στοιχείων του Klein και την (κανονική)

υποοµάδα H = {
e, a

}
.

΄Ασκηση 6.6.50. ΄Εστω G µια οµάδα.

1. Να δειχθεί ότι το κέντρο Z(G) της G είναι χαρακτηριστική υποοµάδα της G.

2. Να δειχθεί ότι η µεταθέτρια υποοµάδα [G ,G] της G είναι είναι χαρακτηριστική υποοµάδα της G.

3. Να δειχθεί ότι µια χαρακτηριστική υποοµαδα, άρα και κανονική υποοµάδα, µιας κανονικής υποοµάδας
N της G είναι κανονική υποοµάδα της G.

΄Ασκηση 6.6.51. ΄Εστω ότι {Gi }n
i=1 και {H j }m

j=1 είναι αβελιανές οµάδες, και έστω

G =G1 ×G2 ×·· ·×Gn και H = H1 ×H2 ×·· ·×Hm

οι αντίστοιχες οµάδες ευθύ γινόµενο. Να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων:

Hom(G , H)
∼=−→

n∏
i=1

m∏
j=1

Hom(Gi , H j )

΄Ασκηση 6.6.52. Να σχεδιαστεί ο πίνακας Cayley της οµάδας των αυτοµορφισµών τών κυκλικών οµάδων Z8,
Z10, Z12 και Z15.

Τι παρατηρείτε για τις οµάδες αυτοµορφισµών Aut(Z8) και Aut(Z10);

΄Ασκηση 6.6.53. Να ολοκληρώσετε την απόδειξη του Λήµµατος 6.4.12.
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΄Ασκηση 6.6.54. ΄Εστω f : G −→ G ένας αυτοµορφισµός µιας οµάδας G. Αν N E G είναι µια κανονική
υποοµάδα της G έτσι ώστε f (N ) ⊆ N , να περιγράψετε πώς µπορεί η f να ορίσει έναν αυτοµορφισµό f : G/N −→
G/N της οµάδας πηλίκο G/N .

Αν G = S3 και N = 〈(1 2 3)〉E S3, να δοθεί παράδειγµα αυτοµορφισµού της S3 έτσι ώστε f (N ) ⊆ N και να
περιγραφεί ο επαγόµενος αυτοµορφισµός f ∗ : S3/N −→ S3/N .

΄Ασκηση 6.6.55. Αν G είναι µια οµάδα, ϑεωρούµε, για κάθε g ∈G, τις «1-1» και «επί» απεικονίσεις

Lg : G −→G , Lg (x) = g x και Rg : G −→G , Rg (x) = xg

1. Να δειχθεί ότι ∀g ,h ∈G: Lg ◦Rh =Rh ◦Lg .

2. Αν f : G −→G είναι µια «1-1» και «επί» απεικονίση έτσι ώστε ∀h ∈G: Rh ◦ f = f ◦Rh , τότε υπάρχει g ∈G
έτσι ώστε : f = Lg .

3. Να δειχθεί ότι ⋂
g∈G

CS(G)(Rg ) = Im(L) ∼=G

όπου L : G −→G, g 7−→ Lg είναι η αριστερή κανονική αναπαράσταση της G.

΄Ασκηση 6.6.56. ΄Εστω f : G1 −→G2 ένας οµοµορφισµός οµάδων.

1. Αν H είναι µια κανονική υποοµάδα της G1 η οποία περιέχει τον πυρήνα του f , δηλαδή Ker( f ) ≤ H EG1,
τότε η υποοµάδα f (H) είναι µια κανονική υποοµάδα της Im( f ) και υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

f ∗ : G1/H
∼=−→ Im( f )/ f (H)

Ιδιαίτερα αν ο f είναι επιµορφισµός, τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

f ∗ : G1/H
∼=−→ G2/ f (H)

2. Αν K είναι µια κανονική υποοµάδα της Im( f ), δηλαδή K E Im( f ) ≤ G2, τότε η υποοµάδα f −1(K ) είναι
µια κανονική υποοµάδα της G1 και υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

f ∗ : G1/ f −1(K )
∼=−→ Im( f )/K

Ιδιαίτερα αν ο f είναι επιµορφισµός, τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

f ∗ : G1/ f −1(K )
∼=−→ G2/K

΄Ασκηση 6.6.57. ΄Εστω G µια οµάδα και f : G −→G ένας ενδοµορφισµός της G. Υποθέτουµε ότι

∀ιg ∈ Inn(G) : f ◦ ιg = ιg ◦ f

Να δειχθεί ότι το υποσύνολο H = {
x ∈G | f 2(x) = f (x)

}
είναι µια κανονική υποοµάδα της G.

΄Ασκηση 6.6.58. ΄Εστω G µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα και υποθέτουµε ότι κάθε µη ταυτοτικό στοιχείο
της G έχει τάξη ίση µε 2. Να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ϑετικός ακέραιος m έτσι ώστε :

G
∼=−→ Z2 ×Z2 ×·· ·×Z2 (m −παράγοντες)

Σκοπός της επόµενης ΄Ασκησης είναι η απόδειξη του ισχυρισµού ότι κάθε πεπερασµένη οµάδα G µε
|G| > 2 περιέχει έναν µη ταυτοτικό αυτοµορφισµό.
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΄Ασκηση 6.6.59. ΄Εστω ότι G είναι µια οµάδα µε τάξη |G| > 2.

1. Αν η οµάδα G δεν είναι αβελιανή, τότε Z(G) 6=G και άρα η οµάδα πηλίκο G/Z(G), η οποία είναι ισόµορφη
µε την οµάδα Inn(G) των εσωτερικών αυτοµορφισµών της G, δεν είναι η τετριµµένη.

΄Αρα η G περιέχει έναν µη ταυτοτικό (εσωτερικό) αυτοµορφισµό.

2. ΄Εστω ότι η οµάδα G είναι αβελιανή.

(αʹ) Υποθέτουµε ότι η G περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο a 6= e µε τάξη 6= 2. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση
f : G −→G, f (x) = x−1 είναι ένας µη ταυτοτικός αυτοµορφισµός της G.

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι όλα τα µη ταυτοτικά στοιχεία της G έχουν τάξη ίση µε 2. Τότε από την ΄Ασκηση
6.6.58, έχουµε έναν ισοµορφισµό

G
∼=−→ Z2 ×Z2 ×·· ·×Z2 (m −παράγοντες)

για κάποιον ϑετικό ακέραιο n, όπου Z2 = 〈ak〉, 1 ≤ k ≤ m. Να δειχθεί ότι ορίζοντας f : G −→ G,
f (a1) = a2 και f (ak ) = ak , 3 ≤ k ≤ m, αποκτούµε έναν µη ταυτοτικό αυτοµορφισµό της G.

Να συµπεράνετε ότι κάθε πεπερασµένη οµάδα G µε |G| > 2 περιέχει έναν µη ταυτοτικό αυτοµορφισµό :

2 < |G| <∞ =⇒ |Aut(G)| 6= 1

΄Ασκηση 6.6.60. ΄Εστω f : G −→ G ένας αυτοµορφισµός µιας πεπερασµένης οµάδας G ο οποίος στέλνει
περισσότερα από τα 3

4 των στοιχείων της G στο αντίστροφο τους. Να δειχθεί ότι η οµάδα G είναι αβελιανή και
f (x) = x−1, ∀x ∈G.

Υπόδειξη - Σκιαγράφηση Απόδειξης: ΄Εστω |G| = n. Θέτουµε H = {
a ∈G | f (a) = a−1

}
και τότε |H | > 3

4 n.

1. Να δειχθεί ότι ∀h ∈ H : |H ∩Hh| > n
2 .

2. Να δειχθεί ότι για κάθε h ∈ H : H ∩Hh ⊆NG (h), από όπου έπεται ότι 3
4 n < |NG (h)| | |G| = n και εποµένως

NG (h) =G, δηλαδή h ∈Z(G). ΄Ετσι H ⊆Z(G).

3. Επειδή H ⊆ Z(G), έπεται ότι 3
4 n < |Z(G)| | |G| = n και εποµένως Z(G) = G, δηλαδή η οµάδα G είναι

αβελιανή.

4. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο H είναι µια υποοµάδα της G.

5. Από τις σχέσεις 3
4 n < |H | | |G| = n έπεται ότι |H | = |G| και εποµένως H =G.

΄Ασκηση 6.6.61. Θεωρώντας τη µη αβελιανή οµάδα Q = {± 1, ±i , ± j , ±k | i 2 = j 2 = k2 = i j k = −1
}

των
τετρανίων του Hamilton, να κατασκευαστεί ένας αυτοµορφισµός της οµάδας Q ο οποίος στέλνει ακριβώς τα 3

4 ,
δηλαδή 6, των 8 στοιχείων της Q στο αντίστροφό τους.7

΄Ασκηση 6.6.62. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα άρτιας τάξης 2n. Υποθέτουµε ότι τα µισά στοιχεία της G
έχουν τάξη 2 και τα υπόλοιπα µισά σχηµατίζουν µια υποοµάδα τάξης n. Να δειχθεί ότι η H είναι µια αβελιανή
υποοµάδα της G µε τάξη έναν περιττό αριθµό.

Υπόδειξη-Σκιαγράφηση Απόδειξης: ΄Εστω K το σύνολο των στοιχείων της G µε τάξη 2.

1. Τότε G = K ∪H και η H είναι µια κανονική υποοµάδα της G διότι είναι δείκτη [G : H ] = 2n
n = 2 στην G.

7Αποδεικνύεται ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων:

Aut(Q) ∼= S4



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΟΜΑ∆ΕΣ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 329

2. Για κάθε στοιχείο k = k−1 ∈ K , και για κάθε στοιχείο h ∈ H , να δειχθεί ότι hk = (hk)−1 και h = kh−1k.
Εποµένως

∀x ∈ H : x = kx−1k

3. Αν x, y ∈ H , τότε γράφοντας x = kx−1k και y = k y−1k, να δειχθεί ότι x y = y x. Εποµένως η H είναι
αβελιανή.

4. Η τάξη της H είναι περιττός αριθµός διότι διαφορετικά η H ϑα περιείχε ένα στοιχείο τάξης 2, το οποίο
είναι άτοπο.



Μέρος II

Θεωρία ∆ακτυλίων

330



Κεφάλαιο 7

∆ακτύλιοι : Βασικές Ιδιότητες και
Παραδείγµατα

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε την ϑεµελιώδη έννοια του δακτυλίου, ϑα αναπτύξουµε τις ϐασικές
ιδιότητες δακτυλίων και ϑα αναλύσουµε µια σειρά κατασκευών και παραδειγµάτων δακτυλίων επί των οποίων
ϑα υλοποιηθεί η ϑεωρία.

7.1 Η ΄Εννοια του ∆ακτυλίου και Βασικές Ιδιότητες

Ξεκινάµε µε την έννοια του δακτυλίου η οποία υποδεικνύει µια ενδιαφέρουσα αλληλεπίδραση µεταξύ προ-
σθετικής αβελιανής οµάδας και πολλαπλασιαστικού µονοειδούς.

Ορισµός 7.1.1. ΄Ενας δακτύλιος είναι µια τριάδα (R,+, ·), όπου :

1. Το Ϲεύγος (R,+) είναι µια αβελιανή οµάδα.

2. Το Ϲεύγος (R, ·) είναι ένα µονοειδές.

3. Ικανοποιείται η επιµεριστική ιδιότητα της πράξης της πρόσθεσης «+» ως προς την πράξη του πολλα-
πλασιασµού «·»:

∀r, s, t ∈ R : r · (s + t ) = r · s + r · t και (r + s) · t = r · t + s · t (Επιµεριστική Ιδιότητα)

Το ουδέτερο ή µηδενικό στοιχείο της οµάδας το συµβολίζουµε µε 0 ή 0R , και ϑα το καλούµε το µηδενικό
στοιχείο του δακτυλίου R, και το ουδέτερο ή µοναδιαίο στοιχείο του µονοειδούς (R, ·) ϑα το συµβολίζουµε µε
1 ή µε 1R , και ϑα το καλούµε µονάδα του δακτυλίου R.

Αναλυτικότερα, ένας δακτύλιος είναι µια τριάδα (R,+, ·), αποτελούµενη από ένα συνολο R το οποίο είναι
εφοδιασµένο µε δύο εσωτερικές διµελείς πράξεις

+ : R ×R −→ R, (r1,r2) 7−→ r1 + r2 (πρόσθεση)

· : R ×R −→ R, (r1,r2) 7−→ r1 · r2 (πολλαπλασιασµός)

έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα αξιώµατα:

1. Η πράξη «+» είναι προσεταιριστική, δηλαδή ισχύει ότι :

∀r1,r2,r3 ∈ R : r1 + (r2 + r3) = (r1 + r2)+ r3 (7.1)

2. Υπάρχει ένα στοιχείο 0R ή απλά 0 ∈ R, το οποίο καλείται µηδενικό στοιχείο του R, έτσι ώστε :

∀r ∈ R : r +0R = r = 0R + r (7.2)
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3. Για κάθε στοιχείο r ∈ R, υπάρχει ένα στοιχείο −r ∈ R, το οποίο καλείται αντίθετο στοιχείο του r , έτσι
ώστε να ισχύει :

∀r ∈ R, ∃− r ∈ R : r + (−r ) = 0R = (−r )+ r (7.3)

4. Η πράξη «+» είναι µεταθετική
∀r, s ∈ R : r + s = s + r (7.4)

5. Η πράξη «·» είναι προσεταιριστική
∀r1,r2,r3 ∈ R : r1 · (r2 · r3) = (r1 · r2) · r3 (7.5)

6. Για τις πράξεις «+» και «·» ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα

∀r, s, t ∈ R : r · (s + t ) = r · s + r · t και (r + s) · t = r · t + s · t (7.6)

7. Υπάρχει ένα στοιχείο 1 ∈ R, το οποίο καλείται µονάδα του R, έτσι ώστε :

∀r ∈ R : r ·1R = r = 1R · r (7.7)

Παρατήρηση 7.1.2. ΄Οπως γνωρίζουµε από τη ϑεωρία οµάδων και µονοειδών, τα στοιχεία 0R και 1R στον
ορισµό δακτυλίου είναι µοναδικά, και από τώρα και στο εξής, αν δεν δηµιουργείται κίνδυνος σύγχυσης, ϑα
τα συµβολίζουµε απλά µε 0 και 1 αντίστοιχα. Παρόµοια, το αντίθετο −r του στοιχείου r είναι µοναδικό.

Από τώρα και στο εξής, ϑα χρησιµοποιούµε τις συµβάσεις και τους συµβολισµούς για πράξεις, µονοειδή,
και οµάδες, που εισαγάγαµε και ακολουθήσαµε στο Πρώτο µέρος των σηµειώσεων. ΄Ετσι, για παράδειγµα,
ϑα γράφουµε r +(−s) = r −s. Τέλος, χάριν απλότητας, και αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, ϑα γράφουµε
απλώς R για έναν δακτύλιο (R,+, ·). N

Παρατήρηση 7.1.3. Ο Ορισµός 7.1.1 αφορά την έννοια του δακτυλίου, και είναι ο επικρατέστερος. Ακρι-
ϐέστερα, ο Ορισµός 7.1.1 περιγράφει την έννοια του προσεταιριστικού δακτυλίου µε µονάδα. Υπάρχουν
και κάποιες διαφοροποιήσεις στον ορισµό δακτυλίου στη ϐιβλιογραφία:

1. Αν στον Ορισµό 7.1.1 απαλείψουµε το αξίωµα (7.7) περί ύπαρξης µονάδας, τότε αποκτούµε την έννοια
του δακτυλίου χωρίς µονάδα, και µε αυτή την ορολογία εννοούµε ότι ο δακτύλιος δεν έχει απαραί-
τητα µονάδα. Υπάρχουν αρκετά ενδιαφέροντα παραδείγµατα δακτυλίων χωρίς µονάδα τα οποία ϑα
µελετήσουµε, αλλά το κύριο αντικείµενο µελέτης µας στις παρούσες σηµειώσεις ϑα αφορά δακτυλίους
µε µονάδα.

2. Αν στον Ορισµό 7.1.1 απαλείψουµε το αξίωµα (7.5) περί προσεταιριστικότητας του πολλαπλασιασµού,
τότε αποκτούµε την έννοια του µη προσεταιριστικού δακτυλίου και µε αυτή την ορολογία εννοούµε
ότι η πράξη του πολλαπλασιασµού του δακτύλιου δεν είναι απαραίτητα προσεταιριστική. Υπάρχουν
αρκετά ενδιαφέροντα παραδείγµατα µη προσεταιριστικών δακτυλίων χωρίς µονάδα τα οποία ϑα ανα-
ϕέρουµε, αλλά το κύριο αντικείµενο µελέτης µας ϑα αφορά σχεδόν αποκλειστικά προσεταιριστικούς
δακτυλίους µε µονάδα. N

Η επόµενη Πρόταση περιέχει ϐασικές ιδιότητες οι οποίες απορρέουν από τα αξιώµατα δακτυλίου. Αυτές
οι ιδιότητες, καθώς και η απόδειξή τους, µας είναι ήδη γνωστές από την Ενότητα 1.3 του Κεφαλαίου 1, η
οποία περιγράφει γενικές ιδιότητες πράξεων. Εδώ ενδιαφερόµαστε για τις πράξεις «+» και «·» ενός δακτυλίου
(R,+, ·), και υπενθυµίζουµε ότι, επειδή για την πράξη «+» της πρόσθεσης υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, το 0R ,
µπορούµε να ορίσουµε τα ακέραια πολλαπλάσια nx, κάθε στοιχείου x ∈ R του δακτυλίου R, όπου n ∈Z:

nx :=



x +x +·· ·+x︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

, αν n ≥ 1

0R , αν n = 0

(−x)+ (−x)+·· ·+ (−x)︸ ︷︷ ︸
(−n)−παράγοντες

, αν n < 0
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Παρόµοια, επειδή για την πράξη «·» του πολλαπλασιασµού υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, το 1R , ορίζονται οι
ϕυσικές δυνάµεις xn κάθε στοιχείου x ∈ R του δακτυλίου R, όπου n ∈N0:

xn :=


x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

, αν n ≥ 1

1R , αν n = 0

Πρόταση 7.1.4. ΄Εστω R = (R,+, ·) ένας δακτύλιος. Αν x, x1, x2, · · · , xn , n ≥ 1, είναι στοιχεία του R, τότε :

1. Τα στοιχεία x1 +x2 + ·· · +xn και x1 · x2 · · · · · xn του R είναι µονοσήµαντα ορισµένα.

2. Για κάθε µετάθεση σ ∈ Sn , ισχύει ότι :

x1 +x2 +·· ·+xn = xσ(1) +xσ(2) +·· ·+xσ(n)

Αν επιπλέον xi · x j = x j · xi , 1 ≤ i , j ≤ n, τότε :

xσ(1) · xσ(2) · · · · · xσ(n) = x1 · x2 · · · · · xn

3. Για κάθε n,m ∈Z:

(αʹ) (n +m)x = nx +mx.

(ϐʹ) n(mx) = (nm)x.

(γʹ) −(nx) = (−n)x = n(−x).

(δʹ) n(x1 +x2) = nx1 +nx2.

4. Για κάθε n,m ∈N0:

(αʹ) xn+m = xn · xm .

(ϐʹ) (xn)m = xnm .

(γʹ) Αν x1 · x2 = x2 · x1, τότε : (x1 · x2)n = xn
1 · xn

2 .

Η επόµενη Πρόταση περιέχει ϐασικές ιδιότητες οι οποίες απορρέουν από τα αξιώµατα δακτυλίου και οι
οποίες αφορούν αλληλεπίδρασεις µεταξύ των πράξεων «+» και «·» σε έναν δακτύλιο R = (R,+, ·).

Πρόταση 7.1.5. ΄Εστω R = (R,+, ·) ένας δακτύλιος. Τότε ισχύουν οι εξής ιδιότητες :

1. ∀r ∈ R: r ·0R = 0R = 0R · r και (−1R ) · r =−r = r · (−1R ).

2. ∀r, s ∈ R: (−r ) · s = r · (−s) =−(r · s) και (−r ) · (−s) = r · s.

3. ∀x, y, z ∈ R: x · (y − z) = x · y −x · z και (x − y) · z = x · z − y · z.

4. ΄Εστω ότι
{
ri

}n
i=1 και

{
s j

}m
j=1 είναι στοιχεία του δακτυλίου R. Τότε :

(r1 + r2 +·· ·+ rn) · (s1 + s2 +·· ·+ sm) = (
n∑

i=1
ri ) · (

m∑
j=1

s j )

=
n∑

i=1

m∑
j=1

ri s j

= r1 · s1 +·· ·+ rn · s1 + r1 · s2 +·· ·+ rn · s2 + ·· · + r1 · sm +·· ·+ rn · sm

5. ∀n ∈Z, ∀x, y ∈ R:

(αʹ) n(x · y) = (nx) · y = x · (ny)
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(ϐʹ) (nx) · (my) = (nm)(x · y).

(γʹ) (n1R ) · x = nx.

Απόδειξη. 1. Χρησιµοποιώντας την επιµεριστική ιδιότητα (7.6) και τον νόµο διαγραφής στην οµάδα (R,+),
ϑα έχουµε

r ·0R = r ·(0R+0R ) = r ·0R+r ·0R =⇒ r ·0R = 0R και 0R ·r = (0R+0R )·r = 0R ·r +0R ·r =⇒ 0R ·r = 0R

Παρόµοια :

(−1R ) · r + r = (−1R ) · r +1R · r = ((−1R )+1R ) · r = 0R · r = 0R = 0R · r = (1R + (−1R )) · r = 1R · r + (−1R ) · r

Εποµένως (−1R ) · r =−r , και ανάλογα εργαζόµενοι ϑα έχουµε r · (−1R ) =−r .

2. Χρησιµοποιώντας την επιµεριστική ιδιότητα (7.6), και το µέρος 1., ϑα έχουµε:

r · s + r · (−s) = r · (s + (−s)) = r ·0R = 0R = 0R · s = ((−r )+ r ) · s = (−r ) · s + r · s =⇒ (−r ) · s =−(r · s)

r · s + r · (−s) = r · (s + (−s)) = r ·0R = 0R = r ·0R = r · ((−s)+ s) = r · (−s)+ r · s =⇒ r · (−s) =−(r · s)

Παρόµοια, χρησιµοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις, ϑα έχουµε:

(−r ) · (−s) =−(r · (−s)) =−(−(r · s)) = r · s

3. Χρησιµοποιώντας την επιµεριστική ιδιότητα, και το µέρος 2., ϑα έχουµε:

x · (y − z) = x · (y + (−z)) = x · y +x · (−z) = x · y + (−(x · z)) = x · y −x · z

Παρόµοια αποδεικνύεται η σχέση (x − y) · z = x · z − y · z.

4. Υποθέτουµε πρώτα ότι r = 1, και εφαρµόζουµε την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής στο πλήθος m των
στοιχείων

{
s j

}m
j=1. Αν m = 1, τότε δεν έχουµε να αποδείξουµε τίποτα. Αν s = 2, τότε το Ϲητούµενο

προκύπτει από την επιµεριστική ιδιότητα (7.6). Υποθέτουµε ότι r1 · (
∑k

j=1 s j ) =∑k
j=1 r1 · s j , για κάθε k

µε 2 ≤ k < m. Τότε r1 · (∑m
j=1 s j ) = r1 · (s1 +∑m

j=2 s j ) = r1 · s1 +r1 ·∑m
j=1 s j = r1 · s1 +∑m

j=2 r1 · s j =∑m
j=1 r1 · s j .

΄Αρα η Ϲητούµενη σχέση ισχύει αν r = 1, και για κάθε m ≥ 1. Υποθέτουµε ισχύει για κάθε k µε
2 ≤ k < n και για κάθε m ≥ 1, δηλαδή (

∑k
i=1 ri ) · (

∑m
j=1 s j ) = ∑k

i=1

∑m
j=1 ri · s j . Τότε (

∑n
i=1 ri ) · (

∑m
j=1 s j ) =

(r1+∑n
i=2 ri ) ·(∑m

j=1 s j ) = r1 ·∑m
j=1 s j +(

∑n
i=2 ri ) ·(∑m

j=1 s j ) =∑m
j=1 r1 · s j +∑n

i=2

∑m
j=1 ri · s j =∑n

i=1

∑m
j=1 ri · s j .

5. Θέτοντας r1 = r2 = ·· · = rn = x, m = 1, και s1 = y στο µέρος 3., ϑα έχουµε:

(nx) · y = (x +x +·· ·+x) · y = x · y +x · y +·· ·+x · y = n(x · y) και

Παρόµοια, ϑέτοντας n = 1, r1 = x, και s1 = s2 = ·· · = sn = y, m = 1, στο µέρος 3., ϑα έχουµε:

x · (ny) = x · (y + y +·· ·+ y) = x · y +x · y +·· ·+x · y = n(x · y)

Θέτοντας ri = x, 1 ≤ i ≤ n και s j = y, 1 ≤ j ≤ m, ϑα έχουµε:

(nx) · (ny) = (
n∑

i=1
ri ) · (

m∑
j=1

s j ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

ri · s j = (nm)(x · y)

Τέλος, ϑέτοντας στην παραπάνω σχέση x = 1R , m = 1, και y = x, ϑα έχουµε:

(n1R ) · x = n(1R · x) = nx ■
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Από τώρα και στο εξης σταθεροποιούµε έναν δακτύλιο R = (R,+, ·).
Αν x, y είναι στοιχεία του R, τότε για το στοιχείο (x + y)2 = (x + y) · (x + y), από την Πρόταση 7.1.5, ϑα

έχουµε (x+ y)2 = x ·x+x · y + y ·x+ y · y = x2+x · y + y ·x+ y2. Αυτό το ανάπτυγµα δεν είναι απαραίτητα ίσο µε
το ανάπτυγµα x2 +2x · y + y2, και ο λόγος είναι ότι γενικά, όπως ϑα δούµε και σε παραδείγµατα αργότερα,
x · y + y · x 6= x · y +x · y = 2x · y, µε άλλα λόγια αυτό συµβαίνει διότι γενικά x · y 6= y · x.

Θα λέµε ότι δυο στοιχεία x, y ∈ R µετατίθενται, αν : x · y = y · x. Για στοιχεία τα οποία µετατίθενται
σε έναν δακτύλιο ισχύει ο ακόλουθος οικείος τύπος, όπου r 0 = 1R . Υπενθυµίζουµε ότι, αν 0 ≤ k ≤ n, τότε
ορίζεται ο ∆ιωνυµικός συντελεστής (

n
k

)
= n!

k ! (n −k)!

και ισχύουν τα εξής :
(
n
0

)
=

(
n
n

)
=

(
n
k

)
= 1, και

(
n
k

)
+

(
n

k +1

)
=

(
n +1
k +1

)
.

Πρόταση 7.1.6 (Τύπος ∆ιωνύµου). ΄Εστω ότι x, y είναι δύο στοιχεία σε έναν δακτύλιο R για τα οποία ισχύει ότι
x · y = y · x. Τότε για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει ότι :

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xn−k · yk (7.8)

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής. Για n = 1, δεν χρειάζεται να

δείξουµε τίποτα, διότι (x + y)1 = x + y =
(
1
0

)
x +

(
1
1

)
y. Υποθέτουµε ότι η σχέση (7.8) ισχύει για τον ϑετικό

ακέραιο n. Τότε, χρησιµοποιώντας επανειληµµένα την επιµεριστική ιδιότητα και την µεταθετικότητα των
στοιχείων x, y, ϑα έχουµε:

(x + y)n+1 = (x + y)n · (x + y)

=
( n∑

k=0

(
n
k

)
xn−k · yk

)
· (x + y)

=
( n∑

k=0

(
n
k

)
xn−k · yk

)
· x +

( n∑
k=0

(
n
k

)
xn−k · yk

)
· y

=
n∑

k=0

(
n
k

)
xn−k+1 · yk +

n∑
k=0

(
n
k

)
xn−k · yk+1

=
(
n
0

)
xn+1 +

((
n
0

)
+

(
n
1

))
xn · y1 + ·· · +

((
n

k −1

)
+

(
n
k

))
xn+1−k · yk + ·· · +

(
n
n

)
yn+1

=
(
n +1

0

)
xn+1 +

(
n +1

1

)
xn · y1 + ·· · +

(
n +1

k

)
xn+1−k · yk + ·· · +

(
n +1
n +1

)
yn+1

΄Αρα η σχέση (7.8) ισχύει και για τον ϑετικό ακέραιο n+1 και εποµένως, σύµφωνα µε την Αρχή Μαθηµατικής
Επαγωγής, είναι αληθής για κάθε ϕυσικό αριθµό n. ■

Παρατηρούµε ότι, όταν δύο στοιχεία σε έναν δακτύλιο µετατίθενται, τότε πολλές ιδιότητες οι οποίες µας
είναι οικείες από ιδιότητες γνωστών µας αριθµητικών συστηµάτων ισχύουν και σε έναν δακτύλιο. Αυτή η
παρατήρηση, καθώς και το γεγονός ότι, όπως ϑα δούµε στην επόµενη υποενότητα, σε πολλά σηµαντικά
παραδείγµατα δακτυλίων όλα τα στοιχεία µετατίθενται, µας οδηγεί στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 7.1.7. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται µεταθετικός δακτύλιος αν, ∀x, y ∈ R ισχύει ότι : x · y = y · x.

Η κλάση των µεταθετικών δακτυλίων είναι η πλέον µελετηµένη κλάση δακτυλίων, και σε αυτές τις σηµειώ-
σεις ϑα µελετήσουµε κυρίως αυτή την κλάση δακτυλίων καθώς αυτή έχει πλούσια ϑεωρία και υποστηρίζεται
όπως ϑα δούµε και απο πολλά οικεία και σηµαντικά παραδείγµατα.
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Σε ένα σύνολο R µε ακριβώς ένα στοιχείο, έστω R = {
ω

}
, µπορούν να οριστούν πράξεις πρόσθεσης «+»

και πολλαπλασιασµού «·» κατά προφανή τρόπο έτσι ώστε η τριάδα (R,+, ·) να είναι δακτύλιος : ω+ω=ω και
ω ·ω=ω. Το µηδενικό στοιχείο του R συµπίπτει µε την µονάδα του R: 1R = 0R =ω. Αντίστροφα, αν (R,+, ·)
είναι ένας δακτύλιος µε την ιδιότητα 1R = 0R , τότε για κάθε στοιχείο r ∈ R ϑα έχουµε: r = 1R · r = 0R · r = 0R ,
και εποµένως R = {

0R
}
, δηλαδή το σύνολο R είναι µονοσύνολο. ΄Αρα ένας δακτύλιος αποτελείται από ένα

µόνο στοιχείο αν και µονον αν 0R = 1R . ΄Ενας δακτύλιος για τον οποίο συµβαίνει ότι 0R = 1R καλείται ο
µηδενικός ή ο τετριµµένος δακτύλιος και δεν ϑα µας απασχολήσει στη συνέχεια.

Από τώρα και στο εξής, ϑα χρησιµοποιούµε τις παραπάνω ϐασικές ιδιότητες δακτυλίων χωρίς ιδιαίτερη
αναφορά. Επίσης, όταν δεν δηµιουργείται σύγχυση, ϑα γράφουµε απλά x y για το γινόµενο x ·y δύο στοιχείων
x, y ∈ R, σε έναν δακτύλιο R.

7.2 Παραδείγµατα ∆ακτυλίων

Στην παρούσα υποενότητα ϑα περιγράψουµε αναλυτικά παραδείγµατα και κλάσεις παραδειγµάτων δακτυλί-
ων, και τα οποία ϑα µας απασχολήσουν και στη συνέχεια. Επίσης ϑα µελετήσουµε ειδικού τύπου δακτυλίους
οι οποίοι ταξινοµούν σηµαντικές ιδιότητες τις οποίες µπορεί να έχει ή να µην έχει ένας δακτύλιος.

Ξεκινάµε µε κάποια οικεία παραδείγµατα δακτυλίων. Κάποια από αυτά ϑα αποτελέσουν πηγή γενικεύ-
σεων και αιτία εισαγωγής νέων κλάσεων και τύπων δακτυλίων.

Παράδειγµα 7.2.1. 1. (Ο ∆ακτύλιος Z των Ακεραίων). Το πρωταρχικό παράδειγµα δακτυλίου είναι ο
δακτύλιος Z των ακεραίων, δηλαδή η τριάδα (Z,+, ·), όπου «+» και «·» είναι οι συνηθισµένες πράξεις
πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού ακεραίων. Είναι οικείο και άµεσα διαπιστώσιµο ότι η τριάδα (Z,+, ·)
είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. Το µηδενικό στοιχείο είναι το 0 και η µονάδα το 1.

2. (Ο ∆ακτύλιος Q των Ρητών). Το σύνολο Q των ϱητών αριθµών, δηλαδή η τριάδα (Q,+, ·), όπου «+» και
«·» είναι οι συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού ϱητών αριθµών. Είναι οικείο και
άµεσα διαπιστώσιµο ότι η τριάδα (Q,+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. Το µηδενικό
στοιχείο είναι το 0 και η µονάδα το 1.

3. (Ο ∆ακτύλιοςR των Πραγµατικών). Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών, δηλαδή η τριάδα (R,+, ·), όπου
«+» και «·» είναι οι συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πραγµατικών αριθµών.
Είναι οικείο και άµεσα διαπιστώσιµο ότι η τριάδα (R,+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα.
Το µηδενικό στοιχείο είναι το 0 και η µονάδα το 1.

4. (Ο ∆ακτύλιος C των Μιγαδικών). Το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών, δηλαδή η τριάδα (C,+, ·), όπου
«+» και «·» είναι οι συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού µιγαδικών αριθµών. Είναι
οικείο και άµεσα διαπιστώσιµο ότι η τριάδα (C,+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. Το
µηδενικό στοιχείο είναι το 0 και η µονάδα το 1.

p

Παράδειγµα 7.2.2. ΄Εστω X ένα τυχόν µη κενό σύνολο και ϑεωρούµε το σύνολο F (X ,R) όλων των πραγ-
µατικών συναρτήσεων ορισµένων επί του X :

F (X ,R) = {
f : X −→R | f : συνάρτηση

}
΄Οπως στο Μέρος Ι, επί του συνόλου X ορίζονται πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού

+, · : F (X ,R)×F (X ,R) −→ F (X ,R), ( f , g ) 7−→ f + g , f · g

όπου ( f + g )(x) = f (x)+ g (x), και ( f · g )(x) = f (x) · g (x), ∀x ∈ X .
Τότε είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι το σύνολο (F (X ,R),+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα.

Το µηδενικό στοιχείο του δακτυλίου F (X ,R) είναι η σταθερή µηδενική συνάρτηση 0 : X −→ R, 0(x) = 0,
∀x ∈ X , και η µονάδα του δακτυλίου F (X ,R) είναι η σταθερή συνάρτηση µε τιµή 1, δηλαδή 1 : X −→ R,
1(x) = 1, ∀x ∈ X . Η διαπίστωση των αξιωµάτων είναι άµεση, καθώς συνίσταται στη διαπίστωση των αντίστοιχων
αξιωµάτων για τον δακτύλιο (R,+, ·), για τον οποίο γνωρίζουµε ότι ισχύουν.

p
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Παράδειγµα 7.2.3. ΄Εστω (M ,+) µια προσθετική αβελιανή οµάδα. Θεωρούµε το σύνολο

EndZ(M) = {
f : M −→ M | f : ενδοµορφισµός της M

}= {
f : M −→ M | f (x + y) = f (x)+ f (y), ∀x, y ∈ M

}
Γνωρίζουµε ότι το σύνολο EndZ(M) είναι αβελιανή οµάδα µε πράξη «+» την πρόσθεση ενδοµορφισµών:

∀ f , g ∈ EndZ(M) : f + g : M −→ M , ( f + g )(x) = f (x)+ g (x)

Πράγµατι η απεικόνιση f + g ειναι ενδοµορφισµός της M διότι ( f + g )(x + y) = f (x + y)+ g (x + y) = f (x)+
f (y)+ g (x)+ g (y) = f (x)+ g (x)+ f (y)+ g (y) = ( f + g )(x)+ ( f + g )(y). Η αβελιανή οµάδα (EndZ(M),+) είναι
επίσης εφοδιασµένη και µε την πράξη «◦» της σύνθεσης απεικονίσεων. Πράγµατι η σύνθεση

f ◦ g : M −→ M , ( f ◦ g )(x) = f (g (x))

ενδοµορφισµών f , g ∈ EndZ(M) είναι ενδοµορφισµός διότι ( f ◦ g )(x + y) = f (g (x + y)) = f (g (x) + g (y)) =
f (g (x))+ f (g (y)) = ( f ◦ g )(x)+ ( f ◦ g )(y). Επειδή η σύνθεση απεικονίσεων είναι προσεταιριστική, και προ-
ϕανώς η ταυτοτική απεικόνιση IdM του M είναι ενδοµορφισµός, έπεται ότι το Ϲεύγος (EndZ(M),◦) είναι ένα
µονοειδές. Τέλος, αν f , g ,h ∈EndZ(M), τότε, ∀x ∈ M :

[ f ◦ (g +h)](x) = f ((g +h)(x)) = f (g (x)+h(x)) = f (g (x))+ f (h(x)) = ( f ◦ g )(x)+ ( f ◦h)(x)

[( f + g )◦h](x) = (( f + g )(h(x)) = f (h(x))+ g (h(x)) = ( f ◦h)(x)+ (g ◦h)(x)

΄Αρα f ◦(g +h) = f ◦g + f ◦h και ( f +g )◦h = f ◦h+g ◦h, δηλαδή ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα και εποµένως η
τριάδα (EndZ(M),+, ·) είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα, τον ταυτοτικό ενδοµορφισµό IdM , ο οποίος καλείται
ο δακτύλιος ενδοµορφισµών της αβελιανής οµάδας M .

Ο δακτύλιος ενδοµορφισµών EndZ(M) γενικά δεν είναι µεταθετικός. Για παράδειγµα, έστω η αβελιανή
οµάδα ευθύ γινόµενο M =Z×Z της προσθετικής οµάδας (Z,+) µε τον εαυτό της, και έστω οι απεικονίσεις

f , g : Z×Z−→Z×Z, f (n,m) = (m,n), g (n,m) = (n,n +m)

Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι οι απεικονίσεις f , g είναι ενδοµορφισµοί της Z×Z, και ισχύει f ◦ g 6= g ◦ f
διότι, για παράδειγµα,

( f ◦ g )(1,1) = f (g (1,1)) = f (1,2) = (2,1) 6= (1,2) = g (1,1) = g ( f (1,1)) = (g ◦ f )(1,1)

΄Αρα ο δακτύλιος ενδοµορφισµών EndZ(Z×Z) δεν είναι µεταθετικός.
p

Τα παραπάνω είναι παραδείγµατα δακτυλίων µε άπειρο πλήθος στοιχείων. Υπάρχουν όµως και ενδιαφέ-
ϱοντα παραδείγµατα δακτυλίων µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων.

Παράδειγµα 7.2.4. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n ≥ 1, ϑεωρούµε την προσθετική αβελιανή οµάδα (Zn ,+) των
κλάσεων υπολοίπων mod n. Γνωρίζουµε ότι το σύνολο Zn είναι εφοδιασµένο και µε την πράξη πολλαπλα-
σιασµού «·» κλάσεων υπολοίπων mod n, έτσι ώστε το Ϲεύγος (Zn , ·) να είναι ένα µεταθετικό µονοειδές. Επειδή
προφανώς ισχύει ότι :

[x]n · ([y]n + [z]n) = [x]n · [y + z]n = [x · (y + z)]n = [x · y +x · z]n = [x]n · [y]n + [x]n · [z]n

έπεται ότι ισχύει και η επιµεριστική ιδιότητα, και η τριάδα (Zn ,+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε
µηδενικό στοιχείο την κλάση [0]n και µονάδα την κλάση [1]n .

p

Στο παραπάνω Παράδειγµα 7.2.1 έχουµε εγκλείσεις δακτυλίων Z⊆Q⊆R⊆C και καθένα από τα εµπλε-
κόµενα σύνολα Z, Q, R, C είναι δακτύλιος µε τις ίδιες πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού µιγαδικών
αριθµών περιορισµένες στο υποσύνολο. Αυτή η παρατήρηση µας οδηγεί ϕυσιολογικά στην έννοια του
υποδακτυλίου.
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Ορισµός 7.2.5. ΄Ενα υποσύνολο S ⊆ R καλείται υποδακτύλιος του δακτυλίου R = (R,+, ·), αν το Ϲεύγος
(S,+) είναι υποοµάδα της προσθετικής οµάδας (R,+) του δακτυλίου R, και το Ϲεύγος (S, ·) είναι υποµονοειδές
του πολλαπλασιαστικού µονοειδούς (R, ·).

Αναλυτικότερα, το υποσύνολο S είναι υποδακτύλιος του R, αν :

1. ∀x, y ∈ S: x − y ∈ S.

2. ∀x, y ∈ S: x · y ∈ S.

3. 1R ∈ S.

΄Ετσι στις εγκλείσεις Z⊆Q⊆R⊆C, κάθε δακτύλιος είναι υποδακτύλιος του εποµένου.
΄Οπως ϐλέπουµε, η έννοια του υποδακτυλίου είναι ανάλογη της έννοιας της υποοµάδας (και του υποµο-

νοειδούς). Παρ΄ όλα αυτά η σπουδαιότητα των υποδακτυλίων στη ϑεωρία δακτυλίων δεν είναι ανάλογη µε τη
σπουδαιότητα των υποοµάδων στη ϑεωρία οµάδων, και χρησιµεύει κυρίως στην αναγνώριση νέων δακτυλίων
από παλαιούς, όπως δείχνει η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 7.2.6. ΄Εστω R = (R,+, ·) ένας δακτύλιος και S ⊆ R ένα υποσύνολο του R. Τότε το S είναι υποδα-
κτύλιος του R αν και µόνο αν το σύνολο S είναι κλειστό στις πράξεις «+» και «·» του δακτυλίου R, και η τριάδα
(S,+, ·) είναι δακτύλιος.

Απόδειξη. Προφανώς, αν το σύνολο S είναι κλειστό στις πράξεις «+» και «·» του δακτυλίου R και η τριάδα
(S,+, ·) µε τις επαγόµενες πράξεις είναι δακτύλιος, τότε το Ϲεύγος (S,+) είναι οµάδα και το Ϲεύγος (S, ·) είναι
µονοειδές. Εποµένως, από την Πρόταση 2.4.5 και το Πόρισµα 1.4.8, έπεται ότι το S είναι υποδακτύλιος
του R. Αντίστροφα, αν το υποσύνολο S είναι υποδακτύλιος του R, τότε το Ϲεύγος (S,+) είναι υποοµάδα της
οµάδας (R,+), και το Ϲεύγος (S, ·) είναι υποµονοειδές του (R, ·), και τότε ικανοποιούνται όλα τα αξιώµατα
του Ορισµού 7.1.1, µε πιθανή εξαίρεση το αξίωµα (7.6) που αφορά την επιµεριστική ιδιότητα. Είναι όµως
προφανές ότι ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα στο S διότι ισχύει στον δακτύλιο R και οι πράξεις «+» και «·»
είναι οι περιορισµοί στο S των πράξεων του δακτυλίου R. ■

Προφανώς, αν ο S είναι υποδακτύλιος του R, τότε οι δακτύλιοι R και S έχουν την ίδια µονάδα, και ο
δακτύλιος S είναι µεταθετικός αν ο R είναι µεταθετικός. Γενικότερα, όπως ϑα δούµε και στη συνέχεια, ένας
υποδακτύλιος κληρονοµεί κάποιες από τις ιδιότητες, αλλά όχι όλες, του δακτυλίου.

Παράδειγµα 7.2.7. 1. Θεωρούµε τα υποσύνολα του συνόλου C των µιγαδικών αριθµών

Z[i ] = {
m +ni ∈C | m,n ∈Z}

και Q[i ] = {
a +bi ∈C | a,b ∈Q}

τα οποία περιέχουν την µονάδα 1 του δακτυλίου C και για τα οποία διαπιστώνουµε εύκολα ότι είναι
κλειστά στην αφαίρεση και στον πολλαπλασιασµό µιγαδικών αριθµών. Εποµένως τα υποσύνολα Z[i ]
και Q[i ] είναι υποδακτύλιοι του C, και άρα, σύµφωνα µε την Πρόταση 7.2.6, είναι δακτύλιοι. Ο
δακτύλιος Z[i ] καλείται ο δακτύλιος των ακέραιων του Gauss και ο δακτύλιος Q[i ] καλείται ο
δακτύλιος των ϱητών του Gauss.

2. Για κάθε ϑετικό ακέραιο m, ο οποίος είναι ελεύθερος τετραγώνου,1 ϑεωρούµε το υποσύνολο

Z[
p

m] = {
a +b

p
m ∈R | a,b ∈Z}

Τότε a +b
p

m = c +d
p

m, όπου a,b,c,d ∈Z, αν και µόνο αν a = c και b = d . Πράγµατι, αν a +b
p

m =
c +d

p
m, και b 6= d ή a 6= c, τότε ϑα έχουµε a 6= c, διότι διαφορετικά ϑα έχουµε

p
m = 0 και αυτό είναι

άτοπο ή b −d 6= 0 αντίστοιχα. Εποµένως, σε κάθε περίπτωση a−c
b−d =p

m, όπου οι a − c και b −d είναι
µη µηδενικοί ακέραιοι και τότε m = ( a−c

b−d )2. Αυτό είναι άτοπο διότι ο m είναι ελεύθερος τετραγώνου.
Εποµένως αναγκαστικά ϑα έχουµε a = c και b = d .

1 ΄Ενας ακέραιος καλείται ελεύθερος τετραγώνου, αν δεν διαιρείται από τετράγωνο ακεραίου 6= 1.
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Προφανώς, 1 = 1+0
p

m ∈Z[
p

m]. Αν a +b
p

m, c +d ∈p
m ∈ Z[

p
m], τότε

(a +b
p

m)− (c +d
p

m) = (a − c)+ (b −d)
p

m ∈ Z[
p

m]

(a +b
p

m) · (c +d
p

m) = (ac +dbd)+ (ad +bc)
p

m ∈ Z[
p

m]

Εποµένως το υποσύνολο Z[
p

m] είναι ένας υποδακτύλιος του R, ο οποίος είναι µεταθετικός διότι ο
δακτύλιος R είναι µεταθετικός.

3. Για ένα κλειστό διάστηµα της πραγµατικής ευθείας [a,b] ⊆R, ϑεωρούµε το σύνολο

C ([a,b],R) = {
f : [a,b] −→R | f : συνεχής

}
όλων των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων ορισµένων επί του [a,b]. Το σύνολο C ([a,b],R) είναι
υποσύνολο του δακτυλίου F ([a,b],R) όλων των πραγµατικών συναρτήσεων επί του [a,b] και ως τέτοιο
είναι υπδακτύλιος διότι περιέχει την ταυτοτική συνάρτηση 1 : [a,b] −→ R, η οποία είναι συνεχής, και
περιέχει την διαφορά f − g και το γινόµενο f · g συναρτήσεων f , g ∈C ([a,b],R), καθώς η διαφορά και
το γινόµενο συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση. Επειδή ο δακτύλιος F ([a,b],R) είναι
µεταθετικός, έπεται ότι ο δακτύλιος C ([a,b],R) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα.

4. ΄Εστω V = (V ,+, ·) ένας K-διανυσµατικός χώρος, όπου K=Q, R ή C. Υπενθυµίζουµε από τη Γραµµική
΄Αλγεβρα, ότι η τριάδα (V ,+, ·) ένας K-διανυσµατικός χώρος, αν το Ϲεύγος (V ,+) είναι αβελιανή οµάδα
και · : K× V −→ V , (k,~x) 7−→ k ·~x είναι µια εξωτερική πράξη, ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός του K

επί του V , για την οποία ισχύουν τα εξής : (α) k · (~x +~y) = k ·~x +k ·~y, (β) (k + l ) ·~x = k ·~x + l ·~x, (γ)
(kl ) ·~x = k · (l ·~x), (δ) 1 ·~x =~x, όπου ~x,~y ∈ V και k, l ∈K. Υπενθυµίζουµε ότι µια απεικόνιση f : V −→ V

καλείται K-γραµµική αν (α) f (~x +~y) = f (~x)+ f (~y), και (β) f (k ·~x) = k f (~x), όπου ~x,~y ∈ V και k ∈K.

Θεωρούµε το σύνολο

EndK(V ) = {
f : V −→ V | f : K-γραµµική απεικόνιση

}
Προφανώς EndK(V ) ⊆ EndZ(V ), και ο ταυτοτικός ενδοµορφισµός IdV της αβελιανής οµάδας (V ,+) εί-
ναι K-γραµµική απεικόνιση. Επιπλέον είναι γνωστό από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα, και είναι εύκολο να
διαπιστωθεί, ότι η διαφορά και η σύνθεση K-γραµµικών απεικονίσεων είναι K-γραµµική απεικόνιση.
Εποµένως το σύνολο EndK(V ) είναι ένας υποδακτύλιος του δακτυλίου (EndZ(V ),+,◦), ϐλέπε το Παρά-
δειγµα 7.2.3 και άρα είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα, ο δακτύλιος των K-γραµµικών απεικονίσεων
ή ο δακτύλιος ενδοµορφισµών του K-διανυσµατικού χώρου V .

Ο δακτύλιος EndK(V ) γενικά δεν είναι µεταθετικός. Για παράδειγµα, αν K = R και V = R2, τότε οι
απεικονίσεις

f , g : R2 −→R2, f (x, y) = (y, x), g (x, y) = (x, x + y)

είναι γραµµικές, άρα είναι στοιχεία του δακτυλίου EndK(V ), και όπως και στο Παράδειγµα 7.2.3,
έχουµε f ◦ g 6= g ◦ f . ΄Αρα ο δακτύλιος ενδοµορφισµών EndK(R2) δεν είναι µεταθετικός.

p

Παρατήρηση 7.2.8. Θεωρούµε το υποσύνολο 2Z⊆Z των άρτιων ακεραίων. Το υποσύνολο 2Z είναι προφα-
νώς κλειστό στη διαφορά και στον πολλαπλασιασµό ακεραίων. ΄Οµως το υποσύνολο δεν είναι υποδακτύλιος
διότι δεν περιέχει τη µονάδα 1 του δακτυλίου Z. Στην πραγµατικότητα το υποσύνολο δεν έχει ουδέτερο
στοιχείο ως προς τον πολλαπλασιασµό και εποµένως δεν είναι δακτύλιος µε την έννοια του ορισµού 7.1.1,
παρόλο που ικανοποιεί όλα τα αξιώµατα του Ορισµού, εκτός από την ύπαρξη µονάδας. Πράγµατι, αν υ-
πήρχε ουδέτερο στοιχείο e = 2m, τότε ϑα είχαµε 2m ·2k = 2k, για κάθε k ∈ Z και τότε για k = 1 ϑα έπρεπε
2m = 1, το οποίο είναι άτοπο. ΄Ετσι το σύνολο 2Z είναι ένας δακτύλιος χωρίς µονάδα.

Από την άλλη πλευρά, κάθε προσθετική αβελιανή οµάδα R = (R,+) µπορεί να ϑεωρηθεί ως δακτύλιος
χωρίς µοναδα ορίζοντας τετριµµένο πολλαπλασιασµό x · y = 0, ∀x, y ∈ R. N
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Παρατήρηση 7.2.9. Στη ϐιβλιογραφία δεν συναντάται πάντα η συνθήκη 3. στον ορισµό υποδακτυλίου
7.2.5. Συνήθως αυτό συµβαίνει όταν ο ορισµός δακτυλίου δεν απαιτεί την ύπαρξη µονάδας. Σκοπός αυτών
των περισσότερο γενικών ορισµών είναι η κάλυψη περισσοτέρων κλάσεων (υπο)δακτυλιών. Θα καλούµε
υποδακτύλιο χωρίς µονάδα του δακτυλίου R, ένα µη κενό υποσύνολο S του R το οποίο ικανοποιεί τις δύο
πρώτες συνθήκες του Ορισµού 7.2.5, αλλά όχι απαραίτητα τη συνθήκη 3.

Ας δούµε κάποια ϕαινόµενα τα οποία εµφανίζονται όταν δεν απαιτήσουµε την ύπαρξη µονάδας σε έναν
υποδακτύλιο.

1. Υπάρχουν δακτύλιοι (µε µονάδα) οι οποίοι περιέχουν υποδακτυλίους χωρίς µονάδα. Για παράδειγµα,
ο δακτύλιος Z έχει µονάδα, αλλά περιέχει ως υποδακτύλιο χωρίς µονάδα, το υποσύνολο 2Z των άρτιων
ακεραίων, ϐλέπε την Παρατήρηση 7.2.8.

2. Υπάρχουν υποδακτύλιοι (µε µονάδα) σε δακτυλίους χωρίς µονάδα. Για παράδειγµα, το σύνολο
R =

{( x y
0 0

) | x, y ∈ R
}

µε τις συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πινάκων είναι,
όπως µπορεί να διαπιστωθεί εύκολα, ένας δακτύλιος χωρίς µονάδα και περιέχει ως υποδακτύλιο το
υποσύνολο S =

{(
x 0
0 0

) | x ∈R
}
ο οποίος έχει µονάδα 1S = (

1 0
0 0

)
.

3. Υπάρχουν δακτύλιοι µε µονάδα οι οποίοι περιέχουν υποδακτυλίους µε διαφορετική µονάδα. Για
παράδειγµα, το σύνολο R =

{( x y
z w

) | x, y, z, w ∈R
}
των 2×2 πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς

είναι, µε τις συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πινάκων, δακτύλιος µε µονάδα
τον µοναδιαίο πίνακα I2 =

(
1 0
0 1

)
. Το σύνολο S του µέρους 2. είναι υποδακτύλιος του R µε διαφορετική

µονάδα. Επίσης, όπως ϑα δούµε αργότερα, το ευθύ γινόµενο οµάδων R = Z×Z µπορεί να γίνει
δακτύλιος µε µονάδα το Ϲεύγος 1R = (1,1). Ο δακτύλιος R περιέχει ως υποδακτύλιο το υποσύνολο
S = {

(x,0) ∈Z×Z | x ∈Z}
ο οποίος έχει µονάδα το Ϲεύγος 1S = (1,0) 6= (1,1) = 1R . N

Σε καθένα από τα επόµενα παραδείγµατα τα σύνολα Z, Q, R, C, ϑεωρούνται ως (µεταθετικοί) δακτύλιοι
µε µονάδα εφοδιασµένα µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού, όπως στο Παράδειγµα
7.2.1.

Παράδειγµα 7.2.10. (∆ακτύλιοι Πινάκων) ΄Εστω K = Z, Q, R, ή C, και έστω Mn(K) το σύνολο όλων των
τετραγωνικών n ×n πινάκων A µε στοιχεία από το K:

Mn(K) = {
A = (ai j ) | ai j ∈R, 1 ≤ i , j ≤ n

}
, όπου A = (ai j ) =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 am2 · · · ann


΄Οπως στο µέρος 4 του Παραδείγµατος 2.2.2 το σύνολο Mn(K) είναι εφοδιασµένο µε τις πράξεις πρόσθεσης

«+» και πολλαπλασιασµού «·» τετραγωνικών πινάκων. Υπενθυµίζουµε ότι, αν A = (ai j ) και B = (bi j ) είναι δύο
τετραγωνικοί πίνακες, τότε :

A+B = (ci j ), όπου ci j = ai j +bi j , 1 ≤ i , j ≤ n

A ·B = ((A ·B)i j ) = (ci j ), όπου ci j =
n∑

k=1
ai k bk j , 1 ≤ i , j ≤ n

και το Ϲεύγος (Mn(K),+) είναι µια αβελιανή οµάδα µε µηδενικό στοιχείο τον µηδενικό πίνακα O = (xi j ),
όπου xi j = 0, 1 ≤ i , j ≤ n, και το Ϲεύγος (Mn(K), ·) είναι ένα µονοειδές µε µονάδα τον µοναδιαίο n×n πίνακα

In = (δi j ), όπου δi j είναι το δ του Kronecker, δηλαδή δi j =
{

1, αν, i = j

0, αν, i 6= j
, 1 ≤ i , j ≤ n. Αν A και B είναι

δυο τετραγωνικοί πίνακες όπως παραπάνω και C = (ci j ) είναι ένας τρίτος πίνακας, τότε ϑα έχουµε:

(A+B)·C = (ai j +bi j )·(ci j ) = (di j ), όπου di j =
n∑

k=1
(ai k+bi k )ck j =

n∑
k=1

(ai k ck j +bi k )ck j ) =
n∑

k=1
ai k ck j +

n∑
k=1

bi k ck j
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A ·C +B ·C = (ai j · (ci j )+ (bi j ) · (ci j ) = (d ′
i j ) όπου d ′

i j =
n∑

k=1
ai k ck j +

n∑
k=1

bi k ck j

΄Αρα di j = d ′
i j , 1 ≤ i , j ≤ n, και εποµένως (A +B) ·C = A ·C +B ·C . Εργαζόµενοι παρόµοια, ϐλέπουµε ότι

A ·(B+C ) = A ·B+A ·C , δηλαδή ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση.
Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι η τριάδα (Mn(K),+, ·) ικανοποιεί τα αξιώµατα του Ορισµού 7.1.1 και άρα είναι
ένας δακτύλιος, ο δακτύλιος των n ×n-πινάκων µε στοιχεία από το K.

Επειδή, όταν n ≥ 2, ο πολλαπλασιασµός n ×n πινάκων γενικά δεν είναι µεταθετική πράξη, ο δακτύλιος
Mn(K) γενικά δεν είναι µεταθετικός, για παράδειγµα:

1 1 · · · 1
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 ·


1 0 · · · 0
1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
1 0 · · · 0

 =


n 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 6=


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1

 =


1 0 · · · 0
1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
1 0 · · · 0

 ·


1 1 · · · 1
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 p

Παράδειγµα 7.2.11. ΄Εστω K = Z, Q, R, ή C, και έστω ATn(K) το σύνολο όλων των άνω τριγωνικών n ×n
πινάκων A µε στοιχεία από το K:

ATn(K) = {
A = (ai j ) ∈Mn(K) | ai j = 0, 1 ≤ j < i ≤ n

}
, δηλαδή ένα τυπικό στοιχείο τουATn(K) είναι της µορφής

A = (ai j ) =


a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann


΄Οπως µπορεί να διαπιστωθεί εύκολα, ϐλέπε την ΄Ασκηση 7.6.3, το υποσύνολο ATn(K) είναι ένας υπο-

δακτύλιος του Mn(K), και άρα είναι ένας δακτύλιος, ο δακτύλιος των άνω τριγωνικών n ×n-πινάκων µε
στοιχεία από το K, και ο οποίος δεν είναι µεταθετικός.

Σηµειώνουµε ότι το υποσύνολο

I = {
A = (ai j ) ∈ATn(K) | ai i = 0, 1 ≤ i ≤ n

}
, δηλαδή ένα τυπικό στοιχείο του I είναι της µορφής

A = (ai j ) =


0 a12 · · · a1n

0 0 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


είναι µη κενό, και κλειστό στις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού πινάκων. Εποµένως
το υποσύνολο I είναι ένας υποδακτύλιος, χωρίς µονάδα διότι In ∉ I , του ATn(K). Παρατηρούµε ότι ο
υποδακτύλιος χωρίς µονάδα I του ATn(K) ικανοποιεί την ισχυρότερη ιδιότητα ότι A ·X ∈ I και X · A ∈ I , για
κάθε πίνακα A ∈ATn(K) και για κάθε πίνακα X ∈ I .

p

Παράδειγµα 7.2.12. (∆ακτύλιοι Τυπικών ∆υναµοσειρών) ΄Εστω ότι K είναι ένα εκ των συνόλων Z, Q, R, C.
Θεωρούµε το σύνολο

A(K) = {
a= (an)n≥0 | an ∈K, ∀n ≥ 0

}
των ακολουθιών µε στοιχεία από το σύνολο K. Υπενθυµίζουµε ότι, όπως στο µέρος 10 του Παραδείγµατος
1.3.8, επί του A(K) ορίζονται πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «·» ως εξής : Αν a= (an)n≥0 και
b= (bn)n≥0 είναι στοιχεία του A(K), τότε :

+ : A(K)×A(K) −→A(K), a+b= c= (cn)n≥0, όπου cn = an +bn , ∀n ≥ 0

· : A(K)×A(K) −→A(K), a ·b= d= (dn)n≥0, όπου dn =
n∑

k=0
ak bn−k , ∀n ≥ 0
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Από το µέρος 5 του Παραδείγµατος 2.2.10 γνωρίζουµε ότι το Ϲεύγος (A(K),+) είναι µια αβελιανή οµάδα µε
µηδενικό στοιχείο την µηδενική ακολουθία 0= (an)n≥0, όπου an = 0, ∀n ≥ 0, και το Ϲεύγος (A(K), ·) είναι ένα
µεταθετικό µονοειδές, µε µονάδα την ακολουθία 1= (an)n≥0, όπου a0 = 1, και an = 0, ∀n ≥ 1.

Αν a= (an)n≥0, b= (bn)n≥0, και c= (cn)n≥0, είναι στοιχεία του A(K), τότε :

a · (b+c) = x, όπου xn =
n∑

k=0
ak (bn−k + cn−k ) =

n∑
k=0

(ak bn−k +ak cn−k ) =
n∑

k=0
ak bn−k +

n∑
k=0

ancn−k

a ·b+a ·c= y, όπου yn =
n∑

k=0
ak bn−k +

n∑
k=0

ancn−k

΄Αρα ϑα έχουµε a·(b+c) = a·b+a·c, και παρόµοια ϐλέπουµε ότι (a+b)·c= a·b+a·c. ΄Ετσι ισχύει η επιµεριστική
ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση ακολουθιών, και εποµένως η τριάδα (A(K),+, ·) είναι
ένας δακτύλιος µε µονάδα, την ακολουθία 1= (1,0,0, · · · ,0, · · · ), ο οποίος καλείται ο δακτύλιος των τυπικών
δυναµοσειρών µε στοιχεία από το K, και από τώρα και στο εξής ϑα συµβολίζεται µε K�t�. ΄Ενα στοιχείο
a= (an)n≥0 του K�t� ϑα καλείται τυπική δυναµοσειρά µε συντελεστές από το K.

Ο δακτύλιος K�t� είναι µεταθετικός. Πραγµατικά, ϑα έχουµε

a ·b= x, όπου xn =
n∑

k=0
ak bn−k = a0bn +a1bn−1 +·· ·+anb0

b ·a= y, όπου yn =
n∑

k=0
bk an−k = b0an +b1an−1 +·· ·+bn a0

Επειδή ο πολλαπλασιασµός στο K είναι µεταθετική πράξη, έπεται άµεσα ότι xn = yn , ∀n ≥ 0, και εποµένως
a ·b= b ·a. Συνεπώς ο δακτύλιος K�t� των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω του K είναι µεταθετικός.

p

Παράδειγµα 7.2.13. (∆ακτύλιοι Πολυωνύµων) Θεωρούµε τον δακτύλιο K�t� των τυπικών δυναµοσειρών µε
στοιχεία από το K, όπου K είναι ένας εκ των δακτυλίων Z, Q, R, C. ΄Εστω το ακόλουθο υποσύνολο του K�t�:

K[t ] = {
a= (an)n≥0 ∈A(K) | ∃n ≥ 0 : ak = 0, ∀k > n

}
Προφανώς η ακολουθία 1 = (1,0,0, · · · ,0, · · · ) ανήκει στο υποσύνολο K[t ]. Αν a = (an)n≥0 και b = (bn)n≥0

είναι δύο στοιχεία του K[t ], τότε υπάρχουν ακέραιοι n,m ≥ 0 έτσι ώστε : ak = 0, ∀k > n και bk = 0, ∀k > m.
Τότε προφανώς ϑα έχουµε ak +bk = 0, ∀k > max{n,m}, και αυτό σηµαίνει ότι η ακολουθία a+b ∈ K[t ].
Τέλος, για κάθε k > n +m ϑα έχουµε

∑k
i=0 ai bk−i = a0bk + a1bk−1 + ·· ·+ ak b0 = 0, το οποίο σηµαίνει ότι η

ακολουθία a ·b ∈K[t ]. Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι το υποσύνολο K[t ] είναι υποδακτύλιος του K�t�. ΄Αρα η
τριάδα (K[t ],+, ·) είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα, την ακολουθία 1 = (1,0,0, · · · ,0, · · · ), ο οποίος καλείται ο
δακτύλιος των πολυωνύµων µε στοιχεία από το K, και ο οποίος είναι µεταθετικός διότι ο δακτύλιος K�t�
είναι µεταθετικός. ΄Ενα στοιχείο a= (an)n≥0 του K[t ] ϑα καλείται πολυώνυµο µε συντελεστές από το K.

p

Παρατήρηση 7.2.14. (Ο Συνήθης Συµβολισµός Τυπικών ∆υναµοσειρών και Πολυωνύµων). Θεωρούµε τον
δακτύλιο K�t� µε στοιχεία από το K ∈ {

Z, Q, R, C
}
.

Θεωρούµε µια τυπική δυναµοσειρά a= (an)n≥0 του K�t�. Εισάγουµε συµβολισµό:

t 0 := (
1,0,0, · · · ,0, · · ·), t := (

0,1,0, · · · ,0, · · ·), και γενικότερα: t n := (
0,0, · · · , 0,1,0, · · · ,0, · · ·)︸ ︷︷ ︸

το 1 στην (n+1)−ϑέση

, ∀n ≥ 0

Προφανώς, οι παραπάνω ακολουθίες είναι πολυώνυµα, και παρατηρούµε ότι το πολυώνυµο t n είναι η n-
οστή δύναµη του πολυωνύµου t ως προς την πράξη του πολλαπλασιασµού πολυωνύµων: t n = t · t · · · · t
(n-παράγοντες).

Επίσης, αν k ∈K, ϑα γράφουµε:

ka= (kan)n≥0 := (k,0,0, · · · ,0, · · · ) · (a0, a1, · · · , an , · · · ) = (
ka0,ka1, · · · ,kan , · · ·)
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για το γινόµενο της ακολουθίας k= (k,0,0, · · · ,0, · · · ) µε την ακολουθία a= (an)n≥0,
Με ϐάση τους παραπάνω συµβολισµούς, και λαµβάνοντας υπόψη τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλα-

σιασµού τυπικών δυναµοσειρών, για την τυπική δυναµοσειρά a= (an)n≥0, ϑα έχουµε:

a= (an)n≥0 = (
a0, a1, · · · , an , · · ·)

= (
a0,0, · · · ,0,0,0, · · ·)+ (

0, a1, · · · ,0,0,0, · · ·)+·· ·+ (
0,0, · · · ,0, an ,0, · · ·)

= a0
(
1,0, · · · ,0,0,0, · · ·)+a1

(
0,1, · · · ,0,0,0, · · ·)+·· ·+an

(
0,0, · · · ,0,1,0 · · ·)

= a01+a1t +·· ·+an t n +·· ·
:=

∞∑
n=0

an t n

Μια τυπική δυναµοσειρά, όπως η παραπάνω, ϑα συµβολίζεται συνήθως µε τον οικείο συµβολισµό P (t ) =∑∞
n=0 an t n . Αν η δυναµοσειρά P (t ) = ∑∞

n=0 an t n είναι πολυώνυµο, δηλαδή ανήκει στον υποδακτύλιο K[t ],
τότε υπάρχει n ≥ 0, έτσι ώστε ak = 0, ∀k > n. ΄Ετσι ϑα έχουµε ότι οι ακολουθίες ak t k , ∀k > n είναι οι
µηδενικές ακολουθίες και έτσι δεν συνεισφέρουν στο τυπικό άθροισµα

∑∞
n=0 an t n , και γι΄ αυτό σ΄ αυτή την

περίπτωση ϑα γράφουµε

P (t ) =
n∑

k=0
ak t k = a01+a1t +a2t 2 +·· ·+an t n

δηλαδή ϑα έχουµε τον οικείο συµβολισµό πολυωνύµων. Τέλος, από τώρα και στο εξής, χάριν απλότητας, ϑα
παραλείπουµε την µονάδα 1 των δακτυλίων K[t ] και K�t� και ϑα γράφουµε a0 +a1t +a2t 2 +·· ·+an t n αντί
a01+a1t +a2t 2 +·· ·+an t n . N

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα µε ένα σηµαντικό παράδειγµα µη µεταθετικού δακτυλίου

Παράδειγµα 7.2.15. (Ο ∆ακτύλιος των Τετρανίων του Hamilton) Θεωρούµε τον δακτύλιο M2(C) των 2× 2-
πινάκων µε στοιχεία µιγαδικούς αριθµούς. ΄Εστω το υποσύνολο

H=
{(

a b

−b a

)
∈ M2(C)

∣∣ a,b ∈C
}
=

{(
a0 +a1i a2 +a3i

−a2 +a3i a0 −a1i

)
∈ M2(C)

∣∣ ak ∈R, 0 ≤ k ≤ 3

}
(7.9)

όπου a = x − yi συµβολίζει τον συζυγή του µιγαδικού αριθµού a = x + yi ∈C, x, y ∈ R. Υπενθυµίζουµε ότι η
συζυγία µιγαδικών αριθµών είναι η απεικόνιση C−→C, z = a +bi −→ z = a −bi , και ικανοποιεί τις σχέσεις
z ±w = z ±w , zw = z w , z = z, και z = z αν και µόνο αν z ∈R.

Ισχυρισµός: Το υποσύνολο H είναι ένας υποδακτύλιος του M2(C).
Η µονάδα του δακτυλίου M2(C), δηλαδή ο µοναδιαίος 2×2 πίνακας µιγαδικών αριιθµών I2 ανήκει στο

υποσύνολο H, όπως προκύπτει αν ϑέσουµε a = 1 και b = 0 στην (7.9).

΄Εστω A =
(

a b

−b a

)
και B =

(
c d

−d c

)
στοιχεία του H. Τότε χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της συζυγίας ϑα

έχουµε:

A−B =
(

a b

−b a

)
−

(
c d

−d c

)
=

(
a − c b −d

−b +d a − c

)
=

(
a − c b −d

−b −d a − c

)
∈ H

A ·B =
(

a b

−b a

)
·

(
c d

−d c

)
=

(
ac −bd ad +bc

−cb −ad −db +ac

)
=

(
ac −bd ad +bc

−ad +bc ac −bd

)
∈ H

Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι το υποσύνολο H είναι ένας υποδακτύλιος του M2(C), και άρα είναι ένας
δακτύλιος, γνωστός ως ο δακτύλιος των τετρανίων του Hamilton. Σηµειώνουµε ότι ο δακτύλιος H δεν

είναι µεταθετικός, διότι, για παράδειγµα, οι πίνακες
(

i 0
0 −i

)
και

(
0 i
i 0

)
είναι στοιχεία του H, και

(
i 0
0 −i

)
·
(
0 i
i 0

)
=

(
0 −1
1 0

)
6=

(
0 1

−1 0

)
=

(
0 i
i 0

)
·
(

i 0
0 −i

)
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Γράφοντας ένα στοιχείο του δακτυλίου H χρησιµοποιώντας την παράσταση z = a +bi για κάθε µιγαδικό
αριθµό z, όπου a,b ∈R, ϑα έχουµε ότι τα στοιχεία του H είναι της µορφής:

q =
(

a0 +a1i a2 +a3i
−a2 +a3i a0 −a1i

)
Χρησιµοποιώντας τους πίνακες, στοιχεία του H,

I2 =
(
1 0
0 1

)
, I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
, K =

(
0 i
i 0

)
µπορούµε να γράψουµε το τυχόν στοιχείο q του H µοναδικά ως R-γραµµικό συνδυασµό των στοιχείων{

I2, I , J ,K
}⊆H, εξής :

q = a0

(
1 0
0 1

)
+a1

(
i 0
0 −i

)
+a2

(
0 1
−1 0

)
+a3

(
0 i
i 0

)
= a0I2 +a1I +a2 J +a3K

p

7.3 Κατασκευές ∆ακτυλίων

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε διάφορες κατασκευές δακτυλίων, ιδιαίτερα ϑα δούµε µεθόδους µέσω
των οποίων µπορούµε να αποκτήσουµε µε ϕυσικό τρόπο νέους δακτυλίους από παλαιούς.

Για λόγους αναφοράς, σηµειώνουµε ότι για κάθε δακτύλιο R = (R,+, ·) ορίζεται ένας νέος δακτύλιος
Rop = (R,+, ·op), όπου ∀x, y ∈ R:

x ·op y = y · x

ο οποίος καλείται ο αντίθετος δακτύλιος του R. Σηµειώνουµε ότι ως σύνολα και ως αβελιανές οµάδες οι
δακτύλιοι R και Rop είναι ταυτόσηµοι, έχουν όµως αντίθετη πολλαπλασιαστική δοµή. Προφανώς ο δακτύλιος
R είναι µεταθετικός αν και µόνο αν ως δακτύλιοι R = Rop.

7.3.1 Τοµή Υποδακτυλίων και Υποδακτύλιοι Παραγόµενοι από Υποσύνολα

΄Εστω R = (R,+, ·) ένας δακτύλιος µε µονάδα 1 = 1R .

Λήµµα 7.3.1. Αν
{
Si

}
i∈I είναι µια οικογένεια υποδακτυλίων του R, τότε η τοµή ∩i∈I Si είναι ένας υποδακτύλιος

του R.

Απόδειξη. Επειδή 1 ∈ Si , ∀i ∈ I , έπεται ότι 1 ∈∩i∈I Si . ΄Εστω x, y ∈∩i∈I Si . Τότε x, y ∈ Si , ∀i ∈ I , και εποµένως
επειδή κάθε υποσύνολο Si είναι υποδακτύλιος του R, έπεται ότι x − y, x · y ∈ Si , ∀i ∈ I . Αυτό σηµαίνει ότι
x − y, x · y ∈∩i∈I Si , και άρα η τοµή ∩i∈I Si είναι ένας υποδακτύλιος του R. ■

Πόρισµα 7.3.2. ΄Εστω X ⊆ R ένα υποσύνολο του R. Τότε το υποσύνολο

〈X 〉 =⋂{
S ⊆ R | S : υποδακτύλιος του R και X ⊆ S

}
είναι υποδακτύλιος του R, και είναι ο µικρότερος υποδακτύλιος του R ο οποίος περιέχει το σύνολο X .

Απόδειξη. Προφανώς ο δακτύλιος R είναι υποδακτύλιος του εαυτού του και περιέχει το υποσύνολο X . ΄Ετσι
η οικογένεια S := {

S ⊆ R | S : υποδακτύλιος του R και X ⊆ S
}
είναι µη κενή, και τότε από το Λήµµα 7.3.1,

έπεται ότι το υποσύνολο 〈X 〉 είναι ένας υποδακτύλιος του R ο οποίος εκ κατασκευής περιέχει το X . Αν T
είναι ένας υποδακτύλιος του S ο οποίος περιέχει το X , τότε T ∈S και εποµένως 〈X 〉 ⊆ T , δηλαδή 〈X 〉 είναι
ο µικρότερος υποδακτύλιος του R ο οποίος περιέχει το σύνολο X . ■

Αν X ⊆ R είναι ένα υποσύνολο του R, τότε ο υποδακτύλιος 〈X 〉 καλείται ο υποδακτύλιος του R ο οποίος
παράγεται από το X .
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Ορισµός 7.3.3. Ο υποδακτύλιος του R ο οποίος παράγεται από την µονάδα 1R του R καλείται ο πρωτοδα-
κτύλιος του R.

΄Ετσι ο πρωτοδακτύλιος του R είναι ο υποδακτύλιος 〈1R〉. Προφανώς, για κάθε n ∈Z, ϑα έχουµε n ∈ 〈1R〉
και άρα Z1R = {

n1R ∈ R | n ∈ Z} ⊆ 〈1R〉. Το υποσύνολο Z1R είναι υποδακτύλιος του R, διότι προφανώς
περιέχει τη µονάδα 1R , αφού 1R = 11R , και επίσης είναι κλειστό στο άθροισµα και στον πολλαπλασιασµό του
R, διότι από τις Προτάσεις 7.1.4 και 7.1.5, έχουµε (n1R )+(m1R ) = (n+m)1R και (n1R ) ·(m1R ) = (nm)1R . Αν
S είναι υποδακτύλιος του R ο οποίος περιέχει την µονάδα 1R , τότε προφανώς ϑα περιέχει και κάθε ακέραιο
πολλαπλάσιο της µονάδας, και άρα Z1R ⊆ S. Εποµένως ϑα έχουµε:

〈1R〉 =Z1R

Θα δούµε αργότερα ότι ο πρωτοδακτύλιος του δακτυλιου R είναι ισόµορφος, µε µια κατάλληλη έννοια, είτε
µε τον δακτύλιο των ακεραίων Z είτε µε τον δακτύλιο Zn των ακεραίων mod n.

Παράδειγµα 7.3.4. Θεωρούµε τον δακτύλιο C των µιγαδικών αριθµών. ΄Εστω X ⊆C.
1. Αν X =;, τότε ο δακτύλιος 〈;〉 περιέχει το 1, επειδή είναι υποδακτύλιος ϑα περιέχει και όλους τους

ϑετικούς ακέραιους n = 1+1+ ·· ·+1 (n-παράγοντες), ϑα περιέχει το 0 = 1−1, το −1 = 0−1, και ϑα
περιέχει και τους αρνητικούς ακεραίους −n = (−1) ·n, n ∈ N. ΄Αρα Z ⊆ 〈;〉 και επειδή το Z είναι
υποδακτύλιος του C, ϑα έχουµε 〈;〉 =Z.

2. Αν X = { 1
n }, όπου n είναι ένας σταθερός ϑετικός ακέραιος, τότε ο υποδακτύλιος 〈 1

n 〉 ϑα περιέχει όπως
και πριν τον υποδακτύλιο των ακεραίων Z, και επίσης µαζί µε το στοιχείο 1

n ϑα περιέχει και όλες τις
δυνάµεις 1

nk , k ≥ 0. ΄Ετσι ϑα περιέχει και το υποσύνολο S = { x
nk ∈ C | x ∈ Z, k ∈ N0

}
. Επειδή, όπως

µπορεί να διαπιστωθεί εύκολα, το υποσύνολο S είναι υποδακτύλιος του C, έπεται ότι 〈 1
n 〉 = S.

3. Αν X = {i }, τότε ο υποδακτύλιος 〈i 〉 του C περιέχει όπως και πριν το Z, και προφανώς ϑα περιέχει
και τα ακέραια πολλαπλάσια Zi = {

bi ∈ C | b ∈ Z}
του i . Τότε ϑα περιέχει και τον υποδακτύλιο

Z[i ] = {
a +bi ∈C | a,b ∈Z}

των ακεραίων του Gauss, και άρα 〈i 〉 =Z[i ].

4. Στον δακτύλιο C[t ] των πολυωνύµων µε συντελεστές από τους µιγαδικούς αριθµούς, έστω X = {
t n

}
,

όπου n είναι ένας σταθερός µη αρνητικός ακέραιος. Τότε ο υποδακτύλιος 〈t n〉 ϑα περιέχει όπως
παραπάνω το σύνολο Z των ακεραίων, όπου κάθε ακέραιος m ϑεωρείται ως το σταθερό πολυώνυµο
P (t ) = m, και επίσης και όλα τα πολυώνυµα της µορφής a0 + a1t n + a2(t n)2 + ·· · + ak (t n)k , ∀k ≥ 0.
Επειδή το σύνολο όλων αυτών των πολυωνύµων είναι υποδακτύλιος του C[t ], έπεται ότι 〈t n〉 = {

a0 +
a1t n +a2t 2n +·· ·+ak t kn ∈ C[t ] | ak ∈Z, k ≥ 0

}
.

5. Στον δακτύλιο Mn(C) των n×n πινάκων µε συντελεστές από τους µιγαδικούς αριθµούς, έστω X = {
A

}
,

όπου A είναι ένας σταθερός n ×n πίνακας. Τότε ο υποδακτύλιος 〈A〉 ϑα περιέχει όπως παραπάνω το
σύνολο mIn όλων των n×n διαγώνιων πινάκων µε τον ακέραιο m στην διαγώνιο, και επίσης ϑα περιέχει
και όλες τις µη αρνητικές δυνάµεις Ak , k ≥ 0, του πίνακα A, και εποµένως και τα γινόµενα mIn · Ak ,
∀m ∈Z, ∀k ≥ 0. Εποµένως ϑα περιέχει και το σύνολο S = {

ao In +a1 A+a2 A2 +·· ·+ak Ak ∈MnC) | ak ∈
Z, k ≥ 0

}
. Επειδή, όπως µπορεί να διαπιστωθεί εύκολα, το υποσύνολο S είναι υποδακτύλιος του

Mn(C), έπεται ότι 〈A〉 = {
ao In +a1 A+a2 A2 +·· ·+ak Ak ∈MnC) | ak ∈Z, k ≥ 0

}
.

p

Στη συνέχεια ϑα µας απασχολήσει µια σηµαντική ειδική περίπτωση υποδακτυλίου παραγόµενου από
ένα πεπερασµένο υποσύνολο. Από τώρα και στο εξής, έστω R ⊆ S ένας υποδακτύλιος ενός δακτυλίου S, και
έστω u ∈ R. Συµβολίζουµε µε

R[u] = 〈
R ∪{

u
}〉

τον υποδακτύλιο του S ο οποίος παράγεται από το σύνολο R ∪ {u}, ή, όπως ϑα λέµε από τώρα και στο εξής,
τον υποδακτύλιο του S ο οποίος παράγεται από το στοιχείο u ∈ S υπεράνω του R. Μερικές ϕορές ϑα
λέµε και ότι ο υποδακτύλιος R[u] προήλθε µε την προσάρτηση του στοιχείου u στον υποδακτύλιο R.
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Πρόταση 7.3.5. Υποθέτουµε ότι το στοιχείο u µετατίθεται µε κάθε στοιχείο του R: r ·u = u · r , ∀r ∈ R. Τότε :

R[u] = {
r0 + r1u + r2u2 +·· ·+ rnun ∈ S | ri ∈ R, n ≥ 0

}
Απόδειξη. Το υποσύνολο στα δεξιά της παραπάνω σχέσης, έστω T , περιέχει την µονάδα του δακτυλίου, όπως
προκύπτει αν ϑέσουµε r0 = 1 και ri = 0, ∀i ≥ 0. Αν x = ∑n

k=0 rk uk και y = ∑m
k=0 r ′

k uk , είναι στοιχεία του T ,
τότε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι n ≤ m, και να ϑέσουµε rn+1 = ·· · = rm = 0.
Τότε, χρησιµοποιώντας ότι το στοιχείο u µετατίθεται µε κάθε στοιχείο του υποδακτυλίου R, ϑα έχουµε:
ri ui · r j u j = ri r j ui+ j και άρα µε χρήση της επιµεριστικής ιδιότητας έπεται ότι :

x − y =
m∑

k=0
(rk − r ′

k )uk ∈ T και x · y =
n+m∑
k=0

( k∑
i=0

ri r ′
k−i

)
uk ∈ T

Εποµένως το σύνολο T είναι ένας υποδακτύλιος του S και περιέχει το u, διότι u = 1 ·u, και περιέχει και τον
υποδακτύλιο R, διότι r = r ·1 = r ·u0. Από την άλλη πλευρά, αν V είναι ένας υποδακτύλιος του S ο οποίος
περιέχει τον R και το u, τότε προφανώς ϑα περιέχει όλες τις µη αρνητικές δυνάµεις uk , k ≥ 0, του u, ϑα
περιέχει όλα τα γινόµενα r ·uk , όπου r ∈ R και k ≥ 0, τέλος ϑα περιέχει και όλα τα στοιχεία του S της µορφής∑n

k=0 rk uk , ∀n ≥ 0. Εποµένως ϑα περιέχει και τον υποδακτύλιο T . Αυτό δείχνει ότι ο υποδακτύλιος T είναι
ο µικρότερος υποδακτύλιος του S ο οποίος περιέχει τον R και το u, και άρα R[u] = T . ■

Παρατήρηση 7.3.6. 1. Η έκφραση ενός στοιχείου x του δακτυλίου R[u] ως x = r0+r1u+r2u2+·· ·+rnun ,
όπου ri ∈ R, 0 ≤ i ≤ n, για προφανείς λόγους καλείται πολυωνυµική έκφραση ή πολυώνυµο ως προς u.

2. Η έκφραση ενός στοιχείου x του δακτυλίου R[u] ως x = r0 + r1u + r2u2 + ·· ·+ rnun γενικά δεν είναι
µοναδική. ∆ηλαδή, αν επίσης x = r ′

0 + r ′
1u + r ′

2u2 + ·· · + r ′
mum , όπου ri ,r ′

j ∈ R, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m,
δεν είναι απαραίτητο να ισχύει n = m και ri = r ′

i , ∀i ≥ 0. Για παράδειγµα, στον δακτύλιο C = R[i ],
έχουµε i 2 = (−1) · 1+ 0 · i και i 2 = 0 · 1+ 1 · i 2, δηλαδή δύο διαφορετικές γραφές του i 2 στην µορφή
r0+r1u+r2u2+·· ·+rnun , ri ∈R και u = i . Αργότερα ϑα δούµε την εξήγηση για το πού οφείλεται αυτή
η έλλειψη µοναδικότητας στην παραπάνω γραφή. N

Παράδειγµα 7.3.7. 1. Προφανώς ο δακτύλιος Z[i ] των ακεραίων του Gauss είναι ο υποδακτύλιος του
C, ο οποίος παράγεται υπεράνω του Z από τη ϕανταστική µονάδα i . Παρόµοια, ο δακτύλιος Q[i ]
των ακεραίων του Gauss είναι ο υποδακτύλιος του C, ο οποίος παράγεται υπεράνω του Q από την
ϕανταστική µονάδα i . Ο δακτύλιος C συµπίπτει µε τον υποδακτύλιο του εαυτού του ο οποίος παράγεται
υπεράνω του R από τη ϕανταστική µονάδα i : R[i ] =C.

2. Ο υποδακτύλιος Z[
p

d ] = {
m +n

p
d ∈ C | m,n ∈Z}

, όπου d δεν είναι τετράγωνο ακεραίου, π.χ. d = 2
ή d =−3, είναι ο υποδακτύλιος του C, ο οποίος παράγεται υπεράνω του Z από τον, εν γένει µιγαδικό,
αριθµό

p
d .

3. Ο υποδακτύλιος Z[ n
p

m], όπου n,m ≥ 2, είναι ο υποδακτύλιος του C, ο οποίος παράγεται υπεράνω του
Z από τον, πραγµατικό αριθµό n

p
m, και έχει την ακόλουθη περιγραφή:

Z[ n
p

m] = {
a0 +a1

n
p

m +a2( n
p

m)2 +·· ·+an−1( n
p

m)n−1 ∈C | ak ∈Z, 0 ≤ k ≤ n −1
}

4. ΄Εστω 1 6= ζn ∈C µια n-οστή ϱίζα της µονάδας. Τότε ο υποδακτύλιος του C ο οποίος παράγεται από την
ζn υπεράνω του Z είναι

Z[ζn] = {
a0 +a1ζn +a2ζ

2
n +·· ·+an−1ζ

n−1 ∈ C | ak ∈Z, 0 ≤ k ≤ n −1
}

∆ακτύλιοι της µορφής Z[ζn], όπου ζn είναι µια n-οστή ϱίζα της µονάδας, είναι γνωστοί ως δακτύλιοι
Kummer2 και παίζουν σηµαντικό ϱόλο στη Θεωρία Αριθµών.

p

2Ernst Eduard Kummer (1810-1893) [https://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Kummer]: Γερµανός µαθηµατικός µε
σηµαντική συµβολή στη Θεωρία Αριθµών, στην ΄Αλγεβρα και στην Αλγεβρική Γεωµετρία.

https://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Kummer
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Γενικεύοντας, αν U = {
u1,u2, · · · ,un

} ⊆ S είναι ένα υποσύνολο του δακτυλίου S και αν τα στοιχεία του
U µετατίθενται µεταξύ τους και µε τα στοιχεία του υποδακτυλίου R του S, τότε ο υποδακτύλιος του S ο
οποίος παράγεται από τα στοιχεία u1,u2, · · · ,un ∈ S υπεράνω του R προκύπτει επαγωγικά ως εξής :

R[u1,u2] = (R[u1])[u2], R[u1,u2,u3] = (R[u1,u2])[u3], · · · R[u1,u2, · · · ,un] = (R[u1,u2, · · · ,un−1])[un]

και τα στοιχεία του είναι πεπερασµένα αθροίσµατα γινοµένων στοιχείων του δακτυλίου R µε γινόµενα µη
αρνητικών δυνάµεων των στοιχείων u1,u2, · · · ,un :

R[u1,u2, · · · ,un] =
{∑

(i )
ri1i2···in uk1

1 uk2
2 · · ·ukn

n ∈ S
∣∣ ri1i2···in ∈ R, ki j ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n

}
όπου (i ) = (i1, i2, · · · , in) ∈N0 ×N0 ×·· ·N0. ΄Ετσι ένα τυπικό στοιχείο του δακτυλίου R[u1,u2, · · · ,un] είναι ένα
πεπερασµένο άθροισµα στον δακτύλιο S της µορφής:

r0···0 + r10···0u1 +·· ·+ r0···01un +·· ·+ r20···0u2
1 +·· ·r11···0u1u2 +·· ·+ r0···11un−1n +·· ·+ r00···0k uk

n +·· ·

Παράδειγµα 7.3.8. ΄Εστω U = {
i ,
p

2
}
⊆ C. Ο υποδακτύλιος του C ο οποίος παράγεται από τα i ,

p
2 υπεράνω

του Z, επειδή i 2 =−1 και
p

2
2 = 2, είναι

Z[i ,
p

2] = {
a +bi + c

p
2+d

p
2i ∈ C

∣∣ a,b,c,d ∈Z} p

Γενικότερα, έστω X ⊆ S ⊇ Y δύο σύνολα στοιχείων του δακτυλίου S και έστω R ένας υποδακτύλιος του S.
Υποθέτουµε για ευκολία ότι ο δακτύλιος S είναι µεταθετικός. Τότε

R[X ][Y ] = R[X ∪Y ]

Πραγµατικά, ο δακτύλιος R[X ∪Y ] περιέχει τον υποδακτύλιο R, το υποσύνολο X , και εποµένως περιέχει
και τον υποδακτύλιο R[X ]. ΄Ετσι, επειδή ο R[X ∪Y ] περιέχει τον υποδακτύλιο R[X ] και το υποσύνολο Y ,
ϑα περιέχει και τον υποδακτύλιο R[X ][Y ]. ΄Αρα ϑα έχουµε R[X ][Y ] ⊆ R[X ∪Y ]. Από την άλλη πλευρά, ο
δακτύλιος R[X ][Y ] περιέχει τον υποδακτύλιο R και τα υποσύνολα X και Y , άρα και το υποσύνολο X ∪Y .
Τότε όµως ϑα περιέχει και τον υποδακτύλιο R[X ∪Y ] ο οποίος παράγεται υπεράνω του R από το υποσύνολο
X ∪Y , και άρα R[X ∪Y ] ⊆ R[X ][Y ]. Εποµένως ϑα έχουµε R[X ][Y ] = R[X ∪Y ].

7.3.2 ∆ακτύλιοι Πινάκων

Στην παρούσα υποενότητα ϑα γενικεύσουµε το Παράδειγµα 7.2.10 του δακτυλίουMn(K), όπουK ∈ {
Z,Q,R,C

}
.

΄Εστω R = (R,+, ·) ένας δακτύλιος, και n ≥ 1 ένας ϑετικός ακέραιος. ΄Οπως ακριβώς και µε τον δακτύλιο
πινάκων µε στοιχεία από το K, ορίζουµε τον δακτύλιο Mn(R) των n ×n πινάκων µε στοιχεία από τον
δακτύλιο R να είναι το σύνολο όλων των διατάξεων n ×n στοιχείων από τον δακτύλιο R, δηλαδή n ×n
πινάκων, της µορφής

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


Συνήθως ένας n ×n πίνακας A όπως παραπάνω ϑα παριστάται σε συντοµευµένη µορφή ως A = (Ai j ) ή
A = (ai j ), υπονοώντας ότι το στοιχείο στην (i , j )-ϑέση του πίνακα A, δηλαδή στην τοµή της i -γραµµής µε
την j -στήλη, είναι ο αριθµό Ai j ή ai j αντίστοιχα. Ορίζουµε δύο πίνακες A = (ai j ) και B = (bi j ) να είναι ίσοι
πίνακες, αν : ai j = bi j , 1 ≤ i , j ≤ n.

Στο σύνολο Mn(R) ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πινάκων όπως ακριβώς και
έχουµε ορίσει την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό πινάκων µε στοιχεία αριθµούς, αυτή τη ϕορά χρη-
σιµοποποιώντας τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού του δακτυλίου R. ΄Ετσι, αν A = (ai j ) και
B = (bi j ) είναι δύο n ×n πίνακες µε στοιχεία από το R, τότε :

A+B = (ci j ), όπου ci j = ai j +bi j , 1 ≤ i , j ≤ n
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A ·B = (ci j ), όπου ci j =
n∑

k=1
ai k bk j , 1 ≤ i , j ≤ n

Τότε το Ϲεύγος (Mn(R),+) είναι µια αβελιανή οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο τον µηδενικό πίνακα 0= (xi j ), όπου
xi j = 0, 1 ≤ i , j ≤ n, είναι το µηδενικό στοιχείο του R, και ο αντίθετος του πίνακα A = (ai j ) είναι ο πίνακας
−A = (−ai j ), όπου −ai j είναι το αντίθετο στοιχείο του ai j στον δακτύλιο R. Παρόµοια το Ϲεύγος (Mn(R), ·)
είναι ένα µονοειδές µε µοναδιαίο στοιχείο τον πίνακα In = (δi j ), όπου δi j = 0 (το µηδενικό στοιχείο του R),
αν i 6= j , και δi j = 1 (η µονάδα του R), αν i = j . ΄Οπως ακριβώς και στο Παράδειγµα 7.2.10, ϐλέπουµε
ότι ικανοποιείται η επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση, και εποµένως η
τριάδα (Mn(R),+, ·), είναι ένας δακτύλιος, ο δακτύλιος των n ×n πινάκων υπεράνω του δακτυλίου R,
µε µονάδα τον µοναδιαίο πίνακα In . ΄Οπως στο Παράδειγµα 7.2.10, ο δακτύλιος Mn(R) γενικά δεν είναι
µεταθετικός.

Προφανώς ο δακτύλιος Mn(R) ειναι µεταθετικός αν και µόνο ο R είναι µεταθετικός και n = 1, ϐλέπε την
΄Ασκηση 7.6.4.

Θα δούµε πως µπορούµε να παραστήσουµε µε πιο συµπαγή τρόπο έναν πίνακα A = (ai j ) ∈Mn(R). Γι΄
αυτόν τον σκοπό ορίζουµε n2 πίνακες Ei j ∈Mn(R), 1 ≤ i , j ≤ n, ως εξής

Ei j =



0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 · · · 0 1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0


(η µονάδα 1 του R ϐρίσκεται στην (i , j )-ϑέση)

Τότε, χρησιµοποιώντας το πώς ορίστηκαν οι πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πινάκων και ϑέτοντας

∀r ∈ R : r A = r (ai j ) = (r ai j )

ϑα έχουµε:

A = (ai j ) =
n∑

i , j=1
ai j Ei j

Σηµειώνουµε ότι το σύνολο πινάκων
{
Ei j

}n
i , j=1 ικανοποιεί τις ακόλουθες σχέσεις :

Ei j ·Ekl = δ j k Ei l =
{

Ei l , αν: j = k

0, αν: j 6= k
(1 ≤ i , j ≤ n)

1Mn (R) = In =
n∑

k=1
Ekk και E 2

kk = Ekk (1 ≤ k ≤ n)

Ο δακτύλιος Mn(R) περιέχει ως υποδακτυλίους, τον δακτύλιο Bn(R) των ϐαθµωτών πινάκων, όπου ένας
πίνακας A = (ai j ) καλειται ϐαθµωτός, αν A = r In , για κάποιο στοιχείο r ∈ R. Επίσης το σύνολο Dn(R) των
διαγώνιων πινάκων, όπου ένας πίνακας A = (ai j ) καλείται διαγώνιος, αν ai j = 0 για κάθε 1 ≤ i 6= j ≤ n, είναι
ένας υποδακτύλιος του Mn(R). Τέλος, το σύνολο ATn(R) των άνω τριγωνικών πινάκων, όπου υπενθυµίζουµε
ότι ένας πίνακας A = (ai j ) καλείται άνω τριγωνικός, αν ai j = 0 για κάθε 1 ≤ j < i ≤ n, είναι ένας υποδακτύλιος
του Mn(R). Παρατηρούµε ότι έχουµε εγκλείσεις υποδακτυλίων :

Bn(R) ⊆ Dn(R) ⊆ ATn(R) ⊆ Mn(R)

Οι αποδείξεις των παραπάνω σχέσεων και ισχυρισµών είναι άµεσες και αφήνονται ως άσκηση στον ανα-
γνώστη.

Η παραπάνω γενική κατασκευή µάς επιτρέπει τη ϑεώρηση δακτυλίων πινάκων Mn(R) µε στοιχεία σε
δακτυλίους R της µορφές R =Zn , R =K[t ], R =H, R =Z[ζn] κλπ.
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7.3.3 ∆ακτύλιοι Πολυωνύµων

Στην παρούσα υποενότητα ϑα γενικεύσουµε το Παράδειγµα 7.2.13 του δακτυλίου πολυωνύµων K[t ], όπου
K ∈ {

Z,Q,R,C
}
.

΄Εστω R = (R,+, ·) ένας µεταθετικός δακτύλιος. Μια ακολουθία µε τιµές στον δακτύλιο R είναι µια
απεικόνιση a : N0 −→ R, a(n) = an . Ως συνήθως µια ακολουθία a συµβολίζεται µε αναγραφή των τιµών της :
a= (an)n≥0. Συµβολίζουµε µε R�t� το σύνολο όλων των ακολουθιών στοιχείων του R:

R�t� = {
a= (an)n≥0 | an ∈ R, n ≥ 0

}
στο οποίο ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «·» ως εξής :

+ : R�t�×R�t� −→ R�t�, a+b= c= (cn)n≥0, όπου cn = an +bn , ∀n ≥ 0

· : R�t�×R�t� −→ R�t�, a ·b= d= (dn)n≥0, όπου dn =
n∑

k=0
ak bn−k , ∀n ≥ 0

΄Οπως ακριβώς και στο Παράδειγµα 7.2.12, και χρησιµοποιώντας την δοµή δακτυλίου του R, ϐλέπουµε
εύκολα ότι η τριάδα (R�t�,+, ·) είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα, την ακολουθία 1 = (1,0,0, · · · ,0, · · · ). Το
µηδενικό στοιχείο είναι η µηδενική ακολουθία 0 = (0,0, · · · ,0, · · · ), και το αντίθετο στοιχείο της ακολουθίας
a= (an)n≥0 είναι η ακολουθία −a= (−an)n≥0. Επειδή ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, ο πολλαπλασιασµός
του R�t� δείχνει ότι ο δακτύλιος R�t� = (R�t�,+, ·) είναι επίσης µεταθετικός, και καλείται ο δακτύλιος των
τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω του R.

΄Εστω το ακόλουθο υποσύνολο του R�t�:

R[t ] = {
a= (an)n≥0 ∈ R�t� | ∃n ≥ 0 : ak = 0, ∀k > n

}
΄Οπως και στο Παράδειγµα 7.2.13, εύκολα ϐλέπουµε ότι το υποσύνολο R[t ] είναι ένας υποδακτύλιος του
R�t�, ο οποίος είναι µεταθετικός, διότι ο δακτύλιος R�t� είναι µεταθετικός, ο οποίος καλείται ο δακτύλιος
των πολυωνύµων υπεράνω του R.

Συµβολίζοντας :

t 0 := (
1,0,0, · · · ,0, · · ·), t := (

0,1,0, · · · ,0, · · ·), και γενικότερα: t n := (
0,0, · · · , 0,1,0, · · · ,0, · · ·)︸ ︷︷ ︸

το 1 στην (n+1)−ϑέση

, ∀n ≥ 0

ϑα έχουµε ότι οι παραπάνω ακολουθίες είναι πολυώνυµα υπεράνω του R και παρατηρούµε ότι το πολυώνυµο
t n είναι η n-οστή δύναµη του πολυωνύµου t ως προς την πράξη του πολλαπλασιασµού πολυωνύµων:
t n = t · t · · · · t (n-παράγοντες).

Επίσης, για κάθε στοιχείο r ∈ R, γράφοντας :

ra= (r an)n≥0 =
(
r a0,r a1, · · · ,r an , · · ·)

για το γινόµενο της ακολουθίας r = (r,0, · · · ,0, · · · ) µε την ακολουθία a = (a0, a1, · · · , an , · · · ), όπως στο παρά-
δειγµα 7.2.14, κάθε στοιχείο a = (an)n≥0, καλείται τυπική δυναµοσειρά υπεράνω του R, και µπορεί να
εκφραστεί και να γραφεί ως εξής :

P (t ) =
∞∑

n=0
an t n = a01+a1t +a2t 2 +·· ·an t n +·· ·

Αν η τυπική δυναµοσειρά P (t ) = ∑∞
n=0 an t n ανήκει στον υποδακτύλιο R[t ], τότε υπάρχει n ≥ 0 έτσι ώστε

an = 0, ∀k > n. Τότε η τυπική δυναµοσειρά καλείται πολυώνυµο υπεράνω του R, και µπορεί να εκφραστεί
και να γραφεί ως εξής :

P (t ) =
n∑

k=0
an t n = a01+a1t +a2t 2 +·· ·an t n

Χάριν απλότητας, η ακολουθία (πολυώνυµο) 1 παραλείπεται από τις παραπάνω εκφράσεις.
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Παρατηρούµε ότι ο δακτύλιος πολυωνύµων R[t ] είναι ο υποδακτύλιος του R�t� ο οποίος παράγεται
υπεράνω του R από το στοιχείου του t , και συνήθως καλείται ο δακτύλιος πολυωνύµων στη µια µεταβλητή
t . Οι παραπάνω κατασκευές µάς επιτρέπουν να ϑεωρήσουµε τυπικές δυναµοσειρές και πολυώνυµα υπεράνω
οποιουδήποτε µεταθετικού δακτυλίου και ϑα µας ϕανούν χρήσιµες στη συνέχεια.

Για παράδειγµα, έστω όπως και παραπάνω R ένας µεταθετικός δακτύλιος, και έστω R1 = R[t1] ο δακτύλιος
πολυωνύµων υπεράνω του R. Επειδή ο δακτύλιος R1 είναι µεταθετικός, έπεται ότι µπορούµε να επαναλά-
ϐουµε τη διαδικασία και να ϑεωρήσουµε τον δακτύλιο πολυωνύµων R2 = R1[t2] = R[t1][t2], (εισάγουµε νέο
σύµβολο t2 για να µην υπάρχει σύγχυση µε το σύµβολο t1), ο οποίος είναι µεταθετικός, συµβολίζεται µε
R[t1, t2] και καλείται ο δακτύλιος των πολυωνύµων στις δύο µεταβλητές t1 και t2. Τα στοιχεία του ϑα
είναι της µορφής

P (t1, t2) =
n2∑

k2=0
Pk2 (t1)t k2

2 , Pk2 (t1) =
nk2∑

rk1=0
ark1

t
rk1
1

ή µε αναγωγή όµοιων όρων, επειδή ο δακτύλιος R[t1, t2] είναι µεταθετικός, ϑα έχουµε ότι ένα τυπικό στοιχείο
του δακτυλίου R[t1, t2] είναι ένα πεπερασµένο άθροισµα της µορφής

P (t1, t2) =∑
(i )

ai1i2 t i1
1 t i2

2 = a00 +a10t1 +a01t2 +a20t 2
1 +a11t1t2 +a02t 2

2 +·· · , (i ) = (i1, i2) ∈N0 ×N0

Επειδή ο δακτύλιος R[t1, t2] είναι µεταθετικός µπορούµε να επαναλάβουµε την διαδικασία για ένα πεπερα-
σµένο πλήθος, ας πούµε n, ϐηµάτων, και να αποκτήσουµε τον δακτύλιο πολυωνύµων R[t1, t2, · · · , tn] στις
n µεταβλητές t1, t2, · · · , tn :

R[t1, t2] = (R[t1])[t2], R[t1, t2, t3] = (R[t1, t2])[t3], · · · , R[t1, t2, · · · , tn] = (R[t1, t2, · · · , tn−1])[tn]

και τα στοιχεία του οποίου είναι πεπερασµένα αθροίσµατα γινοµένων στοιχείων του δακτυλίου R µε γινόµενα
µη αρνητικών δυνάµεων των στοιχείων t1, t2, · · · , tn :

R[t1, t2, · · · , tn] =
{∑

(i )
ri1i2···in t k1

1 t k2
2 · · · t kn

n ∈ S
∣∣ ri1i2···in ∈ R, ki j ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n

}
όπου (i ) = (i1, i2, · · · , in) ∈N0 ×N0 ×·· ·×N0.

7.3.4 Ευθέα Γινόµενα ∆ακτυλίων

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε την σηµαντική κατασκευή του ευθέος γινοµένου δακτυλίων. Χάριν
απλότητας αναλύουµε πρώτα την κατασκευή του ευθέος γινοµένου R × S δύο δακτυλίων R = (R,+, ·) και
S = (S,+, ·), όπου χρησιµοποιούµε για ευκολία τα ίδια σύµβολα «+» και «·» για τις πράξεις πρόσθεσης και
πολλαπλασιασµού των R και S αντίστοιχα.

Τότε έχουµε τις αβελιανές οµάδες (R,+) και (S.+) και τα µονοειδή (R, ·) και (S, ·). Εποµένως, όπως
στις Προτάσεις 1.4.35 και 2.7.1, ορίζεται η αβελιανή οµάδα (R × S,+) και το µονοειδές (R × S, ·), όπου
υπενθυµίζουµε ότι οι πράξεις «+» και «·» επί του R ×S ορίζονται, «κατά συνιστώσα» ως εξής :

+ : (R ×S)× (R ×S) −→ (R ×S), (r1, s1)+ (r2, s2) = (r1 + r2, s1 + s2)

· : (R ×S)× (R ×S) −→ (R ×S), (r1, s1) · (r2, s2) = (r1 · r2, s1 · s2)

Το µηδενικό στοιχείο της αβελιανής οµάδας (R × S,+) είναι το Ϲεύγος (0R ,0S ), όπου 0R και 0S είναι τα
µηδενικά στοιχεία των οµάδων (R,+) και (S,+), τα οποία από τώρα και στο εξής ϑα τα συµβολίζουµε απλά
µε 0. Το αντίθετο του Ϲεύγους (r, s) είναι το Ϲεύγος (−r,−s), όπου −r και −s είναι τα αντίθετα των στοιχείων
r και s στις οµάδες (R,+) και (S,+). Το µοναδιαίο στοιχείο του µονοειδούς (R ×S, ·) είναι το Ϲεύγος (1R ,1S ),
όπου 1R και 1S είναι τα µοναδιαία στοιχεία των µονοειδών (R, ·) και (S, ·), τα οποία από τώρα και στο εξής
ϑα τα συµβολίζουµε απλά µε 1. Σηµειώνουµε ότι, χάριν απλότητας, χρησιµοποιούµε τα ίδια σύµβολα για
τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού, στα σύνολα R, S και R ×S. Αυτή η σύµβαση δεν δηµιουργεί
σύγχυση, αλλά είναι καλό να την έχουµε πάντα υπόψη µας.
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Αν (ri , si ) ∈ R ×S, 1 ≤ i ≤ 3, τότε :

(r1, s1) · ((r2, s2)+ (r3, s3)
)= (r1, s1) · (r2 + r3, s2 + s3) = (

r1 · (r2 + r3), s1 · (s2 + s3)
)= (r1 · r2 + r1 · r3, s1 · s2 + s1 · s3) =

= (r1 · r2, s1 · s2)+ (r1 · r3, s1 · s3) = (r1, s1) · (r2, s2)+ (r1, s1) · (r3, s3)

Παρόµοια ϐλέπουµε ότι
(
(r1, s1)+ (r2, s2)

) · (r3, s3) = (r1, s1) · (r3, s3)+ (r2, s2) · (r3, s3). ΄Αρα ικανοποιείται η επι-
µεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση, και εποµένως η τριάδα (R ×S,+, ·) είναι
ένας δακτύλιος, ο δακτύλιος ευθύ γινόµενο των δακτυλίων R και S. Το µηδενικό στοιχείο του R ×S είναι
το Ϲεύγος (0,0) και η µονάδα του δακτυλίου R ×S είναι το Ϲεύγος (1,1).

Παρατηρούµε ότι ο δακτύλιος R ×S είναι µεταθετικός αν και µόνο αν οι δακτύλιοι R και S είναι µετα-
ϑετικοί. Πράγµατι, αν οι δακτύλιοι R και S είναι µεταθετικοί, τότε, για κάθε (ri , si ) ∈ R ×S, 1 ≤ i ≤ 2, ϑα
έχουµε:

(r1, s1) · (r2, s2) = (r1 · r2, s1 · s2) = (r2 · r1, s2 · s1) = (r2, s2) · (r1, s1)

και άρα ο δακτύλιος R ×S είναι µεταθετικός. Αντίστροφα, αν ο δακτύλιος R ×S είναι µεταθετικός, τότε :

(r1,1) · (r2,1) = (r2,1) · (r1,1) =⇒ (r1 · r2,1) = (r2 · r1,1) =⇒ r1 · r2 = r2 · r1

(1, s1) · (1, s2) = (1, s2) · (1, s1) =⇒ (1, s1 · s1) = (1, s2 · s1) =⇒ s1 · s2 = s2 · s1

και άρα οι δακτύλιοι R και S είναι µεταθετικοί.
Αν Ri = (Ri ,+, ·), 1 ≤ i ≤ n, είναι µια πεπερασµένη ακολουθία δακτυλίων (χρησιµοποιούµε πάντα τα ίδια

σύµβολα για τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού, για τα µηδενικά στοιχεία, και τις µονάδες των
δακτυλίων Ri , 1 ≤ i ≤ n), τότε στο καρτεσιανό γινόµενο

n∏
i=1

Ri =
{
(r1,r2, · · · ,rn) | ri ∈ Ri , 1 ≤ i ≤ n

}
ορίζεται µια αβελιανή οµάδα (

∏n
i=1 Ri ,+) και ένα µονοειδές (

∏n
i=1 Ri , ·), όπου οι πράξεις πρόσθεσης και

πολλαπλασιασµού επί του
∏n

i=1 Ri ορίζονται, «κατά συνιστώσα», ως εξής :

+ :
n∏

i=1
Ri ×

n∏
i=1

Ri −→
n∏

i=1
Ri , (r1,r2, · · · ,rn)+ (r ′

1,r ′
2, · · · ,r ′

n) = (r1 + r ′
1,r2 + r ′

2, · · · ,rn + r ′
n)

· :
n∏

i=1
Ri ×

n∏
i=1

Ri −→
n∏

i=1
Ri , (r1,r2, · · · ,rn) · (r ′

1,r ′
2, · · · ,r ′

n) = (r1 · r ′
1,r2 · r ′

2, · · · ,rn · r ′
n)

Τότε, όπως και παραπάνω, εύκολα ϐλέπουµε ότι ικανοποιείται η επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασια-
σµού ως προς την πρόσθεση του

∏n
i=1 Ri , και εποµένως η τριάδα (

∏n
i=1 Ri ,+, ·) είναι ένας δακτύλιος, ο

δακτύλιος ευθύ γινόµενο των δακτυλίων R1,R2, · · · ,Rn . Το µηδενικό στοιχείο του δακτυλίου
∏n

i=1 Ri είναι
η n-άδα 0= (0,0, · · · ,0) και η µονάδα του είναι η n-άδα 1= (1,1, · · · ,1).

Παρόµοια µε την περίπτωση n = 2, ο δακτύλιος
∏n

i=1 Ri είναι µεταθετικός αν και µονον αν οι δακτύλιοι
Ri , 1 ≤ i ≤ n, είναι µεταθετικοί.

Η παραπάνω κατασκευή µορεί να γενικευθεί για τυχούσα οικογένεια δακτυλίων. Θεωρούµε µια οικο-
γένεια δακτυλίων R = {

Ri
}

i∈I , όπου Ri = (Ri ,+i , ·i ), i ∈ I , και I είναι ένα τυχόν σύνολο δεικτών. ΄Οπως και
πριν, χάριν απλότητας, ϑα συµβολίζουµε τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού των δακτυλίων Ri

µετ τα ίδια σύµβολα «+» και «·» αντίστοιχα. Στο καρτεσιανό γινόµενο∏
i∈I

Ri =
{
(ri )i∈I | ri ∈ Ri , i ∈ I

}
ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης «+» καο πολλαπλασιασµού «·», «κατά συνιστώσα», ως εξής :

+ :
∏
i∈I

Ri ×
∏
i∈I

Ri −→ ∏
i∈I

Ri , (ri )i∈I + (r ′
i )i∈I = (ri + r ′

i )i∈I

· :
∏
i∈I

Ri ×
∏
i∈I

Ri −→ ∏
i∈I

Ri , (ri )i∈I · (r ′
i )i∈I = (ri · r ′

i )i∈I

Τότε η τριάδα
∏

i∈I Ri = (
∏

i∈I Ri ,+, ·) αποτελεί δακτύλιο, τον δακτύλιο ευθύ γινόµενο της οικογένειας
δακτυλίων

{
Ri

}
i∈I , και ο οποίος είναι µεταθετικός αν και µόνο αν ο δακτύλιος Ri είναι µεταθετικός ∀i ∈ I .

Το µηδενικό στοιχείο του δακτυλίου
∏

i∈I Ri είναι η ακολουθία (ri )i∈I , όπου ri = 0, (= 0Ri ), ∀i ∈ I , και η
µονάδα του είναι η ακολουθία (ri )i∈I , όπου ri = 1 (= 1Ri ), ∀i ∈ I .
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7.3.5 ∆ακτύλιοι Συναρτήσεων

΄Εστω R = (R,+, ·) ένας δακτύλιος, και X ένα τυχόν µη κενό σύνολο. Θεωρούµε το σύνολο

F (X ,R) = {
f : X −→ R | f : απεικόνιση

}
Στο σύνολο F (X ,R) ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού

+ : F (X ,R)×F (X ,R) −→ F (X ,R), ( f , g ) 7−→ f + g : X −→ R, ( f + g )(x) = f (x)+ g (x)

· : F (X ,R)×F (X ,R) −→ F (X ,R), ( f , g ) 7−→ f · g : X −→ R, ( f · g )(x) = f (x) · g (x)

όπου, ∀x ∈ X , f (x)+ g (x) και f (x) · g (x) συµβολίζει το αποτέλεσµα των πράξεων «+» και «·» στον δακτύλιο R.
Τότε από το µέρος 4 του Παραδείγµατος 2.2.10, καθώς και από την Πρόταση 1.4.13, έπεται ότι η αβελιανή
οµάδα (R,+) και το µονοειδές (R, ·), επάγουν δοµή αβελιανής οµάδας στο Ϲεύγος (F (X ,R),+) και δοµή
µονοειδούς στο Ϲεύγος (F (X ,R), ·). Αν f , g ,h ∈ F (X ,R), τότε, ∀x ∈ X , χρησιµοποιώντας την επιµεριστική
ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση στον δακτύλιο R, ϑα έχουµε:

[ f · (g +h)](x) = f (x) · (g +h)(x) = f (x) · (g (x)+h(x)) = f (x) · g (x)+ f (x)+h(x) =⇒ f · (g +h) = f · g + f ·h

Παρόµοια ϑα έχουµε: ( f + g ) ·h = f ·h + g ·h. Εποµένως ικανοποιείται η επιµεριστική ιδιότητα του πολλα-
πλασιασµού ως προς την πρόσθεση στο F (X ,R), και εποµένως η τριάδα F (X ,R) = (F (X ,R),+, ·) είναι ένας
δακτύλιος. Η µονάδα του δακτυλίου F (X ,R) είναι η σταθερή απεικόνιση 1 : X −→ R, 1(x) = 1 (= 1R ), και το
µηδενικό στοιχείο του είναι η σταθερή απεικόνιση 0 : X −→ R, 0(x) = 0 (= 0R ).

Αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε επειδή, ∀x ∈ X :

( f · g )(x) = f (x) · g (x) = g (x) · f (x) = (g ◦ f )(x)

ϑα έχουµε f · g = g · f και ο δακτύλιος F (X ,R) είναι µεταθετικός. Αντίστροφα, αν ο δακτύλιος F (X ,R)
είναι µεταθετικός, και r, s ∈ R, τότε ϑεωρούµε τις σταθερές απεικονίσεις r : X −→ R, r(x) = r , και s : X −→ R,
s(x) = s. Επειδή r · s= s · r, για κάθε x ∈ X , ϑα έχουµε: (r · s)(x) = (s · r)(x), δηλαδή r(x) · s(x) = s(x) · r(x), και
άρα r · s = s · r . Εποµένως ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός.

Οι δακτύλιοι F (X ,R ή F (X ,C), για κατάλληλα σύνολα X , περιέχουν σηµαντικούς υποδακτυλίους, όπως
για παράδειγµα δακτυλίους συνεχών, διαφορίσιµων, πραγµατικών ή µιγαδικών συναρτήσεων.

7.3.6 Κεντροποιητές και το Κέντρο ενός ∆ακτυλίου

Κάθε δακτύλιος R = (R,+, ·) περιέχει ενδιαφέροντες υποδακτυλίους.
Το κέντρο του R ορίζεται να είναι το ακόλουθο υποσύνολο του R:

Z(R) = {
r ∈ R | x · r = r · x, ∀x ∈ R

}
Ισχυρισµός: Το κέντρο του R είναι ένας µεταθετικός υποδακτύλιος του R.

Πράγµατι, η µονάδα 1R ανήκει προφανώς στο κέντρο διότι 1R ·x = x = x ·1R , ∀x ∈ R. ΄Εστω r, s ∈Z(R) και
x ∈ R. Τότε ϑα έχουµε:

(r − s) · x = r · x − s · x = x · r −x · s = x · (r − s)

(r · s) · x = r · (s · x) = r · (x · s) = (r · x) · s) = (x · r ) · s = x · (r · s)

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το κέντρο Z(R) είναι ένας υποδακτύλιος του R, ο οποίος είναι προφανώς
µεταθετικός. Παρατηρουµε ότι ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός αν και µονον αν R =Z(R).

Γενικότερα, αν X ⊆ R είναι ένα υποσύνολο του δακτυλίου R, τότε ο κεντροποιητής του υποσυνόλου X
είναι το ακόλουθο υποσύνολο του R:

CR (X ) = {
r ∈ R | x · r = r · x, ∀x ∈ X

}
Τότε, όπως παραπάνω, ο κεντροποιητής του X είναι ένας υποδακτύλιος του R, και προφανώς: CR (R) =Z(R).

Παρατηρούµε ότι
X ⊆ Y ⊆ R =⇒ Z(R) =CR (R) ⊆ CR (Y ) ⊆ CR (X )

όπου στις εγκλείσεις στα δεξιά κάθε δακτύλιος είναι υποδακτύλιος του επόµενου.
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Παράδειγµα 7.3.9. Θα προσδιορίσουµε τους κεντροποιητές των στοιχείων Ei j , 1 ≤ i , j ≤ 2:

E11 =
(
1 0
0 0

)
, E12 =

(
0 1
0 0

)
, E21 =

(
0 0
1 0

)
, E22 =

(
0 0
0 1

)

καθώς και το κέντρο του δακτυλίου M2(K), όπου K ∈ {
Z,Q,R,C

}
. ΄Εστω A =

(
a b
c d

)
∈ M2(K) ένας τυχών

πίνακας.

1. A ·E11 = E11 · A ⇐⇒
(

a b
c d

)
·
(
1 0
0 0

)
=

(
1 0
0 0

)
·
(

a b
c d

)
⇐⇒

(
a 0
c 0

)
=

(
a b
0 0

)
⇐⇒ A =

(
a 0
0 d

)
΄Αρα: CM2(K)(E11) =

{(
a 0
0 d

)
∈M2(K) | a,d ∈K

}
είναι ο υποδακτύλιος των διαγώνιων πινάκων.

2. A ·E12 = E12 · A ⇐⇒
(

a b
c d

)
·
(
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
·
(

a b
c d

)
⇐⇒

(
0 a
0 c

)
=

(
c d
0 0

)
⇐⇒ A =

(
a b
0 a

)
΄Αρα: CM2(K)(E12) =

{(
a b
0 a

)
∈M2(K) | a,b ∈K

}
.

3. A ·E21 = E21 · A ⇐⇒
(

a b
c d

)
·
(
0 0
1 0

)
=

(
0 0
1 0

)
·
(

a b
c d

)
⇐⇒

(
b 0
d 0

)
=

(
0 0
a b

)
⇐⇒ A =

(
a 0
c a

)
΄Αρα: CM2(K)(E12) =

{(
a 0
c a

)
∈M2(K) | a,c ∈K

}
.

4. A ·E22 = E22 · A ⇐⇒
(

a b
c d

)
·
(
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 1

)
·
(

a b
c d

)
⇐⇒

(
0 b
0 d

)
=

(
0 0
c d

)
⇐⇒ A =

(
a 0
0 d

)
΄Αρα: CM2(K)(E11) =

{(
a 0
0 d

)
∈M2(K) | a,d ∈K

}
είναι ο υποδακτύλιος των διαγώνιων πινάκων.

5. Αν ο πίνακας A =
(

a b
c d

)
ανήκει στο κέντρο Z(M2(K)) του δακτυλίου M2(K), τότε προφανώς ο A

µετατίθεται µε τον πίνακα E11, οπότε b = c = 0 και µετατίθεται και µε τον E12, οπότε a = d . ΄Ετσι

A =
(

a 0
0 a

)
= aI2. Αντίστροφα κάθε ϐαθµωτός πίνακας aI2 ανήκει στο κέντρο του M2(K) διότι για κάθε

πίνακα R, χρησιµοποιώντας ότι ο δακτύλιος K είναι µεταθετικός, ϑα έχουµε: aI2 ·R = a(I2 ·R) = aR =
Ra = RI2a = R(aI2). Εποµένως :

Z(M2(K)) =
{(

r 0
0 r

)
∈M2(K) | r ∈K

} p

Παράδειγµα 7.3.10. Θεωρούµε τον δακτύλιο των τετρανίων του Hamilton:

H=
{(

a b

−b a

)
∈ M2(C)

∣∣ a,b ∈C
}

Αν ο πίνακας A =
(

a b

−b a

)
ανήκει στο κέντρο Z(H), τότε ο πίνακας A ιδιαίτερα µετατίθεται µε τους πίνακες

B =
(

0 1
−1 0

)
και C =

(
0 i
i 0

)
οι οποίοι ανήκουν στον δακτύλιο H. ΄Ετσι :

A ·B = B ·A =⇒
(

a b

−b a

)
·
(

0 1
−1 0

)
=

(
0 1
−1 0

)
·
(

a b

−b a

)
=⇒

(−b a

−a −b

)
=

(−b a
−a −b

)
=⇒ a = a και b = b
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΄Αρα οι αριθµοί a,b είναι πραγµατικοί : a,b ∈R. Επιπρόσθετα ϑα έχουµε:

A ·C =C ·A =⇒
(

a b

−b a

)
·
(
0 i
i 0

)
=

(
0 i
i 0

)
·
(

a b

−b a

)
=⇒

(
bi ai
ai −bi

)
=

(−bi ai
ai bi

)
=⇒ bi =−bi =⇒ b = 0

΄Αρα A =
(

a 0
0 a

)
= aI2, a ∈ R. Αντίστροφα, κάθε τέτοιος πίνακας A προφανώς ανήκει στο κέντρο του δακτυ-

λίου H. Εποµένως :

Z(H) =
{(

a 0
0 a

)
∈H | a ∈R

} p

Παράδειγµα 7.3.11. Στον δακτύλιο M2(K), όπου K ∈ {
Z,Q,R,C

}
, ϑα δείξουµε ότι :

CM2(K)(L) =


a 0 0
0 b 0
c 0 a

 ∈ M3(K)
∣∣ a,b,c ∈K

 , όπου L =
0 0 0

0 1 0
1 0 0



Αν A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ∈ CM2(K)(L) := R, τότε ϑα έχουµε:

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ·
0 0 0

0 1 0
1 0 0

=
0 0 0

0 1 0
1 0 0

 ·
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =⇒
 0 0 0

a21 a22 a23

a11 a12 a13

=
a13 a12 0

a23 a22 0
a33 a32 0



και εποµένως : a13 = a12 = a23 = a21 = a32 = 0 και a11 = a33. ΄Ετσι ο πίνακας A είναι της µορφής

a 0 0
0 b 0
c 0 a

.
Αντίστροφα είναι άµεσα διαπιστώσιµο ότι κάθε πίνακας αυτής της µορφής ανήκει στον υποδακτύλιο R =

CM2(K)(L). Αν K =
0 0 0

1 1 0
0 0 0

, και U = {
L,K

}
, τότε παρόµοια ϐλέπουµε ότι

S :=CM2(K)(U ) =


a 0 0
0 b 0
0 0 a

 ∈ M3(K)
∣∣ a,b ∈K


Αν και οι δακτύλιοι R και S προέκυψαν µε παρόµοιο τρόπο, έχουν ϑεµελιώδες διαφορές στην δοµή τους.
Για παράδειγµα, ο δακτύλιος S δεν περιέχει µη µηδενικούς µηδενοδύναµους πίνακες, δηλαδή πίνακες A
έτσι ώστε An = 0 για κάποιο n ≥ 1, αντίθετα ο δακτύλιος R περιέχει τέτοιους πίνακες, π.χ. περιέχει τον

µη-µηδενικό πίνακα A =
0 0 0

0 0 0
c 0 0

 για τον οποίο ισχύει ότι A2 = 0, και αυτό έχει δραστικές συνέπειες στη

δοµή τους.3
p

7.4 Είδη Στοιχείων και Τύποι ∆ακτυλίων

Στην παρούσα ενότητα ϑα αποµονώσουµε διάφορες ενδιαφέρουσες, ιδιότητες που µπορεί να ικανοποιούν τα
στοιχεία ενός δακτυλίου, και µέσω αυτών των ιδιοτήτων ϑα ορίσουµε σηµαντικές κλάσεις δακτυλίων.

΄Εστω R = (R,+, ·) ένας δακτύλιος.
3Ο δακτύλιος S αποτελεί παράδειγµα «ηµιαπλού» δακτυλίου. Ο δακτύλιος R δεν είναι ηµιαπλός.
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΄Ενα στοιχείο r ∈ R καλείται αριστερός διαιρέτης του µηδενός, αν r 6= 0 και υπάρχει στοιχείο 0 6= s ∈ R
έτσι ώστε r · s = 0. Παρόµοια το στοιχείο s καλείται δεξιός διαιρέτης του µηδενός, αν s 6= 0 και υπάρχει
στοιχείο 0 6= r ∈ R έτσι ώστε r · s = 0. Αν 0 6= r ∈ R και r · s = 0 για κάποιο 0 6= s ∈ R, τότε πρόφανώς το r είναι
αριστερός διαιρέτης του 0 και το s είναι δεξιός διαιρέτης του 0. ΄Ενα στοιχείο του R καλείται διαιρέτης
του µηδενός αν είναι αριστερός και δεξιός διαιρέτης του µηδενός. Προφανώς, αν ο δακτύλιος R είναι
µεταθετικός, τότε δεν χρειάζεται να κάνουµε διάκριση µεταξύ αριστερών και δεξιών διαιρετών του µηδενός.

Για παράδειγµα, στον δακτύλιο M2(K), όπου K ∈ {
Z,Q,R,C

}
, και όπου A =

(
1 2

−2 −4

)
και B =

(
6 −2

−3 1

)
,

έχουµε A ·B = 0 και άρα ο A είναι αριστερός διαιρέτης του µηδενός και ο B είναι δεξιός διαιρέτης του
µηδενός. Παρατηρούµε ότι B · A 6= 0. Από την άλλη πλευρά µπορεί ένα στοιχείο σε έναν δακτύλιο να είναι
αριστερός διαιρέτης του µηδενός, αλλά όχι δεξιός διαιρέτης του µηδενός, ϐλέπε την ΄Ασκηση 7.6.12.

Ορισµός 7.4.1. ΄Ενας µη µηδενικός δακτύλιος R καλείται περιοχή ή δακτύλιος χωρίς διαιρέτες του
µηδενός, αν :

∀r, s ∈ R : r · s = 0 =⇒ r = 0 ή s = 0

΄Ενας µεταθετικός δακτύλιος ο οποίος είναι περιοχή καλείται ακέραια περιοχή.

Ισοδύναµα, ο δακτύλιος R 6= {0} είναι περιοχή, αν 0 6= r ∈ R και 0 6= s ∈ R, συνεπάγεται ότι r · s 6= 0.
Προφανώς ο µη µηδενικός δακτύλιος R είναι περιοχή, αν και µόνο αν δεν έχει δεξιούς ή αριστερούς διαιρέτες
του µηδενός.

Παράδειγµα 7.4.2. Θα δούµε κάποια παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα (ακέραιων) περιοχών.

1. Θεωρούµε τον µεταθετικό δακτύλιο Z4. Τότε το στοιχείο [2]4 είναι αριστερός και δεξιός διαιρέτης του
µηδέν, διότι [2]4 6= [0]4 και [2]4 · [2]4 = [4]4 = [0]4.
Γενικότερα αν n είναι ένας σύνθετος ϑετικός ακέραιος, και n = m ·k, όπου 1 < m,k < n, τότε ο δα-
κτύλιος Zn περιέχει διαιρέτες του µηδενός. Πράγµατι, προφανώς ϑα έχουµε [m]n 6= [0]n 6= [k]n , διότι
διαφορετικά αν, για παράδειγµα [m]n = [0]n , τότε ϑα έχουµε n | m και άρα n ≤ m, το οποίο είναι
άτοπο. Επιπλέον

[m]n · [k]n = [m ·k]n = [n]n = [0]n

Εποµένως τα στοιχεία [m]n και [k]n είναι διαιρέτες του µηδενός.
Συµεραίνουµε ότι :

ο ϑετικός ακέραιος n είναι σύνθετος =⇒ ο δακτύλιος Zn δεν είναι ακέραια περιοχή

2. Θεωρούµε τον δακτύλιο M2(R) των 2×2 πινάκων υπεράνω του R, όπου R ∈ {
Z,Q,R,C

}
, ή ο R µπορεί να

είναι οποιοσδήποτε µη-µηδενικός δακτύλιος. Τότε ο δακτύλιος M2(R) δεν είναι περιοχή, διότι περιέχει
πάντα διαιρέτες του µηδενός. Για παράδειγµα οι πίνακες E11 και E22 είναι (δεξιοί και αριστεροί)
διαιρέτες του µηδενός

E11 ·E22 =
(
1 0
0 0

)
·
(
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
και E22 ·E11 =

(
0 0
0 1

)
·
(
1 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
Γενικότερα ο δακτύλιος Mn(R), n > 1, περιέχει πάντα διαιρέτες του µηδενός, διότι : Ei j ·Ekl = 0, για
κάθε j 6= k, και εποµένως δεν είναι περιοχή.

3. Στον µεταθετικό δακτύλιο C ([0,1],R) = {
f : [0,1] −→R | f : συνεχής

}
, οι συνεχείς συναρτήσεις

f : [0,1] −→R, f (x) =
{

0, αν: x ∈ [0, 1
2 ]

x − 1
2 , αν: x ∈ ( 1

2 ,1]

g : [0,1] −→R, g (x) =
{
−x + 1

2 , αν: x ∈ [0, 1
2 ]

0, αν: x ∈ ( 1
2 ,1]

είναι µη µηδενικές και f · g = 0, δηλαδή είναι (δεξιοί και αριστεροί) διαιρέτες του µηδενός. Εποµένως
ο δακτύλιος C ([0,1],R) δεν είναι ακέραια περιοχή.
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4. Σε αντίθεση µε τα παραπάνω παραδείγµατα δακτυλίων οι οποίοι δεν είναι (ακέραιες) περιοχές, οι
µεταθετικοί δακτύλιοι Z, Q, R, και C, προφανώς δεν περιέχουν διαιρέτες του µηδενός και άρα είναι
ακέραιες περιοχές.

p

Παρατήρηση 7.4.3. 1. Κάθε υποδακτύλιος µιας (ακέραιας) περιοχής είναι (ακέραια) περιοχή.

2. Το ευθύ γινόµενο µη µηδενικών (µεταθετικών) δακτυλίων δεν είναι ποτέ (ακέραια) περιοχή. Πράγµα-
τικα, αν R και S είναι δύο δακτύλιοι, τότε επειδή

(1,0) · (0,1) = (0,0)

τα στοιχεία (1,0) και (0,1) είναι πάντα διαιρέτες του µηδενός. Παρόµοια για κάθε οικογένεια µη
µηδενικών (µεταθετικών) δακτυλίων

{
Ri

}
i∈I , όπου για το σύνολο δεικτών I είναι |I | > 1, ο δακτύλιος

ευθύ γινόµενο
∏

i∈I Ri δεν είναι ποτέ (ακέραια) περιοχή. N

Το επόµενο Λήµµα πιστοποεί ότι σε µια περιοχή ισχύουν οι Νόµοι ∆ιαγραφής, όπως στις οµάδες, ϐλέπε
την Πρόταση 2.1.8.

Λήµµα 7.4.4 (Νόµοι ∆ιαγραφής). ΄Εστω R µια περιοχή. Τότε ισχύουν τα εξής, ∀a,b,c ∈ R:

a 6= 0, a ·b = a · c =⇒ b = c και c 6= 0, a · c = b · c =⇒ a = b

Αντίστροφα κάθε δακτύλιος R 6= {0} για τον οποίον ισχύουν οι παραπάνω Νόµοι ∆ιαγραφής, είναι περιοχή.

Απόδειξη. ΄Εστω a 6= 0 και a ·b = a · c. Τότε a · (b − c) = 0, και επειδή ο δακτύλιος R είναι περιοχή και a 6= 0,
ϑα έχουµε b − c = 0, δηλαδή b = c. Ανάλογα, αν c 6= 0 και a · c = b · c, τότε ϑα έχουµε a = b.

Αντίστροφα, έστω ότι R 6= 0 και ισχύουν οι παραπάνω Νόµοι ∆ιαγραφής. Τότε, αν a ·b = 0 και a 6= 0, τότε
ϑα έχουµε a ·b = a ·0, και από τον Νόµο ∆ιαγραφής, έπεται ότι b = 0. Παρόµοια, αν b 6= 0 και a ·b = 0, τότε
a ·b = 0 ·b και από τον Νόµο ∆ιαγραφής, έπεται ότι a = 0. Εποµένως ο δακτύλιος R είναι περιοχή. ■

΄Οπως ϑα δούµε αργότερα ο δακτύλιος πολυωνύµων R[t ] υπεράνω µιας ακέραιας περιοχής R είναι επίσης
ακέραια περιοχή.

΄Ενα στοιχείο r του δακτυλίου R είναι αντιστρέψιµο, αν είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του µονοειδούς (R, ·),
δηλαδή, αν υπάρχει στοιχείο s ∈ R έτσι ώστε : r · s = 1 = s · r . Το στοιχείο s είναι τότε µοναδικό, συµβολίζεται
µε r−1 και καλείται το αντίστροφο στοιχείο του r . Το σύνολο όλων των αντιστρέψιµων στοιχείων του R
συµβολίζεται µε

U(R) = {
r ∈ R | r : αντιστρέψιµο στοιχείο

}
και σύµφωνα µε την Πρόταση 2.2.4, το Ϲέυγος (U(R), ·) είναι οµάδα, η οποία καλείται η οµάδα των αντι-
στρέψιµων στοιχείων του δακτυλίου R. Εποµένως, 1 ∈ U(R), και αν r, s ∈ U(R), τότε r · s ∈ U(R), και
r−1 ∈U(R). Σηµειώνουµε ότι (r−1)−1 = r και (r · s)−1 = s−1 · r−1.

Παράδειγµα 7.4.5. 1. U(Z) = {
1,−1

}
.

2. U(Q) =Q∗, U(R) =R∗, U(C) =C∗.

3. U(Mn(K)) =GL(n,K).

4. Γενικότερα για κάθε µεταθετικό δακτύλιο R ορίζεται η οµάδα U(Mn(R)) =GL(n,R) των αντιστρέψιµων
n ×n πινάκων µε στοιχεία από τον δακτύλιο R.

p

Παράδειγµα 7.4.6 (Η οµάδα U(Zn) των αντιστρέψιµων στοιχείων του Zn ). Για την οµάδα U(Zn) των αντιστρε-
ψίµων στοιχείων του δακτυλίου Zn , το παράδειγµα 2.2.5 δείχνει ότι :

U(Zn) = {
[k]n ∈Zn | (k,n) = 1

}
και άρα η οµάδα U(Zn) είναι µια αβελιανή οµάδα τάξης φ(n), όπου φ είναι η συνάρτηση του Euler.

p
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Παράδειγµα 7.4.7 (Η οµάδα U(Z[i ]) των αντιστρέψιµων στοιχείων των ακεραίων του Gauss). Θεωρούµε τον
δακτύλιο των ακεραίων του Gauss

Z[i ] = {
a +bi ∈C | a,b ∈Z}

Αν το στοιχείο z = a+bi ∈Z[i ] είναι αντιστρέψιµο, τότε υπάρχει στοιχείο c +di ∈Z[i ] έτσι ώστε : (a+bi ) · (c +
di ) = 1. Λαµβάνοντας συζυγείς µιγαδικούς αριθµούς σ΄ αυτή τη σχέση, ϑα έχουµε: (a −bi ) · (c −di ) = 1, και
τότε ϑα έχουµε:

a2 +b2 = 1 και c2 +d 2 = 1

Επειδή οι αριθµοι a,b,c,d είναι ακέραιοι, οι µόνες λύσεις των παραπάνω εξισώσεων είναι a =±1 και b = 0 ή
a = 0 και b =±1. Εποµένως

Z[i ] = {
1,−1, i ,−i

}
και άρα η οµάδα Z[i ] είναι η κυκλική οµάδα 〈i 〉 τάξης 4 η οποία παράγεταιο από το i .

p

Παράδειγµα 7.4.8 (Η οµάδα U(H) των αντιστρέψιµων στοιχείων του δακτυλίου H των τετρανίων του Hamilton).
Θεωρούµε τον δακτύλιο H των τετρανίων του Hamilton

H=
{(

a b

−b a

)
∈ M2(C)

∣∣ a,b ∈C
}
=

{(
a0 +a1i a2 +a3i

−a2 +a3i a0 −a1i

)
∈ M2(C)

∣∣ ak ∈R, 0 ≤ k ≤ 3

}

Αν A =
(

a b

−b a

)
∈H, τότε η ορίζουσα του πίνακα A, ϑεωρούµενου ως πίνακα µιγαδικών αριθµών, είναι

Det(A) =Det

(
a b

−b a

)
= aa +bb = |a|2 +|b|2

Εποµένως ο πίνακας A ∈H είναι αντιστρέψιµος ως 2×2 πίνακας µιγαδικών αριθµών αν και µόνο αν Det(A) =
|a|2 +|b|2 6= 0 δηλαδή αν και µόνο αν (a,b) 6= (0,0), δηλαδή αν και µόνο αν A 6= 0. Σ΄ αυτήν την περίπτωση,
από την Γραµµική ΄Αλγεβρα, γνωρίζουµε ότι ο αντίστροφός A−1 του A είναι :

A−1 =
( a
Det(A)

−b
Det(A)

b
Det(A)

a
Det(A)

)

Επειδή ο πίνακας A−1 είναι προφανώς στοιχείο του H, έπεται ότι : ένας πίνακας A ∈ H είναι αντιστρέψιµο
στοιχείο του H αν και µόνο αν A 6= 0, δηλαδή

U(H) =H∗

΄Ετσι, αν και ο δακτύλιος H δεν είναι µεταθετικός, έχει κοινή µε τους δακτυλίους Q, R, C, την ιδιότητα ότι
κάθε µη µηδενικό στοιχείο του είναι αντιστρέψιµο.

Σηµειώνουµε ότι η οµάδα U(H) =H∗ περιέχει ως υποοµάδα την οµάδα των τετρανίων Q του Hamilton,
ϐλέπε το Παράδειγµα 2.4.20.

p

Κάποια από τα παραπάνω παραδείγµατα µας οδηγούν ϕυσιολογικά στον ακόλουθο ορισµό µιας ϑεµε-
λιώδους κλάσης δακτυλίων.

Ορισµός 7.4.9. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται δακτύλιος διαίρεσης, αν κάθε µη µηδενικό στοιχείο του R
είναι αντιστρέψιµο. ΄Ενας µεταθετικός δακτύλιος διαίρεσης καλείται σώµα.

Παράδειγµα 7.4.10. 1. Οι δακτύλιοι Q, R, και C είναι σώµατα.

2. Ο δακτύλιος των τετρανίων του Hamilton είναι ένας δακτύλιος διαίρεσης ο οποίος δεν είναι σώµα.
Ιστορικά ο δακτύλιος H αποτέλεσε το πρώτο παράδειγµα µη µεταθετικού δακτυλίου διαίρεσης.
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3. Θεωρούµε τον υποδακτύλιο του σώµατος R των πραγµατικών αριθµών

Q[
p

2] = {
a +b

p
2 ∈R | a,b ∈Q}

Προφανώς ο δακτύλιος Q[
p

2] είναι µεταθετικός. ΄Εστω a +b
p

2 ένα µη µηδενικό στοιχείο του Q[
p

2].
Τότε (a,b) 6= (0,0) και ο ϱητός αριθµός a2−2b2 6= 0, διότι διαφορετικά, αν a2 = 2b2 και b = 0, τότε a = 0,
το οποίο είναι άτοπο, και αν a2 = 2b2 και b 6= 0, τότε a 6= 0 και ϑα είχαµε ( a

b )2 = 2, δηλαδή ο αριθµόςp
2 ϑα ήταν ϱητός, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα ορίζεται ο ϱητός αριθµός

a

a2 −2b2 − b

a2 −2b2

p
2 ∈ Q[

p
2]

και όπως µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε: (a +b
p

2)−1 = a
a2−2b2 − b

a2−2b2

p
2 ∈ Q[

p
2]. ΄Ετσι κάθε

µη µηδενικό στοιχείο του Q[
p

2] είναι αντιστρέψιµο, και εποµένως ο δακτύλιος Q[
p

2] είναι σώµα.

4. Ο δακτύλιος Z[i ] των ακεραίων του Gauss είναι ακέραια περιοχή (ως υποδακτύλιος του σώµατος C),
αλλά δεν είναι σώµα, διότι τα µόνα αντιστρέψιµα στοιχεία του είναι τα ±1, και ±i .

Αντίθετα ο δακτύλιος Q[i ] των ϱητών του Gauss

Q[i ] = {
a +bi ∈C | a,b ∈Q}

είναι σώµα διότι είναι µεταθετικός, ως υποδακτύλιος του C, και αν 0 6= a +bi ∈Q[i ], οπότε a2 +b2 6= 0,
το στοιχείο a +bi είναι αντιστρέψιµο µε αντίστροφο το στοιχείο

(a +bi )−1 = a

a2 +b2 + −b

a2 +b2 i ∈ Q[i ]
p

Παρατήρηση 7.4.11. Ο Joseph Wedderburn4 απέδειξε ότι µη µεταθετικοί δακτύλιοι διαίρεσης µπορεί να
ϐρεθούν µόνο µεταξύ δακτυλίων διαίρεσης µε άπειρο πλήθος στοιχείων :

Θεώρηµα 7.4.12 ( Wedderburn (1905) ). Κάθε δακτύλιος διαίρεσης µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων είναι
µεταθετικός και άρα είναι σώµα.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος του Wedderburn δεν ϑα µας απασχολήσει διότι ξεφεύγει από τα πλαίσια
των σηµειώσεων.5 N

Μέχρι τώρα έχουµε δει τρεις σηµαντικές κλάσεις δακτυλίων : τις (ακέραιες) περιοχές, τους δακτυλί-
ους διαίρεσης, και τα σώµατα. Η ακόλουθη Πρόταση δείχνει ότι πεπερασµένες περιοχές είναι δακτύλιοι
διαίρεσης.

Θεώρηµα 7.4.13. Κάθε περιοχή µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων είναι δακτύλιος διαίρεσης.
Ιδιαίτερα κάθε πεπερασµένη ακέραια περιοχή είναι σώµα.

Απόδειξη. ΄Εστω R µια πεπερασµένη περιοχή, και υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι

R = {
x1, x2, · · · , xn

}
΄Εστω x ∈ R ένα µη µηδενικό στοιχείο του R, και ορίζουµε απεικόνιση

fx : R −→ R, fx (xi ) = x · xi

4Joseph Henry Maclagan Wedderburn (1882-1948) [https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Wedderburn]: Σκώτος
µαθηµατικός ο οποίος εργάστηκε στην Αµερική (Princeton) µε ϑεµελιώδη συµβολή στην ΄Αλγεβρα, ειδικότερα στη Θεωρία ∆ακτυλίων,
στη Θεωρία Οµάδων και στη Γραµµική ΄Αλγεβρα. Είναι γνωστός κυρίως για το ϑεώρηµα του ότι κάθε πεπερασµένος δακτύλιος
διαίρεσης είναι σώµα, ϐλέπε το Θεώρηµα 7.4.12, και για την απόδειξη ενός σηµαντικού ϑεωρήµατος, γνωστού σήµερα ως ϑεώρηµα
των Wedderburn-Artin περί της δοµής των ηµιαπλών αλγεβρών.

5Για µια απόδειξη του Θεωρήµατος του Wedderburn παραπέµπουµε στο ϐιβλίο [18].

https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Wedderburn
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Η απεικόνιση fx είναι «1-1» διότι αν fx (xi ) = fx (xi ), τότε x · xi = x · x j και τότε, επειδή x 6= 0, από τον Νόµο
∆ιαγραφής σε περιοχές, ϐλέπε το Λήµµα 7.4.4, έπεται ότι xi = x j και η fx είναι «1-1». Επειδή το σύνολο R
είναι πεπερασµένο, έπεται ότι η απεικόνιση fx είναι «1-1» και «επί». ΄Ετσι, για την µονάδα 1 ∈ R, υπάρχει
xi ∈ T = R έτσι ώστε fx (xi ) = 1, δηλαδή x · xi = 1. Εργαζόµενοι ακριβώς ανάλογα µε την απεικόνιση

gx : R −→ R, gx (xi ) = xi · x

ϐλέπουµε ότι η g είναι «1-1» και «επί» και άρα υπάρχει x j ∈ R έτσι ώστε gx (x j ) = 1, δηλαδή x j · x = 1. Τότε
x j · x · xi = 1 · xi = xi και εποµένως x j ·1 = xi , δηλαδή x j = xi := y. Τότε x · y = 1 = y · x και άρα το x είναι
αντιστρέψιµο. ΄Ετσι κάθε µη µηδενικό στοιχείο του R είναι αντιστρέψιµο και εποµένως ο R ειναι δακτύλιος
διαίρεσης. ■

Παρατήρηση 7.4.14. 1. ΄Εστω R µια πεπερασµένη περιοχή. Τότε από το Θεώρηµα 7.4.13 έπεται ότι ο
δακτύλιος R είναι δακτύλιος διαίρεσης και από το Θεώρηµα του Wedderburn έπεται ότι 7.4.12, έπεται
ότι ο δακτύλιος R είναι σώµα. ΄Αρα:

R : πεπερασµένη περιοχή =⇒ R : σώµα

2. ΄Εστω R µια πεπερασµένη ακεραία περιοχή χωρίς απαραίτητα µονάδα, δηλαδή R είναι ένα πεπερα-
σµένο σύνολο το οποίο ικανοποιεί όλα τα αξιώµατα µεταθετικού δακτυλίου, εκτός από την ύπαρξη
µονάδας, και έτσι ώστε a ·b = 0 =⇒ a = 0 ή b = 0. Τότε ο R έχει µονάδα και άρα είναι µια ακέραια
περιοχή, και γι΄ αυτό είναι σώµα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 7.4.13.

Πράγµατι, για κάθε στοιχείο x ∈ R, x 6= 0, οι απεικονίσεις fx και gx του Θεωρήµατος 7.4.13 είναι
«1-1» και «επί», και άρα υπάρχουν µοναδικά στοιχεία xi και x j , έτσι ώστε fx (xi ) = x = fy (x j ), δηλαδή
x ·xi = x = x j ·x. Λόγω µεταθετικότητας ϑα έχουµε και x = x ·x j , και άρα λόγω µοναδικότητας ϑα έχουµε
xi = x j . Εποµένως, υπάρχει ένα στοιχείο e := xi = x j έτσι ώστε x · e = x = e · x, ∀x 6= 0. Αν x = 0, τότε
0 · e = 0 = e ·0, όπως προκύπτει από το µέρος 1. της Πρότασης 7.1.5, στο οποίο δεν χρησιµοποιήθηκε
η ύπαρξη µονάδας. ΄Αρα x ·e = x = e · x, και άρα e = 1 είναι η µονάδα του δακτυλίου. N

Θεώρηµα 7.4.15. Ισχύουν οι εξής συνεπαγωγές µεταξύ των παρακάτω κλάσεων δακτυλίων :

R : Σώµα =⇒ R : ∆ακτύλιος ∆ιαίρεσης =⇒ R : Περιοχή

οι οποίες γενικά είναι µη-αναστρέψιµες.
Αν περιοριστούµε σε πεπερασµένους δακτυλίους, οι παραπάνω κλάσεις συµπίπτουν :

|R| <∞ =⇒ R : Σώµα ⇐⇒ R : ∆ακτύλιος ∆ιαίρεσης ⇐⇒ R : Ακέραια Περιοχή

Απόδειξη. 1. ΄Εστω R ένα σώµα. Τότε εξ ορισµού ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος διαίρεσης.

2. ΄Εστω R ένας δακτύλιος διαίρεσης. ΄Εστω a,b ∈ R και υποθέτουµε ότι a ·b = 0. Αν a 6= 0, τότε επειδή ο
R είναι δακτύλιος διαίρεσης, έπεται ότι υπάρχει το αντίστροφο a−1 στοιχείο του a και ισχύει a ·a−1 =
1 = a−1 ·a. Τότε ϑα έχουµε:

a ·b = 0 =⇒ a−1 ·a ·b = a−1 ·0 = 0 =⇒ 1 ·b = 0 =⇒ b = 0

Αν b 6= 0, τότε ανάλογα δείχνουµε ότι αναγκαστικά a = 0. ΄Αρα ο δακτύλιος R είναι περιοχή.

3. Ο δακτύλιος Z των ακεραίων είναι ακέραια περιοχή, αλλά δεν είναι δακτύλιος διαίρεσης διότι U(Z) ={±1
} 6=Z∗.

Ο δακτύλιος των τετρανίων του Hamilton είναι ένας δακτύλιος διαίρεσης ο οποίος δεν είναι σώµα.

4. Αν ο δακτύλιος R είναι πεπερασµένος, τότε από το Θεώρηµα 7.4.13, έπεται ότι κάθε πεπερασµένη
περιοχή είναι δακτύλιος διαίρεσης, και άρα: R : ∆ακτύλιος ∆ιαίρεσης ⇐⇒ R : Περιοχή. Τέλος α-
πό το Θεώρηµα του Wedderburn 7.4.12, έπεται ότι κάθε πεπερασµένος δακτύλιος διαίρεσης είναι
µεταθετικός και άρα R : Σώµα ⇐⇒ R : ∆ακτύλιος ∆ιαίρεσης. ■
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Η επόµενη Πρόταση χαρακτηρίζει πότε ο δακτύλιος Zn είναι σώµα.

Πρόταση 7.4.16. Για τον δακτύλιο Zn , όπου n > 1, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο δακτύλιος Zn είναι σώµα.

2. Ο δακτύλιος Zn είναι ακέραια περιοχή.

3. Ο n είναι πρώτος.

Απόδειξη. Η ισοδυναµία 1. ⇐⇒ 2. προκύπτει άµεσα από το Θεώρηµα 7.4.15. Αν ο δακτύλιος Zn είναι
ακέραια περιοχή, τότε σύµφωνα µε το µέρος 1 του Παραδείγµατος 7.4.2 ο αριθµός n δεν µπορεί να είναι
σύνθετος, και άρα είναι πρώτος, δηλαδή 2. =⇒ 3. Τέλος, αν ο αριθµός n είναι πρώτος, έστω [k]n ∈Zn ένα µη
µηδενικό στοιχείο. Επειδή [k]n 6= [0]n , ϑα έχουµε n - k, και, επειδή ο n είναι πρώτος, ϑα έχουµε (k,n) = 1.
Τότε υπάρχουν ακέραιοι a,b έτσι ώστε ak+bn = 1 και τότε [a]n[k]n +[b]n[n]n = [1]n , δηλαδή [a]n[k]n = [1]n .
Επειδή ο δακτύλιος Zn είναι µεταθετικός, έπεται ότι το στοιχείο [k]n είναι αντιστρέψιµο. ΄Αρα κάθε µη
µηδενικό στοιχείο του Zn είναι αντιστρέψιµο και εποµένως ο δακτύλιος είναι σώµα, δηλαδή 3. =⇒ 1., και
εποµένως όλες οι συνθήκες είναι ισοδύναµες. ■

7.5 Χαρακτηριστική ∆ακτυλίου

Στον δακτύλιο Zn , υπάρχει ένας ϑετικός ακέραιος, ο n, έτσι ώστε nx = 0, ∀x ∈ Zn . Αντίθετα στον δακτύλιο
των ακεραίων Z, δεν υπάρχει ϑετικός ακέραιος n έτσι ώστε nx = 0, ∀x ∈ Z. Αυτή η διαφοροποίηση µας
οδηγεί στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 7.5.1. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Αν υπάρχει ϑετικός ακέραιος k έτσι ώστε kx = 0, ∀x ∈ R, τότε ο
αριθµός

char(R) = min
{
k ∈N | kx = 0, ∀x ∈ R

}
καλείται η χαρακτηριστική του δακτυλίου R.

Αν δεν υπάρχει τέτοιος ϑετικός ακέραιος k, τότε ϑέτουµε : char(R) = 0.

Λήµµα 7.5.2. Για έναν δακτύλιο R έχουµε, char(R) = 0 αν δεν υπάρχει k ∈N έτσι ώστε k1R = 0, διαφορετικά :

char(R) = min
{
k ∈N | k1R = 0

}> 0

Απόδειξη. Αν char(R) = n > 0, τότε προφανώς n1R = 0. Αν k1R = 0, για κάποιον ϑετικό ακέραιο k, τότε
k1R · x = 0 · x = 0, και άρα, επειδή 1R · x = x, ϑα έχουµε k · x = 0, ∀x ∈ R. Τότε όµως εξ΄ ορισµού ϑα έχουµε
n ≤ k και αυτό σηµαίνει n = min

{
k ∈N | k1R = 0

}
. Αντίστροφα, αν n = min

{
k ∈N | k1R = 0

}
, τότε όπως και

πριν ϑα έχουµε n1R = 0, από όπου nx = 0, ∀x ∈ R. Αν kx = 0, ∀x ∈ R, τότε k1R = 0, και άρα n ≤ k. Αυτό
δείχνει ότι char(R) = n. Αν char(R) = 0, τότε δεν υπάρχει k ∈N, έτσι ώστε n1R = 0, διότι διαφορετικά ϑα είχαµε
όπως παραπάνω char(R) = n > 0. Αντιστροφα, αν δεν υπάρχει k ∈N έτσι ώστε k1R = 0, τότε δεν υπάρχει k ∈N
έτσι ώστε kx = 0, ∀x ∈ R, και εποµένως char(R) = 0. ■

Πρόταση 7.5.3. Για µια ακέραια περιοχή R, έχουµε : char(R) = 0 ή char(R): πρώτος.

Απόδειξη. ΄Εστω char(R) = n > 0, και έστω ότι ο n δεν είναι πρώτος. Τότε µπορούµε να γράψουµε n = m ·k,
όπου 1 < m,k < n. ΄Οµως από το Λήµµα 7.5.2, και το µέρος 5.b) της Πρότασης 7.1.5 ϑα έχουµε

0 = n1R = (m ·k)1R = (m1R ) · (k1R ) =⇒ (m1R ) = 0 ή (k1R ) = 0

Και οι δύο εκδοχές µάς οδηγουν σε αντίφαση διότι από το Λήµµα 7.5.2 έχουµε n = char(R) = min
{
k ∈

N | k1R = 0
}> m,k. ΄Αρα ο n είναι πρώτος. ■
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Παράδειγµα 7.5.4. 1. char(Z) = char(Q) = char(R) = char(C) = 0.

2. char(Zn) = n.

Πράγµατι έχουµε n[1]n = [n]n = [0]n . Αν k[1]n = [0]n , τότε [k]n = [0]n από όπου n | k και άρα n ≤ k.
Εποµένως n = min

{
k ∈N | k[1]n = 0

}
και έτσι : char(Zn) = n.

3. Αν R είναι ένας πεπερασµένος δακτύλιος, έστω |R| = n <∞, τότε η αβελιανή οµάδα (R,+) είναι πεπερα-
σµένη και εποµένως από γνωστή συνέπεια του Θεωρήµατος του Lagrange, ϑα έχουµε nx = 0, ∀x ∈ R.
΄Αρα char(R) > 0.

4. ∆εν έχουν µόνο οι πεπερασµένοι δακτύλιοι πεπερασµένη µη µηδενική χαρακτηριστική. Πράγµατι,
έστω ο δακτύλιος πολυωνύµων Z2[t ] υπεράνω του σώµατος Z2 το οποίο έχει χαρακτηριστική char(Z2) =
2. Τότε, χρησιµοποιώντας ότι 2x = 0, ∀x ∈Z2, για κάθε στοιχείο P (t ) = a01+a1t +a2t 2 +·· ·+an t n του
Z2[t ], ϑα έχουµε:

2P (t ) = 2(a01+a1t +a2t 2 +·· ·+an t n) = (2a0)1+ (2a1)t + (2a2)t 2 +·· ·+ (2an)t n = 0

΄Αρα char(Z2[t ]) = 2 και προφανώς ο δακτύλιος Z2[t ] έχει άπειρο πλήθος στοιχείων.
p

7.6 Ασκήσεις

΄Ασκηση 7.6.1. Να δειχθεί ότι ένας δακτύλιος R είναι µεταθετικός αν και µόνο αν για κάθε x, y ∈ R ισχύει
ότι : (x + y)2 = x2 +2x y + y2.

΄Ασκηση 7.6.2. ΄Εστω R = (R,+, ·) ένας δακτύλιος. Στο σύνολο R ορίζουµε µια νέα πράξη ◦ ως εξής, ∀x, y ∈ R:

x ◦ y = x + y −x y

1. Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (R,◦) είναι µονοειδές

2. Ποια είναι η οµάδα των αντιστρέψιµων στοιχείων του µονοειδούς (R,◦);

΄Ασκηση 7.6.3. Να επαληθευθεί ότι το σύνολο ATn(K) των άνω τριγωνικών n×n πινάκων µε στοιχεία από το
K είναι ένας µη µεταθετικός υποδακτύλιος του δακτυλίου πινάκων Mn(K).

΄Ασκηση 7.6.4. Αν R είναι ένας δακτύλιος, τότε να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Mn(R) των n×n πινάκων υπεράνω
του R είναι µεταθετικός αν και µόνο αν ο R είναι µεταθετικός και n = 1.

΄Ασκηση 7.6.5. Να δειχθεί ότι, αν ο δακτύλιος K είναι σώµα, τότε ένας πίνακας A ∈Mn(K) είναι διαιρέτης
του µηδενός αν και µόνο αν Det(A) = 0. Ισχύει το συµπέρασµα αν ο δακτύλιος K δεν είναι σώµα ;

΄Ασκηση 7.6.6. Να δειχθεί ότι στον δακτύλιο Zn , ένα στοιχείο είναι διαιρέτης του µηδενός αν και µονον αν
δεν είναι αντιστρέψιµο.

΄Ασκηση 7.6.7. ΄Εστω η προσθετική οµάδα (Z,+). Να περιγραφούν όλες οι δυνατές πράξεις πολλαπλασια-
σµού «?» επί του συνόλου Z, έτσι ώστε η τριάδα (Z,+,?) να αποτελεί δακτύλιο µε µονάδα.

΄Ασκηση 7.6.8. ΄Εστω η προσθετική οµάδα (Zn ,+), n ≥ 2. Να περιγραφούν όλες οι δυνατές πράξεις πολλα-
πλασιασµού «?» επί του συνόλου Zn , έτσι ώστε η τριάδα (Zn ,+,?) να αποτελεί δακτύλιο µε µονάδα.
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΄Ασκηση 7.6.9. Θεωρούµε τις προσθετικές αβελιανές οµάδες (Q/Z,+) και (R/Z,+). Να εξεταστεί αν υπάρχουν
πράξεις πολλαπλασιασµού «?» και «∗» επί των συνόλων Q/Z και R/Z αντίστοιχα, έτσι ώστε οι τριάδες (Q/Z,+,?)
και (R/Z,+,∗) να αποτελούν δακτύλιο (µε µονάδα).

΄Ασκηση 7.6.10. ΄Εστω (R,+, ·) µια τριάδα η οποία ικανοποιεί όλα τα αξιώµατα του ορισµού δακτυλίου µε
µονάδα, εκτός από την µεταθετικότητα της πρόσθεσης. Να δείξετε οτι ισχύει η µεταθετικότητα της πρόσθεσης
και η τριάδα (R,+, ·) είναι ένας δακτύλιος.

Σχόλιο 7.6.11. Αν στην ΄Ασκηση 7.6.10 για την τριάδα (R,+, ·) δεν απαιτήσουµε την ύπαρξη µονάδας, τότε το
συµπέρασµα της ΄Ασκησης δεν ισχύει. Πράγµατι, έστω (R,+) µια (προσθετική) µη αβελιανή οµάδα µε παραπάνω
από ένα στοιχεία, για παράδειγµα η συµµετρική οµάδα S3 τάξης 6. Ορίζουµε πράξη πολλαπλασιασµού ως εξής :
r · s = 0R , ∀r, s ∈ R. Τότε η τριάδα (R,+, ·) ικανοποιεί όλα τα αξιώµατα του ορισµού δακτυλίου χωρίς µονάδα
(αν υπάρχει µονάδα 1R , τότε 1R = 1R 1R = 0R και εποµένως R = {0R } το οποίο είναι άτοπο διότι |R| > 1), εκτός
από τη µεταθετικότητα της πρόσθεσης. Η τελευταία ιδιότητα δεν είναι δυνατόν να ισχύει, διότι η οµάδα R δεν
είναι αβελιανή.

Η παραπάνω ανάλυση δείχνει ότι κάθε αβελιανή οµάδα R µπορεί να ϑεωρηθεί ως δακτύλιος (χωρίς µονάδα
αν |R| > 1) µε τετριµµένο πολλαπλασιασµό.

p

΄Ασκηση 7.6.12. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n, ϑεωρούµε το σύνολο πινάκων

R =
(
Z Zn

0 Z

)
=

{(
x [y]n

0 z

)
| x, y, z ∈ Z

}
στο οποίο ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «·», ως εξής :(

x [y]n

0 z

)
+

(
x ′ [y ′]n

0 z ′
)
=

(
x +x ′ [y + y ′]n

0 z + z ′
)

και
(

x [y]n

0 z

)
·
(

x ′ [y ′]n

0 z ′
)
=

(
xx ′ [x y ′+ y z ′]n

0 zz ′
)

1. Να δειχθεί ότι η τριάδα (R,+, ·) είναι ένας δακτύλιος, όπου

0R =
(
0 [0]n

0 0

)
και 1R =

(
1 [1]n

0 1

)

2. Να δειχθεί ότι ο πίνακας
(
n [1]n

0 0

)
είναι αριστερός διαιρέτης του µηδενός, αλλά όχι δεξιός διαιρέτης του

µηδενός, στον δακτύλιο R.

3. Να προσδιοριστεί το κέντρο Z(R) του δακτυλίου R.

4. Να προσδιοριστεί η οµάδα U(R) των αντιστρέψιµων στοιχείων του R.

΄Ασκηση 7.6.13. ΄Εστω ότι x, y είναι στοιχεία ενός δακτυλίου R και υποθέτουµε ότι xn = yn και xm = ym ,
όπου n,m είναι σχετικά πρώτοι ϑετικοί ακέραιοι, δηλαδή (x, y) = 1. Να δειχθεί ότι x = y.

΄Ασκηση 7.6.14. ΄Εστω ότι R είναι ένας δακτύλιος για τον οποίο ισχύει ότι :

∀a,b ∈ R : (ab)2 = a2b2

Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός.

΄Ασκηση 7.6.15. Θεωρούµε τον δακτύλιο F (R,R) όλων των απεικονίσεων f : R −→ R. Να εξεταστεί αν το
ακόλουθο υποσύνολο

S = {
A ∈F (R,R) | ∃ f , g ,h ∈F (R,R) : A(x) = f (x)+ g (x)sin(nx)+h(x)cos(nx), ∀x ∈R}

είναι ένας υποδακτύλιος του F (R,R).
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΄Ασκηση 7.6.16. Ποια από τα επόµενα σύνολα µαζί µε τις αναφερόµενες πράξεις αποτελούν δακτύλιους;

1.
R = {

a +b
p

3 | a,b ∈Z}
µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πραγµατικών αριθµών.

2.

R =
{(

a b
0 a

)
∈M2(R) | a,b ∈R

}
µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πινάκων.

3.

R =
{(

a b
−b a

)
∈M2(R) | a,b ∈R

}
µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πινάκων.

4.
R = {

A ∈M2(R) | Det(A) = 0
}

µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πινάκων.

5.
R =

{m

n
∈Q | n περιττός

}
µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού ϱητών αριθµών.

6.
R = {

r i | r ∈R}
όπου i 2 =−1, µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού µιγαδικών αριθµών.

7.
Q(

3p
5) = {

a +b
3p

5 ∈R | a,b ∈R}
µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πραγµατικών αριθµών.

8.
R =

{ a

b
∈Q | 3 - b

}
µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού ϱητών αριθµών.

΄Ασκηση 7.6.17. Να δείξετε ότι για το κέντρο Z(H) του δακτυλίου των τετρανίων του Hamilton ισχύει ότι :

Z(H) =Z(M2(R))

΄Ασκηση 7.6.18. Να δειχθεί ότι το σύνολο

R = {
m +n

p−3 ∈C | είτε m,n ∈Z είτε m = a

2
και n = b

2
όπου οι a,b είναι περιττοί ακέραιοι

}
είναι ένας υποδακτύλιος του C.

΄Ασκηση 7.6.19. Για κάθε µη µηδενικό ακέραιο d ο οποίος είναι ελεύθερος τετραγώνου, δηλαδή δεν υπάρχει
πρώτος το τετράγωνο του οποίου διαιρεί τον d , να δειχθεί ότι το σύνολο

Z[
p

d ] = {
m +n

p
d ∈C | m,n ∈Z}

είναι ένας υποδακτύλιος του C.
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΄Ασκηση 7.6.20. ΄Εστω q ∈Q ένας ϱητός αριθµός. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο

Rq =
{(

a b
qb a

)
∈M2(Q)

∣∣ a,b ∈Q
}

1. Να δειχθεί ότι το σύνολο Rq είναι ένας υποδακτύλιος του M2(Q).

2. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Rq είναι δακτύλιος διαίρεσης αν και µόνο αν δεν υπάρχει ϱητός r ∈Q έτσι
ώστε r 2 = q.

3. Είναι ο δακτύλιος Rq σώµα ;

4. Με ποιον γνωστό σας δακτύλιο συµπίπτει ο δακτύλιος R−1;

΄Ασκηση 7.6.21. Να προσδιοριστούν όλοι οι διαιρέτες του µηδενός των επόµενων δακτυλίων :
(1) Z4, (2) Z8, (3) Z11, (4) Z4 ×Z4

΄Ενα στοιχείο a ∈ R σε έναν δακτύλιο R καλείται ταυτοδύναµο, αν a2 = a. Για παράδειγµα τα στοιχεία
0,1 κάθε δακτυλίου είναι ταυτοδύναµα.

΄Ασκηση 7.6.22. ΄Ενας δακτύλιος µε µονάδα R καλείται δακτύλιος του Boole, αν κάθε στοιχείο του είναι
ταυτοδύναµο, δηλαδή:

∀r ∈ R : r 2 = r

Να δειχθεί ότι κάθε δακτύλιος του Boole R είναι µεταθετικός και char(R) = 2, αν R 6= {0}.

΄Ασκηση 7.6.23. ΄Εστω R ένας δακτύλιος για τον οποίο ισχύει ότι :

∀r ∈ R : r 3 = r

Να δειχθεί ότι ο R είναι µεταθετικός.6

΄Ασκηση 7.6.24. ΄Εστω R ένας δακτύλιος για τον οποίο ισχύει ότι :

∀r ∈ R : r 6 = r

Να δειχθεί ότι r 2 = r , ∀r ∈ R, δηλαδή ο R είναι δακτύλιος του Boole και άρα ο R είναι µεταθετικός.

΄Ασκηση 7.6.25. Να δειχθεί ότι ένας δακτύλιος R είναι δακτύλιος του Boole αν και µόνο αν ο R είναι
µεταθετικός και ισχύει ότι, ∀a,b ∈ R: (a +b)ab = 0.

΄Ασκηση 7.6.26. ΄Εστω A ένα τυχόν σύνολο και ϑεωρούµε το δυναµοσύνολο P (A) του A το οποίο ϑεωρούµε
εφοδιασµένο µε τις ακόλουθες πράξεις «+» «πρόσθεσης» και «·» «πολλαπλασιασµού»:

+ : P (A)×P (A) −→P (A), X +Y = (X \ Y )
⋃

(Y \ X ) (Συµµετρική ∆ιαφορά)

· : P (A)×P (A) −→P (A), X ·Y = X
⋂

Y (Τοµή)

1. Να δειχθεί ότι η τριάδα P (A) = (P (A),+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα.

6 ΄Ενα σηµαντικό Θεώρηµα του Jacobson πιστοποιεί ότι : αν R είναι ένας δακτύλιος για τον οποίο ισχύει ότι :

∀x ∈ R, ∃nx ∈N : xnx = x

τότε ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός.
- Nathan Jacobson (5 Οκτωβρίου 1910 - 5 ∆εκεµβρίου 1999) [https://en.wikipedia.org/wiki/Nathan_Jacobson]: Ση-

µαντικός Αµερικανός µαθηµατικός, πολωνικής καταγωγής, µε ϑεµελιώδη συµβολή στην ΄Αλγεβρα και ιδιαίτερα στη Θεωρία ∆ακτυλίων.

https://en.wikipedia.org/wiki/Nathan_Jacobson
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2. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος P (A) είναι δακτύλιος του Boole.

3. Να περιγραφούν οι δακτύλιοι P (A), όταν A = {
1,2

}
και A = {

1,2,3
}
.

΄Ενα στοιχείο r ∈ R σε έναν δακτύλιο R καλείται µηδενοδύναµο, αν υπάρχει ϑετικός ακέραιος n έτσι
ώστε : r n = 0.

΄Ασκηση 7.6.27. Ποια είναι τα µηδενοδύναµα και ταυτοδύναµα στοιχεία σε µια (ακέραια) περιοχή ; Βρείτε
πέντε ταυτοδύναµα και πέντε µηδενοσύναµα στοιχεία στον δακτύλιο M2(R).

΄Ασκηση 7.6.28. Να δειχθεί ότι, αν u είναι ένα µηδενοδύναµο στοιχείο σε έναν δακτύλιο R, τότε το στοιχείο
1+u είναι αντιστρέψιµο.

΄Ασκηση 7.6.29. ΄Εστω ότι n = pa1
1 pa2

2 · · ·pam
m είναι η πρωτογενής ανάλυσης του ϑετικού ακέραιου n > 1.

1. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Zn περιέχει µη µηδενικά µηδενοδύναµα στοιχεία αν και µόνο αν ο ϑετικός
ακέραιος n δεν είναι ελεύθερος τετραγώνου, δηλαδή υπάρχει πρώτος p έτσι ώστε το τετράγωνό του να
διαιρεί τον n.

2. Να δειχθεί ότι το στοιχείο [k]n ∈Zn είναι µηδενοδύναµο αν και µόνο αν p1p2 · · ·pm | k.

΄Ασκηση 7.6.30. Να δειχθεί ότι οι επόµενοι δακτύλιοι αποτελούν ακέραιες περιοχές:

1.
Z[i ] = {

a +bi ∈C | a,b ∈Z}
όπου i 2 =−1, µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού µιγαδικών αριθµών.

2.
Q(i ) = {

a +bi ∈C | a,b ∈Q}
όπου i 2 =−1, µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού µιγαδικών αριθµών.

3.
Z(

p
5) = {

a +b
p

5 ∈R | a,b ∈Z}
µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πραγµατικών αριθµών.

4.
Q(

p
2,
p

3) = {
a +b

p
2+ c

p
3+d

p
2
p

3 ∈R | a,b,c,d ∈Q}
µαζί µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πραγµατικών αριθµών.

΄Ασκηση 7.6.31. ΄Εστω (R,+, ·) ένας δακτύλιος και u ∈ R ένα στοιχείο του το οποίο ικανοποιεί την ιδιότητα ότι
υπάρχει στοιχείο v ∈ R έτσι ώστε uvu = u και vu2v = 1. Να δειχθεί ότι το στοιχείο u είναι αντιστρέψιµο και
v = u−1.

΄Ασκηση 7.6.32. ΄Εστω (R,+, ·) ένας δακτύλιος και u ∈ R ένα στοιχείο του το οποίο ικανοποιεί την ιδιότητα
ότι υπάρχει µοναδικό στοιχείο v ∈ R έτσι ώστε uvu = u. Να δειχθεί ότι το στοιχείο u είναι αντιστρέψιµο και
v = u−1.

΄Ασκηση 7.6.33. ΄Εστω (R,+, ·) ένας δακτύλιος και a,b ∈ R είναι δύο αντιστρέψιµα στοιχεία του, και υποθέ-
τουµε ότι το στοιχείο ab −1 είναι αντιστρέψιµο. Να δειχθεί ότι τα στοιχεία a −b−1 και (a −b−1)−1 −a−1 είναι
αντιστρέψιµα και

((a −b−1)−1 −a−1)−1 = aba −a
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΄Ασκηση 7.6.34. ΄Εστω (R,+, ·) ένας δακτύλιος χωρίς µονάδα µε τουλάχιστον δύο στοιχεία και ο οποίος
ικανοποιεί την επιπλέον ιδιότητα ότι, για κάθε a ∈ R, a 6= 0, υπάρχει µοναδικό στοιχείο b ∈ R έτσι ώστε aba = a.
Να δειχθεί ότι :

1. ο R δεν διαθέτει διαιρέτες του µηδενός.

2. bab = b.

3. ο R διαθέτει µοναδιαίο στοιχείο.

4. ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης.

΄Ασκηση 7.6.35. Ποιοι από τους επόµενους δακτύλιους είναι σώµατα;
(1) Z[i ], (2) Q×Q, (3) Z13.

΄Ασκηση 7.6.36. Να προσδιοριστούν τα αντιστρέψιµα στοιχεία των επόµενων δακτυλίων:
(1) Z10, (2) Z2 ×Z4, (3) Z[i ], όπου i 2 =−1, (4) Z×Z, (5) H.

΄Ασκηση 7.6.37. Αν n1,n2, · · · ,nk , είναι ϑετικοί ακέραιοι, ποια είναι η χαρακτηριστική του δακτυλίου ευθέος
γινόµενου Zn1 ×Zn2 ×·· ·×Znk ;

΄Ασκηση 7.6.38. Ποια είναι η χαρακτηριστική των επόµενων δακτυλίων;
(1) Z10 ×Z8, (2) C, (3) Z×Z, (4) H, (5) Z2 ×Z×Z3.

΄Ασκηση 7.6.39. Να ϐρεθεί η χαρακτηριστική των δακτυλίων ενδοµορφισµών

EndZ(Z), EndZ(Z3), EndZ(Zp ) (p : πρώτος), EndZ(Zn)

΄Ασκηση 7.6.40. Να δοθεί παράδειγµα µεταθετικού δακτυλίου ο οποίος δεν είναι σώµα του οποίου η χαρα-
κτηριστική είναι πρώτος αριθµός.

΄Ασκηση 7.6.41. Να δειχθεί ότι όλα τα µη µηδενικά στοιχεία της προσθετικής οµάδας (K,+) ενός σώµατος K
έχουν την ίδια τάξη.

΄Ασκηση 7.6.42. Να δειχθεί ότι σε ένα σώµα F χαρακτηριστικής char(F) = p > 0 ισχύει :

∀a,b ∈ F : (a +b)p = ap +bp

΄Ασκηση 7.6.43. ΄Εστω ότι (M ,+) είναι µια προσθετική αβελιανή οµάδα και έστω

EndZ(M) = {
f : M −→ M | f : είναι οµοµορφισµός οµάδων

}
Στο σύνολο EndZ(M) ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «◦», ως εξής, ∀ f , g ∈EndZ(M):

f + g : M −→ M , ( f + g )(m) = f (m)+ g (m)

f ◦ g : M −→ M , ( f ◦ g )(m) = f (g (m))

Να δειχθεί ότι η τριάδα (EndZ(M),+,◦) είναι ένας δακτύλιος. Να δοθούν παραδείγµατα αβελιανών οµάδων M
έτσι ώστε ο δακτύλιος EndZ(M) να είναι (α) µεταθετικός, και (β) µη µεταθετικός.
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΄Ασκηση 7.6.44. ΄Εστω R ένας δακτύλιος, όχι απαραίτητα µε µονάδα. Να δείξετε ότι το σύνολο

Z×R = {
(n,r ) | n ∈Z και r ∈ R

}
εφοδιασµένο µε τις πράξεις :

(n,r )+ (m, s) = (n +m,r + s) και (n,r ) · (m, s) = (nm,ns + r m + r s)

είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα.

΄Ασκηση 7.6.45. Να δειχθεί ότι το σύνολο Z3 ×Z3 εφοδιασµένο µε τις ακόλουθες πράξεις πρόσθεσης και
πολλαπλασιασµού, ∀x, y, z, w ∈Z3:

(x, y)+ (z, w) = (x + y, z +w) και (x, y) · (z, w) = (xz − y w, xw + y z)

είναι ένα σώµα και να ϐρεθεί η χαρακτηριστική του.

΄Ασκηση 7.6.46. Θεωρούµε τον δακτύλιο πινάκων M2(Z2).

1. Να ϐρεθεί το πλήθος των στοιχείων του δακτυλίου M2(Z2).

2. Να ϐρεθούν όλα τα αντιστρέψιµα στοιχεία του δακτυλίου M2(Z2).

3. Να ϐρεθεί η χαρακτηριστική του δακτυλίου M2(Z2).

΄Ασκηση 7.6.47. ΄Εστω ότι R είναι ένας δακτύλιος για τον οποίο ισχύει ότι ∀a ∈ R: a2 = 0 =⇒ a = 0. Να
δειχθεί ότι τα ταυτοδύναµα στοιχεία του R ανήκουν στο κέντρο του R.

΄Ασκηση 7.6.48. Να προσδιοριστούν τα ταυτοδύναµα στοιχεία του δακτυλίου Zn , n ≥ 2.

΄Ασκηση 7.6.49. ΄Εστω ότι x, y είναι στοιχεία σε έναν δακτύλιο R. Να δειχθεί ότι :

1−x y ∈ U(R) ⇐⇒ 1− y x ∈ U(R)

όπου U(R) είναι η οµάδα των αντιστρέψιµων στοιχείων του R.

΄Ασκηση 7.6.50. ΄Εστω ότι R είναι ένας δακτύλιος και ϑεωρούµε τον δακτύλιο Mn(R). Να δειχθεί ότι το
σύνολο S όλων των διαγώνιων πινάκων µε στοιχεία από τον δακτύλιο R είναι ένας υποδακτύλιος του Mn(R)
και να προσδιοριστεί η οµάδα U(S) των αντιστρέψιµων στοιχείων του.

΄Ασκηση 7.6.51. ΄Εστω R ένας πεπερασµένος δακτύλιος µε µονάδα. Να δείξετε ότι ο R είναι δακτύλιος
διαίρεσης αν και µόνο αν ο R δεν έχει διαιρέτες του µηδενός.

΄Ασκηση 7.6.52. ΄Εστω R ένας δακτύλιος.

1. Αν a,b ∈ R, όπου b 6= 0, και ισχύει aba = 0, να δειχθεί ότι το στοιχείο a είναι αριστερός ή δεξιός διαιρέτης
του µηδενός.

2. Υποθέτουµε ότι για κάθε στοιχείο a ∈ R, υπάρχει στοιχείο b ∈ R έτσι ώστε : aba = a. Να δειχθεί ότι κάθε
µη αντιστρέψιµο στοιχείο του R είναι διαιρέτης του µηδενός.

3. Να εξεταστεί αν το σύνολο των διαιρετών του µηδενός ενός δακτυλίου είναι κλειστό στην πρόσθεση, και
στον πολλαπλασιασµό από αριστερά ή δεξιά µε στοιχεία του δακτυλίου.
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΄Ασκηση 7.6.53. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. Αν ένα στοιχείο a ∈ R έχει περισσότερα από ένα δεξιά
αντίστροφα στοιχεία (δηλαδή στοιχεία a′ ∈ R έτσι ώστε aa′ = 1R ) τότε να δείξετε ότι το a έχει άπειρα δεξιά
αντίστροφα στοιχεία.7

΄Ασκηση 7.6.54. Να εξεταστεί αν υπάρχει ακέραια περιοχή µε ακριβώς 10 στοιχεία.

΄Ασκηση 7.6.55. Αν σε έναν δακτύλιο R ισχύει ότι :

∀r ∈ R : r 2 = r ∈Z(R)

να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός.

΄Ασκηση 7.6.56. ΄Εστω

Q(
p

2,
p

3) = {
a +b

p
2+ c

p
3+d

p
2
p

3 | a,b,c,d ∈Q}
και α=p

2+p
3. Να δειχθεί ότι Q(

p
2,
p

3) =Q(α), όπου Q[α] είναι ο µικρότερος υποδακτύλιος του R ο οποίος
περιέχει τα στοιχεία

p
2 και

p
3.

΄Ασκηση 7.6.57. ΄Εστω R µια ακέραια περιοχή και υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα στοιχείο r ∈ R, r 6= 0, και
ϑετικός ακέραιος n ∈N έτσι ώστε : nr = 0R . Να δειχθεί ότι : char(R) = p για κάποιον πρώτο διαιρέτη p του n.

΄Ασκηση 7.6.58. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε περισσότερα από ένα στοιχεία. Υποθέτουµε ότι η εξίσωση ax = b
έχει λύση για κάθε 0 6= a ∈ R και για κάθε b ∈ R. Να δείξετε ότι ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος διαίρεσης.

΄Ασκηση 7.6.59. Να δοθεί παράδειγµα ακέραιας περιοχής µε άπειρο πλήθος στοιχείων και πεπερασµένη
χαρακτηριστική.

΄Ασκηση 7.6.60. Στον δακτύλιο H των τετρανίων του Hamilton, ϐλέπε το Παράδειγµα 7.2.15, ϑεωρούµε
στοιχεία :

X = a0I2 +a1I +a2 J +a3K και Y = b0I2 +b1I +b2 J +b3K , ai ,bi ∈R, 0 ≤ i ≤ 3

και ορίζουµε απεικόνιση
N : H−→H, N(X ) = X ·X

όπου X = a0I2 −a1I −a2 J −a3K .

1. Να δειχθεί ότι :

X +Y = X +Y , X = X , X ·Y = Y ·X , και X =Q ⇐⇒ ai = 0, 1 ≤ i ≤ 3

2. Να δειχθεί ότι : N(X ) = (a2
0 +a2

1 +a2
2 +a2

3)I2, και :

N(X ·Y ) =N(X ) ·N(Y )

3. Να δειχθεί ότι ο πίνακας X ικανοποιεί την εξίσωση:

X 2 −T(X )X +N(X ) = 0

όπου T(X ) = 2a0.
7Το αποτέλεσµα αυτό οφείλεται στον :
Irving Kaplansky (22 Μαρτίου 1917 - 25 Ιουνίου 2006) [https://en.wikipedia.org/wiki/Irving_Kaplansky]: Σηµα-

ντικός Καναδός µαθηµατικός ο οποίος έζησε και εργάστηκε στις ΗΠΑ, µε σηµαντική συµβολή σε πολλούς ερευνητικούς κλάδους και
ιδιαίτερα στην ΄Αλγεβρα.

https://en.wikipedia.org/wiki/Irving_Kaplansky
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΄Ασκηση 7.6.61. Στον δακτύλιο H των τετρανίων του Hamilton, ϐλέπε το Παράδειγµα 7.2.15, ϑεωρούµε το
υποσύνολο H0 όλων των πινάκων της µορφής X = a0I2+a1I +a2 J +a3K , όπου ai ∈Q, 0 ≤ i ≤ 3. Να δειχθεί ότι
το υποσύνολο H0 είναι ένας υποδακτύλιος του H ο οποίος είναι δακτύλιος διαίρεσης.

΄Ασκηση 7.6.62. Στον δακτύλιο H των τετρανίων του Hamilton, ϐλέπε το Παράδειγµα 7.2.15, ϑεωρούµε το
υποσύνολο

R = {
X = a0I2 +a1I +a2 J +a3K ∈H | είτε ai ∈Z είτε ai = mi

2
όπου οι mi είναι περιττοί ακέραιοι

}
1. Να δειχθεί ότι ο R είναι ένας υποδακτύλιος του H.

2. Να δειχθεί ότι οι πίνακες T(X ),N(X ) είναι ακέραια ϐαθµωτά πολλαπλάσια του µοναδιαίου πίνακα I2.

3. Είναι ο R δακτύλιος διαίρεσης ;



Κεφάλαιο 8

Ιδεώδη, ∆ακτύλιοι Πηλίκα και τα
Θεωρήµατα Ισοµορφισµών

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε την σηµαντική έννοια του (αριστερού, δεξιού, ή αµφίπλευρου) ιδεώδους
ενός δακτυλίου, έννοια η οποία ϑα µας επιτρέψει να κατασκευάσουµε δακτυλίους πηλίκα κατ΄ αναλογία µε
την κατασκευή των οµάδων πηλίκων µιας οµάδας ως προς τις κανονικές υποοµάδες της. Η δοµή των
ιδεωδών ενός δακτυλίου, (αριστερών, δεξιών, αµφίπλευρων) διαδραµατίζει σηµαντικό ϱόλο στην δοµή του
δακτυλίου. Θα µελετήσουµε επίσης την έννοια του οµοµορφισµού δακτυλίων, έννοια η οποία ϑα µας
επιτρέψει την σύγκριση και σε µερικές περιπτώσεις την ταύτιση δακτυλίων, όταν αυτοί έχουν παρόµοιες ή
ταυτόσηµες αλγεβρικές ιδιότητες. Σ΄ αυτό το πλαίσιο ϑα αποδείξουµε, όπως στη Θεωρία Οµάδων, τα ανάλογα
Θεωρήµατα Ισοµορφισµών, και ϑα αναλύσουµε κάποιες από τις συνέπειές τους.

8.1 Ιδεώδη

Είδαµε στο προηγούµενο Κεφάλαιο την έννοια του υποδακτυλίου, έννοια η οποία χρησίµευσε κυρίως για
την αναγνώριση και κατασκευή νέων δακτυλίων ως υποσυνόλων ήδη γνωστών µας δακτυλίων. Υπάρχει
αναλογία στην έννοια του υποδακτυλίου µε την έννοια της υποοµάδας µιας οµάδας, αν και η έννοια της
υποοµάδας είναι πολύ πιο χρήσιµη στη Θεωρία Οµάδων, από ότι είναι η έννοια του υποδακτυλίου στη
Θεωρία ∆ακτυλίων. Από την άλλη πλευρά, είδαµε ότι η έννοια της κανονικής υποοµάδας αποδείχθηκε
πολύ σηµαντική, καθώς µας επέτρεψε την κατασκευή των οµάδων πηλίκων και γενικότερα η ϑεωρία τους
είναι περισσότερο πλούσια. Η αντίστοιχη έννοια στη Θεωρία ∆ακτυλίων είναι η έννοια του ιδεώδους, και
γενικότερα οι δεξιές ή αριστερές εκδοχές της.

Από τώρα και στο εξής, σταθεροποιούµε έναν µη µηδενικό δακτύλιο R = (R,+, ·).

Ορισµός 8.1.1. Μια υποοµάδα I ⊆ R της προσθετικής οµάδας (R,+) καλείται :

1. αριστερό ιδεώδες του R, αν, ∀r ∈ R, ∀x ∈ I : r · x ∈ I .

2. δεξιό ιδεώδες του R, αν, ∀r ∈ R, ∀x ∈ I : x · r ∈ I .

3. (αµφίπλευρο) ιδεώδες ή (διπλό ιδεώδες) του R, αν, ∀r ∈ R, ∀x ∈ I : r · x ∈ I και x · r ∈ I .

΄Ετσι ένα µη κενό υποσύνολο I ⊆ R είναι (α) αριστερό, (β) δεξιό, (γ) αµφίπλευρο ιδεώδες, αν ∀r ∈ R και
∀x, y ∈ I :

1. x − y ∈ I .

2. (α) r · x ∈ I , (β) x · r ∈ I , (γ) r · x ∈ I και x · r ∈ I .

370
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Προφανώς, αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε κάθε δεξιό ή αριστερό ιδεώδες είναι αµφίπλευρο ιδεώδες
και έτσι δεν χρειάζεται να κάνουµε διάκριση µεταξύ αριστερών και δεξιών ιδεωδών. Χάριν απλότητας, από
τώρα και στο εξής, ιδεώδες ϑα σηµαίνει αµφίπλευρο ή διπλό ιδεώδες.

Παρατήρηση 8.1.2. ΄Οπως προκύπτει από τον ορισµό, ένα υποσύνολο είναι (αµφίπλευρο) ιδεώδες αν και
µόνο αν είναι αριστερό και δεξιό ιδεώδες. Επίσης, αν και υποδακτύλιοι και ιδεώδη είναι υποοµάδες της
προσθετικής οµάδας του δακτυλίου και επίσης είναι κλειστοί στον πολλαπλασιασµό του δακτυλίου, και κάθε
ιδεώδες είναι υποδακτύλιος χωρίς µονάδα, υπάρχουν δύο σηµαντικές διαφορές οι οποίες διαφοροποιούν
κατά πολύ τη ϑεωρία τους. Πρώτον, ένα ιδεώδες δεν περιέχει απαραίτητα τη µονάδα του δακτυλίου. ΄Οπως
ϑα δούµε, αν αυτό συµβαίνει τότε το ιδεώδες συµπίπτει µε τον δακτύλιο. ∆εύτερον, ένα ιδεώδες είναι κλειστό
στον πολλαπλασιασµό των στοιχείων του από τα δεξιά και τα αριστερά µε στοιχεία του δακτυλίου, και όχι
µόνο µε στοιχεία του ιδεώδους. N

Κάθε δακτύλιος έχει πάντα δύο ιδεώδη: ο ίδιος ο δακτύλιος R είναι ιδεώδες, και το µονοσύνολο
{
0
}
είναι

ιδεώδες. ΄Ενα ιδεώδες I του R καλείται γνήσιο ιδεώδες αν I 6= R. Το ιδεώδες
{
0
}
καλείται το µηδενικό

ιδεώδες. Υπάρχουν δακτύλιοι οι οποίοι έχουν µόνο δύο ιδέωδη: ο δακτύλιος R καλείται απλός δακτύλιος,
αν τα µόνα ιδεώδη του είναι ο ίδιος ο δακτύλιος R και το µηδενικό ιδεώδες

{
0
}
. Από την άλλη πλευρά, ένας

µη µεταθετικός δακτύλιος R έχει σχεδόν πάντα, ακόµα και αν είναι απλός, πολύ περισσότερα αριστερά ή
δεξιά ιδεώδη. Τα ιδεώδη R και

{
0
}
καλούνται τα τετριµµένα ιδεώδη του R. Κάθε άλλο ιδεώδες του R

καλείται µη τετριµµένο.
Πριν περάσουµε να δούµε παραδείγµατα (αριστερών ή δεξιών) ιδεωδών, ϑα δούµε πρώτα κάποιες στοι-

χειώδεις ιδιότητες.

Πρόταση 8.1.3. ΄Εστω I ένα (αριστερό ή δεξιό) ιδεώδες του δακτυλίου R.

1. I = R ⇐⇒ 1R ∈ I ⇐⇒ το I περιέχει ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του R.

2. Αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος διαίρεσης, τότε I = R ή I = {
0
}
.

3. Κάθε δακτύλιος διαίρεσης, ιδιαίτερα κάθε σώµα, είναι απλός δακτύλιος.

Απόδειξη. 1. Αν I = R, τότε προφανώς 1R ∈ I και αν 1R ∈ I , τότε το I περιέχει ένα αντιστρέψιµο στοιχείο
του R. ΄Εστω ότι το I περιέχει ένα αντιστρέψιµο στοιχείο a του R, και ας υποθέσουµε ότι το I είναι
αριστερό ιδεώδες του R. Επειδή το a είναι αντιστρέψιµο, υπάρχει το αντίστροφό του a−1 ∈ R. Τότε
επειδή το I είναι αριστερό ιδεώδες του R και a ∈ I , ϑα έχουµε a−1 ·a = 1R ∈ I . Τότε για κάθε στοιχείο
r ∈ R, ϑα έχουµε r = r ·1R ∈ I . ΄Αρα το I περιέχει κάθε στοιχείο του R και εποµένως I = R.

Αν το I είναι δεξιό ή αµφίπλευρο ιδεώδες, εργαζόµαστε ακριβώς ανάλογα.

2. Επειδή κάθε µη µηδενικό στοιχείο σε έναν δακτύλιο διαίρεσης είναι αντιστρέψιµο, ϑα έχουµε είτε
I = {

0
}
ή το I περιέχει ένα αντιστρέψιµο στοιχείο. Στην δεύτερη περίπτωση από το 1. ϑα έχουµε I = R.

3. Προκύπτει άµεσα από το 2.. ■

΄Ετσι από την πλευρά της ϑεωρίας ιδεωδών οι περισσότερο απλοί στη δοµή τους δακτύλιοι είναι οι
δακτύλιοι διαίρεσης στην όχι απαραίτητα µεταθετική περίπτωση, και τα σωµατα στην µεταθετική περίπτωση.
΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, αντίστροφα, κάθε µεταθετικός απλός δακτύλιος είναι σώµα, αλλά υπάρχουν απλοί
δακτύλιοι οι οποίοι δεν είναι δακτύλιοι διαίρεσης.

Από τις παραπάνω παρατηρήσεις έπεται ότι τα ιδέωδη των δακτυλίων Q, R, C, H είναι τα τετριµµένα.
Αυτό δεν συµβαίνει για την περίπτωση του δακτυλίου των ακεραίων όπως δείχνει η ακόλουθη Πρόταση η
οποία περιγράφει τα ιδεώδη του Z.

Πρόταση 8.1.4. Τα ιδεώδη του δακτυλίου Z των ακεραίων, συµπίπτουν µε τις υποοµάδες της προσθετικής
οµάδας (Z,+) και άρα είναι τα εξης :

nZ= {
nk ∈Z | k ∈Z}

, n = 0,1,2,3, · · ·
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Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι η προσθετική οµάδα (Z,+) είναι κυκλική, και τα υποσύνολα 〈n〉 = nZ, n ≥ 0,
είναι υποοµάδες της προσθετικής οµάδας (Z,+), και κάθε υποοµάδα της (Z,+) είναι αυτής της µορφής,
ϐλέπε το Παράδειγµα 4.1.6. Αν x = nk ∈ nZ, τότε λόγω µεταθετικότητας, για κάθε ακέραιο z ∈Z ϑα έχουµε
znk = nzk ∈ nZ. ΄Αρα οι υποοµάδες nZ είναι ιδεώδη του Z. Αντίστροφα, αν I είναι ένα ιδεώδες του Z, τότε το
υποσύνολο I είναι εξ ορισµού υποοµάδα της προσθετικής οµάδας (Z,+), και άρα ϑα είναι της µορφής nZ,
για κάποιο n ≥ 0. ■

Παρόµοια µπορούν να περιγραφούν τα ιδεώδη του δακτυλίου των κλάσεων υπολοίπων mod n:

Πρόταση 8.1.5. Τα ιδεώδη του δακτυλίου Zn των ακεραίων mod n, n ≥ 1, συµπίπτουν µε τις υποοµάδες της
προσθετικής οµάδας (Zn ,+) και άρα είναι τα εξης :

dZn = {
d [x]n ∈Zn | d | n

}
Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι η προσθετική οµάδα (Zn ,+) είναι κυκλική, και τα υποσύνολα 〈d [1]n〉 = 〈[d ]n〉 =
dZn , d | n, είναι υποοµάδες της προσθετικής οµάδας (Zn ,+), και κάθε υποοµάδα της (Zn ,+) είναι αυτής
της µορφής, ϐλέπε το Θεώρηµα 4.1.10. Αν d [x]n = [d x]n ∈ dZn , τότε λόγω µεταθετικότητας, για κάθε κλάση
ισοτιµίας [z]n ∈ Zn ϑα έχουµε [z]n[d x]n = [zxd ]n = d [zx]n ∈ dZn . ΄Αρα οι υποοµάδες dZn είναι ιδεώδη
του Zn . Αντίστροφα, αν I είναι ένα ιδεώδες του Zn , τότε το υποσύνολο I είναι εξ ορισµού υποοµάδα της
προσθετικής οµάδας (Zn ,+), και άρα ϑα είναι της µορφής dZn , για κάποιο d | n. ■

Παράδειγµα 8.1.6. Θεωρούµε τον δακτύλιο R =M2(K) των 2×2 πινάκων, υπεράνω του K ∈ {
Z,Q,R,C

}
, και

έστω S =AT2(K) ⊆M2(K) ο υποδακτύλιος των 2×2 άνω τριγωνικών πινάκων. Επίσης ϑεωρούµε το υποσύνολο

I =
{(

x 0
0 0

)
∈ M2(K) | x ∈K

}
το οποίο είναι υποδακτύλιος χωρίς µονάδα των S και R. Τότε προφανως I ⊆AT2(K) ⊆M2(K).

1. Το I δεν είναι αριστερό ή δεξιό ιδεώδες του M2(K).

Πράγµατι :
(

1 1
1 1

) ∈M2(K) και
(

1 0
0 0

) ∈ I , αλλά:
(

1 1
1 1

) · (1 0
0 0

)= (
1 0
1 0

) ∉ I και
(

1 0
0 0

) · (1 1
1 1

)= (
1 1
0 0

) ∉ I .

2. Το I είναι αριστερό ιδεώδες του AT2(K).

Πράγµατι : για κάθε
(

a b
0 d

) ∈AT2(K) και κάθε
(

x 0
0 0

) ∈ I , έχουµε:
(

a b
0 d

) · ( x 0
0 0

)= (
ax 0
0 0

) ∈ I .

3. Το I είναι δεν είναι δεξιό ιδεώδες του AT2(K).

Πράγµατι : για κάθε
(

a b
0 d

) ∈AT2(K) και κάθε
(

x 0
0 0

) ∈ I , έχουµε:
(

x 0
0 0

) · (a b
0 d

)= (
xa xb
0 0

) ∉ I .
p

8.1.1 Ιδεώδη Παραγόµενα από Υποσύνολα

Οι προηγούµενες δύο προτάσεις δείχνουν ότι στους δακτυλίους Z και Zn , n ≥ 0, κάθε ιδεώδες αποτελείται
από τα πολλαπλάσια ενός στοιχείου του δακτυλίου µε όλα τα στοιχεία του δακτυλίου. Αργότερα ϑα δούµε
και άλλους δακτυλίους µε αυτή την ιδιότητα. Οι Προτάσεις 8.1.4 και 8.1.5 µας οδηγούν ϕυσιολογικά στην
ϑεώρηση ιδεωδών που «παράγονται» από ένα στοιχείο του δακτυλίου.

΄Εστω r ∈ R ένα στοιχείο του δακτυλίου R, και ϑεωρούµε τα εξής υποσύνολα του R:

Rr = {
x · r ∈ R | x ∈ R

}
και r R = {

r · y ∈ R | y ∈ R
}

• Ισχυρισµός : Το υποσύνολο Rr είναι το µικρότερο αριστερό ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το r , και το
υποσύνολο r R είναι το µικρότερο δεξιό ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το r .

Πράγµατι, προφανώς το υποσύνολο Rr δεν είναι κενό διότι r = 1R · r ∈ Rr . ΄Εστω x · r, y · r ∈ Rr , όπου
x, y ∈ R, και z ∈ R. Τότε ϑα έχουµε x ·r − y ·r = (x− y) ·r ∈ Rr , και z · (x ·r ) = (z ·x) ·r ∈ Rr . ΄Ετσι το υποσύνολο
Rr είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το r . Αν I είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R το οποίο
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περιέχει το r , τότε για κάθε στοιχείο x ·r ∈ Rr ϑα έχουµε και x ·r ∈ I διότι r ∈ I και το I είναι αριστερό ιδεώδες.
Εποµένως Rr ⊆ I και το Rr είναι το µικρότερο αριστερό ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το r . Παρόµοια το
r R είναι το µικρότερο δεξιό ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το r .

Με ϐάση τις παραπάνω παρατηρήσεις είναι εύλογο να αναρωτηθούµε, ποιο είναι το µικρότερο ιδεώδες
το οποίο περιέχει το στοιχείο r ∈ R. Η προφανής επιλογή να ϑεωρήσουµε κατ΄ αναλογία το σύνολο

{
x · r · y ∈

R | x, y ∈ R
}

δεν είναι σωστή αν ο δακτύλιος δεν είναι µεταθετικός, διότι το παραπάνω σύνολο δεν είναι
απαραίτητα κλειστό στην πρόσθεση του R: γενικά δεν µπορούµε να γνωρίζουµε αν το στοιχείο x1·r ·y1+x2·r ·y2

ανήκει στο υποσύνολο. ΄Ετσι οδηγούµαστε ϕυσιολογικά στην ϑεώρηση του ακόλουθου υποσυνόλου:

Rr R = {
x1 · r · y1 +x2 · r · y2 +·· ·+xn · r · yn ∈ R

∣∣ xi , yi ∈ R, n ∈N}
• Ισχυρισµός : Το υποσύνολο Rr R είναι το µικρότερο (αµφίπλευρο) ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το r .

Πράγµατι, προφανώς το υποσύνολο Rr R δεν είναι κενό διότι r = 1R · r ·1R ∈ Rr R. ΄Εστω
∑n

k=1 xk · r · yk ,∑m
k=1 zk · r · wk ∈ R, όπου xk , yk , zl , wl ∈ R, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ m, και z ∈ R. Τότε από την κατασκευή του

υποσυνόλου Rr R, ϑα έχουµε
∑n

k=1 xk ·r ·yk−
∑m

k=1 zk ·r ·wk ∈ Rr R, και z·(∑n
k=1 xk ·r ·yk ) =∑n

k=1(z·xk )·r ·yk ∈ Rr R
και (

∑n
k=1 xk · r · yk ) · z = ∑n

k=1 xk · r · (yk · z) ∈ Rr R. ΄Ετσι το υποσύνολο Rr R είναι ένα αµφίπλευρο ιδεώδες
του R το οποίο περιέχει το r . ΄Εστω τώρα I ένα αµφίπλευρο ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το r , και∑n

k=1 xk ·r · yk ∈ Rr R ένα στοιχείο του Rr R. Επειδή το I περιέχει το r και είναι κλειστό στον πολλαπλασιασµό
από αριστερά και δεξιά µε στοιχεία του R, ϑα έχουµε ότι xk ·r ·yk ∈ I , 1 ≤ k ≤ n. Επειδή το I είναι και κλειστό
στο άθροισµα στοιχείων του, ϑα έχουµε

∑n
k=1 xk · r · yk ∈ I . ΄Ετσι Rr R ⊆ I και το Rr R είναι το µικρότερο

αµφίπλευρο ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το r .

Παρατήρηση 8.1.7. Αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε για κάθε r ∈ R: Rr = Rr R = r R.
Επίσης συχνά ϑα χρησιµοποιούµε και τους συµβολισµούς :

(r )r = r R, l(r ) = Rr, (r ) = Rr R N

Ορισµός 8.1.8. Αν r είναι ένα στοιχείο του δακτυλίου R, τότε :

1. το Rr καλείται το αριστερό ιδεώδες του R το οποίο παράγεται από το r .

2. το r R καλείται το δεξιό ιδεώδες του R το οποίο παράγεται από το r .

3. το Rr R καλείται το (αµφίπλευρο) ιδεώδες του R το οποίο παράγεται από το r .

Οι παραπάνω έννοιες περιγράφουν τα αριστερά, δεξιά ή αµφίπλευρα ιδεώδη τα οποία παράγονται από
ένα στοιχείο του δακτυλίου. Για να περιγράψουµε τα αριστερά, δεξιά ή αµφίπλευρα ιδεώδη τα οποία
παράγονται από ένα υποσύνολο στοιχείων του δακτυλίου χρειαζόµαστε κάποια προεργασία.

Λήµµα 8.1.9. Η τοµή µιας οικογένειας (αριστερών, αντίστοιχα δεξιών) ιδεωδών του δακτυλίου R είναι (αρι-
στερό, αντίστοιχα δεξιό) ιδεώδες του R. Ιδιαίτερα, αν X ⊆ R είναι ένα τυχόν υποσύνολο, τότε η τοµή όλων
των (αριστερών, αντίστοιχα δεξιών) ιδεωδών του δακτυλίου R τα οποία περιέχουν το X είναι ένα (αριστερό,
αντίστοιχα δεξιό) ιδεώδες του R, και µάλιστα είναι το µικρότερο (αριστερό, αντίστοιχα δεξιό) ιδεώδες του R το
οποίο περιέχει το X .

Απόδειξη. Θα δώσουµε την απόδειξη για αµφίπλευρα ιδεώδη. Η απόδειξη για αριστερά ή δεξιά ιδεώδη
είναι ακριβώς ανάλογη. ΄Εστω I = {

Ik
}

k∈K µια οικογένεια ιδεωδών του R. Επειδή η τοµή υποοµάδων µιας
οµάδας είναι υποοµάδα της οµάδας, έπεται ότι η τοµή I = ∩k∈K Ik της οικογένειας I είναι µια υποοµάδα
της προσθετικής οµάδας (R,+). ΄Εστω x ∈ I και r ∈ R. Τότε x ∈ Ik , ∀k ∈ K , και εποµένως επειδή το Ik είναι
ιδεώδες, έχουµε x · r,r · x ∈ Ik , ∀k ∈ K . ΄Αρα x · r,r · x ∈∩k∈K Ik = I και γι΄ αυτό το I είναι ένα ιδεώδες του R.

Επιλέγοντας ως I την οικογένεια όλων των ιδεωδών του R τα οποία περιέχουν ένα υποσύνολο X ⊆ R, η
οποία δεν είναι κενή διότι περιέχει το ιδεώδες R, προφανώς ϑα έχουµε ότι η τοµή ∩I∈I I είναι ένα ιδεώδες
του R το οποίο προφανώς περιέχει το X . Αν J είναι ένα ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το X , τότε J ∈I και
γι΄ αυτό ∩I∈I I ⊆ J . Εποµένως η τοµή ∩I∈I I είναι το µικρότερο ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το X . ■
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Παράδειγµα 8.1.10. Στον δακτύλιο Z των ακεραίων, ϑεωρούµε τα ιδεώδη nZ και mZ, όπου n,m ≥ 1. Τότε

nZ
⋂

mZ= [n,m]Z

Πράγµατι, έστω x ∈ nZ∩mZ, και τότε x = nk = ml , για κάποιους ακέραιους k, l . ΄Ετσι n | x και m | x, και τότε
από τη Στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών, γνωρίζουµε ότι [n,m] | x, δηλαδή x = [n,m]r , για κάποιον ακέραιο r .
΄Ετσι x ∈ [n,m]Z και άρα nZ∩mZ⊆ [n,m]Z. Αντίστροφα, έστω x ∈ [n,m]Z, και άρα x = [n,m]k για κάποιον
ακέραιο k. Προφανως ϑα έχουµε [n,m] = r n και [n,m] = sm, και τότε x = nr k = msk, δηλαδή x ∈ nZ∩mZ.
΄Ετσι [n,m]Z⊆ nZ∩mZ, και εποµένως έχουµε τη Ϲητούµενη ισότητα: nZ

⋂
mZ= [n,m]Z.

Αν οι αριθµοί n,m είναι πρώτοι µεταξύ τους, δηλαδή (n,m) = 1, τότε είναι [n,m] = nm, και εποµένως
ιδιαίτερα ϑα έχουµε:

(n,m) = 1 =⇒ nZ
⋂

mZ= nmZ

Η τελευταία συνεπαγωγή δεν είναι τυχαία. Θα δούµε µια γενίκευσή της αργότερα όταν ϑα αναλύσουµε την
έννοια του γινοµένου ιδεωδών.

p

Η τοµή όλων των αριστερών, αντίστοιχα δεξιών, αντίστοιχα (αµφίπλευρων) ιδεωδών του δακτυλίου R
τα οποία περιέχουν το X καλείται το (αριστερό, αντίστοιχα δεξιό, αντίστοιχα (αµφίπλευρο) ιδεώδες του
R το οποίο παράγεται από το X , και συµβολίζεται µε l(X ), αντίστοιχα (X )r, αντίστοιχα (X ). ΄Ετσι, αν
X = {

x1, x2, · · · , xn
}
, ϑα γράφουµε αντίστοιχα:

l

(
x1, x2, · · · , xn

)
,

(
x1, x2, · · · , xn

)
r,

(
x1, x2, · · · , xn

)
Ορισµός 8.1.11. ΄Ενα αριστερό, αντίστοιχα δεξιό, αντίστοιχα (αµφίπλευρο) ιδεώδες I του R καλείται πεπερα-
σµένα παραγόµενο αν υπάρχει πεπερασµένο υποσύνολο

{
x1, x2, · · · , xn

}⊆ I , έτσι ώστε να ισχύει αντίστοιχα :

I = l
(
x1, x2, · · · , xn

)
, I = (

x1, x2, · · · , xn
)
r, I = (

x1, x2, · · · , xn
)

Το αριστερό, αντίστοιχα δεξιό, αντίστοιχα (αµφίπλευρο) ιδεώδες I του R καλείται κύριο αν υπάρχει x ∈ I , έτσι
ώστε να ισχύει αντίστοιχα :

I = l(x), I = (x)r, I = (x)

Με ϐάση την ανάλυση που προηγήθηκε, γνωρίζουµε τη µορφή των κύριων, αριστερών, δεξιών ή αµφί-
πλευρων, ιδεωδών R. Ποιά είναι όµως η µορφή των ιδεωδών l

(
x1, x2, · · · , xn

)
,

(
x1, x2, · · · , xn

)
r,

(
x1, x2, · · · , xn

)
;

Πρόταση 8.1.12. ΄Αν X = {
x1, x2, · · · , xn

}⊆ R, τότε :

1. Το αριστερό ιδεώδες l
(
x1, x2, · · · , xn

)
το οποίο παράγεται από το X είναι :

l
(
x1, x2, · · · , xn

)= { n∑
k=1

rk · xk ∈ R | rk ∈ R, 1 ≤ k ≤ n, n ∈N}
(8.1)

2. Το δεξιό ιδεώδες
(
x1, x2, · · · , xn

)
r το οποίο παράγεται από το από το X είναι :

(
x1, x2, · · · , xn

)
r =

{ n∑
k=1

xk · rk ∈ R | rk ∈ R, 1 ≤ k ≤ n, n ∈N}
(8.2)

3. Το ιδεώδες
(
x1, x2, · · · , xn

)
το οποίο παράγεται από το X είναι ίσο µε :

{ m1∑
i1=1

r1i1 ·x1 ·s1i1+
m2∑

i2=1
r2i2 ·x2 ·s2i2+·· ·+

mn∑
in=1

rnin ·xn ·snin ∈ R
∣∣ rkik

, ski k
∈ R, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ ik ≤ mk

}
(8.3)
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Απόδειξη. 1. ΄Εστω I το σύνολο στα δεξιά της (8.1), και έστω x =∑n
k=1 rk ·xk ∈ I και y =∑n

k=1 r ′
k ·xk ∈ I , όπου

rk ,r ′
k ∈ R, 1 ≤ k ≤ n, και r ∈ R. Τότε εκ κατασκευής, I 6= ; διότι το I περιέχει τα στοιχεία xk καθώς:

xk = 1R · xk , 1 ≤ k ≤ n. Επίσης το στοιχείο x − y = ∑n
k=1(rk − r ′

k ) · xk ανήκει στο I . Τέλος, το στοιχείο
r ·x = r ·∑n

k=1 rk ·xk =∑n
k=1(r ·rk )·xk ∈ I , και άρα το I είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R το οποίο περιέχει

το Q. ΄Αρα l
(
x1, x2, · · · , xn

) ⊆ I . Αντίστροφα, κάθε αριστερό ιδέωδες J που περιέχει το X ϑα περιέχει
προφανώς και αριστερά πολλαπλάσια των xk µε στοιχεία του R, καθώς και πεπερασµένα αθροίσµατα
τέτοιων στοιχείων. ΄Αρα ϑα περιέχει και το I . Αυτό όµως σηµαίνει ότι το ιδεώδες l

(
x1, x2, · · · , xn

)
το

οποίο ορίστηκε να είναι η τοµή τέτοιων ιδεωδών J ϑα περιέχει το I . Εποµένως I = l
(
x1, x2, · · · , xn

)
.

2. Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη του 1.

3. ΄Εστω I το σύνολο στα δεξιά της (8.3). ΄Ενα τυπικό στοιχείο του I είναι της µορφής a1 +a2 +·· ·+an ,
όπου ak = ∑mk

ik=1 rkik
· xk · skik

, 1 ≤ k ≤ n. Επειδή τα στοιχεία rkik
και sl jl

είναι τυχαία στοιχεία του
δακτυλίου R, έπεται άµεσα ότι το σύνολο I περιέχει τα στοιχεία xk , 1 ≤ k ≤ n, του X . Επιπλέον
πεπερασµένα αθροίσµατα ή διαφορές στοιχείων της µορφής ak παραµένουν στοιχεία της ίδιας µορφής,
και παρόµοια, εκ κατασκευής, πεπερασµένα αθροίσµατα ή διαφορές στοιχείων της µορφής a1 +a2 +
·· · + an παραµένουν στοιχεία της ίδιας µορφής. Τέλος, στοιχεία της µορφής ak είναι κλειστά στον
πολλαπλασιασµό µε στοιχεία του δακτυλίου από τα δεξιά και αριστερά, και το ίδιο συµβαίνει προφανώς
και µε πεπερασµένα αθροίσµατα στοιχείων αυτής της µορφής. ΄Ετσι το I είναι ένα ιδεώδες του R το
οποίο περιέχει το X και γι΄ αυτό (X ) ⊆ I . Αντίστροφα, αν J είναι ένα ιδεώδες του R το οποίο περιέχει
το X , τότε επειδή είναι ιδεώδες και περιέχει τα στοιχεία xk , 1 ≤ k ≤ n, ϑα περιέχει και τα στοιχεία της
µορφής ak και εποµένως ϑα περιέχει και όλα τα στοιχεία της µορφής a1 +a2 +·· ·+an . ΄Αρα το J ϑα
περιέχει και το I . ΄Αρα το I περιέχεται σε κάθε ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το X και εποµένως
I ⊆ (X ). Εποµένως, τελικά ϑα έχουµε (X ) = I . ■

Από την παραπάνω περιγραφή, παρατηρούµε ότι, αν ο δακτύλιος είναι µεταθετικός, ή γενικότερα αν τα
στοιχεία x1, x2, · · · , xn ανήκουν στο κέντρο του R, τότε το αριστερό, το δεξιό, και το αµφίπλευρο ιδεώδες που
παράγονται απο αυτά τα στοιχεία συµπίπτουν.

Παράδειγµα 8.1.13. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και Mn(R) ο δακτύλιος των n ×n-πινάκων υπεράνω του R.
Θεωρούµε τους πίνακες Ei j , 1 ≤ i , j ≤ n.

1. Θα προσδιορίσουµε το αριστερό ιδεώδες l

(
Ei j

)
το οποίο παράγεται από τον πίνακα Ei j . Για κάθε

πίνακα A = (ai j ) ϑα έχουµε:

A ·Ei j =

j −στήλη


0 · · · a1i · · · 0
0 · · · a2i · · · 0
... · · · · · · · · · 0
0 · · · an−1i · · · 0
0 · · · ani · · · 0

δηλαδή ο πίνακας A ·Ei j είναι ο πίνακας του οποίου η j -στήλη είναι η i -στήλη του A και όλες οι άλλες
στήλες είναι οι µηδενικές. Εποµένως ϑα έχουµε

l

(
Ei j

)= {
A ·Ei j ∈Mn(R) | A = (ai j ) ∈Mn(R)

}= {
A = (akl ) ∈Mn(R) | akl = 0,∀l 6= j

}
είναι το υποσύνολο όλων των n ×n πινάκων µε µηδενικές όλες τις στήλες, εκτός ενδεχοµένως της
j -στήλης.

2. Θα προσδιορίσουµε το δεξιό ιδεώδες
(
Ei j

)
r το οποίο παράγεται από τον πίνακα Ei j . Για κάθε πίνακα
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A = (ai j ) ϑα έχουµε:

Ei j · A =




0 · · · · · · · · · 0
0 · · · · · · · · · 0

a j 1 a j 2 · · · a j n−1 a j n i −γραµµή
0 · · · · · · · · · 0
0 · · · · · · · · · 0

δηλαδή ο πίνακας Ei j · A είναι ο πίνακας του οποίου η i -γραµµή είναι η j -γραµµή του A και όλες οι
άλλες γραµµές είναι οι µηδενικές. Εποµένως ϑα έχουµε(

Ei j
)
r =

{
Ei j · A ∈Mn(R) | A = (ai j ) ∈Mn(R)

}= {
A = (akl ) ∈Mn(R) | akl = 0,∀k 6= i

}
είναι το υποσύνολο όλων των n ×n πινάκων µε µηδενικές όλες τις γραµµές, εκτός ενδεχοµένως της
i -γραµµής.

3. Θα προσδιορίσουµε το ιδεώδες
(
Ei j

)
το οποίο παράγεται από τον πίνακα Ei j . Χρησιµοποιώντας ότι

το (Ei j ) είναι αριστερό και δεξιό ιδεώδες και περιέχει τον πίνακα Ei j , για κάθε k, l µε 1 ≤ k, l ≤ n, ϑα
έχουµε ότι

Eki ·Ei j = Ek j ∈ (Ei j ) και Ek j ·E j l = Ekl ∈ (Ei j )

΄Αρα το ιδεώδες (Ei j ) περιέχει όλους τους πίνακες Ek,l , 1 ≤ k, l ≤ n. Επειδή για κάθε πίνακα A = (ai j )
έχουµε:

A = (ai j ) =
n,m∑

k,l=1
akl Ekl

έπεται ότι το ιδεώδες (Ei j ) περιέχει κάθε πίνακα A και εποµένως (Ei j ) =Mn(R).
p

Παράδειγµα 8.1.14. Στον δακτύλιο C ([0,1],R) = {
f : [0,1] −→R | f : συνεχής

}
, το υποσύνολο

Ir =
{

f ∈C ([0,1],R) | f (r ) = 0
}

(r ∈ [0,1])

είναι ένα ιδεώδες του C ([0,1],R) το οποίο αποδεικνύεται ότι δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο, ϐλέπε την
΄Ασκηση 8.5.32.

p

Παράδειγµα 8.1.15. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος, και έστω R[t ] ο δακτύλιος των πολυωνύµων
υπεράνω του R. Το σύνολο

I =
{

n∑
i=0

ai t i ∈ R[t ] | a0 = 0

}
όλων των πολυωνύµων, µε µηδενικό σταθερό όρο, είναι ένα ιδεώδες του R[t ] και µάλιστα I = (t ). Πράγµατι
κάθε στοιχείο του ιδεώδους (t ) είναι της µορφής tP (t ) και άρα έχει µηδενικό σταθερό όρο, δηλαδή ανήκει
στο I . Αντίστροφα, κάθε στοιχείο του I είναι της µορφης P (t ) = a1t +a2t 2 +·an t n = t (a1 +a2t 2 +·· ·an t n−1)
και άρα ανήκει στο (t ).

Το σύνολο

J =
{

n∑
i=0

ai t i ∈Z[t ] | a0 ∈ 2Z

}
των πολυωνύµων µε ακέραιους συντελεστές και άρτιο σταθερό όρο είναι ένα ιδεώδες του Z[t ] και µάλιστα
J = (2, t ), όπου 2 συµβολίζει το σταθερό πολυώνυµο µε σταθερό όρο ίσο µε 2. Πράγµατι, ϑα έχουµε ότι ένα
τυπικό στοιχείο του J είναι της µορφής P (t ) = 2b0+a1t +a2t 2+·· ·+an t n = 2Q(t )+ tR(t ), όπου Q(t ) = 2b0 και
R(t ) = a1 + a2t +·· ·+ an t n−1. Τότε P (t ) ∈ (2, t ) και άρα J ⊆ (2, t ). Αντίστροφα, κάθε στοιχείο του (2, t ) είναι
της µορφής P (t ) = 2Q(t )+ tR(t ), όπου Q(t ),R(t ) ∈Z[t ]. Προφανώς ο σταθερός όρος του P (t ) είναι άρτιος και
άρα P (t ) ∈ J . Εποµένως J = (2, t ).



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. Ι∆ΕΩ∆Η, ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 377

Το ιδεώδες (2, t ) δεν είναι κύριο διότι, αν (2, t ) = (P (t )), τότε 2 = Q(t )P (t ) και t = R(t )P (t ). Θεωρώντας
ϐαθµούς πολυωνύµων σ΄ αυτές τις σχέσεις, ϐλέπε το Κεφάλαιο 9, ϑα έχουµε ότι deg(P (t )Q(t )) = degP (t )+
degQ(t ), από όπου έπεται ότι degP (t ) = 0, και άρα το πολυώνυµο P (t ) είναι ένα σταθερό µη µηδενικό
πολυώνυµο, έστω P (t ) = a, όπου a ∈Z\

{
0
}
. Τότε όµως ϑα έχουµε ab = 2, απ΄ όπου a =±1 ή a =±2. Από την

άλλη πλευρά, ϑα έχουµε 1 = deg(P (t )R(t )) = degP (t )+degR(t ) = degR(t ), και άρα R(t ) = c +d t , για κάποια
στοιχεία c,d ∈ Z. Τότε ϑα έχουµε t = a(c +d t ) = ac + ad t , από όπου ac = 0 και ad = 1. Επειδή a 6= 0, ϑα
έχουµε c = 0 και a =±1. Τότε όµως (P (t )) = (±1) =Z[t ]. Αυτό είναι άτοπο διότι, για παράδειγµα, το σταθερό
πολυώνυµο ±1 ∈ (2, t ) δεν έχει άρτιο σταθερό όρο.

p

Παράδειγµα 8.1.16. ΄Εστω ότι R1, R2, · · · , Rn είναι δακτύλιοι και ϑεωρούµε το ευθύ γινόµενό τους

R1 ×R2 ×·· ·×Rn = {
(r1,r2, · · · ,rn) | ri ∈ Ri , 1 ≤ i ≤ n

}
και έστω ei = (0, · · ·0,1Ri ,0, · · · ,0) (το στοιχείο 1Ri είναι στην i -οστή ϑέση), 1 ≤ i ≤ n. Προφανώς τα στοιχεία ei

ανήκουν στο κέντρο του δακτυλίου
∏n

i=1 Ri . ΄Ετσι ϑα έχουµε ότι

l
(
ei

)= (ei )r = (ei ) =
{

(0, · · · ,0,ri ,0, · · · ,0︸ ︷︷ ︸
i−ϑέση

) | ri ∈ Ri

}
, 1 ≤ i ≤ n

είναι ιδέωδη του
∏n

i=1 Ri .
p

Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα µε το ακόλουθο αποτέλεσµα το οποίο χαρακτηρίζει τους δακτυλίους
διαίρεσης και τα σώµατα µε χρήση ιδεωδών, και συµπληρώνει την Πρόταση 8.1.3.

Πρόταση 8.1.17. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα.

1. Ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης.

2. Τα µόνα αριστερά (ή δεξιά) ιδεώδη του R είναι τα τετριµµένα: R και
{
0
}
.

Ιδιαίτερα ένας µεταθετικός δακτύλιος είναι σώµα αν και µονον αν είναι απλός.

Απόδειξη. Η κατεύθυνση 1. =⇒ 2. αποδείχθηκε στο µέρος 2. της Πρότασης 8.1.3.
2. =⇒ 1. Υποθέτουµε ότι ο R διαθέτει µόνο τα τετριµµένα αριστερά ιδεώδη. ΄Εστω 0 6= r ∈ R. Θεωρούµε το

κύριο αριστερό ιδεώδες Rr = {
xr ∈ R | x ∈ R

}
του R το οποίο παράγεται από το r . Τότε ϑα έχουµε Rr = R ή

Rr = {
0
}
. Αν Rr = {

0
}
, τότε 0 = 1R r = r και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα Rr = R και εποµένως, υπάρχει s ∈ R έτσι

ώστε s · r = 1R . Προφανώς s 6= 0, διότι διαφορετικά ϑα είχαµε 1R = 0 το οποίο δεν ισχύει. Θεωρούµε το κύριο
αριστερό ιδεώδες Rs = {

xs ∈ R | x ∈ R
}
του R το οποίο παράγεται από το s. Επειδή s 6= 0, όπως και πριν, ϑα

έχουµε Rs = R, και εποµένως υπάρχει στοιχείο t ∈ R έτσι ώστε t · s = 1R . Τότε

s · r = 1R και t · s = 1R =⇒ t · (s · r ) = t =⇒ (t · s) · r = t =⇒ 1R · r = r = t =⇒ r · s = 1R

΄Αρα r · s = 1R = s · r και το στοιχείο είναι αντιστρέψιµο. ΄Ετσι δείξαµε ότι κάθε µη-µηδενικό στοιχείο του R
είναι αντιστρέψιµο και εποµένως ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος διαίρεσης. ■

Σχόλιο 8.1.18. Το παραπάνω αποτέλεσµα στην Πρόταση 8.1.17, δεν ισχύει αν στη ϑέση αριστερό ή δεξιό
ιδεώδες έχουµε αµφίπλευρο ιδεώδες. Για παράδειγµα, όπως ϑα δούµε ο δακτύλιος Mn(R), όπου R είναι ένα
σώµα, είναι απλός και δεν είναι δακτύλιος διαίρεσης αν n > 1, ϐλέπε την Πρόταση 8.1.19. ΄Ετσι έχει µόνο
δύο (αµφίπλευρα) ιδεώδη, τα τετριµµένα, αλλά πολλά αριστερά ή δεξιά ιδεώδη.

p

Πρόταση 8.1.19. ΄Εστω R ένας δακτύλιος διαίρεσης. Τότε ο δακτύλιος Mn(R) είναι απλός, δηλαδή τα µόνα
του ιδεώδη είναι τα τετριµµένα:

{
0
}
και Mn(R).



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. Ι∆ΕΩ∆Η, ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 378

Απόδειξη. ΄Εστω I ένα µη µηδενιικό ιδεώδες του Mn(R). Εποµένως το ιδεώδες I περιέχει έναν µη-µηδενικό
πίνακα A = (ai j ), και εποµένως υπάρχουν k, l µε 1 ≤ k, l ≤ n, έτσι ώστε akl 6= 0. Από το Παράδειγµα 8.1.13
για κάθε 1 ≤ i , j ≤ n ϑα έχουµε:

Ei k · A ·El j = akl Ei j

και άρα ο πίνακας akl Ei j ανήκει στο ιδεώδες I . Επειδή ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος διαίρεσης το στοιχείο
akl είναι αντιστρέψιµο και άρα υπάρχει το αντίστροφό του a−1

kl . Πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω σχέση
µε τον ϐαθµωτό πίνακα a−1

kl In , ϑα έχουµε:

a−1
kl In ·akl Ei j = Ei j ∈ I

΄Ετσι το ιδεώδες I περιέχει όλους τους πίνακες Ei j , 1 ≤ i , j ≤ n. ΄Οπως στο µέρος 3. του Παραδείγµατος
8.1.13, έπεται ότι το ιδεώδες I =Mn(R). ΄Αρα ο δακτύλιος Mn(R) είναι απλός. ■

Σχόλιο 8.1.20. Το παραπάνω αποτέλεσµα στην Πρόταση 8.1.19, δεν ισχύει αν ο δακτύλιος R δεν είναι
δακτύλιος διαίρεσης. Αυτό το οποίο ισχύει είναι ότι : «υπάρχει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία ανάµεσα στα
ιδεώδη του R και στα ιδεώδη του Mn(R)». Η αντιστοιχία αυτή δίνεται από την απεικόνιση I 7−→ Mn(I ),
όπου Mn(I ) αποτελείται από όλους τους πίνακες A = (ai j ) του δακτυλίου Mn(R) των οποίων τα στοιχεία ai j

ανήκουν στο ιδεώδες I του R, ϐλέπε την ΄Ασκηση 8.5.18. ΄Ετσι ο δακτύλιος Mn(R) είναι απλός αν και µόνο
αν ο δακτύλιος R είναι απλός. Επειδή κάθε δακτύλιος διαίρεσης είναι απλός, έπεται ότι η Πρόταση 8.1.19
είναι ειδική περίπτωση αυτού του αποτελέσµατος.

p

8.1.2 ΄Αθροισµα και Γινόµενο Ιδεωδών

Στην παρούσα υποενότητα ϑα δούµε δυο σηµαντικές κατασκευές ιδεωδών σε ένα δακτύλιο R, το άθροισµα
και το γινόµενο ιδεωδών.

΄Αθροισµα Ιδεωδών

΄Οπως και στη Θεωρία Οµάδων, όπου ένωση υποοµάδων δεν είναι απαραίτητα υποοµάδα, έτσι και στη
ϑεωρία ∆ακτυλίων, ένωση (αριστερών ή δεξιών) ιδεωδών δεν είναι απαραίτητα (αριστερό ή δεξιό) ιδεώδες. Για
παράδειγµα, η ένωση 3Z∪4Z των ιδεωδών του Z δεν είναι ιδεώδες, διότι διαφορετικά ϑα περιέχει το στοιχείο
3+4 = 7, και αυτό είναι άτοπο. Παρόµοια ϑεωρούµε τα αριστερά ιδεώδη

I =
{(

x 0
0 0

)
∈AT2(R) | x ∈R

}
και J =

{(
0 y
0 0

)
∈AT2(R) | y ∈R

}
του δακτυλίου AT2(R) των 2×2 άνω τριγωνικών πινάκων υπεράνω του R. Τότε το υποσύνολο I ∪ J δεν είναι
αριστερό ιδεώδες του AT2(R) διότι, αν και περιέχει τους πίνακες

(
1 0
0 0

)
και

(
0 1
0 0

)
, δεν περιέχει το άθροισµά

τους
(

1 1
0 0

)
. Το µικρότερο αριστερό ιδεώδες του AT2(R) το οποίο περιέχει αυτούς τους πίνακες είναι το{(

x y
0 0

)
∈AT2(R) | x, y ∈R

}
Γενικεύοντας, έστω

{
Ik

}n
k=1 µια πεπερασµένη συλλογή αριστερών, δεξιών ή αµφίπλευρων ιδεωδών. Θεω-

ϱούµε το ακόλουθο υποσύνολο του R:

n∑
k=1

Ik = I1 + I2 +·· ·+ In = {
x1 +x2 +·· ·+xn ∈ R | xk ∈ Ik 1 ≤ k ≤ n

}

Πρόταση 8.1.21. Το σύνολο I1 + I2 + ·· · + In είναι ένα αριστερό, δεξιό ή αµφίπλευρο ιδεώδες αντίστοιχα,
και µάλιστα είναι το µικρότερο αριστερό, δεξιό ή αµφίπλευρο ιδεώδες αντίστοιχα το οποίο περιέχει το σύνολο
∪n

k=1Ik . Με άλλα λόγια, έχουµε ότι το σύνολο
∑n

k=1 Ik συµπίπτει µε τα ιδεώδη l
(∪n

k=1 Ik
)
,
(∪n

k=1 Ik
)
r,

(∪n
k=1 Ik

)
αντίστοιχα.
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Απόδειξη. Προφανώς το σύνολο
∑n

k=1 Ik περιέχει κάθε Ik , διότι κάθε στοιχείο x ∈ Ik µπορεί να γραφεί
ως x = 0+ ·· · + 0+ x + 0 · · · + 0, όπου το x ϐρίσκεται στην k-ϑέση, 1 ≤ k ≤ n. ΄Εστω a = ∑n

k=1 xk και b =∑n
k=1 yk δύο στοιχεία του υποσυνόλου

∑n
k=1 Ik , όπου xk , yk ∈ Ik , και r ∈ R. Τότε, χρησιµοποιώντας την

επιµεριστική ιδιότητα, και ότι κάθε Ik είναι υποοµάδα της προσθετικής οµάδας (R,+), ϑα έχουµε: a −b =∑n
k=1 xk −∑n

k=1 yk = ∑n
k=1(xk − yk ) ∈ ∑n

k=1 Ik . Αν τα Ik είναι αριστερά ιδεώδη, τότε r · xk ∈ Ik και εποµένως
r ·∑n

k=1 xk = ∑n
k=1(r · xk ) ∈ ∑n

k=1 Ik . ΄Αρα το σύνολο
∑n

k=1 Ik είναι ένα αριστερό ιδεώδες το οποίο περιέχει τα
αριστερά ιδεώδη Ik , 1 ≤ k ≤ n, και άρα περιέχει την ένωση ∪n

k=1Ik . Αυτό σηµαίνει ότι l
(∪n

k=1 Ik
) ⊆ ∑n

k=1 Ik .
Αντίστροφα, αν J είναι ένα αριστερό ιδεώδες του R το οποίο περιέχει την ένωση ∪k=1Ik , τότε ϑα περιέχει
καθένα από τα Ik , 1 ≤ k ≤ n, και επειδή είναι αριστερό ιδεώδες, ϑα περιέχει και κάθε άθροισµα στοιχείων∑n

k=1 xk , όπου xk ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n. ΄Αρα ϑα περιέχει και το αριστερό ιδεώδες
∑n

k=1 Ik , και γι΄ αυτό ϑα έχουµε∑n
k=1 Ik ⊆ J . Αυτό σηµαίνει ότι

∑n
k=1 Ik ⊆ l

(∪n
k=1 Ik

)
, και εποµένως ϑα έχουµε

∑n
k=1 Ik = l

(∪n
k=1 Ik

)
. Αν τα Ik

είναι δεξιά ιδεώδη ή αµφίπλευρα ιδεώδη, τότε εργαζόµαστε ακριβώς ανάλογα. ■

Αν
{

Ik
}n

k=1 είναι µια συλλογή αριστερών, δεξιών, ή αµφίπλευρων ιδεωδών του δακτυλίου R, τότε το
αριστερό, δεξιό ή αµφίπλευρο ιδεώδες αντίστοιχα,

∑n
k=1 Ik καλείται το άθροισµα των αριστερών, δεξιών, ή

αµφίπλευρων ιδεωδών I1, I2, · · · , In .

Παρατήρηση 8.1.22. Αν X = {
x1, x2, · · · , xn

}⊆ R, ϑέτουµε, για 1 ≤ i ≤ n:

Ii = l

(
xi

)= Rxi , Ji =
(
xi

)
r = xi R, Ki = (xi ) = Rxi R

Τότε, όπως προκύπτει από τις Πρότασεις 8.1.12 και 8.1.21, ϑα έχουµε:
n∑

i=1
Ii = l

(
x1, x2, · · · , xn

)
,

n∑
i=1

Ji =
(
x1, x2, · · · , xn

)
r,

n∑
i=1

Ki =
(
x1, x2, · · · , xn

)
N

Παράδειγµα 8.1.23. ΄Εστω ότι R1, R2, · · · , Rn είναι δακτύλιοι και ϑεωρούµε το ευθύ γινόµενό τους

R1 ×R2 ×·· ·×Rn = {
(r1,r2, · · · ,rn) | ri ∈ Ri , 1 ≤ i ≤ n

}
Θεωρούµε τα ιδεώδη

l

(
ei

)= (ei )r = (ei ) =
{

(0, · · · ,0,ri ,0, · · · ,0︸ ︷︷ ︸
i−ϑέση

) | ri ∈ Ri

}
, 1 ≤ i ≤ n

τα οποία παράγονται από τα στοιχεία ei , όπου ei = (0, · · ·0,1Ri ,0, · · · ,0) (το στοιχείο 1Ri είναι στην i -οστή
ϑέση), 1 ≤ i ≤ n, όπως στο Παράδειγµα 8.1.16. Τότε προφανώς ϑα έχουµε

R1 ×R2 ×·· ·×Rn =
n∑

i=1
(ei )

p

Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα µε το ακόλουθο παράδειγµα.

Παράδειγµα 8.1.24. Στον δακτύλιο Z των ακεραίων ϑεωρούµε τα ιδεώδη nZ και mZ, n,m ≥ 1. Τότε

nZ+mZ= (n,m)Z

΄Εστω d = (n,m) ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των n,m. Τότε d | n και άρα n = dk και d | m και άρα m = dl , για
κάποιους ϑετικούς ακεραίους k, l . Αν x ∈ nZ+mZ, τότε υπάρχουν ακέραιοι z, w ∈Z, έτσι ώστε z = nz+mw .
΄Ετσι ϑα έχουµε:

x = nz +mw = dkz +dl w = d · (kz + l w) =⇒ x ∈ dZ =⇒ nZ+mZ ⊆ dZ

Αντίστροφα, αν x ∈ dZ, ϑά έχουµε x = d z για έναν ϑετικό ακέραιο z. Επειδή d = (n, ,m), γνωρίζουµε από
την στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών ότι υπάρχουν ακέραιοι k, l ∈Z έτσι ώστε d = nk +ml , και τότε ϑα έχουµε:

x = d z = (nk +ml ) · z = n(kz)+m(l z) =⇒ x ∈ nZ+mZ =⇒ dZ ⊆ nZ+mZ

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ο ισχυρισµός : dZ = nZ+mZ.
p
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Ευθύ ΄Αθροισµα Ιδεωδών

Μια σηµαντική ειδική περίπτωση ευθέος αθροίσµατος ιδεωδών αποτελεί το ευθύ άθροισµα ιδεώδών το οποίο
χαρακτηρίζεται από την µοναδικότητα της γραφής των στοιχείων του ως άθροισµα στοιχείων των ιδεωδών.

Πρόταση 8.1.25. ΄Εστω
{

Ik
}n

k=1 µια πεπερασµένη οικογένεια αριστερών, δεξιών ή αµφίπλευρων ιδεωδών,
του δακτυλίου R. Τότε, ϑέτοντας I = I1 + I2 +·· ·+ In , τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Κάθε στοιχείο x ∈ I γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως άθροισµα στοιχείων των Ik , 1 ≤ k ≤ n:

x = x1 +x2 +·· ·+xn = y1 + y2 +·· ·+ yn , xk , yk ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n =⇒ xk = yk , 1 ≤ k ≤ n

2. x1 +x2 +·· ·+xn = 0, xk ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n =⇒ xk = 0, 1 ≤ k ≤ n.

3. Για κάθε k = 1,2, · · · ,n: (
I1 +·· ·+ Ik−1 + Ik+1 +·· ·+ In

) ⋂
Ik = {

0
}

Απόδειξη. 1. «=⇒» 2. Υποθέτουµε ότι ισχύει η συνθήκη του µέρους 1., και έστω x1 + x2 +·· ·+ xn = 0,
όπου xk ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n. Επειδή 0 ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n, ϑα έχουµε x1 + x2 + ·· ·+ xn = 0 = 0+0+ ·· ·+0, απ΄
όπου η υπόθεση δίνει ότι xk = 0, 1 ≤ k ≤ n.

2. «=⇒» 3. Υποθέτουµε ότι ισχύει η συνθήκη του µέρους 2., και έστω x ∈ (
I1 +·· ·+ Ik−1 + Ik+1 +·· ·+

In
) ⋂

Ik , όπου k είναι ένα τυχαίο στοιχείο εκ των 1,2, · · · ,n. Τότε ϑα έχουµε x ∈ I1 +·· ·+ Ik−1 + Ik+1 +
·· · + In , απ΄ όπου x = x1 + x2 + ·· · + xk−1 + xk+1 + ·· ·xn , για κάποια στοιχεία xl ∈ Il , 1 ≤ l 6= k ≤ n. Η
τελευταία σχέση γράφεται

x1 +x2 +·· ·+xk−1 + (−x)+xk+1 +·· ·xn = 0, όπου xl ∈ Il , 1 ≤ l 6= k ≤ n και −x ∈ Ik

Από την υπόθεση τότε ϑα έχουµε xl = 0, 1 ≤ l 6= k ≤ n, και x = 0. Εποµένως
(
I1 +·· ·+ Ik−1 + Ik+1 +·· ·+

In
) ⋂

Ik = {
0
}
.

3. «=⇒» 1. Υποθέτουµε ότι ισχύει η συνθήκη του µέρους 3., και έστω x = x1 + x2 +·· ·+ xn = y1 + y2 +
·· ·+ yn , όπου xk , yk ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n. Τότε, για κάθε k = 1,2, · · · ,n, ϑα έχουµε

−xk + yk = (x1 − y1)+ (x2 − t2)+·· ·+ (xk−1 − yk−1)+ (xk+1 − yk+1)+·· · (xn − yn)

όπου, επειδή το Ii είναι αριστερό, δεξιό ή αµφίπλευρο ιδεώδες, ϑα έχουµε xi − yi ∈ Ii , 1 ≤ i 6= k ≤ n και
−xk+yk ∈ Ik . Τότε όµως Ik 3−xk+yk = (x1−y1)+(x2−t2)+·· ·+(xk−1−yk−1)+(xk+1−yk+1)+·· · (xn−yn) ∈
I1 +·· ·+ Ik−1 + Ik+1 +·· ·+ In . ΄Ετσι −xk + yk ∈ (

I1 +·· ·+ Ik−1 + Ik+1 +·· ·+ In
) ⋂

Ik = {
0
}
και άρα xk = yk .

Επειδή το k ∈ {
1,2, · · · ,n

}
επιλέχθηκε τυχαία, ϑα έχουµε xk = yk , 1 ≤ k ≤ n. ■

Ορισµός 8.1.26. Αν για το άθροισµα I1+I2+·· ·+In δεξιών, αριστερών, ή αµφίπλευρων ιδεωδών Ik , 1 ≤ k ≤ n,
του δακτυλίου R ικανοποιείται µια από τις ισοδύναµες συνθήκες της Πρότασης 8.1.25, τότε το άθροισµα δεξιών,
αριστερών ή αµφίπλευρων ιδεωδών I1 + I2 +·· ·+ In καλείται ευθύ άθροισµα και ϑα συµβολίζεται ως εξής :

I1 + I2 +·· ·+ In = I1 ⊕ I2 ⊕·· ·⊕ In

Προφανώς, αν το άθροισµα I1 + I2 +·· ·+ In = I1 ⊕ I2 ⊕·· ·⊕ In δεξιών, αριστερών, ή αµφίπλευρων ιδεωδών
Ik , 1 ≤ k ≤ n, του δακτυλίου R είναι ευθύ, τότε

k 6= j =⇒ Ik ∩ I j =
{
0
}

διότι I j ⊆ I1 + ·· · + Ik−1 + Ik+1 + ·· · In . Σηµειώνουµε ότι η αντίστροφη συνεπαγωγή δεν ισχύει, ϐλέπε την
΄Ασκηση 8.5.20.
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Παράδειγµα 8.1.27. ΄Εστω ότι R1, R2, · · · , Rn είναι δακτύλιοι και ϑεωρούµε το ευθύ γινόµενό τους

R1 ×R2 ×·· ·×Rn = {
(r1,r2, · · · ,rn) | ri ∈ Ri , 1 ≤ i ≤ n

}
Τότε, όπως προκύπτει από το Παράδειγµα 8.1.23, ο δακτύλιος R είναι το ευθύ άθροισµα των ιδεωδών του
(ek ), τα οποία παράγονται από τα στοιχεία ei , όπου ei = (0, · · ·0,1Ri ,0, · · · ,0) (το στοιχείο 1Ri είναι στην i -οστή
ϑέση), 1 ≤ i ≤ n:

l
(
ei

)= (ei )r = (ei ) =
{

(0, · · · ,0,ri ,0, · · · ,0︸ ︷︷ ︸
i−ϑέση

) | ri ∈ Ri

}
, 1 ≤ i ≤ n

΄Ετσι ϑα έχουµε:
R = (e1)⊕ (e2)⊕·· ·⊕ (en)

p

Γινόµενα Ιδεωδών

Μια οικογένεια (αµφίπλευρων) ιδεώδων
{

Ik
}n

k=1 του R ορίζει και ένα επιπρόσθετο αµφίπλευρο ιδέωδες του
R. Αν I και J είναι δύο ιδεώδη του R, τότε είναι εύλογο να ϑεωρήσουµε το σύνολο των στοιχείων

{
x · y ∈

R | x ∈ I , y ∈ J
}
, αν και είναι κλειστό στον πολλαπλασιασµό από τα αριστερά και τα δεξιά µε στοιχεία του

δακτυλίου, δεν είναι είναι κλειστό στο άθροισµα στοιχείων του, διότι δεν υπάρχει λόγος ένα άθροισµα της
µορφής x1 · y1 + x2 · y2 να είναι της µορφής x · y, όπου xi , x ∈ I και yi , y ∈ J , i = 1,2. ΄Οπως και πριν, για να
διορθώσουµε αυτή την παθολογία, ϑεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο του R:

I1 · I2 · · · In = {
x1i1 · x1i2 · · ·x1in + x2i1 · x2i2 · · ·x2in + ·· · + xmi1 · xmi2 · · ·xmin ∈ R | xki j ∈ I j , 1 ≤ j ≤ n,n ∈N}

Πρόταση 8.1.28. Αν
{

Ik
}n

k=1 είναι µια πεπερασµένη οικογένεια ιδεωδών, το σύνολο I1 · I2 · · · In είναι ένα
ιδεώδες του R και µάλιστα είναι το µικρότερο ιδεώδες του R το οποίο περιέχει όλα τα γινόµενα x1 · x2 · · ·xn ,
όπου xk ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n.

Απόδειξη. Το σύνολο I1·I2 · · · In προφανώς περιέχει όλα τα δυνατά γινόµενα στοιχείων της µορφής x1·x2 · · ·xn ,
όπου xk ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n, και είναι εκ κατασκευής κλειστό στο άθροισµα ή τη διαφορά στοιχείων του. Επειδή
τα Ik είναι αµφίπλευρα ιδεώδη του R, 1 ≤ k ≤ n, το σύνολο I1 · I2 · · · In είναι κλειστό στον πολλαπλασιασµό
απο τα δεξιά και τα αριστερά µε στοιχεία του δακτυλίου, και άρα είναι ένα ιδεώδες του R. Προφανώς, το
ιδεώδες I1 · I2 · · · In είναι το µικρότερο ιδεώδες του R το οποίο περιέχει τα στοιχεία x1 · x2 · · ·xn , όπου xk ∈ Ik ,
1 ≤ k ≤ n. ■

Το ιδεώδες της Πρότασης 8.1.28 καλείται το γινόµενο των ιδεωδών I1, I2, · · · , In . Αν έχουµε I1 = I2 = ·· · =
In := I , τότε ϑα γράφουµε

I n = I · I · · · · · I︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

και ϑα καλούµε το ιδέωδες I n την n-οστή δύναµη του I . Παρατηρούµε ότι I n ⊆ I , ∀n ≥ 1.
΄Ενα ιδεώδες I καλείται ταυτοδύναµο ιδεώδες αν I 2 = I . Το ιδεώδες I καλείται µηδενοδύναµο ι-

δεώδες, αν υπάρχει ϑετικός ακέραιος n έτσι ώστε I n = 0. ∆ύο ιδεώδη I και J καλούνται ορθογώνια αν
I · J = {

0
}
. Ταυτοδύναµα και µηδενοδύναµα ιδεώδη παίζουν σηµαντικό ϱόλο στη ϑεωρία δακτυλίων. Εδώ,

λόγω περιορισµένου χώρου, ϑα δούµε µόνο κάποια παραδείγµατα.

Παράδειγµα 8.1.29. Θεωρούµε τον δακτύλιο

AT2(R) =
{(

a11 a12

0 a22

)
∈ M2(R) | ai j ∈R

}
των 2×2 άνω τριγωνικών πινάκων υπεράνω του R, και έστω το ιδεώδες :

I =
{(

x y
0 0

)
∈ AT2(R) | x, y ∈R

}
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Τότε : I 2 = I . Πράγµατι πάντα ισχύει I 2 ⊆ I , και αν
( x y

0 0

)
είναι ένα στοιχείο του I , τότε

( x y
0 0

) = (
x 0
0 0

)(
1 0
0 0

)+(
1 0
0 0

) · (0 y
0 0

) ∈ I 2. ΄Αρα I ⊆ I 2 και εποµένως I 2 = I , δηλαδή το ιδεώδες I είναι ταυτοδύναµο.
Θεωρούµε τον δακτύλιο

AT3(R) =


a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

 ∈ M3(R) | ai j ∈R


των 3×3 άνω τριγωνικών πινάκων υπεράνω του R.
Εύκολα µπορούµε να δούµε ότι το υποσύνολα

I =


0 x z
0 0 y
0 0 0

 ∈ AT3(R) | x, y, z ∈R
 και J =


0 0 w

0 0 0
0 0 0

 ∈ AT3(R) | w ∈R


είναι ιδέωδη του AT3(R). Τότε : I 2 = J και I 3 = 0. Πράγµατι, αν
(0 x1 z1

0 0 y1
0 0 0

)
και

(0 x2 z2
0 0 y2
0 0 0

)
είναι στοιχεία του

I , τότε
(0 x1 z1

0 0 y1
0 0 0

)
·
(0 x2 z2

0 0 y2
0 0 0

)
=

(0 0 x1 y2
0 0 0
0 0 0

)
∈ J . Επειδή προφανώς πεπερασµένα αθροίσµατα τέτοιων γινοµένων

ανήκουν στο ιδεώδες J , έπεται ότι I 2 ⊆ J . Αντίστροφα, αν
(

0 0 w
0 0 0
0 0 0

)
είναι ένα στοιχείο του J , τότε ϑα έχουµε(

0 0 w
0 0 0
0 0 0

)
=

(
0 w 0
0 0 0
0 0 0

)
·
(

0 0 0
0 0 1
0 0 0

)
∈ I 2. Εποµένως I 2 = J . Επειδή

(0 x1 z1
0 0 y1
0 0 0

)
·
(0 x2 z2

0 0 y2
0 0 0

)
·
(0 x3 z3

0 0 y3
0 0 0

)
=

(0 0 x1 y2
0 0 0
0 0 0

)
·
(0 x2 z3

0 0 y3
0 0 0

)
=

(
0 0 0
0 0 0
0 0 0

)
,

έπεται άµεσα ότι I 3 = 0= J 2, δηλαδή τα ιδεώδη I , J είναι µηδενοδύναµα.
p

Παράδειγµα 8.1.30. ΄Εστω ότι R1, R2, · · · , Rn είναι δακτύλιοι και ϑεωρούµε το ευθύ γινόµενό τους

R1 ×R2 ×·· ·×Rn = {
(r1,r2, · · · ,rn) | ri ∈ Ri , 1 ≤ i ≤ n

}
Θεωρούµε τα ιδεώδη

l

(
ei

)= (ei )r = (ei ) =
{

(0, · · · ,0,ri ,0, · · · ,0︸ ︷︷ ︸
i−ϑέση

) | ri ∈ Ri

}
, 1 ≤ i ≤ n

τα οποία παράγονται από τα στοιχεία ei , όπου ei = (0, · · ·0,1Ri ,0, · · · ,0) (το στοιχείο 1Ri είναι στην i -οστή
ϑέση), 1 ≤ i ≤ n, όπως στο Παράδειγµα 8.1.16. Τότε ϑα έχουµε:

i 6= j =⇒ (ei ) · (e j ) = {
0
}

και (ei ) · (ei ) = (ei )

΄Αρα η οικογένεια ιδεωδών
{
(ei )

}n
i=1 είναι µια οικογένεια ταυτοδύναµων ανά δύο ορθογώνιων ιδεωδών του

R1 ×R2 ×·· ·×Rn µε άθροισµα
∑n

i=1(ei ) = (1∏n
i=1 Ri

) = R1 ×R2 ×·· ·×Rn .
p

Παράδειγµα 8.1.31. Στον δακτύλιο Z των ακεραίων ϑεωρούµε τα ιδεώδη nZ και mZ, n,m ≥ 1. Τότε

nZ ·mZ= (nm)Z

Πραγµατικά, επειδή ο δακτύλιος Z είναι µεταθετικός, ϑα έχουµε n={
nx ∈Z | x ∈Z, m={

mx ∈Z | x ∈Z και
n={

nmx ∈Z | x ∈Z. ΄Ενα τυπικό στοιχείο του ιδεώδους nZ ·mZ είναι πεπερασµένο άθροισµα στοιχείων της
µορφής nzmw = nmzw ∈ (nm)Z, όπου z, w ∈Z, και άρα ανήκει στο ιδεώδες (nm)Z. ΄Ετσι nZ ·mZ⊆ (nm)Z.
Ακριβώς παρόµοια έχουµε (nm)Z⊆ nZ ·mZ, και άρα: nZ ·mZ= (nm)Z.

p

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα αναλύοντας τη σχέση µεταξύ του γινοµένου και της τοµής µιας πεπε-
ϱασµένης οικογένειας ιδεωδών ενός µεταθετικού δακτυλίου. ∆ύο ιδεώδη I και J του δακτυλίου R καλούνται
συµµέγιστα αν: I + J = R. Μια πεπερασµένη οικογένεια ιδεωδών

{
Ik

}n
k=1 του δακτυλίου R αποτελείται από

ανά δύο συµµέγιστα ιδεώδη, αν Ii + I j = R, 1 ≤ i 6= j ≤ n.
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Πρόταση 8.1.32. Αν
{

Ik
}n

k=1 είναι µια οικογένεια ιδεωδών ενός µεταθετικού δακτυλίου R, τότε :

I1 · I2 · · · In ⊆ I1 ∩ I2 ∩ ·· · ∩ In

Αν η οικογένεια
{

Ik
}n

k=1 αποτελείται από ανά δύο συµµέγιστα ιδεώδη, τότε : I1 · I2 · · · In = I1 ∩ I2 ∩ ·· · ∩ In .

Απόδειξη. ΄Εστω n = 2. Τότε τα στοιχεία του γινοµένου ιδεωδών I1 · I2 είναι πεπερασµένα αθροίσµατα γι-
νοµένων x = x1 · x2, όπου xk ∈ Ik , k = 1,2. ΄Οµως x1 · x2 ∈ I1 διότι x1 ∈ I1 και το I1 είναι ιδεώδες του
R και x1 · x2 ∈ I2 διότι x2 ∈ I2 και το I2 είναι ιδεώδες του R. ΄Αρα x1 · x2 ∈ I1 ∩ I2. Αυτό σηµαίνει ότι
I1 · I2 ⊆ I1 ∩ I2. Υποθέτουµε ότι το συµπέρασµα ισχύει για πλήθος ιδεωδών ίσο µε k < n. Επειδή προφανώς
I1 ·I2 · · · In = I1 ·(I2 · · · In), ϑα έχουµε I1 ·I2 · · · In ⊆ I1∩(I2 · · · In), οπότε από την επαγωγική υπόθεση ϑα έχουµε
τελικά I1 · I2 · · · In ⊆ I1 ∩ (I2 · · · In) ⊆ I1 ∩ (I2 ∩ ·· · ∩ In).

Υποθέτουµε ότι Ii + I j = R, όταν 1 ≤ i 6= j ≤ n. ΄Εστω ότι n = 2, οπότε I1 + I2 = R. Τότε µπορούµε να
γράψουµε 1R = s1 + s2, όπου si ∈ Ii , i = 1,2. Τότε για κάθε x ∈ I1 ∩ I2, ϑα έχουµε x = x ·1R = x · s1 + x · s2 =
s1 · x + x · s2 ∈ I1 · I2, διότι s1 ∈ I1, x ∈ I2, x ∈ I1, και s2 ∈ I2. ΄Αρα I1 ∩ I2 ⊆ I1 · I2 και εποµένως I1 · I2 = I1 ∩ I2.
Υποθέτουµε ότι το συµπέρασµα ισχύει για πλήθος ιδεωδών ίσο µε k < n. Τότε ϑα έχουµε: I1+(I2 · · · In) = R.
Πράγµατι, επειδή I1+ Ik = R, ∀k ≥ 2, µπορούµε να γράψουµε: ak +bk = 1, ∀k ≥ 2, όπου ak ∈ I1, και bk ∈ Ik ,
∀k ≥ 2. Θεωρούµε το στοιχείο

1R =
n∏

k=2
(ak +bk ) = (a2 +b2) · (a3 +b3) · · · (an +bn)

το οποίο στο ανάπτυγµά του είναι άθροισµα γινοµένων των στοιχείων ak ,bk , και ο µόνος όρος του αναπτύγ-
µατος ο οποίος δεν περιέχει ως παράγοντα ένα από τα στοιχεία ak , 2 ≤ k ≤ n, είναι ο όρος

s1 =
n∏

k=2
bk ∈ I2 · · · In

΄Ετσι µπορούµε να γράψουµε 1R = x1 + s1, όπου x1 ∈ I1 και s1 ∈ I2 · · · In . ΄Αρα ∀r ∈ R, είναι r = r ·x1 + r · s1 ∈
I1 + (I2 · · · In), και εποµένως : R = I1 + (I2 · · · In). Από την από την περίπτωση n = 2 τότε ϑα έχουµε
I1 ∩ (I2 · · · In) = I1 · (I2 · · · In). ΄Οµως από την επαγωγική υπόθεση ϑα έχουµε I2 · · · In = I2 ∩ ·· ·∩ In , και
εποµένως τελικά ϑα έχουµε: I1 ∩ I2 ∩·· ·∩ In = I1 · I2 · · · In . ■

Παράδειγµα 8.1.33. Γενικά η έγκλειση I · J ⊆ I ∩ J είναι γνήσια. Για παράδειγµα, αν I = J = nZ, n ≥ 2. Τότε
I ∩ J = nZ, αλλά I · J = nZ ·nZ= n2Z, ϐλέπε το Παράδειγµα 8.1.31, και προφανώς nZ 6= n2Z.

Από την άλλη πλευρά, αν ο δακτύλιος R δεν είναι µεταθετικός, τότε I · J ⊆ I ∩ J , αλλά υπάρχουν µη
µεταθετικοί δακτύλιοι R, οι οποίοι περιέχουν ιδεώδη I και J έτσι ώστε I + J = R και I · J 6= I ∩ J .

p

8.1.3 ∆ιαµερίσεις της Μονάδας

΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. Υπενθυµίζουµε ότι ένα στοιχείο e ∈ R καλείται ταυτοδύναµο, αν e2 = e.
Για παράδειγµα, τα στοιχεία 1,0 είναι ταυτοδύναµα στοιχεία του R, τα τετριµµένα ταυτοδύναµα στοιχεία του
R. ∆ύο στοιχεία r, s ∈ R καλούνται ορθογώνια αν r · s = 0 = s · r .

Ορισµός 8.1.34. Μια πεπερασµένη οικογένεια στοιχείων D = {
ek

}n
k=1 του δακτυλίου R καλείται διαµέριση

της µονάδας του R, αν :

1. Τα στοιχεία της οικογένειεας D είναι ταυτοδύναµα στοιχεία και ανά δύο είναι ορθογώνια :

∀k = 1,2, · · · ,n : e2
k = ek και ek ·el = 0 = el ·ek , 1 ≤ k 6= l ≤ n

2. 1R =∑n
k=1 ek = e1 +e2 +·· ·+en .
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Μια διαµέριση της µονάδας D = {
ek

}n
k=1 του δακτυλίου R καλείται κεντρική διαµέριση της µονάδας του

R, αν τα στοιχεία της διαµέρισης είναι κεντρικά:

∀k = 1,2, · · · ,n : ek ∈Z(R)

΄Εστω Ri = (Ri ,+, ·), 1 ≤ i ≤ n, µια πεπερασµένη ακολουθία δακτυλίων (χρησιµοποιούµε πάντα τα ίδια
σύµβολα για τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού, για τα µηδενικά στοιχεία, και τις µονάδες των
δακτυλίων Ri , 1 ≤ i ≤ n), και ϑεωρούµε τον δακτύλιο ευθύ γινόµενο

R :=
n∏

i=1
Ri =

{
(r1,r2, · · · ,rn) | ri ∈ Ri , 1 ≤ i ≤ n

}
όπου οι πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού επί του

∏n
i=1 Ri ορίζονται, «κατά συνιστώσα», ως εξής :

+ :
n∏

i=1
Ri ×

n∏
i=1

Ri −→
n∏

i=1
Ri , (r1,r2, · · · ,rn)+ (r ′

1,r ′
2, · · · ,r ′

n) = (r1 + r ′
1,r2 + r ′

2, · · · ,rn + r ′
n)

· :
n∏

i=1
Ri ×

n∏
i=1

Ri −→
n∏

i=1
Ri , (r1,r2, · · · ,rn) · (r ′

1,r ′
2, · · · ,r ′

n) = (r1 · r ′
1,r2 · r ′

2, · · · ,rn · r ′
n)

και το µηδενικό στοιχείο του δακτυλίου
∏n

i=1 Ri είναι η n-άδα 0= (0,0, · · · ,0) και η µονάδα του είναι η n-άδα
1= (1,1, · · · ,1).

Θέτοντας ek = (0,0, · · · ,0,1Rk ,0, · · · ,0,0︸ ︷︷ ︸
k−ϑέση

), 1 ≤ k ≤ n, αποκτούµε µια κεντρική διαµέριση της µονάδας D =

{ek }n
k=1 του δακτυλίου R. Πράγµατι, ϑα έχουµε

1R = (1,1, · · · ,1) = (1,0, · · · ,0)+ (0,1, · · · ,0)+·· ·+ (0,0, · · · ,1) = e1 +e2 +·· ·+en

ek ·el = (0,0, · · · ,0), αν k 6= l και ek ·el = (0, · · · ,0,1Rk ,0, · · · ,0︸ ︷︷ ︸
k−ϑέση

) = ek , αν k = l

και για κάθε στοιχείο (r1,r2, · · · ,rn) ∈Z(R):

ek · (r1,r2, · · · ,rn) = (0, · · · ,0,1Rk · rk ,0, · · · ,0︸ ︷︷ ︸
k−ϑέση

) = (0, · · · ,0,rk ·1Rk ,0, · · · ,0︸ ︷︷ ︸
k−ϑέση

) = (r1,r2, · · · ,rn) ·ek

δηλαδή κάθε στοιχείο ek ανήκει στο κέντρο του R, 1 ≤ k ≤ n.
Η ακόλουθη Πρόταση χαρακτηρίζει την ύπαρξη κεντρικής διαµέρισης της µονάδας ενός δακτυλίου.

Πρόταση 8.1.35. Για έναν δακτύλιο R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο δακτύλιος R διαθέτει µια κεντρική διαµέριση D = {
ek

}n
k=1 της µονάδας.

2. Ο δακτύλιος R είναι το ευθύ άθροισµα µιας πεπερασµένης οικογένειας ιδεωδών Ik του R, 1 ≤ k ≤ n.

R = I1 ⊕ I2 ⊕·· ·⊕ In

Αν µία από τις παραπάνω δύο ισοδύναµες συνθήκες είναι αληθής, τότε στο 2. µπορούµε να επιλέξουµε
Ik = ek R = Rek , 1 ≤ k ≤ n, και στο 1. µπορούµε να επιλέξουµε τα ek ως τους προσθετέους στην (µοναδική)
γραφή 1R = e1 +e2 +·· ·+en .

Απόδειξη. 1. ΄Εστω D = {
ek

}n
k=1 µια κεντρική διαµέριση της µονάδας του R. Για κάθε k = 1,2, · · · ,n,

ϑέτουµε :
Ik = ek R = {

ek r ∈ R | r ∈ R
}

Επειδή το στοιχείο ek είναι κεντρικό, ϑα έχουµε ek r = r ek , ∀k = 1,2, · · ·n. Το σύνολο Ik είναι ένα δεξιό
ιδεώδες του R και επειδή ek ∈Z(R), ϑα έχουµε ek R = Ik = Rek , δηλαδή το Ik είναι και αριστερό ιδεώδες
του R, έτσι κάθε Ik είναι ένα ιδεώδες του R. Θα δείξουµε ότι R = I1 ⊕ I2 ⊕·· ·⊕ In .
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Πράγµατι, ϑα έχουµε 1R = e1 +e2 +·· ·+en και εποµένως, ∀r ∈ R:

r = 1R · r = (e1 +e2 +·· ·+en) · r = e1r +e2r +·· ·+enr ∈ I1 + I2 +·· ·+ In =⇒ R = I1 + I2 +·· ·+ In

΄Εστω x = x1 + x2 + ·· ·+ xn ∈ I1 + I2 + ·· ·+ In , όπου xk ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n, και υποθέτουµε ότι x = 0. Τότε
ϑα έχουµε xk = ek rk για κάποια στοιχεία rk ∈ R και τότε, χρησιµοποιώντας ότι τα στοιχεία ek είναι
ταυτοδύναµα και ανά δύο ορθογώνια, για κάθε 1 ≤ l ≤ n, ϑα έχουµε:

0 = x = el x = el · (e1r1 +e2r2 +·· ·+enrn) = el e1r1 +el e2r2 +·· ·+el enrn = el el rl = el rl = xl

Εποµένως από την Πρόταση 8.1.25 έπεται ότι το άθροισµα ιδεωδών I1+ I2+·· ·+ In είναι ευθύ και άρα
R = I1 ⊕ I2 ⊕·· ·⊕ In .

2. Υποθέτουµε ότι ο δακτύλιος R είναι το ευθύ άθροισµα R = I1 ⊕ I2 ⊕·· ·⊕ In ιδεωδών Ik , 1 ≤ k ≤ n. Τότε
για τη µονάδα 1R του R ϑα έχουµε ότι υπάρχουν στοιχεία ek ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n, έτσι ώστε :

1R = e1 +e2 +·· ·+en , όπου ek ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n

Τότε για κάθε στοιχείο xk ∈ Ik , ϑα έχουµε

xk = 1R xk = e1xk +e2xk +·· ·+ek−1xk +ek xk +ek+1xk +·· ·+en xk

Επειδή τα Ik είναι ιδεώδη και e j ∈ I j , ϑα έχουµε e j xk ∈ I j , 1 ≤ j ≤ n και τότε επειδή το άθροισµα
I1 ⊕ ·· · ⊕ In είναι ευθύ, ϑα έχουµε e j xk = 0, 1 ≤ j 6= k ≤ n, και ek xk = xk . Ιδιαίτερα επιλέγοντας
xk = ek ∈ Ik , ϑα έχουµε ότι τα στοιχεία ek είναι ταυτοδύναµα και ανά δύο ορθογώνια. Εποµένως
το σύνολο D = {

ek
}n

k=1 είναι µια διαµέριση της µονάδας του R, η οποία επιπλέον είναι κεντρική.
Πράγµατι, έστω r ∈ R. Τότε

r = r ·1R = r e1 + r e2 +·· ·r en = e1r +e2r +·· ·+enr = 1R r = r

Επειδή τα Ik είναι ιδεώδη, επειδή ek r,r ek ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n, από την µοναδικότητα της γραφής στο
ευθύ άθροισµα ιδεωδών, ϑα έχουµε ek r = r ek , 1 ≤ k ≤ n. Επειδή το r επιλέχθηκε τυχαία, έπεται ότι
ek ∈Z(R), 1 ≤ k ≤ n. ■

Παρατήρηση 8.1.36. ΄Οταν η διαµέριση της µονάδας δεν είναι απαραίτητα κεντρική, τότε η απόδειξη της
Πρότασης 8.1.35 δείχνει ότι για έναν δακτύλιο R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο δακτύλιος R διαθέτει µια διαµέριση D = {
ek

}n
k=1 της µονάδας.

2. Ο δακτύλιος R είναι το ευθύ άθροισµα µιας πεπερασµένης οικογένειας αριστερών ιδεωδών Ik του R,
1 ≤ k ≤ n:

R = I1 ⊕ I2 ⊕·· ·⊕ In

3. Ο δακτύλιος R είναι το ευθύ άθροισµα µιας πεπερασµένης οικογένειας δεξιών ιδεωδών Jk του R,
1 ≤ k ≤ n:

R = J1 ⊕ J2 ⊕·· ·⊕ Jn

Αν µια από τις παραπάνω ισοδύναµες συνθήκες είναι αληθής, τότε :

Ik = Rek και Jk = ek R, 1 ≤ k ≤ n N

Παράδειγµα 8.1.37. ΄Εστω e ∈ R ένα ταυτοδύναµο στοιχείο του δακτυλίου R. Επειδή 1R = e +1R −e και

(1R −e)2 = (1R −e)·(1R −e) = 1R −e−e+e2 = 1R −e, e ·(1R −e) = e−e2 = e−e = 0, (1R −e)·e = e−e2 = e−e = 0
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έπεται ότι το σύνολο
{
e,1R − e

}
είναι µια διαµέριση της µονάδας του R, και εποµένως ϑα έχουµε ότι ο

δακτύλιος R είναι ευθύ άθροισµα αριστερών ιδεωδών

R = Re ⊕R(1R −e)

και ευθύ άθροισµα δεξιών ιδεώδών
R = eR ⊕ (1R −e)R

Αν το ταυτοδύναµο στοιχείο e είναι κεντρικό, τότε προφανώς και το ταυτοδύναµο στοιχείο 1R − e είναι
κεντρικό, και ϑα έχουµε I := eR = Re και J := (1R −e)R = R(1R −e). ΄Ετσι ο δακτύλιος R είναι ευθύ άθροισµα
ιδεωδών

R = I ⊕ J
p

8.2 Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων και ∆ακτύλιοι Πηλίκα

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε την ϑεµελιώδη έννοια του οµοµορφισµού δακτυλίων, η οποία ϑα
µας επιτρέψει να συγκρίνουµε δύο δακτυλίους, και της ϑεµελιώδους κατασκευής του δακτυλίου πηλίκου
ενός δακτυλίου ως προς ένα ιδεώδες.

8.2.1 ∆ακτύλιοι Πηλίκα

΄Εστω R = (R,+, ·) ένας δακτύλιος και I µια υποοµάδα της προσθετικής οµάδας (R,+). Επειδή η οµάδα (R,+)
είναι αβελιανή, κάθε υποοµάδα της είναι κανονική, και εποµένως η υποοµάδα I ≤ R είναι κανονική. Τότε
ορίζεται η προσθετική οµάδα πηλίκο (R/I ,+) η οποία είναι αβελιανή, και τα στοιχεία της είναι (αριστερές)
πλευρικές κλάσεις

R/I = {
r + I ⊆ R | r ∈ R

}
όπου

r + I = {
r +x ∈ R | x ∈ I

}
και r + I = s + I ⇐⇒ r − s ∈ I

Υπενθυµίζουµε ότι η πράξη πρόσθεσης στην οµάδα πηλίκο ορίζεται ως εξής :

+ : R/I ×R/I −→ R/I , (r + I )+ (s + I ) = (r + s)+ I (8.4)

Καθώς ο δακτύλιος R είναι εφοδιασµένος µε την πράξη του πολλαπλασιασµού, είναι εύλογο να αναρωτηθού-
µε αν η προσθετική οµάδα (R/I ,+) µπορεί να εφοδιαστεί µε τη «ϕυσικά» επαγόµενη πράξη πολλαπλασιασµού

· : R/I ×R/I −→ R/I , (r + I ) · (s + I ) = (r · s)+ I (8.5)

έτσι ώστε η τριάδα (R/I ,+, ·) να είναι δακτύλιος. Σηµειώνουµε ότι συµβολίζουµε µε το ίδιο σύµβολο «·»
την πράξη πολλαπλασιασµού του δακτυλίου R και την ως άνω νέα πράξη επί της οµάδας πηλίκου R/I . Η
παρακάτω παρατήρηση δίνει έναν επιπρόσθετο λόγο για τον οποίον τα ιδέωδη παίζουν σηµαντικό ϱόλο στη
Θεωρία ∆ακτυλίων, ανάλογο µε τον ϱόλο που παίζουν οι κανονικές υποοµάδες στη Θεωρία Οµάδων.

Η πράξη (8.5) είναι µια καλά ορισµένη πράξη επί της οµάδας R/I ⇐⇒ η υποοµάδα I είναι ιδεώδες του R .

«=⇒» Υποθέτουµε ότι η πράξη (8.5) είναι µια καλά ορισµένη πράξη1 επί της οµάδας πηλίκο R/I . ΄Εστω
x ∈ I και r ∈ R. Τότε, επειδή x ∈ I , ϑα έχουµε x + I = 0+ I = I . Επειδή η πράξη «·» είναι καλά ορισµένη, ϑα
έχουµε:

x+I = 0+I και r+I = r+I =⇒ x ·r+I = 0·r+I = I και r ·x+I = r ·0+I = I =⇒ x ·r ∈ I και r ·x ∈ I
1Υπενθυµίζουµε ότι µια πράξη «·» επί της οµάδας πηλίκου R/I είναι καλά ορισµένη αν και µόνο αν, ∀r,r ′, s, s′ ∈ R:

r + I = r ′+ I και s + I = s′+ I =⇒ (r · s)+ I = (r ′ · s′)+ I



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. Ι∆ΕΩ∆Η, ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 387

και εποµένως η υποοµάδα I είναι ιδέωδες του R.
«⇐=» Υποθέτουµε ότι το I είναι ένα ιδεώδες του R, και έστω r,r ′, s, s′ στοιχεία του R, έτσι ώστε :

r + I = r ′+ I και s + I = s′+ I , εποµένως r − r ′ ∈ I και s − s′ ∈ I

Τότε, πολλαπλασιάζοντας την πρώτη διαφορά από τα δεξιά µε το s και την δεύτερη διαφορά µε το r ′ από τα
αριστερά, και εκµεταλευόµενοι ότι το I είναι ιδεώδες, ϑα έχουµε:

(r − r ′) · s = r · s − r ′ · s ∈ I και r ′ · (s − s′) = r ′ · s − r ′ · s′ ∈ I =⇒

(r · s − r ′ · s)+ (r ′ · s − r ′ · s′) = r · s − r ′ · s′ ∈ I =⇒ r · s + I = r ′ · s′+ I

και άρα η πράξη «·» επί της αβελιανής οµάδας R/I είναι καλά ορισµένη. N

Η παραπάνω ανάλυση µας επιτρέπει να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε την ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 8.2.1. ΄Εστω ότι R = (R,+, ·) είναι ένας δακτύλιος και I είναι ένα ιδεώδες του R. Τότε η τριάδα
(R/I ,+, ·), όπου :

+ : R/I ×R/I −→ R/I , (r + I )+ (s + I ) = (r + s)+ I

· : R/I ×R/I −→ R/I , (r + I ) · (s + I ) = (r · s)+ I

είναι ένας δακτύλιος µε µηδενικό στοιχείο την πλευρική κλάση 0+ I = I και µονάδα την πλευρική κλάση
1R/I = 1R + I .

Επιπλέον, αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε και ο δακτύλιος R/I είναι µεταθετικός.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την προηγηθείσα ανάλυση, επειδή το I είναι ιδεώδες του R, η πράξη (8.5) είναι µια
καλά ορισµένη πράξη στην προσθετική οµάδα (R/I ,+). ΄Εστω r1,r2,r3 ∈ R. Τότε, χρησιµοποιώντας ότι ο
πολλαπλασιασµός του R είναι προσεταιριστική πράξη, ϑα έχουµε:

(r1 + I ) · ((r2 + I ) · (r3 + I )
)= (r1 + I ) · ((r2 · r3)+ I

)= (
r1 · (r2 · r3)

)+ I = (
(r1 · r2) · r3)

)+ I =

= (
(r1 · r2)+ I

) · (r3 + I ) = (
(r1 + I ) · (r2 + I )

) · (r3 + I )

΄Αρα ο πολλαπλασιασµός του R/I είναι προσεταιριστική πράξη.
Επίσης, χρησιµοποιώντας ότι ο πολλαπλασιασµός του R ικανοποιεί την επιµεριστική ιδιότητα ως προς

την πρόσθεση, ϑα έχουµε:

(r1 + I ) · ((r2 + I )+ (r3 + I )
)= (r1 + I ) · ((r2 + r3)+ I

)= (
r1 · (r2 + r3)

)+ I = (r1 · r2 + r1 · r3)+ I =

= (
(r1 · r2)+ I

)+ (
(r1 · r3)+ I

)= (
(r1 + I ) · (r2 + I )

)+ (
(r1 + I ) · (r3 + I )

)
και παρόµοια :

(
(r1 + I )+ (r2 + I )

) · (r3 + I ) = (
(r1 + I ) · (r3 + I )

)+ (
(r2 + I ) · (r3 + I )

)
. Εποµένως ικανοποιείται η

επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού του R/I ως προς την πρόσθεση.
Τέλος, για κάθε στοιχείο r + I ∈ R/I ϑα έχουµε:

(r + I ) · (1R + I ) = (r ·1R )+ I = r + I = (1R · r )+ I = (1R + I ) · (r + I )

και εποµένως η πλευρική κλάση 1R + I είναι η µονάδα του R/I .
Αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε από την ακόλουθη σχέση

(r + I ) · (s + I ) = (r · s)+ I = (s · r )+ I = (s + I ) · (r + I )

έπεται ότι και ο δακτύλιος R/I είναι µεταθετικός. ■

Ορισµός 8.2.2. Ο δακτύλιος R/I της πρότασης 8.2.1 καλείται ο δακτύλιος πηλίκο του δακτυλίου R ως
προς το ιδεώδες I .
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Κάποιες ιδιότητες, όπως η µεταθετικότητα, κληρονοµούνται από έναν δακτύλιο R στον δακτύλιο πηλίκο
R/I ως προς ένα ιδεώδες I του R. Οι περισσότερες σηµαντικές ιδιότητες όµως δεν κληρονοµούνται από τον
R στον R/I . Από την άλλη πλευρά υπάρχουν ιδιότητες του δακτυλίου πηλίκου R/I τις οποίες δεν ικανοποιεί
ο δακτύλιος R. Τέτοιες ιδιότητες περιγράφονται στο ακόλουθο παράδειγµα. Αργότερα ϑα δούµε και άλλες
τέτοιες ιδιότητες.

Παράδειγµα 8.2.3. Θεωρούµε το ιδεώδες nZ ⊆ Z του δακτυλίου Z των ακεραίων, όπου n ≥ 2. Τότε απο-
κτούµε τον δακτύλιο πηλίκο Zn =Z/nZ.

1. Αν ο ϑετικός ακέραιος n είναι σύνθετος, τότε γνωρίζουµε από την Πρόταση 7.4.16 ότι ο δακτύλιος
Zn έχει διαιρέτες του µηδενός, και άρα δεν είναι ακέραια περιοχή, σε αντίθεση µε τον δακτύλιο Z ο
οποίος είναι ακέραια περιοχή.

2. Αν ο ϑετικός ακέραιος n είναι πρώτος, τότε γνωρίζουµε από την Πρόταση 7.4.16 ότι ο δακτύλιος Zn

είναι σώµα, σε αντίθεση µε τον δακτύλιο Z ο οποίος δεν είναι σώµα.
p

Στο παραπάνω παράδειγµα ϐλέπουµε ότι ξεκινώντας από τον δακτύλιο Z και ένα στοιχείο του n ∈ Z,
κατασκευάσαµε έναν νέο δακτύλιο, τον Zn = Z/nZ, στον οποίο το στοιχείο n, δηλαδή η πλευρική κλάση
n+nZ, είναι ίσο µε µηδέν. Αυτή η συµπεριφορά είναι τυπική όταν ϑέλουµε να «µηδενίσουµε» στοιχεία ενός
δακτυλίου, όπως δείχνει το ακόλουθο παράδειγµα. Αυτό µπορεί να γίνει εισάγοντας νέες σχέσεις σε έναν
δακτύλιο. Εποµένως «ο δακτύλιος πηλίκο R/I προκύπτει τροποποιώντας τον αρχικό δακτύλιο R, εισάγοντας
«σχέσεις» οι οποίες προκύπτουν από τα στοιχεία του ιδεώδους I ».

Παράδειγµα 8.2.4. ΄Εστω a1, a2, · · · , an στοιχεία ενός δακτυλίου R. Θέλουµε να κατασκευάσουµε µε ϐέλτι-
στο τρόπο έναν δακτύλιο S στον οποίο τα στοιχεία a1, a2, · · · , an να «µηδενίζονται» µε ϕυσικό τρόπο, δηλαδή
να ικανοποιούνται οι σχέσεις : a1 = 0, a2 = 0, · · · , an = 0 στον δακτύλιο S.

Θεωρούµε το (αµφίπλευρο) ιδεώδες I = (a1, a2, · · · , an) του R το οποίο παράγεται από τα στοιχεία a1, a2, · · · , an ,
και έστω ο δακτύλιος πηλίκο

S = R/(a1, a2, · · · , an)

Τότε, για κάθε 1 ≤ i ≤ n, ϑέτοντας ai = ai + I ϑα έχουµε

ai = 0, a2 = 0, · · · , an = 0, στον δακτύλιο R/(a1, a2, · · · , an)

Αν x, y ∈ R, τότε τα στοιχεία x = x+I και y = y+I είναι ίσα αν και µονον αν x−y ∈ I . Υποθέτοντας για ευκολία
ότι ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, ϑα έχουµε I = {∑n

i=1 ri ai ∈ R | ri ∈ R, 1 ≤ i ≤ n
}
και άρα x − y ∈ I αν και

µονον αν x − y =∑n
i=1 ri ai , για κάποια στοιχεία ri ∈ R, 1 ≤ i ≤ n. Ιδιαίτερα ϑα έχουµε x = 0 στον δακτύλιο S

αν το στοιχείο x στον δακτύλιο R είναι της µορφής x =∑n
i=1 ri ai , δηλαδή η σχέση x = 0 είναι απόρροια των

σχέσεων ai = 0, 1 ≤ i ≤ n.
p

Το επόµενο Παράδειγµα είναι χαρακτηριστικό για τη δοµή του δακτυλίου πηλίκο (τα στοιχεία διαιρετότη-
τας πολυωνύµων υπεράνω του R τα οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε ϑεωρούνται γνωστά και ϑα επαναληφθούν
σε µεγαλύτερη γενικότητα στο Κεφάλαιο 9).

Παράδειγµα 8.2.5. Στον δακτύλιο πολυωνύµων R[t ] ϑεωρούµε το κύριο ιδεώδες (t 2+1) το οποίο παράγεται
από το πολυώνυµο t 2 +1:

(t 2 +1) = {
P (t )(t 2 +1) ∈R[t ] | P (t ) ∈R[t ]

}
΄Ενα τυπικό στοιχείο του δακτυλίου πηλίκου R[t ]/(t 2+1) είναι της µορφής P (t )+(t 2+1). Από την Ευκλείδεια
∆ιαίρεση του πολυωνύµου P (t ) µε το πολυώνυµο t 2 +1, ϑα έχουµε:

P (t ) =Q(t )(t 2 +1)+R(t ), και : είτε R(t ) = 0 είτε degR(t ) < 2

1. Αν R(t ) = 0, τότε P (t ) =Q(t )(t 2+1) ∈ (t 2+1), και άρα το στοιχείο P (t )+(t 2+1) είναι το µηδενικό στοιχείο
του δακτυλίου πηλίκου R[t ]/(t 2 +1):

P (t )+ (t 2 +1) = (t 2 +1)
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2. Αν degR(t ) < 2, ϑα έχουµε ότι το R(t ) είναι της µορφής R(t ) = a +bt , όπου a,b ∈ R και (a,b) 6= (0,0).
΄Αρα

P (t )+ (t 2 +1) = a +bt + (t 2 +1)

Ιδιαίτερα, επιλέγοντας το πολυώνυµο P (t ) = t 2, ϑα έχουµε t 2 = 1(t 2+1)−1, άρα σ΄ αυτή την περίπτωση
a =−1 και b = 0, και εποµένως

t 2 + (t 2 +1) =−1+ (t 2 +1) =−1R[t ]/(t 2+1)

Επειδή (
t + (t 2 +1)

) · (t + (t 2 +1)
)= t 2 + (t 2 +1) =−1+ (t 2 +1)

ϑέτοντας j = t + (t 2 + 1), η παραπάνω ανάλυση δείχνει ότι j 2 = −1R[t ]/(t 2+1), και κάθε στοιχείο του
R[t ]/(t 2 +1) είναι της µορφής:

a +bt + (t 2 +1) = (
a + (t 2 +1)

)+ (
bt + (t 2 +1)

)= a
(
1+ (t 2 +1)

)+b
(
t + (t 2 +1)

)= a1R[t ]/(t 2+1) +b j

j 2 =−1R[t ]/(t 2+1)

Παραλείποντας την µονάδα 1R[t ]/(t 2+1) του δακτυλίου R[t ]/(t 2 +1), έπεται ότι

R[t ]/(t 2 +1) = {
a +b j ∈R[t ]/(t 2 +1) | a,b ∈R}

η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός των στοιχείων του R[t ]/(t 2 +1) παίρνουν τη µορφή:

(a +b j )+ (c +d j ) = (a + c)+ (b +d) j

(a +b j ) · (c +d j ) = ac +ad j +bc j +bd j 2 = (ac −bd)+ (ad +bc) j

Είναι τώρα ϕανερό ότι η αντιστοιχία

C 3 a +bi 7−→ a +b j ∈ R[t ]/(t 2 +1)

είναι µια απεικόνιση η οποία είναι «1-1» και «επί», διατηρεί τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού
στους δακτυλίους C και R[t ]/(t 2 +1), και στέλνει την µονάδα του C στην µονάδα του R[t ]/(t 2 +1).

p

Απεικονίσεις του τύπου του Παραδείγµατος 8.2.5 µεταξύ δακτυλίων καλούνται ισοµορφισµοί δακτυλίων,
και µας επιτρέπουν να ταυτίσουµε δύο δακτυλίους οι οποίοι έχουν τις ίδιες δοµικές ιδιότητες, δηλαδή ιδιό-
τητες οι οποίες απορρέουν από τα αξιώµατα δακτυλίου. Η γενικότερη έννοια του οµοµορφισµού δακτυλίων
η οποία υπονοείται αποτελεί αντικείµενο της επόµενης υποενότητας.

8.2.2 Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Θεωρούµε δύο δακτυλίους R και S. ΄Οπως και στη ϑεωρία οµάδων, συµβολίζουµε τις πράξεις πρόσθεσης
και πολλαπλασιασµού στους δακτυλίους R και S µε τα ίδια σύµβολα, έτσι ϑα γράφουµε: R = (R,+, ·) και
S = (S,+, ·). Ο πλέον ϕυσικός τρόπος να συγκρίνουµε ή να συσχετίσουµε τους δακτυλίους R και S είναι
µέσω µιας απεικόνισης η οποία διατηρεί τις πράξεις µέσω των οποίων ορίζονται οι δακτύλιοι, καθώς και τις
µονάδες αυτών.

Ορισµός 8.2.6. Μια απεικόνιση f : R −→ S καλείται οµοµορφισµός δακτυλίων, αν, ∀x, y ∈ R:

f (x + y) = f (x)+ f (y), f (x · y) = f (x) · f (y), f (1R ) = 1S

΄Ενας οµοµορφισµός δακτυλίων καλείται :

1. µονοµορφισµός δακτυλίων, αν η απεικόνιση f είναι «1-1».

2. επιµορφισµός δακτυλίων, αν η απεικόνιση f είναι «επί».



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. Ι∆ΕΩ∆Η, ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 390

3. ισοµορφισµός δακτυλίων, αν η απεικόνιση f είναι «1-1» και «επί».

΄Ενας οµοµορφισµός δακτυλίων f : R −→ R καλείται ενδοµορφισµός του R, και ένας ισοµορφισµός
f : R −→ R καλείται αυτοµορφισµός. Σηµειώνουµε ότι, για µια απεικόνιση f : R −→ S µεταξύ δακτυλίων R
και S, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η f είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

2. Η f : (R,+) −→ (S,+) είναι οµοµορφισµός των υποκείµενων προσθετικών οµάδων, και η απεικόνιση
f : (R, ·) −→ (S, ·) είναι οµοµορφισµός των υποκείµενων πολλαπλασιαστικών µονοειδών.

Παρατήρηση 8.2.7. Για κάθε δακτύλιο R, η ταυτοτική απεικόνιση IdR είναι ένας ενδοµορφισµός του R.
Αντίθετα, αν R και S είναι δακτύλιοι, ο µηδενικός οµοµορφισµός των αντίστοιχων προσθετικών οµάδων

οµάδων 0 : (R,+) −→ (S,+), 0(x) = 0S δεν είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, εκτός αν 0S = 1S , δηλαδή εκτός αν
ο S είναι ο µηδενικός δακτύλιος.

Στην ϐιβλιογραφία συναντάται επίσης ο ορισµός οµοµορφισµού δακτυλίου f : R −→ S χωρίς να ικανο-
ποιείται απαραίτητα η ιδιότητα f (1R ) = 1S (είτε οι δακτύλιοι έχουν µονάδα είτε όχι). Με αυτόν τον ορισµό
ο µηδενικός οµοµορφισµός παραπάνω είναι οµοµορφισµός δακτυλίων. Στις παρούσες σηµειώσεις δεν ϑα
ακολουθήσουµε αυτόν τον πιο γενικό ορισµό.

Υπό προϋποθέσεις, µια απεικόνιση f : R −→ S µεταξύ δακτυλίων R και S, η οποία ικανοποιεί τις δύο
πρώτες ιδιότητες, ∀x, y ∈ R: f (x + y) = f (x)+ f (y) και f (x · y) = f (x) · f (y), ικανοποιεί και την τρίτη ιδιότητα
f (1R ) = 1S , και άρα είναι οµοµορφισµός δακτυλίων. Κάποιες από αυτές τις προϋποθέσεις είναι οι εξής :

1. Η απεικόνιση f είναι «επί».

2. f 6= 0, και ο δακτύλιος S είναι ακέραια περιοχή.

Η απόδειξη αφήνεται ως ΄Ασκηση, ϐλέπε την ΄Ασκηση 8.5.1. N

Στοιχειώδεις Ιδιότητες

Πριν περάσουµε στην ανάπτύξη και ανάλυση παραδειγµάτων οµοµορφισµών δακτυλίων, ϑα δούµε κάποιες
στοιχειώδεις ιδιότητες οµοµορφισµών δακτυλίων. Επίσης ϑα µελετήσουµε συναφείς έννοιες οι οποίες προ-
κύπτουν άµεσα από τον ορισµό οµοµορφισµού δακτυλίων.

Πρόταση 8.2.8. 1. ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Αν x, y, x1, · · · , xn ∈ R, τότε :

(αʹ) f (0R)) = 0S , f (x − y) = f (x)− f (y), f (
∑n

k=1 xk ) =∑n
k=1 f (xk ).

(ϐʹ) f (x1 · x2 · · · xn) = f (x1) · f (x2) · · · f (xn).

Ιδιαίτερα : f (xn) = f (x)n , ∀n ≥ 0.

(γʹ) Αν το στοιχείο x ∈ R είναι αντιστρέψιµο, τότε και το στοιχείο f (x) ∈ S είναι αντιστρέψιµο και :

f (x)−1 = f (x−1)

2. Η σύνθεση οµοµορφισµών δακτυλίων είναι οµοµορφισµός δακτυλίων.

3. Αν f : R −→ S είναι ένας ισοµορφισµός δακτυλίων, τότε η αντίστροφη απεικόνιση f −1 : S −→ R, είναι ένας
ισοµορφισµός δακτυλίων.

4. ΄Ενας οµοµορφισµός δακτυλίων f : R −→ S είναι ισοµορφισµός δακτυλίων αν και µονον αν υπάρχει
οµοµορφισµός δακτυλίων f −1 : S −→ R, έτσι ώστε :

f ◦ g = IdS και g ◦ f = IdR
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Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε ότι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων είναι ιδιαίτερα ένας οµοµορφισµός των υ-
ποκείµενων προσθετικών οµάδων, και των αντίστοιχων πολλαπλασιαστικών µονοειδών. ΄Αρα ισχύουν τα
συµπεράσµατα των αντίστοιχων Προτάσεων 1.4.22, 1.4.34 και 2.8.8 από τη Θεωρία Μονοειδών και τη Θεω-
ϱία Οµάδων. Συνδυάζοντας αυτές τις προτάσεις, η απόδειξη των ισχυρισµών της Πρότασης είναι άµεση και
αφήνεται ως ΄Ασκηση στον αναγνώστη. ■

Αν f : R −→ S είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων, τότε από την Πρόταση 1.4.23, εφαρµοσµένη στον
επαγόµενο οµοµορφισµό πολλαπλασιαστικών µονοειδών (R, ·) και (S, ·), έπεται άµεσα η ακόλουθη συνέπεια.

Πόρισµα 8.2.9. ΄Ενας οµοµορφισµός δακτυλίων f : R −→ S επάγει έναν οµοµορφισµό οµάδων

f : U(R) −→U(S), x 7−→ f (x)

µεταξύ των οµάδων των αντιστρέψιµων στοιχείων των δακτυλίων R και S.

Πρόταση 8.2.10. ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

1. Αν T είναι ένας υποδακτύλιος του R, τότε το υποσύνολο f (T ) είναι υποδακτύλιος του S.

2. Αν T είναι ένα ιδεώδες του R και η f είναι επιµορφισµός, τότε το υποσύνολο f (T ) είναι ιδεώδες του S.

3. Αν T είναι ένας υποδακτύλιος (ιδεώδες) του S, τότε το υποσύνολο f −1(T ) είναι υποδακτύλιος (ιδεώδες)
του R.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω ότι T είναι ένας υποδακτύλιος του R, τότε 1R ∈ T και τότε 1S = f (1R ) ∈ f (T ). ΄Εστω
x, y ∈ f (T ). Τότε f (z) = x και f (w) = y, για κάποια z, w ∈ T . Επειδή το T είναι υποδακτύλιος του R,
ϑα έχουµε z −w ∈ T και z ·w ∈ T , και τότε :

x − y = f (z)− f (w) = f (z −w) ∈ f (T ) και x · y = f (z) · f (w) = f (z ·w) ∈ f (T )

΄Αρα το υποσύνολο f (T ) είναι ένας υποδακτύλιος του S.

2. Αν T είναι ένα ιδεώδες του R, τότε 0R ∈ T και άρα 0S = f (0R ) ∈ f (T ), και από το µέρος 1. το υποσύνολο
f (T ) είναι υποµάδα της προσθετικής οµάδας (S,+). Αν s ∈ S, τότε επειδή η f είναι επιµορφισµός, ϑα
έχουµε s = f (r ), για κάποιο r ∈ R. Επειδή το υποσύνολο T είναι ιδεώδες του R, ϑα έχουµε r ·x ∈ T και
x · r ∈ T , ∀x ∈ T . Τότε, για κάθε στοιχείο x = f (z) ∈ f (T ), όπου z ∈ T , ϑα έχουµε:

s · x = f (r ) · f (z) = f (r · z) ∈ f (T ) και x · s = f (z) · f (r ) = f (z · r ) ∈ f (T )

΄Αρα το υποσύνολο f (T ) είναι ιδεώδες του S.

3. ΄Εστω ότι T είναι ένας υποδακτύλιος (ιδεώδες) του S. Τότε 0S ∈ T και επειδή f (0R ) = 0S , ϑα έχουµε
0R ∈ f −1(T ). ΄Εστω r ∈ R, και x, y ∈ f −1(T ). Τότε f (x), f (y) ∈ T και επειδή το T είναι υποδακτύλιος,
αντίστοιχα ιδεώδες, του S, ϑα έχουµε f (x)− f (y) ∈ T και f (x) · f (y) ∈ T , αντίστοιχα f (r ) · f (x) ∈ T και
f (x) · f (r ) ∈ T . Τότε :

f (x)− f (y) = f (x − y) ∈ T =⇒ x − y ∈ f −1(T ) και f (x) · f (y) = f (x · y) ∈ T =⇒ x · y ∈ f −1(T )

f (r ) · f (x) = f (r · y) και f (x) · f (r ) = f (x · r ) ∈ T =⇒ r · x και x · r ∈ f −1(T )

΄Αρα το υποσύνολο f −1(T ) είναι υποδακτύλιος (ιδεώδες) του R. ■

΄Οπως και στη Θεωρία Οµάδων, η Πρόταση 8.2.10 µας οδηγεί ϕυσιολογικά στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 8.2.11. ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

1. Το υποσύνολο f −1(0S ) :=Ker( f ) καλείται πυρήνας του οµοµορφισµού f :

Ker( f ) = {
x ∈ R | f (x) = 0S

}
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2. Το υποσύνολο f (R) := Im( f ) καλείται εικόνα του οµοµορφισµού f :

Im( f ) = {
f (x) ∈ S | x ∈ R

}
΄Ως άµεση συνέπεια της Πρότασης 8.2.10 και της παρατήρησης ότι κάθε οµοµορφισµός δακτυλίων είναι

οµοµορφισµός των υποκείµενων προσθετικών οµάδων, έχουµε το ακόλουθο Πόρισµα.

Πόρισµα 8.2.12. ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

1. Ο πυρήνας Ker( f ) είναι ένα ιδεώδες του R.

2. Η εικόνα Im( f ) του f είναι ένας υποδακτύλιος του S.

Ο οµοµορφισµός f είναι µονοµορφισµός, αντίστοιχα επιµορφισµός, αν και µόνο αν Ker( f ) = {
0R

}
, αντίστοιχα,

Im( f ) = S.

Παραδείγµατα Οµοµορφισµών ∆ακτυλίων

Το υπόλοιπο της παρούσας υποενότητας ϑα αφιερωθεί σε µια σειρά παραδειγµάτων οµοµορφισµών δακτυ-
λίων.

Παράδειγµα 8.2.13. ΄Ετσω S ⊆ R ένας υποδακτύλιος ενός δακτυλίου R. Τότε η απεικόνιση έγκλεισης

ιS : S −→ R, ιS (x) = x

είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλιών, ο οποίος καλείται µονοµορφισµός κανονικής έγκλεισης.
p

Παράδειγµα 8.2.14. Για κάθε δακτύλιο R η απεικόνιση

φ : Z−→ R, φ(n) = n ·1R

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων, και είναι µοναδικός µε την έννοια ότι κάθε άλλος οµοµορφισµός
δακτυλίων f : Z−→ R, συµπίπτει µε τον φ.

Πράγµατι, από τις Προτάσεις 7.1.4 και 7.1.5, ϑα έχουµε φ(1) = 1 ·1R = 1R , και :

φ(n +m) = (n +m) ·1R = n ·1R +m ·1R =φ(n)+φ(m), φ(nm) = (nm) ·1R = (n ·1R ) · (m ·1R ) =φ(n) ·φ(m)

και άρα η απεικόνιση φ είναι οµοµορφισµός δακτυλίων. ΄Αν f : Z −→ R είναι ένας άλλος οµοµορφισµός
δακτυλίων, τότε ϑα έχουµε f (0) = 0R = φ(0). Επίσης ϑα έχουµε εξ ορισµού f (1) = 1R , και αν n ≥ 1, τότε
χρησιµοποιώντας ότι ο f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων ϑα έχουµε:

f (n) = f ( 1+·· ·+1︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

) = f (1)+·· ·+ f (1)︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

= 1R +·· ·+1R︸ ︷︷ ︸
n−παράγοντες

= n ·1R =φ(n)

Τέλος, αν n < 0, τότε n =−m, όπου m > 0, και τότε

f (n) = f (−m) = (−m) ·1R = (−1 ·m) ·1R = (−1) ·m ·1R = (−1)φ(m) =φ(−m) =φ(n)

΄Αρα f (n) =φ(n), ∀n ∈Z, και άρα f =φ. p

Παράδειγµα 8.2.15. ΄Εστω nZ το ιδεώδες του Z, το οποίο παράγεται από τον ϑετικό ακέραιο n ≥ 1. ΄Εστω
Zn =Z/nZ ο δακτύλιος πηλίκο. Θεωρούµε την απεικόνιση

π : Z−→Z/nZ, π(k) = [k]n

Η απεικόνιση π είναι προφανώς «επί» και π(1) = [1]n = 1Z/nZ. Επιπλέον

π(k + l ) = [k + l ]n = [k]n + [l ]n =π(k)+π(l ) και π(kl ) = [kl ]n = [k]n · [l ]n =π(k) ·π(l )

΄Αρα η απεικόνιση π είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων.
p
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Γενικότερα:

Παράδειγµα 8.2.16. Για κάθε ιδεώδες I ενός δακτυλίου R, η απεικόνιση

π : R −→ R/I , π(x) = x + I

είναι ένας επιµορφισµός από τον δακτύλιο R στον δακτύλιο πηλίκο R/I , ο οποίος καλείται ο επιµορφισµός
ϕυσικής ή κανονικής προβολής του R στον R/I .

Πράγµατι, η απεικόνιση π είναι προφανώς «επί» και π(1R ) = 1R + I = 1R/I . Επιπλέον

π(x + y) = (x + y)+ I = (x + I )+ (y + I ) =π(x)+π(y) και π(x · y) = (x · y)+ I = (x + I ) · (y + I ) =π(x) ·π(y)

΄Αρα η απεικόνιση π είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων.
Για τον πυρήνα του π ϑα έχουµε:

Ker( f ) = {
x ∈ R | π(x) = 0R/I

}= {
x ∈ R | x + I = I

}= {
x ∈ R | x ∈ I

}= I
p

Παράδειγµα 8.2.17. Η απεικόνιση

f : Q[
p

5] −→Q[
p

5], f (a +b
p

5) = a −b
p

5

είναι ένας αυτοµορφισµός δακτυλίων.
Πράγµατι ϑα έχουµε f (1) = f (1+0

p
5) = 1, και αν a +b

p
5,c +d

p
5 ∈Q[

p
5], ϑα έχουµε:

f
(
(a +b

p
5)+ (c +d

p
5)

)= f
(
(a + c)+ (b +d)

p
5
)= (a + c)− (b +d)

p
5 =

= (a −b
p

5)+ (c −d
p

5) = f (a +b
p

5)+ f (c +d
p

5)

και παρόµοια :

f
(
(a +b

p
5) · (c +d

p
5)

)= f
(
(ac +5bd)+ (ad +bc)

p
5
)= (ac +5bd)− (ad +bc)

p
5 =

= (a −b
p

5) · (c −d
p

5) = f
(
a +b

p
5
) · f

(
c +d

p
5
)

΄Αρα η f είναι ενδοµορφισµός του Q[
p

5] ο οποίος είναι αυτοµορφισµός µε αντίστροφο τον εαυτό του, διότι
f 2(a +b

p
5) = f ( f (a +b

p
5)) = f ((a −b

p
5) = (a +b

p
5), και άρα f 2 = IdQ[

p
5].

p

Παράδειγµα 8.2.18. 1. ΄Εστω ότι R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος. Τότε η απεικόνιση

f : R −→ R[t ], f (r ) = r

όπου r είναι το σταθερό πολυώνυµο r ∈ R, είναι προφανώς ένας µονοµορφισµός δακτυλίων.

2. ΄Εστω ότι R είναι ένας δακτύλιος. Τότε η απεικόνιση

f : R −→Mn(R), f (r ) = r In =


r 0 · · · 0
0 r · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · r


είναι προφανώς ένας µονοµορφισµός δακτυλίων.

p
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Παράδειγµα 8.2.19 (Οµοµορφισµός Εκτίµησης (Ι)). ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και έστω R[t ] ο
δακτύλιος πολυωνύµων υπεράνω του R. Για κάθε r ∈ R, ορίζουµε απεικόνιση

Φr : R[t ] −→ R, Φr (P (t )) = P (r )

δηλαδή, αν P (t ) = a0+a1t +·· ·+an t n , τότε : Φr (P (t )) = P (r ) = a0+a1 ·r +a2 ·r 2+·· ·+an ·r n . Θα δείξουµε ότι
ο Φr είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων, ο επιµορφισµός εκτίµησης στο r ∈ R.

Πράγµατι, η απεικόνιση Φr είναι «επί», διότι, αν s ∈ R, τότε ϑεωρούµε το σταθερό πολυώνυµο s= s, και
τότε Φr (s) = s. Επιπλέον Φr (1) = 1R , όπου 1 είναι το σταθερό πολυώνυµο 1= 1. ΄Εστω

P (t ) = a0 +a1t +·· ·+an t n και Q(t ) = b0 +b1t +·· ·+bm t m

δύο πολυώνυµα υπεράνω του R. Υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι an 6= 0, bm 6= 0, και n ≤ m
Τότε µπορούµε να γράψουµε P (t ) = a0 +a1t +·· ·+an t n +an+1t n+1 +·· ·+am t m , όπου ak = 0, n +1 ≤ k ≤ m,
και ϑα έχουµε:

Φr
(
P (t )+Q(t )

)
) = Φr

(
(a0 +b0)+ (a1 +b1)t + (a2 +b2)t 2 + ·· · + (am +bm)t m)

= (a0 +b0)+ (a1 +b1)r + (a2 +b2)r 2 + ·· · + (am +bm)r m

= (a0 +a1r +a2r 2 + ·· · +amr m)+ (b0 +b1r +b2r 2 + ·· · +bmr m)

= Φr (P (t ))+Φr (Q(t ))

Για το γινόµενο των πολυωνύµων P (t ) και Q(t ) ϑα έχουµε P (t ) ·Q(t ) = c0 +c1t +c2t 2 + ·· · +cn+m t n+m , όπου
ck =∑k

i=0 ai bk−i , 0 ≤ k ≤ n +m. Τότε, χρησιµοποιώντας οτι ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, ϑα έχουµε:

(a0 +a1r +a2r 2 + ·· · +anr n) · (b0 +b1r +b2r 2 + ·· · +bmr m) =

= a0b0 + (a0b1 +a1b0)r + (a0b2 +a1b1 +a2b0)r 2 +·· ·+
k∑

i=0
ai bk−i r k +·· ·+anbm t n+m

και τότε

Φr
(
P (t ) ·Q(t )

)
) = Φr

(
c0 + c1t + c2t 2 + ·· · +cn+m t n+m)

= c0 + c1r + c2r 2 + ·· · +cn+mr n+m

= (a0 +a1r +a2r 2 + ·· · +anr n) · (b0 +b1r +b2r 2 + ·· · +bmr m)

= Φr (P (t )) ·Φr (Q(t ))

Εποµένως η απεικόνιση Φr είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων. Ο πυρήνας του Φr αποτελείται από όλα τα
πολυώνυµα P (t ) για τα οποία P (r ) = 0.

Προφανώς το πολυώνυµο (t −r ) είναι στοιχείο του Ker(Φr ), καθώς και κάθε πολλαπλάσιο του Q(t )(t −r ).
Ας υποθέσουµε ότι ο δακτύλιος R = K είναι ένα σώµα. Τότε από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση πολυωνύµων
υπεράνω ενός σώµατος, την οποία ϑα δούµε σε περισσότερο γενική µορφή στο επόµενο Κεφάλαιο 9, έπεται ότι
υπάρχουν πολυώνυµα Q(t ),R(t ) ∈K[t ], έτσι ώστε : P (t ) =Q(t )(t−r )+R(t ), όπου είτε R(t ) = 0 είτε degR(t ) < 1,
δηλαδή το R(t ) είναι σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο, έστω R(t ) = c, όπου c ∈K\{0}. Εποµένως αν 0 6= R(t )
ανήκει στον πυρήνα Ker(Φr ), ϑα έχουµε 0 = P (r ) =Q(r )(r − r )+ c και άρα c = 0, δηλαδή R(t ) = 0, το οποίο
είναι άτοπο. ΄Αρα R(t ) = 0 και εποµένως P (t ) =Q(t )(t − r ). Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι Ker(Φr ) = (t − r ) είναι
το κύριο ιδεώδες το οποίο παράγεται από το πολυώνυµο (t − r ).

p

Παράδειγµα 8.2.20 (Πολυωνυµική Επέκταση Οµοµορφισµού ∆ακτυλίων). ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός
µαταθετικών δακτυλίων. Τότε ο οµοµορφισµός δακτυλίων f επάγει έναν οµοµορφισµό πολυωνυµικών δα-
κτυλίων

f̃ : R[t ] −→ S[t ], f̃ (a0 +a1t +·· ·+an t n) = f (a0)+ f (a1)t +·· ·+ f (an)t n

Πράγµατι, ϑα έχουµε f̃ (1) = f (1R ) = 1S = 1, όπου συµβολίσαµε µε 1 τα σταθερά πολυώνυµα 1 = 1R και
1= 1S στους δακτυλίους R[t ] και S[t ] αντίστοιχα.
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΄Εστω
P (t ) = a0 +a1t +·· ·+an t n και Q(t ) = b0 +b1t +·· ·+bm t m

δύο πολυώνυµα υπεράνω του R. Υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι an 6= 0, bm 6= 0, και n ≤ m
Τότε µπορούµε να γράψουµε P (t ) = a0 +a1t +·· ·+an t n +an+1t n+1 +·· ·+am t m , όπου ak = 0, n +1 ≤ k ≤ m,
και ϑα έχουµε:

f̃
(
P (t )+Q(t )

) = f̃
(
(a0 +b0)+ (a1 +b1)t + (a2 +b2)t 2 + ·· · + (am +bm)t m)

= f (a0 +b0)+ f (a1 +b1)t + f (a2 +b2)t 2 + ·· · + f (am +bm)t m

= f (a0)+ f (b0)+ ( f (a1)+ f (b1))t + ( f (a2)+ f (b2))t 2 + ·· · + ( f (am)+ f (bm))t m

= f (a0)+ f (a1)t + f (a2)t 2 + ·· · + f (am)t m + f (b0)+ f (b1)t + f (b2)t 2 + ·· · + f (bm)t m

= f̃ (P (t ))+ f̃ (Q(t ))

Για το γινόµενο των πολυωνύµων P (t ) και Q(t ) ϑα έχουµε P (t ) ·Q(t ) = c0 +c1t +c2t 2 + ·· · +cn+m t n+m , όπου
ck =∑k

i=0 ai bk−i , 0 ≤ k ≤ n +m. Τότε, χρησιµοποιώντας οτι ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, ϑα έχουµε:

f̃
(
P (t ) ·Q(t )

) = f̃
(
(a0 +a1t + ·· · +an t n) · (b0 +b1t +b2t 2 + ·· · +bm t m)

)
= f̃

(
a0b0 + (a0b1 +a1b0)t +·· ·+

k∑
i=0

ai bk−i r k +·· ·+anbm t n+m)
= f (a0b0)+ f (a0b1 +a1b0)t +·· ·+ f (

k∑
i=0

ai bk−i )t k +·· ·+ f (anbm)t n+m

= f (a0) f (b0)+ (
( f (a0) f (b1)+ f (a1) f (b0)

)
t +·· ·+

k∑
i=0

f (ai ) f (bk−i )t k +·· ·+ f (an) f (bm)t n+m

= (
f (a0)+ f (a1)t + f (a2)t 2 + ·· · + f (an)t n) · ( f (b0)+ f (b1)t + f (b2)t 2 + ·· · ++ f (bm)t m)

= f̃ (P (t )) · f̃ (Q(t ))

΄Αρα η απεικόνιση f̃ είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων, ο οποίος καλείται η πολυωνυµική επέκταση
του οµοµορφισµού f .

p

Παράδειγµα 8.2.21 (Οµοµορφισµός Εκτίµησης (ΙΙ)). ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός µαταθετικών δα-
κτυλίων, και s ∈ S. Θεωρούµε την σύνθεση οµοµορφισµών

Φ̃s =Φs ◦ f̃ : R[t ]
f̃−→ S[t ]

Φs−→ S

δηλαδή της πολυωνυµικής επέκτασης f̃ του οµοµορφισµού f µε τον οµοµορφισµό εκτίµησης Φs στο s ∈ S.
΄Ετσι, αν P (t ) = a0 +a1t +·· ·+an t n ∈ R[t ], τότε :

Φ̃s (P (t )) = Φ̃s
(
a0 +a1t +·· ·+an t n)= f (a0)+ f (a1)s +·· ·+ f (an)sn

Η απεικόνιση Φs , ως σύνθεση οµοµορφισµών δακτυλίων, είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.
p

Λόγω της σπουδαιότητας του παραπάνω Παραδείγµατος 8.2.21, το διατυπώνουµε γενικότερα ως εξής :

Πρόταση 8.2.22. ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός µαταθετικών δακτυλίων, και s ∈ S. Τότε υπάρχει
µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων f ∗ : R[t ] −→ S έτσι ώστε :

1. f ∗(t ) = s.

2. f ∗(r) = f (r ), ∀r ∈ R.
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όπου r ∈ R[t ] είναι το σταθερό πολυώνυµο r ∈ R.
Ο οµοµορφισµός f ∗ συµπίπτει µε τον οµοµορφισµό Φ̃s του Παραδείγµατος 8.2.21:

f ∗ = Φ̃s =Φs ◦ f̃ : R[t ]
f̃−→ S[t ]

Φs−→ S, Φ̃s (P (t )) = Φ̃s
(
a0 +a1t +·· ·+an t n)= f (a0)+ f (a1)s +·· ·+ f (an)sn

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι η απεικόνιση Φ̃s := f ∗ είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων, και προφανώς f ∗(t ) =
s, και f ∗(r) = f (r ), ∀r ∈ R.

΄Εστω g : R[t ] −→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων έτσι ώστε : g (t ) = s και g (r) = f (r ), ∀r ∈ R. Τότε,
επειδή το πολυώνυµο r t k , όπου r ∈ R, είναι γινόµενο του σταθερού πολυωνύµου r µε τιµή r ∈ R, και του
πολυωνύµου t k , ϑα έχουµε g (r t k ) = g (r ) · g (t k ) = g (r ) · g (t )k . Τότε, χρησιµοποιώντας αυτές τις σχέσεις και
την υπόθεση ότι ο g είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, ϑα έχουµε, ∀P (t ) = a0 +a1t +·· ·+an t n ∈ R[t ]:

g (P (t )) = g (a0+a1t +·· ·+an t n) = g (a0)+g (a1)g (t )+·· ·+g (an)g (t n) = f (a0)+ f (a1)s+·· ·+ f (an)sn = f ∗(P (t ))

Εποµένως ϑα έχουµε: g = f ∗. ■

Επιλέγοντας ως οµοµορφισµό R −→ S[t ] να είναι η σύνθεση R −→ S −→ S[t ], r −→ f (r ), όπου ταυτίζουµε
το f (r ) µε το σταθερό πολυώνυµο µε την ίδια τιµή, και επιλέγοντας s = t ∈ S[t ], από την Πρόταση 8.2.22, ϑα
έχουµε το ακόλουθο:

Πόρισµα 8.2.23. ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός µαταθετικών δακτυλίων. Τότε υπάρχει µοναδικός
οµοµορφισµός δακτυλίων f ∗ : R[t ] −→ S[t ] έτσι ώστε :

1. f ∗(t ) = t .

2. f ∗(r) = f (r ), ∀r ∈ R.

όπου r ∈ R[t ] είναι το σταθερό πολυώνυµο r ∈ R, ο οποίος ορίζεται ως εξής :

f ∗ : R[t ] −→ S[t ], f ∗(P (t )) = f ∗(
a0 +a1t +·· ·+an t n)= f (a0)+ f (a1)t +·· ·+ f (an)t n

Η Πρόταση 8.2.22 γενικεύεται και σε δακτυλίους πολυωνύµων πολλών µεταβλητών :

Πρόταση 8.2.24. ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός µαταθετικών δακτυλίων, και u1,u2, · · · ,un ∈ S. Τότε
υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων f ∗ : R[t1, t2, · · · , tn] −→ S έτσι ώστε :

1. f ∗(ti ) = ui , 1 ≤ i ≤ n.

2. f ∗(r) = f (r ), ∀r ∈ R.

όπου r ∈ R[t ] είναι το σταθερό πολυώνυµο r ∈ R.
Ο οµοµορφισµός f ∗ ορίζεται ως εξής :

f ∗ : R[t1, t2, · · · , tn] −→ S, f ∗(P (t1, t2, · · · , tn)) = f ∗(∑
(i )

ri1i2···in t k1
1 t k2

2 · · · t kn
n

)=∑
(i )

f (ri1i2···in )uk1
1 uk2

2 · · ·ukn
n

όπου (i ) = (i1, i2, · · · , in) ∈N0 ×N0 ×·· ·×N0.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη της Πρότασης 8.2.22 και παραλείπεται, ϐλέπε την
΄Ασκηση 8.5.23. ■

Παράδειγµα 8.2.25. Η απεικόνιση f : R −→ C, f (a) = a, είναι προφανώς ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.
Τότε ϑα έχουµε την πολυωνυµική επέκταση f̃ : R[t ] −→C[t ] του f , µέσω του οποίου µπορούµε να ϑεωρούµε
κάθε πολυώνυµο υπεράνω του R ως πολυώνυµο υπεράνω του C.

Θεωρούµε έναν µιγαδικό αριθµό z ∈ C, και τότε ϑα έχουµε, σύµφωνα µε το Παράδειγµα 8.2.21, τον
οµοµορφισµό

Φ̃z (P (t )) = Φ̃z
(
a0 +a1t +·· ·+an t n)= a0 +a1z +·· ·+an zn = P (z)

Για παράδειγµα, ϑέτοντας z = i και P (t ) = t 2 +1, ϑα έχουµε

Φ̃i (t 2 +1) = 1+ i 2 = 1+ (−1) = 0
p
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Παράδειγµα 8.2.26. ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε ο οµοµορφισµός δακτυλίων f
επάγει έναν οµοµορφισµό δακτυλίων πινάκων

Mn( f ) : Mn(R) −→Mn(S), Mn( f )(A)i j = ( f (ai j )), όπου A = (ai j )

Η απόδειξη αφήνεται ως ΄Ασκηση, ϐλέπε την ΄Ασκηση 8.5.22.
p

Παράδειγµα 8.2.27 (Οµοµορφισµός Εκτίµησης (ΙΙΙ)). ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και R ένας δακτύλιος.
Θεωρούµε τον δακτύλιο

F (X ,R) = {
f : X −→ R | f : απεικόνιση

}
Για κάθε στοιχείο a ∈ X , ορίζουµε απεικόνιση

Φa : F (X ,R) −→ R, Φa( f ) = f (a)

Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση Φa είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων. Υπενθυµίζουµε ότι η µονάδα του
δακτυλίου F (X ,R) είναι η σταθερή συνάρηση 1 : X −→ R, 1(x) = 1R . ΄Ετσι ϑα έχουµε Φa(1) = 1(a) = 1R . Αν
r ∈ R τότε έστω r : X −→ R, η σταθερή συνάρτηση r(x) = r . Τότε Φa(r) = r(a) = r , και άρα η Φr είναι επί.

΄Εστω f , g ∈F (X ,R). Θα έχουµε:

Φa( f + g ) = ( f + g )(a) = f (a)+ g (a) =Φa( f )+Φa(g ) και Φa( f · g ) = ( f · g )(a) = f (a) · g (a) =Φa( f ) ·Φa(g )

΄Αρα η Φa είναι επιµορφισµός δακτυλίων.
΄Εστω X = [0,1] ⊆ R και R = R. Θεωρούµε τον υποδακτύλιο C ([0,1],R) ⊆ F ([0,1],R). Τότε για κάθε

r ∈ [0,1], ο περιορισµός της Φr στον υποδακτύλιο C ([0,1],R)

Φr : C ([0,1],R) −→R, Φr ( f ) = f (r )

είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων.
p

Παράδειγµα 8.2.28. Θεωρούµε, όπως στο Παράδειγµα 8.1.30, τον δακτύλιο ευθύ γινόµενο

R1 ×R2 ×·· ·×Rn = {
(r1,r2, · · · ,rn) | ri ∈ Ri , 1 ≤ i ≤ n

}
των δακτυλίων R1, R2, · · · , Rn . Ορίζουµε απεικονίσεις, 1 ≤ k ≤ n:

πk : R1 ×R2 ×·· ·×Rn −→ Rk , πk (r1,r2, · · · ,rn) = rk

Οι απεικονίσεις πk , 1 ≤ k ≤ n, είναι επιµορφισµοί δακτυλίων.
Πράγµατι, προφανώς η απεικόνιση πk είναι «επί», και ϑα έχουµε πk (1∏n

i=1 Ri
) =πk (1R1 ,1R2 , · · · ,1Rn ) = 1Rk .

΄Εστω (r1,r2, · · · ,rn), (s1, s2, · · · , sn) ∈∏n
i=1 Ri . Τότε ϑα έχουµε:

πk
(
(r1,r2, · · · ,rn)+ (s1, s2, · · · , sn)

)=πk (r1 + s1,r2 + s2, · · · ,rn + sn) = rk + sk =π(r1,r2, · · · ,rn)+πk (s1, s2, · · · , sn)

πk
(
(r1,r2, · · · ,rn) · (s1, s2, · · · , sn)

)=πk (r1 · s1,r2 · s2, · · · ,rn · sn) = rk · sk =π(r1,r2, · · · ,rn) ·πk (s1, s2, · · · , sn)

΄Αρα η απεικόνιση πk είναι επιµορφισµός δακτυλίων ο οποίος καλείται ο επιµορφισµός κανονικής k-
προβολής.

Η απεικόνιση

ιk : Rk −→ R1 ×R2 ×·· ·×Rn , ιk (r ) = (0, · · · ,0,r,0, · · · ,0) (το r στην k −ϑέση)

αν και ικανοποιεί τις σχέσεις

ιk (r + s) = ιk (r )+ ιk (s) και ιk (r · s) = ιk (r ) · ιk (s)
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δεν είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, διότι : ιk (1Rk ) = (0, · · · ,0,1Rk ,0, · · · ,0) 6= (1R1 ,1R2 , · · · ,1Rn ) = 1∏n
i=1 Ri

, (το 1Rk

στην k-ϑέση). Θεωρούµε τα ιδεώδη

l
(
ek

)= (ek )r = (ek ) =
{

(0, · · · ,0,rk ,0, · · · ,0︸ ︷︷ ︸
k−ϑέση

) | rk ∈ Rk

}
, 1 ≤ k ≤ n

τα οποία παράγονται από τα στοιχεία ek , όπου ek = (0, · · ·0,1Rk ,0, · · · ,0) (το στοιχείο 1Rk είναι στην k-οστή
ϑέση), 1 ≤ k ≤ n, όπως στο Παράδειγµα 8.1.16. Τότε εύκολα ϐέπουµε ότι τα ιδεώδη R ′

k := (ek ) είναι δακτύλιοι
µε µονάδα ek , αλλά όχι υποδακτύλιοι του

∏n
i=1 Ri , και τότε η απεικόνιση

ιk : Rk −→ R ′
k ⊆

n∏
i=1

Ri , ιk (r ) = (0, · · · ,0,r,0, · · · ,0) (το r στην k −ϑέση)

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων και µάλιστα είναι ισοµορφισµός δακτυλίων.
p

8.2.3 ∆ιαµερίσεις της Μονάδας και Συνεκτικοί ∆ακτύλιοι

Το ακόλουθο ϐασικό Θεώρηµα περιγράφει πότε ένας δακτύλιος είναι ισόµορφος µε το ευθύ γινόµενο µιας
πεπερασµένης οικογένειας δακτυλίων.

Θεώρηµα 8.2.29. Για έναν δακτύλιο R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο δακτύλιος R είναι ισόµορφος µε το ευθύ γινόµενο µιας πεπερασµένης οικογένειας δακτυλίων R1, · · · ,Rn :

R ∼= R1 ×R2 ×·· ·×Rn

2. Ο δακτύλιος R διαθέτει µια κεντρική διαµέριση D = {
ek

}n
k=1 της µονάδας.

3. Ο δακτύλιος R είναι το ευθύ άθροισµα µιας πεπερασµένης οικογένειας ιδεωδών Ik του R, 1 ≤ k ≤ n.

R = I1 ⊕ I2 ⊕·· ·⊕ In

Απόδειξη. 1. «=⇒» 2. ΄Οπως είδαµε στην συζήτηση πριν την απόδειξη της Πρότασης 8.1.35, ϑέτοντας

ek = (0,0, · · · ,0,1Rk ,0, · · · ,0,0︸ ︷︷ ︸
k−ϑέση

), 1 ≤ k ≤ n

αποκτούµε µια κεντρική διαµέριση της µονάδας D = {ek }n
k=1 του δακτυλίου R.

2. «=⇒» 3. Αυτή η κατεύθυνση αποδείχθηκε στην Πρόταση 8.1.35.

3. «=⇒» 1. ΄Οπως στην απόδειξη της Πρότασης 8.1.35, το σύνολο D = {
ek

}n
k=1 είναι µια κεντρική

διαµέριση της µονάδας του R. Επιπλέον, όπως είδαµε στην απόδειξη της Πρότασης 8.1.35, για κάθε
στοιχείο xk ∈ Ik , έχουµε xk = ek xk = xk ek . ΄Ετσι

(ek xk )ek = xk ek ek = xk ek = ek xk και ek (xk ek ) = ek ek xk = ek xk = xk ek

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν οτι το στοιχείο ek ∈ Ik είναι µονάδα του υποδακτυλίου Ik , 1 ≤ k ≤ n.
΄Ετσι έχουµε µια πεπερασµένη οικογένεια δακτυλίων µε µονάδα

{
Ik

}n
k=1.

Θεωρούµε το ευθύ γινόµενο δακτυλίων I1 × I2 ×·· ·× In και ϑέτουµε

f : R −→ I1 × I2 ×·· ·× In , f (r ) = (e1r,e2r, · · · ,enr )

Η απεικόνιση f είναι καλά ορισµένη διότι, καθώς τα Ik είναι ιδεώδη του R, ek r ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n.
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(αʹ) Θα έχουµε f (1R ) = (e1 ·1R ,e2 ·1R , · · · ,en ·1R ) = (e1,e2, · · · ,en) = 1I1×I2×···×In .
΄Εστω r, s ∈ R. Τότε :

f (r + s) = (
e1(r + s),e2(r + s), · · · ,en(r + s)

)
) = (e1r +e1s,e2r +e2s, · · · ,enr +en s) =

= (e1r,e2r, · · · ,enr )+ (e1s,e2s, · · · ,en s) = f (r )+ f (s)

Και παρόµοια, χρησιµοποιώντας ότι τα στοιχεία ek είναι ταυτοδύναµα και κεντρικά, ϑα έχουµε:

f (r · s) = (
e1(r · s),e2(r · s), · · · ,en(r · s)

)= (e1r s,e2r s, · · · ,enr s) = (e1e1r s,e2e2r s, · · · ,enenr s) =
= (e1r e1s,e2r e2s, · · · ,enr en s) = (e1r,e2r, · · · ,enr ) · (e1s,e2s, · · · ,en s) = f (r ) · f (s)

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων.
(ϐʹ) ΄Εστω f (r ) = 0. Τότε (e1r,e2r, · · · ,enr ) = (0,0, · · · ,0), και άρα ek r = 0, 1 ≤ k ≤ n. Τότε r = 1R · r =

(e1 + e2r + ·· ·+ en) · r = e1r + e2 + ·· ·+ enr = 0. ΄Ετσι Ker( f ) = {
0
}
, και άρα η απεικόνιση f είναι

µονοµορφισµός δακτυλίων.
(γʹ) ΄Εστω (x1, x2, · · · , xn) ∈ I1 × I2 ×·· ·× In . Τότε ϑεωρούµε το στοιχείο x = x1 + x2 +·· ·+ xn ∈ R, και ϑα

έχουµε:
f (x) = (e1x,e2x, · · · ,en x)

΄Οµως ek x = ek · (x1 + x2 +·· ·+ xn) = ek x1 + ek x2 +·· ·+ ek xn . Επειδή ek ∈ Ik και x j ∈ I j , έπεται ότι
ek x j ∈ Ik ∩ I j , 1 ≤ k, j ≤ n. Επειδή το άθροισµα I1⊕ I2⊕·· ·⊕ In των ιδεωδών I1, I2, · · · , In είναι ευθύ,
ϑα έχουµε προφανώς Ik ∩ I j =

{
0
}
, αν k 6= j . Αυτό σηµαίνει ιδιαίτερα ότι ek x = ek xk , 1 ≤ k ≤ n,

και άρα f (x) = (e1x1,e2x2, · · · ,en xn). Από την άλλη πλευρά, 1R = e1 + e2 + ·· · + en και άρα για
κάθε xk ∈ Ik , ϑα έχουµε ακριβώς παρόµοια ότι xk = 1R xk = e1xk +e2xk +·· ·+en xk και το στοιχείο
e j xk ∈ I j ∩ Ik = {

0
}
, αν j 6= k. ΄Ετσι xk = ek xk , 1 ≤ k ≤ n. Τότε ϑα έχουµε

f (x) = (e1x1,e2x2, · · · ,en xn) = (x1, x2, · · · , xn)

Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι η απεικόνιση f είναι «επί». ΄Αρα η απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός
δακτυλίων. ■

Παρατήρηση 8.2.30. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται συνεκτικός,2 αν τα µόνα κεντρικά ταυτοδύναµα στοιχεία
του είναι τα τετριµµένα: 0,1. Σύµφωνα µε το Θέωρηµα 8.2.29, ένας δακτύλιος R είναι συνεκτικός αν και
µόνο αν δεν είναι ισόµορφος µε ένα ευθύ γινόµενο

∏n
k=1 Rk δακτυλίων Rk , µε k ≥ 2. ΄Ετσι κάθε ακέραια

περιοχή, ιδιαίτερα κάθε σώµα, είναι συνεκτικός δακτύλιος.
Θεωρούµε τον µη µεταθετικό δακτύλιο

AT2(R) =
{(

a b
0 c

)
∈M2(R)

∣∣ a,b,c ∈R
}

των άνω τριγωνικών 2×2 πινάκων µε στοιχεία από το σώµα R των πραγµατικών αριθµών. Εύκολα υπολο-

γίζουµε ότι Z(AT2(R)) =
{

aI2 =
(

a 0
0 a

)
∈AT2(R)

∣∣ a ∈R
}
. Εποµένως ένα στοιχείο X του δακτυλίου AT2(R)

είναι κεντρικό και ταυτοδύναµο αν και µόνο αν X = aI2 και X 2 = a2I2 = aI2, από όπου a2 = a, δηλαδή
a = 0 ή a = 1. Εποµένως τα µόνα κεντρικά ταυτοδύναµα στοιχεία του AT2(R) είναι τα τετριµµένα, και άρα ο
δακτύλιος AT2(R) είναι συνεκτικός. N

2Η ορολογία συνεκτικός δακτύλιος έχει τοπολογική προέλευση. Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος, τότε το σύνολο Spec(R) των
πρώτων ιδεωδών του R εφοδιασµένο µε κατάλληλη τοπολογία, την τοπολογία Zariski, αποτελεί τοπολογικό χώρο, ο οποίος είναι συνε-
κτικός (µε την έννοια της Τοπολογίας, δηλαδή ο τοπολογικός χώρος Spec(R) δεν µπορεί να γραφεί ως ξένη ένωση δύο ή περισσότερων
µη κενών ανοιχτών υποσυνόλων του) αν και µόνο αν ο δακτύλιος R είναι συνεκτικός (µε την έννοια των σηµειώσεων).

Η τοπολογία Zariski του Spec(R) ορίζεται επιλέγοντας ως κλειστά υποσύνολα του Spec(R) τα σύνολα της µορφής V (I ) = {
P ∈

Spec(R) | I ⊆ P
}
, όπου I είναι ένα ιδεώδες του R.

- Oscar Zariski (24 Ιανουαρίου 1899 - 4 Ιουλίου 1986) [https://en.wikipedia.org/wiki/Oscar_Zariski]: Σηµαντικός
Ρώσος µαθηµατικός, ο οποίος έζησε και εργάστηκε στις ΗΠΑ, µε ϑεµελιώδη συµβολή στην ΄Αλγεβρα και ιδιαίτερα στην Αλγεβρική
Γεωµετρία.

https://en.wikipedia.org/wiki/Oscar_Zariski
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8.3 Τα Θεωρήµατα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων

Στην παρούσα ενότητα ϑα αποδείξουµε πέντε πολύ ϐασικά Θεωρήµατα τα οποία αφορούν ισοµορφισµούς
δακτυλίων. Τα τρία ϐασικά Θεωρήµατα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων, το Θεώρηµα αντιστοιχίας υποδακτυλίων
και ιδεωδών, και το Κινεζικό Θεώρηµα Υπολοίπων.

8.3.1 Το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών

΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε ο πυρήνας Ker( f ) του οµοµορφισµού f είναι ένα ιδεώ-
δες του R, και άρα ορίζεται ο δακτύλιος πηλίκο R/Ker( f ). Από την άλλη πλευρά, όπως έχουµε δει, η εικόνα
Im( f ) του οµοµορφισµού f είναι ένας υποδακτύλιος του S. Το πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών πιστοποιεί
ότι οι δακτύλιοι R/Ker( f ) και Im( f ) είναι ισόµορφοι και µας επιτρέπει να αναλύσουµε κάθε οµοµορφισµό
δακτυλίων ως σύνθεση ενός επιµορφισµού, ενός ισοµορφισµού και ενός µονοµορφισµού δακτυλίων.

Θεώρηµα 8.3.1 (1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών). ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε η
απεικόνιση

f̃ : R/Ker( f ) −→ Im( f ), f̃ (x +Ker( f )) = f (x)

ορίζει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

f̃ : R/Ker f
∼=−→ Im( f )

Απόδειξη. Από το Πόρισµα 8.2.12 γνωρίζουµε ότι ο πυρήνας Ker( f ) του οµοµορφισµού f είναι ένα ιδεώδες
του R, και άρα ορίζεται ο δακτύλιος πηλίκο R/Ker( f ), και η εικόνα Im( f ) του οµοµορφισµού f είναι ένας
υποδακτύλιος του S. Θέτουµε για ευκολία I =Ker( f ), και ορίζουµε απεικόνιση

f̃ : R/I −→ Im( f ), f̃ (x + I ) = f (x)

Θα δείξουµε ότι η f̃ είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση η οποία είναι ισοµορφισµός δακτυλίων.

1. Η f̃ ειναι καλα ορισµενη: ΄Εστω x + I = y + I , όπου x, y ∈ R. Τότε ϑα έχουµε:

x + I = y + I =⇒ x − y ∈ I =Ker( f ) =⇒ f (x − y) = 0S =⇒ f (x)− f (y) = 0S =⇒ f (x) = f (y) =⇒

f̃ (x + I ) = f̃ (y + I )

Εποµένως η f̃ είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση.

2. Η f̃ ειναι οµοµορφισµος δακτυλιων: Θα έχουµε f̃ (1R + I ) = f (1R ) = 1S , και άρα η απεικόνιση f̃ στέλνει
την µονάδα του R/I στην µονάδα του υποδακτυλίου Im( f ). ΄Εστω x + I , y + I ∈ R/I . Τότε ϑα έχουµε:

f̃
(
(x + I )+ (y + I )

)= f̃ ((x + y)+ I ) = f (x + y) = f (x)+ f (y) = f̃ (x + I )+ f̃ (y + I )

f̃
(
(x + I ) · (y + I )

)= f̃ ((x · y)+ I ) = f (x · y) = f (x) · f (y) = f̃ (x + I ) · f̃ (y + I )

Εποµένως η f̃ είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

3. Η f̃ ειναι επιµορφισµος δακτυλιων: ΄Εστω z ∈ Im( f ). Τότε υπάρχει x ∈ R έτσι ώστε f (x) = z. Επειδή
f̃ (x + I ) = f (x) = z, έπεται ότι η απεικόνιση f̃ είναι επιµορφισµός.

4. Η f̃ ειναι µονοµορφισµος δακτυλιων: Θα υπολογίσουµε τον πυρήνα του οµοµορφισµού f̃ :

Ker( f̃ ) = {
x + I ∈ R/I

∣∣ f̃ (x + I ) = 0S
}= {

x + I ∈ R/I
∣∣ f (x) = 0S

}= {
x + I ∈ R/I

∣∣ x ∈ I
}= I

Επειδή η πλευρική κλάση I είναι το µηδενικό στοιχείο του δακτυλίου πηλίκου R/I , δηλαδή I = 0R/I ,
έπεται ότι ο πυρήνας του οµοµορφισµού f̃ αποτελείται µόνο από το µηδενικό στοιχείο της προσθετικής
οµάδας (R/I ,+). Αυτό, όπως γνωρίζουµε, δείχνει ότι ο οµοµορφσιµός f̃ είναι «1-1», και εποµένως είναι
µονοµορφισµός δακτυλίων.
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Συνδυάζοντας τα παραπάνω, ϐλέπουµε ότι η καλά ορισµένη απεικόνιση f̃ είναι ένας ισοµορφισµός δακτυ-
λίων. ■

Παρατήρηση 8.3.2. Σηµειώνουµε ότι τα µέρη 1., 3., 4., και το µισό του µέρους 2., της απόδειξης του πα-
ϱαπάνω Θεωρήµατος προκύπτουν από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών Οµάδων. Παρόµοια παρατήρηση
ισχύει και για τα υπόλοιπα Θεωρήµατα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων. Στο παρόν εδάφιο, για λόγους έµφασης,
δίνουµε πλήρεις αποδείξεις των Θεωρηµάτων Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων, επαναλαµβάνοντας όπου χρειάζε-
ται τα µέρη των αποδείξεων τα οποία έχουν ήδη καταγραφεί στην απόδειξη των αντίστοιχων Θεωρηµάτων
Ισοµορφισµών Οµάδων. N

Τα ακόλουθα Πορίσµατα είναι άµεσες συνέπειες του Θεωρήµατος 6.3.1.

Πόρισµα 8.3.3. Κάθε οµοµορφισµός δακτυλίων f : R −→ S είναι σύνθεση f = i f ◦ f̃ ◦π f :

1. του µονοµορφισµού i f : Im( f ) −→ S, i f (y) = y ,

2. του ισοµορφισµού f̃ : R/Ker( f ) −→ Im( f ), f̃ (x +Ker( f )) = f (x),

3. του επιµορφισµού π f : R −→ R/Ker( f ), π f (x) = x +Ker( f ).

∆ηλαδή το ακόλουθο διάγραµµα είναι µεταθετικό

R

π f
����

f // S

R/Ker( f )
f̃

∼=
// Im( f )
OO

i f

OO f = i f ◦ f̃ ◦π f

Απόδειξη. Στο Θεώρηµα 8.3.1 δείξαµε ότι η απεικόνιση f̃ είναι ισοµορφισµός δακτυλίων. Από το Παράδειγ-
µα 8.2.16 έπεται ότι η απεικόνιση π f είναι επιµορφισµός δακτυλίων µε πυρήνα Ker(π f ) =Ker( f ). Προφανώς
η κανονική έγκλειση i f είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλίων. Τέλος, ∀x ∈ R:

(i f ◦ f̃ ◦π f )(x) = i f ( f̃ (π f (x))) = i f ( f̃ (x +Ker( f ))) = i f ( f (x)) = f (x)

Εποµένως i f ◦ f̃ ◦π f = f . ■

Πόρισµα 8.3.4. ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

1. Αν ο f είναι µονοµορφισµός, τότε ο οµοµορφισµός f : R −→ S ορίζει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

f ′ : R
∼=−→ Im( f ), f ′(x) = f (x)

∆ηλαδή ο δακτύλιος R είναι ισόµορφος µε έναν υποδακτύλιο του S.

2. Αν ο f είναι επιµορφισµός, τότε ο οµοµορφισµός f : R −→ S επάγει έναν ισοµορφισµό

R/Ker( f )
∼=−→ S

∆ηλαδή ο δακτύλιος S είναι ισόµορφος µε έναν δακτύλιο πηλίκο του R.

Απόδειξη. 1. Αν ο οµοµορφισµός f είναι µονοµορφισµός, τότε Ker( f ) = {0R } και τότε προφανώς ϑα έ-
χουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων R/Ker( f ) = R και άρα ο µονοµορφισµός f : R −→ S ορίζει έναν
ισοµορφισµό f ′ : R −→ Im( f ), f ′(x) = f (x).

2. Αν ο οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός, τότε Im( f ) = S και ο ισχυρισµός προκύπτει από το Θεώρηµα
8.3.1. ■
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Το ακόλουθο αποτέλεσµα παρουσιάζει µια περισσότερο γενική µορφή του Πρώτου Θεωρήµατος Ισοµορ-
ϕισµών ∆ακτυλίων :

Θεώρηµα 8.3.5 (1ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων - Γενικευµένη Μορφή). ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορ-
ϕισµός δακτυλίων, και έστω I ⊆ R ένα ιδεώδες του δακτυλίου R. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. I ⊆Ker( f ).

2. Υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων :

f̃ : R/I −→ S, έτσι ώστε : f̃ ◦πI = f (†)

όπου πI : R −→ R/I είναι ο ϕυσικός επιµορφισµός κανονικής προβολής.

Επιπλέον :

(a) Ο f̃ είναι επιµορφισµός δακτυλίων αν και µόνο αν ο f είναι επιµορφισµός δακτυλίων.

(b) Ο f̃ είναι µονοµορφισµός δακτυλίων αν και µόνο αν I =Ker( f ).

(c) Ο f̃ είναι ισοµορφισµός δακτυλίων αν και µόνο αν ο f είναι επιµορφισµός δακτυλίων και I =Ker( f ).

Απόδειξη. 1. =⇒ 2. Υποθέτουµε ότι I ⊆Ker( f ), και ορίζουµε µια απεικόνιση

f̃ : R/I −→ S f (x + I ) = f (x)

∆είχνουµε ότι η απεικόνιση f̃ είναι καλά ορισµένη. ΄Εστω x + I , y + I ∈ R/I . Τότε ϑα έχουµε:

x + I = y + I =⇒ x − y ∈ I ⊆Ker( f ) =⇒ f (x − y) = 0S =⇒ f (x)− f (y) = 0S =⇒ f (x) = f (y) =⇒

f̃ (x + I ) = f̃ (y + I )

και εποµένως πράγµατι η απεικόνιση f̃ είναι καλά ορισµένη. ΄Οπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 8.3.1,
ϐλέπουµε ότι η f̃ είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, και ∀x ∈ R ϑα έχουµε:

( f̃ ◦πI )(x) = f̃ (πI (x)) = f̃ (x + I ) = f (x)

Εποµένως f = f̃ ◦πI .
Αν g : R/I −→ S είναι ένας άλλος οµοµορφισµός δακτυλίων έτσι ώστε f = g ◦πI . Τότε, ∀x + I ∈ R/I :

g (x + I ) = g (πI (x)) = (g ◦πI )(x) = ( f̃ ◦πI )(x) = f̃ (πI (x)) = f̃ (x + I )

΄Αρα g = f̃ .
2. =⇒ 1. Υποθέτουµε ότι η απεικόνιση (†) είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων µε την ιδιότητα f̃ ◦πI = f .

Τότε, επειδή ο f̃ είναι οµοµορφισµός, επειδή η πλευρική κλάση I είναι το µηδενικό στοιχείο του δακτυλίου
πηλίκο R/I , και επειδή ένας οµοµορφισµός οµάδων στέλνει το ουδέτερο στοιχείο στο ουδέτερο στοιχείο, ϑα
έχουµε:

f (I ) = ( f̃ ◦πI )(I ) = f̃ (πI (I )) = f̃ (I ) = 0S

Αυτό σηµαίνει ότι ο οµοµορφισµός f στέλνει κάθε στοιχείο του ιδεώδους S στο ουδέτερο στοιχείο 0S του
δακτυλίου S. Εποµένως I ⊆Ker( f ).

(a) Υποθέτουµε ότι ο οµοµορφισµός f̃ είναι επιµορφισµός. Επειδή f = f̃ ◦πI , επειδή ο οµοµορφισµός πI

είναι επιµορφισµός, και επειδή σύνθεση επιµορφισµών είναι επιµορφισµός, έπεται ότι ο οµοµορφισµός
f είναι επιµορφισµός.

Αντίστροφα, έστω ότι ο οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός, και έστω y ∈ S. Τότε υπάρχει στοιχείο
x ∈ R έτσι ώστε f (x) = y. Τότε f̃ (xH) = f (x) = y και εποµένως ο οµοµορφισµός f̃ είναι επιµορφισµός.
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(b) Υποθέτουµε πρώτα ότι ο οµοµορφισµός f̃ είναι µονοµορφισµός, και έστω x ∈Ker( f ). Τότε f̃ (πI (x)) =
( f̃ ◦πI )(x) = f (x) = 0S . Επειδή η f̃ είναι µονοµορφισµός, ϑα έχουµε πI (x) = x + I = 0R/I = I και άρα
x ∈ I . ∆ηλαδή Ker( f ) ⊆ I και εποµένως I =Ker( f ).

Αντίστροφα, αν I = Ker( f ), τότε έστω x + I ∈ Ker( f̃ ). Τότε f̃ (x + I ) = f (x) = 0S και άρα x ∈ Ker( f ) = I .
Αυτό δείχνει ότι x + I = I = 0R/I και εποµένως ο οµοµορφισµός f̃ είναι µονοµορφισµός.

(c) Συνδυάζοντας τα (a) και (b), ϑα έχουµε: ο οµοµορφισµός f̃ είναι ισοµορφισµός αν και ο µόνο αν ο
οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός και I =Ker( f ). ■

Η επόµενη Παρατήρηση πιστοποιεί ότι επιµορφισµοί δακτυλίων οι οποίοι ξεκινούν από έναν δακτύλιο R
και ιδέωδη του δακτυλίου R είναι «ισοδύναµες» έννοιες.

Παρατήρηση 8.3.6. «Με ακρίβεια ισοµορφισµού», η αντιστοιχία

Φ :
{
ιδεώδη I του R

} −→ {
επιµορφισµοί δακτυλίων f : R −→ S

}
Φ(I ) =πI : R −→ R/I

είναι «1-1» και «επί», µε αντίστροφη την αντιστοιχία

Ψ :
{
επιµορφισµοί δακτυλίων f : R −→ S

} −→ {
ιδεώδη I του R

}
Ψ( f ) =Ker( f )

∆ηλαδή:

1. αν I ⊆ R είναι ένα ιδεώδες του R, τότε η κανονική προβολή πI : R −→ R/I είναι επιµορφισµός δακτυλίων
και Ker(πI ) = I .

2. αν f : R −→ S είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων, τότε ο πυρήνας Ker( f ) είναι ένα ιδεώδες του R
και, χρησιµοποιώντας τον ισοµορφισµό R/Ker( f ) ∼= S του Πρώτου Θεωρήµατος Ισοµορφισµών 8.3.1, ο
επιµορφισµός δακτυλίων f «συµπίπτει» µε τον ϕυσικό επιµορφισµό π f : R −→ R/Ker( f ) µε την έννοια
ότι π f ◦ f̃ = f και ο οµοµορφισµός f̃ είναι ισοµορφισµός.

Εποµένως, υπό αυτή την οπτική γωνία, ιδεώδη του R, και επιµορφισµοί οι οποίοι εκκινούν από τον δακτύλιο
R, είναι ισοδύναµες έννοιες. N

8.3.2 Το ∆εύτερο Θεώρηµα Ισοµορφισµών

Αν S είναι ένας υποδακτύλιος του δακτυλίου R, και I είναι ένα ιδεώδες του R, τότε, όπως µπορούµε να
δούµε εύκολα, το σύνολο

S + I = {
s +x ∈ R | s ∈ S και x ∈ I

}
είναι ένας υποδακτύλιος του R ο οποίος περιέχει το I ως ιδεώδες. ΄Ετσι ορίζεται ο δακτύλιος πηλίκο S + I /I .
Από την άλλη πλευρά, ο υποδακτύλιος S∩ I είναι ιδεώδες του S και έτσι ορίζεται ο δακτύλιος πηλίκο S/S∩ I .
Το ∆εύτερο Θεώρηµα Ισοµορφισµών δακτυλίων εξετάζει τη σχέση µεταξύ των δακτυλίων πηλίκων S+ I /I και
S/S ∩ I :

Θεώρηµα 8.3.7 (2ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών). ΄Εστω R ένας δακτύλιος, και S ⊆ R ένας υποδακτύλιος του R.
Αν I είναι ένα ιδεώδες του R, τότε :

1. Το σύνολο S + I είναι ένας υποδακτύλιος του R και το I είναι ένα ιδεώδες του S + I .

2. Το σύνολο S ∩ I είναι ένα ιδεώδες του S.

3. Υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων :

S + I
/

I ∼= S
/

(S ∩ I )
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Απόδειξη. 1. Το σύνολο S + I προφανώς περιέχει τη µονάδα 1R = 1S του δακτυλίου R και του υποδακτυ-
λίου S. Επίσης, αν s1, s2 ∈ S και x1, x2 ∈ I , τότε προφανώς ϑα έχουµε s1 + s2 ∈ S, και x1 + x2 ∈ I , και
εποµένως :

(s1 +x1)+ (s2 +x2) = (s1 + s2)+ (x1 +x2) ∈ S + I

Παρόµοια, s1 · s2 ∈ S, και x1 · x2 ∈ I . Επειδή το I είναι ιδεώδες του R, ϑα έχουµε και s1 · x2 ∈ I και
x1 · s2 ∈ I , και εποµένως :

(s1 +x1) · (s2 +x2) = s1 · s2 + s1 · x2 +x1 · s2 +x1 · x2 ∈ S + I

΄Αρα το S+ I είναι υποδακτύλιος του I . Το I είναι προφανώς υποδακτύλιος του S+ I , Επειδή το I είναι
ιδεώδες του R, ϑα έχουµε:

(s +x) · y = s · y +x · y ∈ I και y · (s +x) = y · s + y · x ∈ I

και άρα το I είναι ιδεώδες του S + I .

2. Επειδή το I είναι ιδεώδες του R, έπεται ότι ϑα είναι κλειστό στον πολλαπλασιασµό των στοιχείων του
από τα δεξιά και τα αριστερά µε στοιχεία του S. Εποµένως, άµεσα ϐλέπουµε οτι η υποοµάδα S∩ I του
S είναι ένα ιδεώδες του S. Παρακάτω ϑα δούµε έναν διαφορετικό τρόπο απόδειξης ότι το S ∩ I είναι
ιδεώδες του S, καθώς το υποσύνολο S ∩ I είναι πυρήνας οµοµορφισµού δακτυλίων.

3. Αν s ∈ S, τότε s ∈ S ⊆ S + I , και έτσι µπορούµε να ορίσουµε απεικόνιση

f : S −→ S + I /I , f (s) = s + I

Η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, διότι f (1S ) = 1S + I = 1S+I + I = 1S+I /I . Επιπλέον έστω
s1, s2 ∈ S. Τότε

f (s1 + s2) = (s1 + s2)+ I = (s1 + I )+ (s2 + I ) = f (s1)+ f (s2)

f (s1 · s2) = (s1 · s2)+ J = (s1 + J ) · (s2 + J ) = f (s1) · f (s2)

Η απεικόνιση f είναι επιµορφισµός, διότι έστω (s + x)+ I ∈ S + I /I , όπου s ∈ S και x ∈ I . Τότε, επειδή
x ∈ I , ϑα έχουµε x+I = I και τότε : (s+x)+I = s+I+x+I = s+I+I = s+I = f (s). Τέλος, ας υπολογίσουµε
τον πυρήνα της f :

Ker( f ) = {
s ∈ S | f (s) = 0S+I /I

}= {
s ∈ S | s + I = I

}= {
s ∈ S | s ∈ I

}= S ∩ I

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών 8.3.1 ϑα έχουµε ότι ο επιµορφισµός f ορίζει έναν ισοµορφισµό

f̃ : S/S ∩ I
∼=−→ S + I /I , f̃ (s + (S ∩ I )) = s + I ■

Παρατήρηση 8.3.8. Αν I και J είναι ιδεώδη ενός δακτυλίου R, τότε γνωρίζουµε ότι ορίζονται δύο επιπρό-
σθετα ιδεώδη του R: το άθροισµα I + J και η τοµή τους I ∩ J . Τότε έχουµε εγκλείσεις ιδεωδών, και ιδιαίτερα
εγκλείσεις υποδακτυλίων χωρίς µονάδα, του R: J ⊆ I + J και I ∩ J ⊆ I . Θεωρούµε τα ιδεώδη I + J και I ως
δακτυλίους χωρίς µονάδα, και τα ιδεώδη J ⊆ I + J και I ∩ J ⊆ I ως ιδεώδη των δακτυλίων χωρίς µονάδα I + J
και I αντίστοιχα. Τότε οι προσθετικές αβελιανές οµάδες πηλίκα I + J/J και I /I ∩ J αποκτούν µε ϕυσικό τρόπο
δοµή δακτυλίων πηλίκων (χωρίς µοναδα). Μια εναλλακτική µορφή του ∆εύτερου Θεωρήµατος Ισοµορφι-
σµών δακτυλίων, µε παρόµοια απόδειξη, η οποία εξετάζει τη σχέση µεταξύ των δακτυλίων πηλίκων I + J/J
και I /I ∩ J , είναι η εξής :

Θεώρηµα 8.3.9. Αν I και J είναι ιδεώδη ενός δακτυλίου R, τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός υποδακτυλίων
πηλίκο (χωρίς µονάδα):

I + J
/

J ∼= I
/

(I ∩ J ) N
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8.3.3 Το Τρίτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών

Αν I είναι ένα ιδεώδες του δακτυλίου R, τότε το Τρίτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών περιγράφει τους δακτυλίους
πηλίκα των ιδεωδών του δακτυλίου πηλίκου R/I .

Θεώρηµα 8.3.10 (3ο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων). ΄Εστω I ⊆ R και J ⊆ R ιδέωδη ενός δακτυλίου R,
και υποθέτουµε οτι : J ⊆ I . Τότε η οµάδα πηλίκο I /J είναι ένα ιδεώδες του δακτυλίου πηλίκου R/J και υπάρχει
ένας ισοµορφισµός δακτυλίων :

R/J
/

I /J
∼=−→ R/I

Απόδειξη. Θεωρούµε τους δακτυλίους πηλίκα R/I και R/J , και οριζουµε απεικόνιση

f : R/J −→ R/I , f (x + J ) = x + I

Θα δείξουµε ότι η f είναι ένας καλά ορισµένος επιµορφισµός δακτυλίων µε πυρήνα το ιδεώδες I /J .

1. Η f ειναι καλα ορισµενη: ΄Εστω x + J = y + J , όπου x, y ∈ R. Τότε επειδή J ⊆ I , ϑα έχουµε:

x + J = y + J =⇒ x − y ∈ J =⇒ x − y ∈ I =⇒ x + I = y + I =⇒ f (x + J ) = f (y + J )

Εποµένως η f είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση.

2. Η απεικονιση f ειναι οµοµορφισµος ∆ακτυλιων: Προφανώς f (1R/J ) = f (1R + J ) = 1R + I = 1R/I . ΄Εστω
x + J , y + J ∈ R/J . Τότε ϑα έχουµε:

f
(
(x + J )+ (y + J )

)= f ((x + y)+ J ) = (x + y)+ I = (x + I )+ (y + I ) = f (x + J )+ f (y + J )

f
(
(x + J ) · (y + J )

)= f ((x · y)+ J ) = (x · y)+ I = (x + I ) · (y + I ) = f (x + J ) · f (y + J )

Εποµένως η f είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

3. Ο οµοµορφισµος f ειναι επιµορφισµος: ΄Εστω x + I ∈ R/I . Τότε υπάρχει η πλευρική κλάση x ∈ R/J
είναι τέτοια ώστε f (x + J ) = x + I . Εποµένως η απεικόνιση f είναι επιµορφισµός.

4. Ker( f ) = I /J : Θα υπολογίσουµε τον πυρήνα του επιµορφισµού f :

Ker( f ) = {
x + J ∈ R/J | f (x + J ) = 0R/I

}= {
x + J ∈ R/J | x + I = I

}= {
x + J ∈ R/J | x ∈ I

}= I /J

΄Αρα Ker( f ) = I /J . Επειδή ο πυρήνας ενός οµοµορφισµού δακτυλίων είναι πάντα ιδεώδες, έπεται ότι
I /J είναι ένα ιδεώδες του δακτυλίου R/J .

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων 8.3.1, έπεται ότι ο επιµορφισµός f επάγει υπάρχει έναν
ισοµορφισµό µεταξύ των δακτυλίων R/J

/
I /J και R/I . ■

8.3.4 Το Θεώρηµα Αντιστοιχίας

Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα µε το ακόλουθο αποτέλεσµα το οποίο, δοθέντος ενός οµοµορφισµού
δακτυλίων f : R −→ S, µας δίνει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ των υποδακτυλίων του R οι οποίοι
περιέχουν τον πυρήνα του f , και των υποδακτυλίων του S οι οποίοι περιέχονται στην εικόνα του f . Επιπρό-
σθετα, αυτή η αντιστοιχία διατηρεί ιδεώδη και συµπεριφέρεται καλά ως προς τους επαγόµενους δακτύλιους
πηλίκα. Το ακόλουθο Θεώρηµα αναφέρεται κάποιες ϕορές στη ϐιβλιογραφία και ως Τέταρτο Θεώρηµα
Ισοµορφισµών.

Θεώρηµα 8.3.11 (Θεώρηµα Αντιστοιχίας Ι). ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.
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1. Η απεικόνιση

Φ :
{

I : υποδακτύλιος του R | Ker( f ) ⊆ I
} −→ {

K υποδακτύλιος του S | K ⊆ Im( f )
}
, Φ(I ) = f (I )

είναι «1-1» και «επί», µε αντίστροφη την απεικόνιση :

Ψ :
{
K υποδακτύλιος του S | K ⊆ Im( f )

} −→ {
I υποδακτύλιος του R | Ker( f ) ⊆ I

}
, Ψ(K ) = f −1(K )

2. Επιπλέον η απεικόνιση Ψ διατηρεί ιδεώδη, µε άλλα λόγια :

K : ιδεώδες του S =⇒ Ψ(K ) = f −1(K ) : ιδεώδες του R

Αν ο οµοµορφισµός δακτυλίων f είναι επιµορφισµός, τότε η απεικόνιση Φ διατηρεί ιδεώδη, δηλαδή:

I : ιδεώδες του R =⇒ Φ(I ) = f (I ) : ιδεώδες του S

και ορίζει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία, µε αντίστροφη την Ψ, ανάµεσα στα ιδεώδη του R τα οποία
περιέχουν τον πυρήνα του f , και στα ιδεώδη του S τα οποία περιέχονται στην εικόνα του f .

3. ΄Εστω ότι ο f είναι επιµορφισµός δακτυλίων.

(αʹ) Αν K είναι ένα ιδεώδες του S, τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

R
/

f −1(K )
∼=−→ S

/
K

(ϐʹ) Αν I είναι ένα ιδεώδες του R, έτσι ώστε Ker( f ) ⊆ I , τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

R
/

I
∼=−→ S

/
f (I )

Απόδειξη. 1. Σύµφωνα µε την Πρόταση 8.2.10, για κάθε υποδακτύλιο I του R, το υποσύνολο Φ(I ) = f (I )
είναι υποδακτύλιος του S και για κάθε υποδακτύλιο K του S, το υποσύνολο Ψ(K ) = f −1(K ) είναι
υποδακτύλιος του R. Προφανώς f (I ) ⊆ Im( f ). Αν K ⊆ Im( f ), τότε επειδή {0S } ⊆ K , έπεται ότι ϑα έχουµε
Ker( f ) = f −1({0S }) ⊆ f −1(K ).

Μένει να δείξουµε ότι, για κάθε υποδακτύλιο I του R και κάθε υποδακτύλιο K του S, έχουµε:

Ker( f ) ⊆ I =⇒ f −1( f (I )) = I και K ⊆ Im( f ) =⇒ f ( f −1(K )) = K

Κατ΄ αρχήν, αν x ∈ I , τότε f (x) ∈ f (I ) και αυτό σηµαίνει ότι x ∈ f −1( f (I )). ΄Αρα πάντα έχουµε I ⊆
f −1 f (I )). ΄Εστω τώρα ότι Ker( f ) ⊆ I , και έστω x ∈ f −1( f (I )). Τότε f (x) ∈ f (I ), και άρα f (x) = f (y), για
κάποιο y ∈ I . Τότε όµως ϑα έχουµε f (x − y) = 0S , και άρα x − y ∈Ker( f ) ⊆ I . Τότε x − y = z ∈ I και άρα
x = y + z ∈ I διότι το I είναι ιδεώδες και y, z ∈ I . ΄Αρα f −1( f (I )) ⊆ I , και εποµένως I = f −1( f (I )).

Παρόµοια, αν x ∈ f ( f −1(K )), τότε x = f (y) για κάποιο y ∈ f −1(K ), και άρα f (y) = x ∈ K . Εποµένως
f ( f −1(K )) ⊆ K . Αντίστροφα, έστω x ∈ K . Επειδή K ⊆ Im( f ), έπεται ότι υπάρχει y ∈ R έτσι ώστε x = f (y).
Τότε y ∈ f −1(K ) και άρα x = f (y) ∈ f ( f −1(K )). ΄Αρα K ⊆ f ( f −1(K )) και εποµένως : K = f ( f −1(K )).

2. Σύµφωνα µε την Πρόταση 8.2.10, για κάθε ιδεώδες K του S, το υποσύνολοΨ(K ) = f −1(K ) είναι ιδεώδες
του R, και αν ο f ειναι επιµορφισµός, τότε για κάθε ιδέωδες I του R, το υποσύνολο Φ(I ) = f (I ) είναι
ιδεώδες του S. Στην τελευταία περίπτωση προφανώς, όπως και στο µέρος 1., η απεικόνιση Φ ορίζει µια
«1-1» και «επί» αντιστοιχία, µε αντίστροφη την Ψ, ανάµεσα στα ιδεώδη του R τα οποία περιέχουν τον
πυρήνα του f , και στα ιδεώδη του S τα οποία περιέχονται στην εικόνα του f .

3. Υποθέτουµε οτι ο f είναι επιµορφισµός.
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(αʹ) Ορίζουµε απεικόνιση
f ∗ : R −→ S/K , f ∗(x) = f (x)+K

∆ηλαδή η f ∗ είναι η σύνθεση του επιµορφισµού f και του κανονικού επιµορφισµού πK : S −→
S/K . ΄Αρα η f ∗ είναι επιµορφισµός δακτυλίων. Υπολογίζουµε τον πυρήνα της f ∗:

Ker( f ∗) = {
x ∈ R | f ∗(x) = 0S/K

}= {
x ∈ R | f (x)+K = K

}= {
x ∈ R | f (x) ∈ K

}= f −1(K )

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων 8.3.1, έπεται ότι ο επιµορφισµός f ∗ επάγει
έναν ισοµορφισµό µεταξύ των δακτυλίων R/ f −1(K ) και S/K .

(ϐʹ) Ορίζουµε απεικόνιση
f † : R −→ S/ f (I ), f †(x) = f (x)+ f (I )

∆ηλαδή η f ∗ είναι η σύνθεση του επιµορφισµού f και του κανονικού επιµορφισµού π f (I ) : S −→
S/ f (I ). ΄Αρα η f † είναι επιµορφισµός δακτυλίων. ΄Οπως και παραπάνω, επειδή Ker( f ) ⊆ I , αν
f (x) ∈ f (I ), τότε x ∈ I . Εποµένως για τον υπολογισµό του πυρήνα της f †, ϑα έχουµε:

Ker( f †) = {
x ∈ R | f †(x) = 0S/ f (I )

}= {
x ∈ R | f (x)+ f (I ) = f (I )

}= {
x ∈ R | f (x) ∈ f (I )

}= {
x ∈ R | x ∈ I

}= I

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων 8.3.1, έπεται ότι ο επιµορφισµός f † επάγει
έναν ισοµορφισµό µεταξύ των δακτυλίων R/I και S/ f (I ). ■

Ως πόρισµα έχουµε το ακόλουθο πολύ χρήσιµο αποτέλεσµα, το οποίο είναι γνωστό και ως Θεώρηµα
Αντιστοιχίας ιδεωδών, και το οποίο περιγράφει τα ιδεώδη ενός δακτυλίου πηλίκου.

Πόρισµα 8.3.12 (Θεώρηµα Αντιστοιχίας ΙΙ). ΄Εστω I ⊆ R ένα ιδεώδες του δακτυλίου R. Τότε η απεικόνιση

Φ :
{
ιδεώδη J του R έτσι ώστε : I ⊆ J

} −→ {
ιδεώδη K του R/I

}
Φ(J ) =πI (J ) = J/I

είναι «1-1» και «επί».

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση απόρροια του Θεωρήµατος 8.3.11 όταν αυτό εφαρµοσθεί στον επιµορφι-
σµό οµάδων πI : R −→ R/I , του οποίου ο πυρήνας είναι το ιδεώδες I . ■

8.3.5 Το Κινεζικό Θεώρηµα Υπολοίπων

Θα δούµε την γενική µορφή του Κινεζικού Θεωρήµατος Υπολοίπων το οποίο είναι γνωστό από τη στοιχειώδη
Θεωρία Αριθµών, όπου εκεί χρησιµοποιείται για την επίλυση συστηµάτων γραµµικών ισοτιµιών. Εδώ ϑα
προκύψει ως ειδική περίπτωση ενός γενικότερου ϑεωρήµατος για δακτυλίους.

Θεώρηµα 8.3.13. ΄Εστω f1 : R −→ S1 και f2 : R −→ S2 δύο οµοµορφισµοί δακτυλίων. Τότε η απεικόνιση

f : R −→ S1 ×S2, f (r ) = ( f1(r ), f2(r ))

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων µε πυρήνα Ker( f1)∩Ker( f2). Αν οι f1 και f2 είναι επιµορφισµοί και

Ker( f1)+Ker( f2) = R

τότε ο οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός και επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων :

R
/(

(Ker( f1)∩Ker( f2)
) ∼=−→ S1 ×S2
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Απόδειξη. ϑα έχουµε f (1R ) = ( f1(1R ), f2(1R )) = (1S1 ,1S2 ) = 1S1×S2 . Αν r,r ′ ∈ R, τότε ϑα έχουµε:

f (r + r ′) = ( f1(r + r ′), f2(r + r ′)) = ( f1(r )+ f1(r ′), f2(r )+ f2(r ′)) = ( f1(r ), f2(r ))+ ( f1(r ′), f2(r ′)) = f (r )+ f (r ′)

f (r · r ′) = ( f1(r · r ′), f2(r · r ′)) = ( f1(r ) · f1(r ′), f2(r ) · f2(r ′)) = ( f1(r ), f2(r )) · ( f1(r ′), f2(r ′)) = f (r ) · f (r ′)

΄Αρα η f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, και αν r ∈Ker( f ), τότε (0,0) = f (r ) = ( f1(r ), f2(r )) και άρα f1(r ) = 0
και f2(r ) = 0, δηλαδή r ∈Ker( f1)∩Ker( f2). Αντίστροφα, αν r ∈Ker( f1)∩Ker( f2), τότε f1(r ) = 0 και f2(r ) = 0
από όπου άµεσα προκύπτει ότι r ∈Ker( f ). Εποµένως

Ker( f ) =Ker( f1)∩Ker( f2)

Υποθέτουµε ότι οι οµοµορφισµοί f1 και f2 είναι επιµορφισµοί και Ker( f1)+Ker( f2) = R. Τότε µπορούµε να
γράψουµε 1R = r1 + r2, όπου r1 ∈Ker( f1) και r2 ∈Ker( f2). ΄Εστω z ∈ S1 και w ∈ S2. Επειδή οι απεικονίσεις f1

και f2 είναι επιµορφισµοί, υπάρχουν x, y ∈ R, έτσι ώστε f1(x) = z και f2(y) = w . Τότε :

f (r1 · y + r2 · x) = (
f1(r1 · y + r2 · x), f2(r1 · y + r2 · x)

)= (
f1(r1) · f1(y)+ f1(r2) · f1(x), f2(r1) · f2(y)+ f2(r2) · f2(x)

)
= (

f1(r2) · f1(x), f2(r1) · f2(y)
)= (

f1(x), f2(y)
)= (z, w)

όπου η προτελευταία ισότητα πρέκυψε διότι f1(r2)· f1(x) = f1(r2 ·x) = f1(x) διότι f1(r2 ·x−x) = f1
(
(r2−1)·x)

)=
f1(r1 · x) = f1(r1) · f1(x) = 0 · f1(x) = 0, και παρόµοια f2(r1) · f2(y) = f2(y). ΄Αρα η απεικόνιση f είναι «επί».

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ο οµοµορφισµός f επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

R
/(

(Ker( f1)∩Ker( f2)
) ∼=−→ S1 ×S2 ■

Πόρισµα 8.3.14 (Κινεζικό Θεώρηµα Υπολοίπων). ΄Εστω I , J δύο ιδεώδη του δακτυλίου R. Αν I + J = R, τότε η
απεικόνιση f : R −→ R/I ×R/J , f (r ) = (r + I ,r + J ), επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων :

R
/

I ∩ J
∼=−→ R/I ×R/J

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 8.3.13 εφαρµοσµένου στους κανονικούς επι-
µορφισµούς R −→ R/I και R −→ R/J . ■

Υπενθυµίζουµε ότι µια πεπερασµένη οικογένεια ιδεωδών
{

Ik
}n

k=1 του δακτυλίου R αποτελείται από ανά
δύο συµµέγιστα ιδεώδη, αν Ii + I j = R, 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Θεώρηµα 8.3.15 (Κινεζικό Θεώρηµα Υπολοίπων - Γενική Μορφή). ΄Εστω
{

Ik
}n

k=1 µια οικογένεια ανά δύο συµ-
µέγιστων ιδεωδών του δακτυλίου R. Τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

R
/ n⋂

k=1
Ik

∼=−→ R
/

I1 ×·· ·×R
/

In

Απόδειξη. Θα κατασκευάσουµε έναν επιµορφισµό δακτυλίων f : R −→ R/I1 ×R/I2 ×·· ·×R/In µε πυρήνα
Ker( f ) =⋂n

k=1 Ik .
Θεωρούµε την απεικόνιση

f : R −→ R/I1 ×R/I2 ×·· ·×R/In , f (r ) = (r + I1,r + I2, · · · ,r + In)

Η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων διότι f (1R ) = (1R + I1, · · · ,1R + In) = 1∏n
k=1 R/Ik

. Επιπλέον, αν
r, s ∈ R, τότε :

f (r + s) = (r + s + I1, · · · ,r + s + In) = (r + I1, · · · ,r + In)+ (s + I1, · · · , s + In) = f (r )+ f (s)

f (r · s) = (r · s + I1, · · · ,r · s + In) = (r + I1, · · · ,r + In) · (s + I1, · · · , s + In) = f (r ) · f (s)
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΄Αρα η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, και

Ker( f ) = {
r ∈ R | f (r ) = 0∏n

k=1 R/Ik

}= {
r ∈ R | (r + I1,r + I2, · · · ,r + In) = (I1, I2, · · · , In)

}=
= {

r ∈ R | r ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n
}= n⋂

k=1
Ik

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ο οµοµορφισµός f επάγει έναν µονοµορφισµό δακτυλίων

f̃ : R
/ n⋂

k=1
Ik −→ R

/
I1 ×·· ·×R

/
In , f̃ (r +∩n

k=1Ik ) = f (r )

και εποµένως αρκεί να δείξουµε ότι ο f̃ ή ισοδύναµα η f , είναι «επί».
• Ισχυρισµός: Υπάρχουν στοιχεία s1, s2, · · · , sn ∈ R, έτσι ώστε :

∀k = 1,2, · · · ,n : sk + Ik = 1R + Ik και sk + I j = I j , ∀ j : 1 ≤ j 6= k ≤ n

Πράγµατι, επειδή τα ιδεώδη I1, I2, · · · , In είναι ανά δύο συµµέγιστα, ϑα έχουµε ότι Ii +I j = R, 1 ≤ i 6= j ≤ n.
Ιδιαίτερα ϑα έχουµε, για κάθε k ≥ 1:

I1 + Ik = R =⇒ ∃ ak ∈ I1 και ∃ bk ∈ Ik : ak +bk = 1R

Θεωρούµε το στοιχείο

1R =
n∏

k=2
(ak +bk ) = (a2 +b2) · (a3 +b3) · · · (an +bn)

το οποίο, όπως στην Πρόταση 8.1.32, στο ανάπτυγµά του είναι άθροισµα γινοµένων των στοιχείων ak ,bk ,
και ο µόνος όρος του αναπτύγµατος ο οποίος δεν περιέχει ως παράγοντα ένα από τα στοιχεία ak , 2 ≤ k ≤ n,
είναι ο όρος

s1 =
n∏

k=2
bk ∈ I2 · · · In

΄Ετσι µπορούµε να γράψουµε 1R = x1+s1, όπου x1 ∈ I1 και s1 ∈ I2 · · · In ⊆⋂n
k=2 Ik , ϐλέπε την Πρόταση 8.1.32.

Τότε, επειδή x1 ∈ I1, ϑα έχουµε s1+ I1 = x1+s1+ I1 = 1R + I1, και s1+ Ik = Ik , ∀k ≥ 2. ΄Αρα δείξαµε την ύπαρξη
του Ϲητούµενου στοιχείου s1 µε τις επιθυµητές ιδιότητες. Εργαζόµενοι ακριβώς ανάλογα, αποδεικνύουµε
την ύπαρξη στοιχείων sk , k ≥ 2, µε τις επιθυµητές ιδιότητες.

΄Εστω τώρα (r1+I1,r2+I2, · · · ,rn+In) ∈∏n
k=1 R/Ik ένα τυχαίο στοιχείο του δακτυλίου

∏n
k=1 R/Ik . Θεωρούµε

το στοιχείο του R:
r = r1s1 + r2s2 +·· ·+ rn sn

Τότε, χρησιµοποιώντας τον Ισχυρισµό, για κάθε k ≥ 1, ϑα έχουµε:

(r1s1 + r2s2 +·· ·+ rn sn)+ Ik = rk sk + Ik = (rk + Ik ) · (sk + Ik ) = (rk + Ik ) · (1R + Ik ) = rk + Ik

Εποµένως

f (r ) = f (r1s1 + r2s2 +·· ·+ rn sn) = (
(r1s1 + r2s2 +·· ·+ rn sn)+ I1,

(
(r1s1 + r2s2 +·· ·+ rn sn)+ I1)

)=
= (r1 + I1, · · · ,rn + In)

και άρα η f είναι επιµορφισµός. Εποµένως η f επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

f̃ : R
/ n⋂

k=1
Ik

∼=−→ R
/

I1 ×·· ·×R
/

In ■
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8.4 Εφαρµογές των Θεωρηµάτων Ισοµορφισµών

Στην παρούσα ενότητα ϑα δούµε διάφορα παραδείγµατα και εφαρµογές των Θεωρηµάτων Ισοµορφισµών για
∆ακτυλίους.

8.4.1 Παραδείγµατα

Παράδειγµα 8.4.1. Από το Παράδειγµα 8.2.19, έπεται ότι για κάθε µεταθετικό δακτύλιο R και κάθε
στοιχείο r ∈ R, ορίζεται ο οµοµορφισµός εκτίµησης

Φr : R[t ] −→ R, Φr (P (t )) = P (r )

ο οποίος είναι επιµορφισµός δακτυλίων. Ο πυρήνας Ker(Φr ) αποτελείται από όλα τα πολυώνυµα P (t ) για
τα οποία P (r ) = 0. Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

R[t ]
/
Ker(Φr )

∼=−→ R
p

Παράδειγµα 8.4.2. Από την Πρόταση 8.2.22, έπεται ότι, αν f : R −→ S είναι ένας οµοµορφισµός µετα-
ϑετικών δακτυλίων, και u ∈ R, τότε υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων f ∗ : R[t ] −→ S έτσι ώστε :
f ∗(t ) = u, και f ∗(r) = f (r ), ∀r ∈ R. όπου r ∈ R[t ] είναι το σταθερό πολυώνυµο r ∈ R. Ο οµοµορφισµός f ∗
ορίζεται ως :

f ∗ : R[t ] −→ S, f ∗(P (t )) = f ∗(
a0 +a1t +·· ·+an t n)= f (a0)+ f (a1)u +·· ·+ f (an)un

Τότε ο πυρήνας Ker( f ∗) αποτελείται από όλα τα πολυώνυµα P (t ) ∈ R[t ] έτσι ώστε f ∗(P (t )) = 0, και :

Im( f ∗) = {
s0 + s1u + s2u2 +·· ·+ snun ∈ S | sk ∈ Im( f ), n ≥ 0

}
Αν ο οµοµορφισµός f είναι η κανονική έγκλειση ι : R ⊆ S ενός υποδακτυλίου του S και u ∈ S, τότε

Im(ι∗) = {
r0 + r1u + r2u2 +·· ·+ rnun ∈ S | rk ∈ R, n ≥ 0

}= R[u]

είναι ο υποδακτύλιος του S ο οποίος παράγεται υπεράνω του R από το u, και Ker(ι∗) = {
P (t ) ∈ R[t ] | P (r ) = 0

}
.

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ϑα έχουµε τότε :

R[t ]
/
Ker(ι∗)

∼=−→ R[u]
p

Παράδειγµα 8.4.3 (Το «Κλασικό» Κινεζικό Θεώρηµα Υπολοίπων). Θεωρούµε τον δακτύλιο Zn , όπου n ≥ 2, και
έστω

n = pa1
1 pa2

2 · · · pam
m

η πρωτογενής ανάλυση του n, δηλαδή οι αριθµοί pi είναι ανά δύο διαφορετικοί πρώτοι και m, ai ≥ 1.
Θεωρούµε τα κύρια ιδεώδη Ik = (pak

k ) τα οποία παράγονται από τις δυνάµεις πρώτων pak
k , 1 ≤ k ≤ m. Επειδή

οι αριθµοί pa1
1 , pa2

2 , · · · , pam
m είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους, τα ιδεώδη Ik , ≤ k ≤ m είναι ανά δύο

συµµέγιστα, και τότε από τα Παραδείγµατα 8.1.10 και 8.1.31, ϑα έχουµε:

(pa1
1 ∩ (pa2

2 )∩ ·· · ∩ (pam
m ) = (pa1

1 ) · (pa2
2 ) · · · (pam

m ) = (pa1
1 pa2

2 · · · pam
m )Z= nZ

Τέλος, από το Θεώρηµα 8.3.15, ϑα έχουµε:

Z/nZ ∼= Zp
a1
1
×Zp

a2
2
×·· ·×Zpam

m

Γενικότερα, αν
{
ni

}k
i=1 είναι ανά δύο πρώτοι µεταξύ τους ϑετικοί ακέραιοι, (ni ,n j ) = 1, 1 ≤ i 6= j ≤ k, και

n = n1n2 · · ·nk , τότε όπως παραπάνω ϑα έχουµε:

Z/nZ ∼= Zn1 ×Zn2 ×·· ·×Znk
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µέσω του ισοµορφισµού a+nZ 7−→ (
a+n1Z, a+n2Z, · · · , a+nkZ

)
. Με άλλα λόγια, αν έχουµε ένα σύστηµα

γραµµικών ισοτιµιών

x ≡ a1 mod n1, x ≡ a1 mod n1, · · · , x ≡ ak mod nk , ai ∈Z, 1 ≤ i ≤ k (Σ)

όπου (ni ,n j ) = 1, 1 ≤ i 6= j ≤ k, και n = n1n2 · · ·nk , τότε έχουµε ένα στοιχείο(
a1 +n1Z, a2 +n2Z, · · · , ak +nkZ

) ∈ Zn1 ×Zn2 ×·· ·×Znk

και άρα από τον παραπάνω ισοµορφισµό υπάρχει στοιχείο a ∈Z έτσι ώστε :(
a +n1Z, a +n2Z, · · · , a +nkZ

)= (
a1 +n1Z, a2 +n2Z, · · · , ak +nkZ

)
Αυτό σηµαίνει ότι το σύστηµα γραµµικών ισοτιµιών (Σ) έχει λύση την a mod ni , 1 ≤ i ≤ k, η οποία είναι
µοναδική mod n.

p

Παράδειγµα 8.4.4. 1. Θεωρούµε τον δακτύλιο Z των ακεραίων ως υποδακτύλιο του C. Από το Παρά-
δειγµα 8.4.2, επιλέγοντας u = i , έπεται ότι ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων Z[t ]/Ker(ι∗) ∼=Z[i ],
όπου Z[i ] είναι ο δακτύλιος των ακεραίων του Gauss. Το ιδεώδες Ker(ι∗) αποτελείται από όλα τα πο-
λυώνυµα P (t ) ∈ Z[t ], έτσι ώστε P (i ) = 0. ΄Οπως και στο Παράδειγµα 8.2.5, µπορούµε να δούµε ότι
Ker(ι∗) = (t 2 +1), και εποµένως από το Πρώτο Θεώρηµα ισοµορφισµών ϑα έχουµε:

Z[t ]/(t 2 +1)
∼=−→ Z[i ]

Παρόµοια εργαζόµενοι, ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

Q[t ]/(t 2 +1)
∼=−→ Q[i ] και R[t ]/(t 2 +1)

∼=−→ R[i ] =C

2. Θεωρούµε το σώµα Q των ϱητών ως υποδακτύλιο του R. Από το Παράδειγµα 8.4.2, επιλέγοντας u =p
5,

έπεται ότι ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων Q[t ]/Ker(ι∗) ∼= Q[
p

5], όπου Q[
p

5] = {
a + b

p
5 ∈

R | a,b ∈Q}
Το ιδεώδες Ker(ι∗). αποτελείται από όλα τα πολυώνυµα P (t ) ∈Q[t ], έτσι ώστε P (

p
5) = 0.

΄Οπως και στο Παράδειγµα 8.2.5, µπορούµε να δούµε ότι Ker(ι∗) = (t 2−5), και εποµένως από το Πρώτο
Θεώρηµα ισοµορφισµών ϑα έχουµε:

Q[t ]/(t 2 −5)
∼=−→ Q[

p
5]

3. Θεωρούµε το πολυώνυµο t 2 −4 ∈R[t ]. Θα περιγράψουµε τον δακτύλιο πηλίκο R[t ]/(t 2 −4). Ορίζουµε
απεικόνιση

f : R[t ] −→R×R, f (P (t )) = (P (2),P (−2))

Τότε f (1) = (1,1) = 1R×R. Η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων. Πράγµατι, έχουµε τους
οµοµορφισµούς εκτίµησης f1 : R[t ] −→R, f1(P (t )) = P (2) και f2 : R[t ] −→R, f2(P (t )) = P (−2), οι οποίοι
επάγουν, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 8.3.13, έναν οµοµορφισµό δακτυλίων ο οποίος συµπίπτει µε τον
f . Επειδή προφανώς Ker( f1) = (t −2) και Ker( f2) = (t +2), ϑα έχουµε

Ker( f ) =Ker( f1)∩Ker( f2) = (t −2)∩ (t +2) = (
(t −2) · (t +2)

)= (t 2 −4)

Από την άλλη πλευρά, οι οµοµορφισµοί f1 και f2 είναι επιµορφισµοί, και επειδή 1
4 (t +2)− 1

4 (t −2) = 1,
έπεται ότι για κάθε πολυώνυµο P (t ) ∈R[t ] ϑα έχουµε:

P (t ) = (−1

4
P (t )(t −2)+ 1

4
P (t )(t +2) ∈Ker( f1)+Ker( f 2) =⇒ R[t ] =Ker( f1)+Ker( f 2)

Εποµένως από το Θεώρηµα 8.3.13 ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό R[t ]/(t 2 −4) ∼=R×R. p
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Παράδειγµα 8.4.5. ΄Εστω το πολυώνυµο t 2 +at +b ∈R[t ]. Θα περιγράψουµε τον δακτύλιο πηλίκο

R[t ]/(t 2 +at +b)

Ειδικότερα ϑα δείξουµε ότι :

1. Αν a2 −4b > 0, τότε :
R[t ]/(t 2 +at +b)

∼=−→ R×R

2. Αν a2 −4b = 0, τότε :
R[t ]/(t 2 +at +b)

∼=−→ R[t ]
(
t 2)

3. Αν a2 −4b < 0, τότε :
R[t ]/(t 2 +at +b)

∼=−→ C

1. Υποθέτουµε ότι ∆ = a2 −4b > 0, δηλαδή η διακρίνουσα ∆ του τριωνύµου t 2 + at +b είναι ϑετική και
άρα το t 2+at +b έχει δύο διακεκριµένες ϱίζες, έστω ρ,σ ∈R. ΄Ετσι ϑα έχουµε t 2+at +b = (t −ρ)(t −σ).
Θεωρούµε τους οµοµορφισµούς εκτίµησης

f1 : R[t ] −→R, f1(P (t )) = P (ρ) και f2 : R[t ] −→R, f2(P (t )) = P (σ)

Από το Παράδειγµα 8.2.19 ϑα έχουµε Ker( f1) = (t −ρ) και Ker( f2) = (t −σ) και ισοµορφισµούς δακτυ-
λίων :

R[t ]/(t −ρ)
∼=−→ R

∼=←− R[t ]/(t −σ)

΄Οπως στο Θεώρηµα 8.3.13, ϑεωρούµε τον επαγόµενο οµοµορφισµό δακτυλίων

f : R[t ] −→R×R, f (P (t )) = (
P (ρ),P (σ)

)
µε πυρήνα Ker( f1)∩Ker( f2) = (t −ρ)∩(t −σ). ∆είχνουµε ότι (t −ρ)∩(t −σ) = (

(t −ρ)(t −σ)
)
. Προφανώς

(t−ρ)(t−σ) ⊆ (t−ρ)∩(t−σ). ΄Εστω P (t ) ∈ (t−ρ)∩(t−σ). Τότε ϑα έχουµε P (t ) =Q1(t )(t−ρ) =Q2(t )(t−σ).
Τότε Q2(ρ)(ρ−σ) = 0, απ΄ όπου Q2(ρ) = 0, διότι ρ 6= σ. Αυτό, όπως και πριν, σηµαίνει ότι Q2(t ) =
Q3(t )(t−ρ) και άρα P (t ) =Q2(t )(t−σ) =Q3(t )(t−ρ)(t−σ) ∈ (

(t−ρ)(t−σ)
)
. ΄Ετσι, Ker( f ) = (

(t−ρ)(t−σ)
)
.

∆είχνουµε ότι Ker( f1)+Ker( f2) =R[t ]. Πράγµατι, επειδή ρ 6=σ, µπορούµε να γράψουµε:

1

σ−ρ (t −ρ)+ −1

σ−ρ (t −σ) = 1 =⇒ ∀P (t ) ∈R[t ] : P (t ) = P (t )

σ−ρ (t −ρ)+ −P (t )

σ−ρ (t −σ) ∈ (t −ρ)+ (t −σ)

και εποµένως Ker( f1)+Ker( f2) = R[t ]. Τότε, από το Θεώρηµα 8.3.13, η απεικόνιση f επάγει έναν
ισοµορφισµό

f : R[t ]
/

(t 2 +at +b)
∼=−→ R×R, f (P (t )) = (

(P (ρ),P (σ)
)

2. Υποθέτουµε ότι ∆= a2−4b = 0, δηλαδή η διακρίνουσα ∆ του τριωνύµου t 2+at +b είναι µηδέν και άρα
το t 2 +at +b έχει µια διπλή πραγµατική ϱίζα ρ. ΄Ετσι ϑα έχουµε t 2 +at +b = (t −ρ)2. Θα δείξουµε ότι

R[t ]
/

(t −ρ)2 ∼=−→ /
R[t ]

/
(t 2)

Από την Πρόταση 8.2.22, έπεται ότι η κανονική έγκλειση R −→ R[t ], επεκτείνεται µοναδικά σε έναν
οµοµορφισµό δακτυλίων

f : R[t ] −→ R[t ], f (P (t )) = P (t +ρ)

έτσι ώστε f (t ) = t +ρ και f (r ) = r , ∀t ∈ R. Προφανώς ο οµοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός µε
αντίστροφο τον ισοµορφισµό

g : R[t ] −→ R[t ], g (P (t )) = P (t −ρ)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. Ι∆ΕΩ∆Η, ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 413

Πράγµατι g ( f (P (t )) = g (P (t +ρ)) = P (t −ρ+ρ)) = P (t ) και παρόµοια f (g (P (t )) = f (P (t −ρ)) = P (t +ρ−
ρ)) = P (t ). Μέσω αυτών των ισοµορφισµών ϑα έχουµε f ((t −ρ)2) = t 2 και g (t 2) = (t −ρ)2. Ως άµεση
συνέπεια ϑα έχουµε ότι η απεικόνιση

f̃ : R[t ]
/

(t 2 +at +b)
∼=−→ R[t ]

/
(t 2), f̃

(
P (t )+ (t 2 +at +b)

)= P (t +ρ)+ (t 2)

είναι ισοµορφισµός δακτυλίων. Για µια διαφορετική περιγραφή του δακτυλίου R[t ]/(t 2) ως δακτυλίου
δυϊκών αριθµών παραπέµπουµε στο Παράδειγµα 8.4.12.

3. Υποθέτουµε ότι a2 − 4b < 0, δηλαδή η διακρίνουσα ∆ = a2 − 4b < 0 του τριωνύµου t 2 + at +b είναι
αρνητική και άρα το t 2 +at +b δεν έχει πραγµατικές ϱίζες, αλλά τις µιγαδικές ϱίζες

ρ = −a + i
p

4b −a2

2
και ρ = −a − i

p
4b −a2

2

Από την Πρόταση 8.2.22, έπεται ότι η κανονική έγκλειση f : R −→ C, επεκτείνεται µοναδικά σε έναν
οµοµορφισµό δακτυλίων

f : R[t ] −→ C, f (P (t )) = P (ρ)

έτσι ώστε f (t ) = ρ και f (r ) = r , ∀t ∈R. Προφανώς (t 2 +at +b) ⊆Ker( f ), διότι στο σώµα των µιγαδικών
αριθµών έχουµε ρ2 +aρ+b = 0. Αν P (t ) ∈Ker( f ), τότε P (t ) =Q(t )(t 2 +at +b)+R(t ), όπου είτε R(t ) = 0
είτε R(t ) = k + l t , k, l ∈ R, (k, l ) 6= (0,0). Στην δεύτερη περίπτωση ϑα έχουµε 0 = P (ρ) = Q(ρ)(ρ2 +
aρ+b)+ (k + lρ), από όπου k + lρ = 0, και αυτό είναι άτοπο διότι ρ ∈ C. ΄Αρα R(t ) = 0 και εποµένως
P (t ) =Q(t )(t 2 +at +b) ∈ (t 2 +at +b). ΄Ετσι, τελικά ϑα έχουµε: Ker( f ) = (t 2 +at +b).

΄Ετσι ο οµοµορφισµός f επάγει έναν µονοµορφισµό δακτυλίων

f̃ : R[t ]/(t 2 +at +b) −→ C, f̃
(
P (t )+ (t 2 +at +b)

)= f (P (t )) = P (ρ)

και όπως παραπάνω P (t ) =Q(t )(t 2+at +b)+(k+ l t ), οπότε P (t )+(t 2+at +b) = k+ l t +(t 2+at +b) και
P (ρ) = k + lρ. Τέλος, δείχνουµε ότι η f είναι «επί». ΄Εστω r + si ∈ C, όπου r, s ∈ R. Τότε αναζητούµε
πολυώνυµο k + l t έτσι ώστε P (ρ) = k + lρ = r + i s. Αναλύοντας αυτή τη σχέση ϑα έχουµε

k + lρ = r + si =⇒ k + l
−a + i

p
4b −a2

2
= r + si =⇒ k − al

2
+ l

p
4b −a2

2
i = r + si =⇒

=⇒ l = 2sp
4b −a2

και k = r + asp
4b −a2

Τότε προφανώς f̃
(
k + l t + (t 2 +at +b)

)= r + si και η f̃ είναι «επί» και άρα ϑα είναι ισοµορφισµός

f̃ : R[t ]/(t 2 +at +b)
∼=−→ C, f̃

(
P (t )+ (t 2 +at +b)

)= f (P (t )) = P (ρ)

Οι δακτύλιοι R×R, R[t ]/(t 2), και C, έχουν ϑεµελιώδεις διαφορές. Οι δύο πρώτοι δεν είναι ακέραιες περιοχές,
ο τρίτος είναι σώµα, ο πρώτος δεν έχει µη µηδενικά µηδενοδύναµα στοιχεία (είναι «ηµιαπλός» δακτύλιος),
και ο δεύτερος έχει µη µηδενικά µηδενοδύναµα στοιχεία (δεν είναι «ηµιαπλός» δακτύλιος).

p

Παράδειγµα 8.4.6. (I) Θα προσδιορίσουµε τον δακτύλιο πηλίκο Z[i ]
/

(1+5i ), όπου (1+5i ) = {
(a+bi )(1+5i ) ∈

Z[i ] | a+bi ∈Z[i ]
}
είναι το κύριο ιδεώδες του Z[i ] το οποίο παράγεται από το στοιχείο 1+5i , δείχνοντας ότι :

Z[i ]
/

(1+5i )
∼=−→ Z26

Θεωρούµε την απεικόνιση
f : Z−→Z[i ]

/
(1+5i ), f (x) = x + (1+5i )

η οποία είναι οµοµορφισµός ως σύνθεση της κανονικής έγκλεισης Z −→ Z[i ], x 7−→ x, και της κανονικής
προβολής Z[i ] −→Z[i ]/(1+5i ), a +bi 7−→ a +bi + (1+5i ).
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1. ΄Εστω x ∈Ker( f ). Τότε f (x) = 0Z[i ](1+5i ), δηλαδή x + (1+5i ) = (1+5i ), και άρα x ∈ (1+5i ). Εποµένως
υπάρχει a +bi ∈ Z[i ], έτσι ώστε : x = (a +bi )(1+ 5i ) = (a − 5b)+ (5a +b)i . Επειδή x ∈ Z, έπεται ότι
5a +b = 0, δηλαδή b = −5a. Τότε x = a −5b = a −5(−5a) = a +25a = 26a. Αυτό σηµαίνει ότι x ∈ 26Z
και εποµένως Ker( f ) ⊆ 26Z. Αντίστροφα, αν x ∈ 26Z, τότε x = 26a για κάποιο a ∈ Z και τότε f (x) =
26a + (1+5i ) = (1+5i ) διότι 26a = (a −5ai )(1+5i ) ∈ (1+5i ). ΄Αρα x ∈Ker( f ) και εποµένως :

Ker( f ) = 26Z

2. Σύµφωνα µε το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, η απεικόνιση f επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

f̃ : Z26 =Z/26Z
∼=−→ Im( f ) ⊆ Z[i ]/(1+5i ), f̃ (x +26Z) = f (x)+ (1+5i ) = x + (1+5i )

΄Εστω a+bi+(1+5i ) ∈Z[i ]/(1+5i ). Τότε υπάρχει ακέραιος x ∈Z έτσι ώστε f (x) = a+bi+(1+5i ), δηλαδή
x + (1+5i ) = a +bi + (1+5i ), αν και µόνο αν x − a −bi ∈ (1+5i ), δηλαδή αν και µόνο αν υπάρχουν
ακέραιοι k, l ∈Z έτσι ώστε

x −a −bi = (k + l i )(1+5i ) =⇒ x −a −bi = k −5l + (5k + l )i =⇒ x −a = k −5l και −b = 5k + l

=⇒ x −a = k −5(−b −5k) = 26k +5b =⇒ x = a +5b +26k =⇒ x +26Z= a +5b +26Z

στον δακτύλιο Z/26Z. Τότε ϑα έχουµε

f̃ ((a +5b)+26Z) = a +5b + (1+5i ) = a +bi + (1+5i ) διότι a +5b −a −bi = 5b −bi = (−bi )(1+5i )

΄Αρα για το τυχόν στοιχείο a+bi +(1+5i ) προσδιορίσαµε στοιχείο x+26Z= a+5b+26Z, έτσι ώστε f̃ (x+
26Z) = a+bi + (1+5i ), και εποµένως Im( f̃ ) =Z[i ]/(1+5i ), δηλαδή η απεικόνιση f̃ είναι ισοµορφισµός
δακτυλίων :

f̃ : Z[i ]
/

(1+5i )
∼=−→ Z26

(II) Θα προσδιορίσουµε τον δακτύλιο πηλίκο Z[i ]
/

(2+ i ) κατασκευάζοντας έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

Z[i ]
/

(2+ i )
∼=−→ Z5

Εργαζόµενοι όπως παραπάνω ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση

f : Z−→Z[i ](2+ i ), f (x) = x + (2+ i )

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

1. ΄Εστω x ∈Ker( f ). Τότε f (x) = 0Z[i ]/(2+i ), δηλαδή x+(2+i ) = (2+i ), και άρα x ∈ (2+i ). Εποµένως υπάρχει
a +bi ∈ Z[i ], έτσι ώστε : x = (a +bi )(2+ i ) = (2a −b)+ (a +2b)i . Επειδή x ∈ Z, έπεται ότι a +2b = 0,
δηλαδή a = −2b. Τότε x = 2(−2b)−b = a − 5(−5a) = −5b. Αυτό σηµαίνει ότι x ∈ 5Z και εποµένως
Ker( f ) ⊆ 5Z. Αντίστροφα, αν x ∈ bZ, τότε x = 5a για κάποιο a ∈ Z και τότε f (x) = 5a + (2+ i ) = (2+ i )
διότι 5a = (2a −ai )(2+ i ) ∈ (2+ i ). ΄Αρα x ∈Ker( f ) και εποµένως :

Ker( f ) = 5Z

2. Σύµφωνα µε το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, η απεικόνιση f επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

f̃ : Z5 =Z/5Z
∼=−→ Im( f ) ⊆ Z[i ]/(2+ i ), f̃ (x +2Z) = f (x)+ (2+ i ) = x + (2+ i )

΄Εστω a+bi + (2+ i ) ∈Z[i ]/(2+ i ). Τότε υπάρχει ακέραιος x ∈Z έτσι ώστε f (x) = a+bi + (2+ i ), δηλαδή
x+(2+i ) = a+bi +(2+i ), αν και µόνο αν x−a−bi ∈ (2+i ), δηλαδή αν και µόνο αν υπάρχουν ακέραιοι
k, l ∈Z έτσι ώστε

x −a −bi = (k + l i )(2+ i ) =⇒ x −a −bi = 2k − l + (k +2l )i =⇒ x −a = 2k − l και −b = k +2l
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=⇒ x −a = 2(−b −2l )− l =−2b −5l =⇒ x = a −2b +5(−l ) =⇒ x +5Z= a −2b +5Z

στον δακτύλιο Z/5Z. Τότε ϑα εχουµε

f̃ ((a −2b)+5Z) = a −2b + (2+ i ) = a +bi + (2+ i ) διότι −2b −bi = (−b)(2+ i ) ∈ (2+ i )

΄Αρα για το τυχόν στοιχείο a+bi+(2+i ) προσδιορίσαµε στοιχείο x+5Z= a−2b+5Z, έτσι ώστε f̃ (x+5Z) =
a +bi + (2+ i ), και εποµένως Im( f̃ ) =Z[i ]/(2+ i ), δηλαδή η f̃ είναι ισοµορφισµός δακτυλίων :

f̃ : Z[i ]
/

(2+ i )
∼=−→ Z5

p

8.4.2 Πρωτοδακτύλιοι και Πρωτοσώµατα

Υπενθυµίζουµε ότι, σύµφωνα µε το Παράδειγµα 8.2.14, για κάθε δακτύλιο R υπάρχει µοναδικός οµοµορ-
ϕισµός δακτυλίων

φ : Z−→ R, φ(m) = m ·1R

Ο πυρήνας Ker(φ) του φ είναι τότε ένα ιδεώδες του Z. Από την Πρόταση 8.1.4, έπεται ότι ϑα έχουµε:
Ker(φ) = nZ, για κάποιον µη αρνητικό ακέραιο n = 0,1,2, · · · , και άρα

Ker(φ) = {
k ∈Z | k1R = 0R

}= 〈n〉 = nZ

Η εικόνα του φ είναι
Im(φ) = {

n1R ∈ R | n ∈Z}=Z1R

είναι ένας υποδακτύλιος του R, και µάλιστα ο πρωτοδακτύλιος του R.
Θα έχουµε n = char(R). Προφανώς, αν n = 1, τότε 1R = 0R και τότε ο R είναι ο µηδενικός δακτύλιος. Αν

n = 0, δεν υπάρχει ϑετικός ακέραιος k µε την ιδιότητα k1R = 0R , και άρα ο R έχει χαρακτηριστική ίση µε 0.
Αν n ≥ 2, τότε ο R έχει ϑετική χαρακτηριστική ίση µε n. Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ϑα έχουµε

Z/nZ=Zn
∼=−→ Z1R ⊆ R

Θεώρηµα 8.4.7. Ο πρωτοδακτύλιος Z1R ενός δακτυλίου R είναι ισόµορφος :

1. είτε µε τον δακτύλιο Z των ακεραίων, αν char(R) = 0.

2. είτε µε τον δακτύλιο Zn των κλάσεων υπολοίπων mod n, αν char(R) = n > 0.

Αν ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή, τότε γνωρίζουµε ότι η χαρακτηριστική του char(R) ϑα είναι
είτε ίση µε 0 είτε ίση µε έναν πρώτο αριθµό p. Αυτό προκύπτει και από το ότι στην δεύτερη περίπτωση ο
πρωτοδακτύλιος Z1R

∼= Zn ⊆ R ϑα είναι ακέραια περιοχή ως υποδακτύλιος της ακέραιας περιοχής R, και
τότε αναγκαστικά ϑα έχουµε ότι ο n είναι πρώτος.

Στρέφουµε τώρα την προσοχή µας στην περίπτωση κατά την οποία ο δακτύλιος είναι ένα σώµα F . Τότε,
επειδή κάθε σώµα είναι ακέραια περιοχή, ο πρωτοδακτύλιος Z1F του F , δηλαδή ο υποδακτύλιος του F ο
οποίος παράγεται από την µονάδα 1F του F , ϑα είναι ισόµορφος είτε µε το πεπερασµένο σώµα Zp , όπου
p είναι ένας πρώτος αριθµός, αν char(F ) > 0, είτε µε τον δακτύλιο Z των ακεραίων, αν char(F ) = 0. Ας
αναλύσουµε περισσότερο την τελευταία περίπτωση.

Λήµµα 8.4.8. ΄Εστω F ένα σώµα χαρακτηριστικής 0. Τότε ο µοναδικός µονοµορφισµός δακτυλίων φ : Z−→ F
επεκτείνεται µοναδικά σε έναν µονοµορφισµό σωµάτων

φ∗ : Q−→ F, φ∗( a

b

)=φ(a)φ(b)−1
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Απόδειξη. Επειδή η απεικόνιση φ είναι «1-1» και b 6= 0, έπεται ότι φ(b) 6= 0 και άρα υπάρχει το στοιχείο φ(b)−1

διότι το F είναι σώµα. Αν a
b = c

d στο σώµα Q, τότε στον δακτύλιο Z των ακεραίων ϑα έχουµε ad = bc και
εποµένως ϑα έχουµε φ(ad) =φ(a)φ(d) =φ(b)φ(c) =φ(bc) στο σώµα F . Τότε ϑα έχουµε φ∗( a

b

)=φ(a)φ(b)−1 =
φ(c)φ(c)−1 =φ∗( c

d

)
, και εποµένως η απεικόνιση φ∗ είναι καλά ορισµένη. Η απεικόνιση φ∗ είναι «1-1» διότι,

αν φ∗( a
b

)=φ(a)φ(b)−1 = 0, τότε φ(a) = 0 ·φ(b) = 0, και άρα a = 0 διότι η φ είναι «1-1». ΄Αρα Ker(φ∗) = {
0
}
και

έτσι η φ∗ είναι «1-1». Επιπλέον φ∗(1) =φ∗( 1
1 ) =φ(1)φ(1)−1 = 1F ·1−1

F = 1F .
΄Εστω a

b , c
d ∈Q. Τότε ϑα έχουµε:

φ∗( a

b
+ c

d

)=φ∗( ad +bc

bd

)=φ(ad +bc)φ(bd)−1 = (
φ(a)φ(d)+φ(b)φ(c)

)
φ(b)−1φ(d)−1 =

=φ(a)φ(d)φ(b)−1φ(d)−1 +φ(b)φ(c)φ(b)−1φ(d)−1 =φ(a)φ(b)−1 +φ(c)φ(d)−1 =φ∗( a

b

)+φ∗(
c

d

)
Παρόµοια

φ∗( a

b
· c

d

)=φ∗( ac

bd

)=φ(ac)φ(bd)−1 =φ(a)φ(c) ·φ(bd)−1 =φ(a)φ(c) ·φ(b)−1φ(d)−1 =φ∗( a

b
) ·φ∗( c

d

)
Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι η φ∗ είναι ένας µονοµορφισµός σωµάτων.

Αν f : Q−→ F είναι ένας άλλος µονοµορφισµός σωµάτων έτσι ώστε f |Z =φ, δηλαδή η σύνθεση της f µε
την κανονική έγκλειση Z−→Q, n 7−→ n

1 συµπίπτει µε την φ, εποµένως f
( n

1

)=φ(n), ∀n ∈Z, τότε ϑα δείξουµε
ότι f =φ∗. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας ότι η f είναι µονοµορφισµός σωµάτων, ϑα έχουµε, ∀ a

b ∈Q:

f
( a

b

)= f
(
a ·b−1)= f (a) · f (b−1) = f (a) f (b)−1 =φ(a)φ(b)−1 =φ∗( a

b

)
Εποµένως φ∗ = f . ■

Από το Λήµµα 8.4.8, έπεται ότι κάθε σώµα F χαρακτηριστικής ίσης µε µηδέν, περιέχει ως υποδακτύλιο,
και µάλιστα ως τον πρωτοδακτύλιό του, το σώµα των ϱητών. Σ΄ αυτό το πλαίσιο, υπενθυµίζουµε ότι ο
πρωτοδακτύλιος ενός δακτυλίου R είναι η τοµή όλων των υποδακτυλίων του R, και έτσι είναι ο µικρότερος
υποδακτύλιος του R. ΄Οταν ο δακτύλιος είναι ένα σώµα F , τότε ορίζουµε ως υπόσωµα του σώµατος F έναν
υποδακτύλιο K ⊆ F έτσι ώστε ∀k ∈ K \ {0}: k−1 ∈ K . Είναι άµεσο ότι ένα υπόσωµα ενός σώµατος είναι σώµα
και εύκολα έπεται ότι η τοµή υποσωµάτων ενός σώµατος F είναι υπόσωµα του F , ϐλέπε την ΄Ασκηση 8.5.34.
Κατ΄ αναλογία µε τον ορισµό πρωτοδακτυλίων, ορίζουµε ως το πρωτόσωµα ενός σώµατος F να είναι η τοµή
όλων των υποσωµάτων του F . Είναι προφανές ότι το πρωτόσωµα ενός σώµατος είναι το µικρότερο υπόσωµα
του F .

Με ϐάση την παραπάνω ανάλυση και ορολογία, µπορούµε να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το ακό-
λουθο σηµαντικό αποτέλεσµα, µέσω του οποίου τα σώµατα χωρίζονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες ανάλογα
µε την χαρακτηριστική τους.

Θεώρηµα 8.4.9. ΄Εστω F ένα σώµα και P (F ) το πρωτόσωµά του. Τότε :

1. Αν char(F ) = 0, τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός σωµάτων

P (F ) ∼= Q

2. Αν char(F ) = p, όπου p είναι πρώτος, τότε υπάρχει ένας ισοµορφισµός σωµάτων

P (F ) ∼= Zp

Απόδειξη. 1. Το πρωτόσωµα P (F ) του F είναι υποδακτύλιος τους F και άρα περιέχει τον µικρότερο
υποδακτύλιο του F ο οποίος, επειδή char(F ) = 0, είναι ισόµορφος µε τον δακτύλιο Z των ακεραίων. ΄Ετσι
η εικόνα του µοναδικού µονοµορφισµού δακτυλίων φ : Z −→ F περιέχεται στο P (F ). Από το Λήµµα
8.4.8, ο φ επεκτείνεται µοναδικά σε έναν µονοµορφισµό σωµάτων φ∗ : Q −→ F , φ∗( a

b

) = φ(a)φ(b)−1.
Επειδή Im(φ) ⊆ P (F ) και το P (F ) είναι υπόσωµα, έπεται ότι φ(b)−1 ∈ P (F ), ∀b ∈ Z \ {0}. Ως συνέπεια,
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φ∗( a
b

) ∈ P (F ), ∀ a
b ∈Q, και εποµένως Q∼= Im(φ∗) ⊆ P (F ). Επειδή το Q είναι σώµα, έπεται ότι Im(φ∗) είναι

υπόσωµα του F . Επειδή το πρωτόσωµα P (F ) είναι το µικρότερο υπόσωµα του F και Im(φ∗) ⊆ P (F ),
έπεται ότι Im(φ∗) = P (F ). Εποµένως ο µονοµορφισµός φ∗ επάγει έναν ισοµορφισµό σωµάτων

φ∗ : Q
∼=−→ P (F )

2. ΄Οπως και στο µέρος 1., το πρωτόσωµα P (F ) του F είναι υποδακτύλιος του F και άρα περιέχει τον
µικρότερο υποδακτύλιο του F ο οποίος, επειδή το F είναι σώµα και char(F ) = p, είναι ισόµορφος µε
το σώµα Zp των ακεραίων mod p. ΄Ετσι Zp

∼= Im(φ∗), όπου ο µονοµορφισµός φ∗ : Zp −→ F επάγεται
από τον µοναδικό οµοµορφισµό φ : Z −→ F . ΄Αρα ϑα έχουµε Im(φ∗) ⊆ P (F ). Επειδή το πρωτόσωµα
P (F ) είναι το µικρότερο υπόσωµα του F και Im(φ∗) ⊆ P (F ), έπεται ότι Im(φ∗) = P (F ). Εποµένως ο
µονοµορφισµός φ∗ επάγει έναν ισοµορφισµό σωµάτων

φ∗ : Zp
∼=−→ P (F ) ■

Αντίστροφα, αν ένα σώµα F περιέχει έναν υποδακτύλιο R ο οποίος είναι ισόµορφος µε το σώµα Q των
ϱητών, τότε char(F ) = 0. Πράγµατι, έστω f : Q −→ R ένας ισοµορφισµός δακτυλίων. Αν υπάρχει k ∈ N έτσι
ώστε k1F = 0, τότε επειδή 1F ∈ R = f (Q) ϑα είχαµε f (k1) = 0, από όπου k = 0, διότι η f είναι «1-1». Επειδή
αυτό είναι άτοπο, έπεται οτι char(F ) = 0.

Ανάλογο επιχείρηµα δείχνει ότι, αν ένα σώµα F περιέχει έναν υποδακτύλιο R ο οποίος είναι ισόµορφος
µε το σώµα Zp , όπου p είναι πρώτος, τότε char(F ) = p.

8.4.3 Εµφυτεύοντας ∆ακτυλίους Χωρίς Μονάδα σε ∆ακτυλίους (µε Μονάδα)

΄Εστω S ένας δακτύλιος χωρίς µονάδα. Θα δούµε έναν τρόπο να «εµφυτεύσουµε» τον S σε έναν δακτύλιο
µε µονάδα R, δηλαδή ο S είναι ισόµορφος µε έναν υποδακτύλιο χωρίς µονάδα του R. Η κατασκευή που
ϑα περιγράψουµε χρησιµοποιείται για την αναγωγή αρκετών προβληµάτων που αφορούν δακτυλίους χωρίς
µονάδα, σε προβλήµατα δακτυλίων (µε µονάδα).

΄Εστω S = (S,+, ·) ένας δακτύλιος χωρίς µονάδα. Θεωρούµε το ευθύ γινόµενο Z× S των προσθετικών
αβελιανών οµάδων (Z,+) και (S,+):

Z×S = {
(n, s) ∈Z×S | n ∈Z, s ∈ S

}
Υπενθυµίζουµε ότι η πράξη της πρόσθεσης «+» στην αβελιανή οµάδα Z×S ορίζεται ως εξής :

(n1, s1)+ (n2, s2) = (n1 +n2, s1 + s2)

Γράφοντας ως συνήθως ns να είναι το άθροισµα s +·· ·+ s (n-παράγοντες) στην προσθετική αβελιανή οµάδα
(S, .+), ορίζουµε µια πράξη πολλαπλασιασµού «·» στην αβελιανή οµάδα (Z×S,+) ως εξής :

(n1, s1) · (n2, s2) = (n1n2,n1s2 +n2s1 + s1 · s2)

Θεώρηµα 8.4.10. Με τις παραπάνω πράξεις, η τριάδα R = (Z×S,+, ·) αποτελεί δακτύλιο µε µονάδα το στοιχείο
1R = (1,0S ). Επιπλέον η απεικόνιση

f : S −→ R =Z×S, f (s) = (0, s)

είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλίων χωρίς µονάδα ο οποίος επάγει έναν ισοµορφισµό S ∼= Im( f ) δακτυλίων
χωρίς µονάδα, και η εικόνα Im( f ) του f είναι ένα ιδεώδες του R.

Απόδειξη. 1. Ελέγχουµε την προσεταιριστικότητα του πολλαπλασισµού. ΄Εστω (n1, s1), (n2, s2), (n3, s3) ∈ R.
Τότε :

(n1, s1) · ((n2, s2) · (n3, s3)
)= (n1, s1) · (n2n3,n2s3 +n3s2 + s2 · s3) =

= (
(n1n2n3,n2n3s1 +n1(n2s3 +n3s2 + s2 · s3)+ s1 · (n2s3 +n3s2 + s2 · s3)

)=



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. Ι∆ΕΩ∆Η, ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ ΠΗΛΙΚΑ ΚΑΙ ΤΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΙΣΟΜΟΡΦΙΣΜΩΝ 418

= (
n1n2n3,n2n3s1 +n1n2s3 +n1n3s2 +n1s2 · s3 +n2s1 · s3 +n3s1 · s2 + s1 · s2 · s3

)
Παρόµοια : (

(n1, s1) · (n2, s2)
) · (n3, s3) = (

n1n2,n1s2 +n2s1 + s1 · s2
) · (n3, s3) =

= (
n1n2n3,n1n2s3 +n3(n1s2 +n2s1 + s1 · s2)+ (n1s2 +n2s1 + s1 · s2) · s3)

)=
= (

n1n2n3,n1n2s3 +n1n3s2 +n2n3s1 +n3s1 · s2 +n1s2 · s3 +n2s1 · s3 + s1 · s2 · s3)

΄Αρα: (n1, s1) · ((n2, s2) · (n3, s3)
) = (

(n1, s1) · (n2, s2)
) · (n3, s3), και εποµένως ικανοποιείται η προσεταιριστική

ιδιότητα του πολλαπλασιασµού «·».
2. Για την επιµεριστική ιδιότητα, ϑα έχουµε:

(n1, s1) · ((n2, s2)+ (n3, s3)
)= (n1, s1) · (n2 +n3, s2 + s3) = (

n1(n2 +n3),n1(s2 + s3)+ (n2 +n3)s1 + s1 · (s2 + s3)
)=

= (
n1n2 +n1n3,n1s2 +n1s3 +n2s1 +n3s1 + s1 · s2 + s1 · s3

)
και

(n1, s1) · (n2, s2)+ (n1, s1) · (n3, s3) = (n1n2,n1s2 +n2s1 + s1 · s2)+ (n1n3,n1s3 +n3s1 + s1 · s3) =
= (

n1n2 +n1n3,n1s2 +n2s1 +n1s3 +n3s1 + s1 · s3 + s1 · s2
)

΄Αρα: (n1, s1) · ((n2, s2)+ (n3, s3)
)= (n1, s1) · (n2, s2)+ (n1, s1) · (n3, s3).

Επίσης(
(n1, s1)+ (n2, s2)

) · (n3, s3) = (n1 +n2, s1 + s2) · (n3, s3) = (
(n1 +n2)n3,n3(s1 + s2)+ (n1 +n2)s3 + (s1 + s2) · s3)

)=
= (

n1n3 +n2n3,n1s3 +n2s3 +n3s1 +n3s2 + s1 · s3 + s2 · s3
)

και
(n1, s1) · (n3, s3)+ (n2, s2) · (n3, s3) = (n1n3,n1s3 +n3s1 + s1 · s3)+ (n2n3,n2s3 +n3s2 + s2 · s3) =

= (n1n3 +n2n3,n1s3 +n3s1 +n2s3 +n3s2 + s2 · s3 + s1 · s3)

΄Αρα:
(
(n1, s1)+ (n2, s2)

) · (n3, s3) = (n1, s1) · (n3, s3)+ (n2, s2) · (n3, s3).
Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την

πρόσθεση.
3. ∆είχνουµε ότι το στοιχείο (1,0) = (1,0S ) είναι µονάδα του R. Πράγµατι, για κάθε (n, s) ∈ R, ϑα έχουµε:

(1,0S ) · (n, s) = (n,1s +n0S +0S · s) = (n, s) και (n, s) · (1,0S ) = (n,n0S +1s + s ·0S ) = (n, s)

΄Αρα το στοιχείο (1,0) είναι µονάδα του R, και άρα η τριάδα (R,+, ·) είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα.
4. Για την απεικόνιση f : S −→ R =Z×S, f (s) = (0, s), ϑα έχουµε:

f (s1 + s2) = (0, s1 + s2) = (0, s1)+ (0, s2) = f (s1)+ f (s2)

f (s1 · s2) = (0, s1 · s2) και f (s1) · f (s2) = (0, s1) · (0, s2) = (s1 · s2,0)

΄Αρα η απεικόνιση f διατηρεί την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό και έτσι είναι ένας οµοµορφισµός δα-
κτυλίων χωρίς µονάδα. Προφανώς, αν f (s) = (0,0S ), τότε s = 0, και άρα η απεικόνιση f είναι µονοµορφισµός
δακτυλίων χωρίς µονάδα.

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ϑα έχουµε τότε ότι ο f επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων χωρίς
µονάδα: S ∼= Im( f ) και η εικόνα Im( f ) του f είναι ένας υποδακτύλιος χωρίς µονάδα του R.

5. Ο υποδακτύλιος Im( f ) = {
(0, s) ∈ R | s ∈ S

}
είναι ιδεώδες του R διότι, για κάθε (0, s) ∈ Im( f ) και κάθε

(n, s′) ∈ R, ϑα έχουµε:

(0, s) · (n, s′) = (0,ns + s · s′) ∈ Im( f ) και (n, s′) · (0, s) = (0,ns + s′ · s) ∈ Im( f ) ■
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Μετατρέποντας έναν διανυσµατικό χώρο σε µηδενοδύναµο ιδεώδες

΄ΕστωK ένα σώµα και V ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω τουK. Μια παραλλαγή της παραπάνω ϑεώρησης
είναι η «µετατροπή» του V σε ένα ιδεώδες υπεράνω κατάλληλου δακτυλίου. Πιο αναλυτικά, αυτή η µετατροπή
συνίσταται στην κατασκευή ενός δακτυλίου µε µονάδα KnV , ο οποίος περιέχει ένα ιδεώδες I το οποίο είναι
και K-διανυσµατικός χώρος, έτσι ώστε I 2 = 0 και ο V είναι ισόµορφος, ως διανυσµατικός χώρος, µε το
ιδεώδες I ⊆KnV .

΄Εστω K ένα σώµα, και V ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K. Υπενθυµίζουµε από τη Γραµµική
΄Αλγεβρα ότι η τριάδα (V ,+, ·), είναι ένας K-διανυσµατικός χώρος, αν το Ϲεύγος (V ,+) είναι αβελιανή οµάδα
και · : K×V −→ V , (k,~x) 7−→ k ·~x είναι µια εξωτερική πράξη, ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός του K επί του V ,
για την οποία ισχύουν τα εξής : (α) k · (~x +~y) = k ·~x +k ·~y, (β) (k + l ) ·~x = k ·~x + l ·~x, (γ) (kl ) ·~x = k · (l ·~x), (δ)
1 ·~x =~x, όπου ~x,~y ∈ V και k, l ∈K. Από τώρα και στο εξής ϑα γράφουµε: ~x ·k = k ·~x.

Θεωρούµε την προσθετική αβελιανή οµάδα

K×V = {
(k,~x) ∈K×V | k ∈K, ~x ∈ V

}
όπου η πρόσθεση «+» ορίζεται ως εξής :

(k1,~x)+ (k2,~y) = (k1 +k2,~x +~y)

Ορίζουµε µια πράξη πολλαπλασιασµού «·» στην αβελιανή οµάδα K×V ως εξής :

(k1,~x) · (k2,~y) = (k1k2,k1~y +k2~x)

Πρόταση 8.4.11. Η τριάδα (Kn V ,+, ·) είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα ο οποίος είναι και διανυσµατικός
χώρος υπεράνω του K. Η απεικόνιση

g : KnV −→K, g (k,~x) = k

είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων µε πυρήνα το ιδεώδες I =Ker(g ) = {
(0,~x) ∈KnV | ~x ∈ V

}
, και έχουµε έναν

ισοµορφισµό δακτυλίων :

(KnV )/I
∼=−→ K

Το ιδεώδες I είναι K-διανυσµατικός χώρος, υπάρχει ισοµορφισµός K-διανυσµατικών χώρων V ∼= I και :

I 2 = 0

Απόδειξη. Χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα διανυσµατικού χώρου υπεράνω του K και εργαζόµενοι όπως στο
Θεώρηµα 8.4.10, ϐλέπουµε ότι η τριάδα (KnV ,+, ·) είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα το στοιχείο (1,~0).

Για την απεικόνιση f ϑα έχουµε f (1) = (1,~0) και g (1,~0) = 1, και αν k, l ∈K, και (k,~x), (l ,~y) ∈KnV , τότε :

f (k + l ) = (k + l ,~0) = (k,~0)+ (l ,~0) = f (k)+ f (l )

g
(
(k,~x)+ (l ,~y)

)= g (k + l ,~x +~y) = k + l = g (k,~x)+ g (l ,~y)

και
f (kl ) = (kl ,~0) = (k,~0) · (l ,~0) = f (k) · f (l )

g
(
(k,~x) · (l ,~y)

)= g (kl ,k~y + l~x) = kl = g (k,~x) · g (l ,~y)

΄Αρα οι απεικονίσεις f , g είναι οµοµορφισµοί δακτυλίων, και επιπλέον (g ◦ f )(k) = g ( f (k)) = g (k,~0) = k, άρα
g ◦ f = IdK. Προφανώς ϑα έχουµε ότι το I =Ker( f ) = {

(0,~x) ∈KnV | ~x ∈ V
}
είναι ένα ιδεώδες του KnV , και

από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ϑα έχουµε:

(KnV )/I
∼=−→ K

Για κάθε (0,~x), (0,~y) ∈ I , ϑα έχουµε (0,~x) · (0,~y) = (0,0~y +0~x) = (0,~0). Εποµένως άµεσα ϑα έχουµε I 2 = 0.
Τέλος, η απεικόνιση h : V −→ I , h(~x) = (0,~x) είναι προφανώς «1-1» και «επί» και εύκολα ϐλέπουµε ότι

είναι και K-γραµµική, δηλαδή είναι ένας ισοµορφισµός K-διανυσµατικών χώρων. ■
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Παράδειγµα 8.4.12. Στην παραπάνω Πρόταση, έστω V =K. Τότε ο δακτύλιος KnK καλείται ο δακτύλιος
των δυϊκών αριθµών υπεράνω του K. ΄Ετσι κάθε σώµα K γίνεται ιδεώδες I , έτσι ώστε I 2 = 0, στον δακτύλιο
των δυϊκών αριθµών KnK.

Εδώ ϑα δείξουµε ότι ο δακτύλιος KnK των δυϊκών αριθµών υπεράνω του K, και ο δακτύλιος πηλίκο
K[t ]/(t 2) των πολυωνύµων υπεράνω του K ως προς το κύριο ιδεώδες το οποίο παράγεται από το πολυώνυµο
t 2, είναι ισόµορφοι :

KnK
∼=−→ K[t ]/(t 2)

Πράγµατι ϑεωρούµε την απεικόνιση

f : KnK −→ K[t ]/(t 2), f (k0,k1) = (k0 +k1t )+ (t 2)

Τότε ϑα έχουµε f (1KnK) = f (1,0) = 1+ (t 2) = 1K[t ]/(t 2), και αν (k0,k1), (l0, l1) ∈KnK, ϑα έχουµε:

f
(
(k0,k1)+ (l0, l1)

)= f (k0 + l0,k1 + l1) = (k0 + l0)+ (k1 + l1)t + (t 2) = (k0 +k1t )+ (t 2)+ (l0 + l1t )+ (t 2) =
= f (k0,k1)+ f (l0, l1)

f
(
(k0,k1) · (l0, l1)

)= f (k0l0,k0l1 +k1l0) = (k0l0)+ (k0l1 +k1l0)t + (t 2) = (
(k0 +k1t )+ (t 2)

) · ((l0 + l1t )+ (t 2)
)=

= f (k0,k1) · f (l0, l1)

όπου παραπάνω ο όρος k1l1t 2 δεν εµφανίζεται διότι ανήκει στο ιδεώδες (t 2). Εποµένως η απεικόνιση f είναι
οµοµορφισµός δακτυλίων. Επιπλέον :

Ker( f ) = {
(k0,k1) ∈KnK | f (k0,k1) = 0k[t ]/(t 2)

}= {
(k0,k1) ∈KnK | (k0 +k1t )+ (t 2) = (t 2)

}=
= {

(k0,k1) ∈KnK | (k0 +k1t ) ∈ (t 2)
}

Η σχέση k0 + k1t ∈ (t 2) σηµαίνει ότι το πολυώνυµο k0 + k1t είναι πολλαπλάσιο του πολυωνύµου t 2, και
προφανώς αυτό είναι εφικτό µόνο αν k0 = k1 = 0. Τότε Ker( f ) = {

0KnK
}
, και άρα η f είναι µονοµορφισµός.

Τέλος, αν P (t )+(t 2) είναι ένα τυπικό στοιχείο του δακτυλίου K[t ]/(t 2), τότε από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του
πολυωνύµου P (t ) µε το πολυώνυµο t 2 ϑα έχουµε: P (t ) = Q(t )t 2 +R(t ), όπου R(t ) = 0 ή degR(t ) < 2. ΄Αρα
R(t ) = k0 +k1t , όπου k0,k1 ∈K, και τότε

P (t )+ (t 2) = (k0 +k1t )+Q(t )t 2 + (t 2) = (k0 +k1t )+ (t 2) = f (k0,k1)

∆ηλαδή η f είναι επιµορφισµός και άρα ισοµορφισµός δακτυλίων.
Ο δακτύλιος R[t ]/(t 2) έχει και µια παράσταση ως δακτύλιος πινάκων. Πράγµατι, το υποσύνολο

{(
a b
0 a

) ∈
M2(R) | a,b ∈R}

είναι ένας υποδακτύλιος του M2(R), και υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων{(
a b
0 a

)
∈ M2(R) | a,b ∈R

} ∼=−→ R[t ]
/

(t 2)

ϐλέπε την ΄Ασκηση 8.5.27
p

8.4.4 ∆ακτύλιοι Ενδοµορφισµών και το Θεώρηµα του Cayley

΄Οπως µε τα µονοειδή και τις οµάδες, υπάρχει εκδοχή του Θεωρήµατος του Cayley και για δακτυλίους.
Στο παρόν πλαίσιο το ακόλουθο Θεώρηµα δείχνει ότι κάθε δακτύλιος µπορεί να ϑεωρηθεί ως υποδακτύλιος
του δακτυλίου ενδοµορφισµών της υποκείµενης προσθετικής του αβελιανής οµάδας. ΄Ετσι οι δακτύλιοι
ενδοµορφισµών αβελιανών οµάδων διαδραµατίζουν στη ϑεωρία δακτυλίων αντίστοιχα ϱόλο µε τον ϱόλο των
συµµετρικών οµάδων στη ϑεωρία οµάδων.

Θεώρηµα 8.4.13 (Θεώρηµα Cayley για ∆ακτυλίους). Κάθε δακτύλιος είναι ισόµορφος µε έναν υποδακτύλιο
του δακτυλίου ενδοµορφισµών µιας αβελιανής οµάδας. Αναλυτικότερα, η απεικόνιση

Φ : R −→ EndZ(R), r 7−→Φ(r ) :=Φr , όπου Φr : R −→ R, Φr (s) = r · s

είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλίων.
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Απόδειξη. Κατ΄ αρχήν δείχνουµε ότι, για κάθε r ∈ R, η απεικόνιση Φr είναι οµοµορφισµός της προσθετικής
αβελιανής οµάδας (R,+). ΄Εστω r, s1, s2 ∈ R. Τότε :

Φr (s1 + s2) = r · (s1 + s2) = r · s1 + r · s2 =Φr (s1)+Φr (s2)

΄Αρα για κάθε r ∈ R, ϑα έχουµε Φr ∈ EndZ(R). Θα έχουµε Φ1R (s) =Φ1R (s) = 1R · s = s = IdR (s) και εποµένως
Φ(1R ) = IdR = 1EndZ(R). ΄Εστω r1,rr ∈ R. Τότε ϑα έχουµε:

Φr1+r2 (s) = (r1 + r2)◦ s = r1 · s + r2 · s =Φr1 (s)+Φr2 (s) =⇒ Φ(r1 + r2) =Φr1+r2 =Φr1 +Φr2 =Φ(r1)+Φ(r2)

Φr1·r2 (s) = (r1 · r2) · s = r1 · (r2 · s) = r1 ·Φr2 (s) =Φr1 (Φr2 (s)) =⇒ Φ(r1 · r2) =Φr1·r2 =Φr1 ◦Φr2 =Φ(r1)◦Φ(r2)

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι η απεικόνιση Φ είναι οµοµορφσιµός δακτυλίων. Για τον πυρήνα του Φ
ϑα έχουµε:

Ker(Φ) = {
r ∈ R | Φ(r ) = 0EndZ(R)

}= {
r ∈ R | Φ(r )(s) = 0(s), ∀s ∈ R

}= {
r ∈ R | r · s = 0R , ∀s ∈ R

}=
= {

r ∈ R | r = r ·1R = 0R
}= {

0R
}

και άρα η Φ είναι µονοµορφισµός. ■

Ορισµός 8.4.14. Ο µονοµορφισµός δακτυλίων Φ : R −→ EndZ(R), καλείται η αριστερή κανονική αναπα-
ϱάσταση του R.

Παρατήρηση 8.4.15. ∆ακτύλιοι για τους οποίους η αριστερή κανονική αναπαράσταση τους είναι ισοµορ-
ϕισµός είναι πολύ ειδικοί, και η κλάση τους είναι πολύ µικρή. Για παράδειγµα, αυτό συµβαίνει για τους
δακτυλίους Z, Q, Zn , ∀n ≥ 1. Είναι εύκολο να δειχθεί ότι δακτύλιοι R των οποίων η αριστερή κανονική
αναπαράσταση είναι ισοµορφισµός είναι µεταθετικοί και, αν επιπρόσθετα η προσθετική οµάδα (R,+) είναι
πεπερασµένα παραγόµενη, τότε είτε R =Z είτε R =Zn , ϐλέπε τις ΄Ασκήσεις 8.5.28 και 8.5.31.

Συµβολίζουµε µε
EndRing(R) = {

f : R −→ R | f : οµοµορφισµός δακτυλίων
}

HomRing(R,S) = {
f : R −→ S | f : οµοµορφισµός δακτυλίων

}
Πρόταση 8.4.16. Υπάρχουν ισοµορφισµοί δακτυλίων :

EndRing(Z) = {
IdZ

}
και EndRing(Zp ) = {

IdZp

}
(p : πρώτος) και EndRing(Q) = {

IdQ
}

Απόδειξη. 1. ΄Εστω f : Z−→Z ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε ο f είναι ιδιαίτερα ενδοµορφισµός της
προσθετικής οµάδας (Z,+). Από το Θεώρηµα 6.4.6 γνωρίζουµε ότι f = fk , όπου k ∈Z και fk : Z−→Z,
fk (x) = kx. Επειδή ο f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, ϑα έχουµε 1 = fk (1) = k. ΄Αρα f = IdZ.

2. ΄Εστω f : Zp −→Zp ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε ο f είναι ιδιαίτερα ενδοµορφισµός της προ-
σθετικής οµάδας (Z,+). Από το Λήµµα 6.4.11 γνωρίζουµε ότι το σύνολο των ενδοµορφισµών της προ-
σθετικής οµάδας (Zp ,+) είναι µια κυκλική οµάδα τάξης p, µε στοιχεία fk : Zp −→Zp , fk ([x]p ) = [kx]p .
0 ≤ k ≤ p−1. Εποµένως ϑα έχουµε f = fk , για κάποιο k = 0,1, · · · , p−1. Προφανώς k 6= 0, διότι διαφορε-
τικά f = f0 ϑα είναι ο µηδενικός οµοµορφισµός και αυτό είναι άτοπο. Επειδή ο f είναι οµοµορφισµός
δακτυλίων, ϑα έχουµε: fk ([1]p ) = [1]p από όπου [k]p = [1]p , δηλαδή p | k −1 και τότε k −1 = 0 διότι
διαφορετικά ϑα είχαµε k < p ≤ k −1, το οποίο είναι άτοπο. ΄Ετσι k = 1 και εποµένως f = f1 = IdZp .
Εποµένως ο ταυτοτικός ενδοµορφισµός είναι ο µοναδικός ενδοµορφισµός του δακτυλίου Zp .

3. ΄Εστω f : Q −→ Q ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. ΄Εστω a
b ∈ Q ένα τυχόν στοιχείο. Χρησιµοποιώντας

ότι ο f είναι ιδιαίτερα ενδοµορφισµός της προσθετικής οµάδας (Q,+) και στέλνει την µονάδα στην
µονάδα, f (1) = 1, ϑα έχουµε:

b f
( a

b

)= f
(
b

a

b

)= f (a) = a f (1) = a =⇒ f
( a

b

)= a

b

Εποµένως f = IdQ. ■
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Παρατήρηση 8.4.17. Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 8.2.14, για κάθε δακτύλιο R υπάρχει µοναδικός οµο-
µορφισµός δακτυλίων φ : Z−→ R, όπου φ(m) = m ·1R . Επίσης, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 8.4.9, για κάθε σώ-
µα F , υπάρχουν µοναδικοί οµοµορφισµοί σωµάτων Q−→ F (αν char(F ) = 0) και Zp −→ F (αν char(F ) = p > 0,
όπου p: πρώτος). Εποµένως, ϑέτοντας R = Z, F = Q και F = Zp , έχουµε µια διαφορετική απόδειξη της
παραπάνω πρότασης. N

Πρόταση 8.4.18. Υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων :

EndRing(R) = {
IdR

}
Αν f : C−→C είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων ο οποίος ικανοποιεί την συνθήκη f (r ) = r , ∀r ∈R, τότε :

είτε f = IdC είτε f = −, όπου − : C−→C, z 7−→ z

Απόδειξη. 1. ΄Εστω f : R−→R ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε ο f είναι ιδιαίτερα ενδοµορφισµός της
προσθετικής οµάδας (Z,+), και, εργαζόµενοι όπως στην παραπάνω Πρόταση, ϐλέπουµε ότι f (q) = q,
∀q ∈Q. Θα δείξουµε ότι x ≤ y συνεπάγεται ότι f (x) ≤ f (y), για κάθε δύο x, y ∈R. Πράγµατι, ϑα έχουµε
y − x ≥ 0 και επειδή κάθε µη αρνητικός αριθµός έχει τετραγωνική ϱίζα, έπεται ότι υπάρχει z ∈ R έτσι
ώστε z2 = y −x. Τότε f (y)− f (x) = f (y −x) = f (z2) = f (zz) = f (z) f (z) ≥ 0.

΄Εστω ότι υπάρχει x ∈ R έτσι ώστε f (x) 6= x. Χρησιµοποιούµε ότι µεταξύ δύο πραγµατικών αριθµών
a,b ∈R µε a < b υπάρχει πάντα ϱητός q ∈Q : a < q < b. Αν f (x) < x, έστω q ∈Q έτσι ώστε f (x) < q < x.
Τότε ϑα έχουµε f ( f (x)) ≤ f (q) ≤ f (x), δηλαδή f ( f (x)) ≤ q ≤ f (x), το οποίο είναι άτοπο διότι q ≤ f (x).
Αν x < f (x), έστω q ∈Q έτσι ώστε x < q < f (x). Τότε ϑα έχουµε f (x) ≤ f (q) ≤ f ( f (x)), δηλαδή f (x) ≤
q ≤ f ( f (x)), το οποίο είναι άτοπο διότι q < f (x). ΄Αρα αναγκαστικά f (x) = x και εποµένως f = IdR.

2. ΄Εστω f : C−→C ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε :

−1 =− f (1) = f (−1) = f (i 2) = f (i · i ) = f (i ) · f (i ) =⇒ f (i ) =±i

Από την άλλη πλευρά για κάθε µιγαδικό αριθµό z = a+bi , όπου a,b ∈R, ϑα έχουµε: f (z) = f (a+bi ) =
f (a)+ f (bi ) = f (a)+ f (b) f (i ) = a+b f (i ). Αν f (i ) = i , τότε προφανώς f = IdC. Αν f (i ) =−i τότε f (z) = z.
΄Αρα ϑα έχουµε ότι είτε f = IdC είτε f = −. ■

Παρατήρηση 8.4.19. Σε αντίθεση µε το τι συµβαίνει στους δακτυλίους Z, Zp , Q, και R, υπάρχει, εκτός
του ταυτοτικού και του αυτοµορφισµού συζυγίας, µη αριθµήσιµο πλήθος ενδοµορφισµών, και µάλιστα
αυτοµορφισµών, του C. Οι αυτοµορφισµοί αυτοί καλούνται «άγριοι», ως απεικονίσεις είναι µη συνεχείς, και η
ύπαρξή τους εξασφαλίζεται µε προχωρηµένες συνολοθεωρητικές µεθόδους. ΄Ετσι η απόδειξη ξεφεύγει από το
πλαίσιο των σηµειώσεων αυτών. Στην παραπάνω Πρόταση δείξαµε ότι αν περιοριστούµε σε ενδοµορφισµούς
του C οι οποίοι αφήνουν σταθερά τα στοιχεία του R, τότε υπάρχουν µόνο δύο ενδοµορφισµοί, ο ταυτοτικός
και ενδοµορφισµός συζυγίας. N

Παράδειγµα 8.4.20. Θεωρούµε την αριστερή κανονική αναπαράσταση του R:

Φ : R −→ EndZ(R), r 7−→Φ(r ) :=Φr , όπου Φr : R −→ R, Φr (s) = r · s

Τότε η εικόνα Im(Φ) = {
Φr ∈EndZ(R) | r ∈ R

}
είναι ένας υποδακτύλιος του EndZ(R). Θα προσδιορίσουµε τον

κεντροποιητή
CEndZ(R)(Im(Φ)) = {

f ∈EndZ(R) | f ◦Φr =Φr ◦ f , ∀r ∈ R
}

Για κάθε r ∈ R και κάθε x ∈ R, ϑα έχουµε

( f ◦Φr )(x) = f (Φr (x)) = f (r x) και (Φr ◦ f )(x) =Φr ( f (x) = r f (x)

΄Αρα:
CEndZ(R)(Im(Φ)) = {

f ∈EndZ(R) | f (r x) = r f (x), ∀r, x ∈ R
} p
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Παρατήρηση 8.4.21. Θεωρούµε την απεικόνιση:

Ψ : R −→ EndZ(R), r 7−→Ψ(r ) :=Ψr , όπου Ψr : R −→ R, Ψr (s) = s · r

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση Ψ ικανοποιεί τις ακόλουθες σχέσεις : Ψ(1R ) = IdR , Ψ(r1 + r2) =Ψ(r1)+
Ψ(r2), και Ψ(r1 ·r2) =Ψ(r2)◦Ψ(r1), ∀r1,r2 ∈ R. ΄Αρα η απεικόνιση Ψ : R −→EndZ(R) δεν είναι οµοµορφισµός
δακτυλίων, αλλά είναι οµοµορφισµός δακτυλίων

Ψ : Rop −→ EndZ(R), r 7−→Ψ(r ) :=Ψr , όπου Ψr : R −→ R, Ψr (s) = s · r

όπου Rop είναι ο αντίθετος δακτύλιος του R. Υπενθυµίζουµε ότι Rop = (R,+, ·op), όπου r1 ·op r2 = r2 · r1.
Ο οµοµορφισµός δακτυλίων Ψ : Rop −→ EndZ(R), Ψ(r )(x) = x · r , καλείται η δεξιά κανονική αναπαρά-

σταση του R.
p

8.5 Ασκήσεις

΄Ασκηση 8.5.1. ΄Εστω f : R −→ S µια απεικόνιση µεταξύ δακτυλίων R και S, για την οποία ισχύει ότι, ∀x, y ∈ R:

f (x + y) = f (x)+ f (y) και f (x · y) = f (x) · f (y)

1. Να δειχθεί ότι το στοιχείο f (1R ) είναι µονάδα στον υποδακτύλιο χωρίς µονάδα f (R) αλλά όχι απαραίτητα
στον δακτύλιο S.

2. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση f ικανοποιεί και την ιδιότητα f (1R ) = 1S , και άρα είναι οµοµορφισµός
δακτυλίων, αν f 6= 0 και ικανοποιείται µια από τις ακόλουθες τρεις προϋποθέσεις :

(α) Ο οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός.

(β) Ο δακτύλιος S είναι δακτύλιος διαίρεσης.

(γ) Ο δακτύλιος S δεν έχει διαιρέτες του µηδενός.

3. Αν ισχύει f (1R ) = 1S , τότε να δειχθεί ότι :

(α) για κάθε αντιστρέψιµο στοιχείο x ∈ R, το στοιχείο f (x) ∈ S είναι αντιστρέψιµο και f (x)−1 = f (x−1), και

(β) ο οµοµορφισµός δακτυλίων f : R −→ S επάγει έναν οµοµορφισµό οµάδων f : U(R) −→U(S) µεταξύ των
(πολλαπλασιαστικών) οµάδων των δακτυλίων R και S αντίστοιχα.

΄Ασκηση 8.5.2. Να δώσετε παράδειγµα οµοµορφισµού δακτυλίων f : R −→ S, όπου R και S είναι δακτύλιοι µε
µονάδα, έτσι ώστε :

1. f (1R ) 6= 1S .

2. ο δακτύλιος R περιέχει αντιστρέψιµο στοιχείο x και το στοιχείο f (x) ∈ S δεν είναι αντιστρέψιµο.

΄Ασκηση 8.5.3. 1. Είναι δυνατόν ένας δακτύλιος µε µονάδα να περιέχει ταυτόχρονα δύο υποδακτύλιους
ισόµορφους µε τους Zn και Zm , όπου m 6= n; Αν είναι, δώστε ένα παράδειγµα. Αν όχι, αποδείξτε το.

2. Είναι δυνατόν ένας δακτύλιος µε µονάδα να περιέχει ταυτόχρονα δύο υποδακτύλιους ισόµορφους προς
τα σώµατα Zp και Zq , όπου p και q είναι δύο διαφορετικοί πρώτοι ; ∆ώστε παράδειγµα ή δείξτε ότι είναι
αδύνατον.
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΄Ασκηση 8.5.4. Αν R είναι ένα µεταθετικός δακτύλιος και I , J , και K είναι ιδεώδη του R, τότε να δειχθούν τα
ακόλουθα:

I + (J +K ) = (I + J )+K , (0)+ I = I = I + (0), I + J = J + I , R + I = R = I +R

µε άλλα λόγια το σύνολο Ideal(R) όλων των ιδεωδών του R µε πράξη το άθροισµα ιδεωδών αποτελεί ένα
µεταθετικό µονοειδές.

΄Ασκηση 8.5.5. Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος και I , J , και K είναι ιδεώδη του R, τότε να δειχθούν
τα ακόλουθα:

I · (J ·K ) = (I · J ) ·K , R · I = I = I ·R, I · J = J · I

µε άλλα λόγια το σύνολο Ideal(R) όλων των ιδεωδών του R µε πράξη το γινόµενο ιδεωδών αποτελεί ένα
µεταθετικό µονοειδές.

΄Ασκηση 8.5.6. ΄Εστω ότι R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος και ότι I , J , και K είναι ιδεώδη του R. Τότε :

(I ∩ J )+ (I ∩K ) ⊆ I ∩ (J +K ), I + (J ∩K ) ⊆ (I + J )∩ (I +K ), I · (J +K ) = I · J + I ·K , I · (J ∩K ) ⊆ (I · J )∩ (I ·K )

΄Ασκηση 8.5.7. Αν R είναι µια µεταθετική ακέραια περιοχή στην οποία κάθε ιδεώδες είναι κύριο, να δειχθεί
ότι το σύνολο Ideal∗(R) όλων των µη µηδενικών ιδεωδών του R µε πράξη το γινόµενο ιδεωδών, είναι ένα
µεταθετικό µονοειδές για το οποίο ισχύει ο Νόµος ∆ιαγραφής, ∀I , J ,K ∈ Ideal∗(R):

I · J = I ·K =⇒ J = K

΄Ασκηση 8.5.8. ΄Αν f , g : Q −→ R είναι µοµοµορφσιµοί δακτυλίων και ισχύει ότι f (n) = g (n), ∀n ∈ Z, να
δειχθεί ότι f = g .

΄Ασκηση 8.5.9. 1. Να προσδιοριστούν όλοι οι οµοµορφισµοί δακτυλίων Z−→Z.

2. Να προσδιοριστούν όλοι οι οµοµορφισµοί δακτυλίων Z−→Q.

3. Να προσδιοριστούν όλοι οι οµοµορφισµοί δακτυλίων Zn −→Zn .

4. Να προσδιοριστούν όλοι οι οµοµορφισµοί δακτυλίων Zn −→Zm , όπου n,m ≥ 2.

΄Ασκηση 8.5.10. Να δείξετε ότι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων f : R −→ S, όπου R είναι σώµα, είναι είτε ο
µηδενικός (οπότε 0S = 1S ) ή είναι µονοµορφισµός. Επίσης να δείξετε ότι ο f δεν είναι απαραίτητα επιµορφισµός.

Να δείξετε ότι ο δακτύλιος πηλίκο R/I ενός σώµατος R ως προς ένα ιδεώδες I είναι είτε ο µηδενικός
δακτύλιος µε ένα στοιχείο ή είναι ισόµορφος µε το σώµα R.

΄Ασκηση 8.5.11. 1. Να δοθεί παράδειγµα µη µεταθετικού δακτυλίου R, ο οποίος περιέχει ένα ιδεώδες I
έτσι ώστε ο δακτύλιος πηλίκο R/I να είναι µεταθετικός.

2. Να δοθεί παράδειγµα δακτυλίου R χωρίς µονάδα, ο οποίος περιέχει ένα ιδεώδες I έτσι ώστε ο δακτύλιος
πηλίκο R/I να έχει µονάδα.

3. Να δοθεί παράδειγµα δακτυλίου R µε διαιρέτες του µηδενός, ο οποίος περιέχει ένα ιδεώδες I έτσι ώστε ο
δακτύλιος πηλίκο R/I να µην έχει διαιρέτες του µηδενός.

4. Να δοθεί παράδειγµα δακτυλίου R χωρίς διαιρέτες του µηδενός, ο οποίος περιέχει ένα ιδεώδες I έτσι
ώστε ο δακτύλιος πηλίκο R/I να έχει διαιρέτες του µηδενός.

5. Βρείτε έναν υποδακτύλιο του δακτυλίου Z×Z, ο οποίος να µην είναι ιδεώδες του Z×Z.
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΄Ασκηση 8.5.12. 1. ∆είξτε ότι η απεικόνιση

f : C −→ M2(R), f (a +bi ) =
(

a b
−b a

)
είναι µονοµορφισµός δακτυλίων.

2. Θεωρούµε τον υποδακτύλιο
Q[

p
5] = {

a +b
p

5 ∈ R | a,b ∈Q}
του σώµατος R των πραγµατικών αριθµών. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο Q[

p
5] είναι σώµα και η απεικό-

νιση
f : Q[

p
5] −→ Q[

p
5], f (a +b

p
5) = a −b

p
5

είναι ισοµορφισµός δακτυλίων.

΄Ασκηση 8.5.13. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

f : Z−→Z3 ×Z5, f (x) = ([x]3, [x]5)

είναι επιµορφισµός δακτυλίων και να προσδιοριστεί ο πυρήνας του.

΄Ασκηση 8.5.14. Για έναν µη µηδενικό ακέραιο d ο οποίος είναι ελεύθερος τετραγώνου (δηλαδή δεν υπάρχει
πρώτος το τετράγωνο του οποίου διαιρεί τον d ), να δειχθεί ότι το υποσύνολο

Z[
p

d ] = {
a +b

p
d ∈C | a,b ∈Z}

είναι ένας υποδακτύλιος του C και να ϐρεθούν τα στοιχεία x ∈ Z[
p

d ] για τα οποία η απεικόνιση Z −→
Z[

p
d ]

/
(x), a 7−→ a + (x) είναι επιµορφισµός δακτυλίων. Αν x είναι ένα τέτοιο στοιχείο, να δειχθεί ότι υπάρχει

ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

Z
/
Z∩ (x)

∼=−→ Z[
p

d ]
/

(x)

΄Ασκηση 8.5.15. ΄Εστω ο δακτύλιος πολυωνύµων R[t ] υπεράνω του R. ΄Εστω τα κύρια ιδεώδη του R[t ]

I = (t 2 +2) και J = (t 2 −9)

τα οποία παράγονται από τα πολυώνυµα t 2 +2 και t 2 −9. Να περιγραφούν οι δακτύλιοι πηλίκα R[t ]/I και
R[t ]/J . Τι παρατηρείτε ;

΄Ασκηση 8.5.16. Να ϐρεθούν όλα τα ιδεώδη του υποδακτυλίου

AT2(R) =
{(

a b
0 c

)
∈M2(R) | a,b,c ∈R

}
⊆ M2(R)

των 2×2 άνω τριγωνικών πινάκων υπεράνω του R.

΄Ασκηση 8.5.17. ΄Εστω K ένα σώµα. Να δειχθεί ότι τα µόνα ιδεώδη του δακτυλίου πινάκων M2(K) είναι το
µηδενικό ιδεώδες και ο ίδιος ο δακτύλιος. Να εξεταστεί αν αυτός ο ισχυρισµός είναι αληθής όταν n > 2.

΄Ασκηση 8.5.18. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. Να δειχθεί ότι ένα υποσύνολο A του δακτυλίου πινάκων
Mn(R) είναι ιδεώδες του Mn(R) αν και µόνο αν υπάρχει ιδεώδες I του R έτσι ώστε :

A =Mn(I ) :=
{

A = (ai j ) ∈ Mn(R) | ai j ∈ I , 1 ≤ i , j ≤ n
}

Επιπλέον να δειχθεί ότι η απεικόνιση

Φ :
{
ιδεώδη I του R

} −→ {
ιδεώδη A του Mn(R)

}
, Φ(I ) =Mn(I )

είναι «1-1» και «επί».
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΄Ασκηση 8.5.19. 1. Βρείτε όλα τα ιδεώδη N του δακτυλίου Z12. Σε κάθε περίπτωση να περιγράψετε τον
δακτύλιο πηλίκο Z12/N , δηλαδή ϐρείτε γνωστό δακτύλιο µε τον οποίο είναι ισόµορφος ο δακτύλιος
πηλίκο Z12/N .

2. Να δείξετε ότι το υποσύνολο 8Z είναι ιδεώδες του δακτυλίου 2Z, και να συµπληρώσετε τους πίνακες
πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού του δακτύλιου πηλίκου 2Z/8Z. Είναι οι δακτύλιοι 2Z/8Z και Z4

ισόµορφοι ;

΄Ασκηση 8.5.20. ΄Εστω
{

Ik
}n

k=1 ένα σύνολο δεξιών, αριστερών ή αµφίπλευρων ιδεώδώνµ ενός δακτύλίου.
Να δειχθεί ότι αν Ii ∩ I j =

{
0
}
, 1 ≤ i 6= j ≤ n, τότε το άθροισµα I1 + I2 +·· ·+ In δεν είναι απαραίτητα ευθύ.

΄Ασκηση 8.5.21. Να δοθεί παράδειγµα οµοµορφισµού δακτυλίων f : R −→ S και ιδεώδους I του R έτσι ώστε
το υποσύνολο f (I ) να µην είναι ιδεώδες του S.

΄Ασκηση 8.5.22. ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Να δειχθεί ότι ο οµοµορφισµός δακτυλίων
f επάγει έναν οµοµορφισµό δακτυλίων πινάκων

Mn( f ) : Mn(R) −→Mn(S), A = (ai j ) 7−→ Mn( f )(A), όπου Mn( f )(A)i j = ( f (ai j ))

΄Ασκηση 8.5.23. Να αποδειχθεί η Πρόταση 8.2.24.

΄Ασκηση 8.5.24. Να δειχθεί ότι κάθε δακτύλιος R µπορεί να εµφυτευθεί ταυτόχρονα ως υποδακτύλιος S και
ως ιδεώδες I σε έναν δακτύλιο R̃, έτσι ώστε I 2 = 0.

Υπόδειξη: Στην αβελιανή οµάδα R×R να ϑεωρήστε πολλαπλασιασµό (r1,r2) ·(r ′
1,r ′

2) = (r1 ·r ′
1,r1 ·r ′

2+r2 ·r ′
1).

΄Ασκηση 8.5.25. Να περιγραφεί ο δακτύλιος πηλίκο Z[t ]/(2, t ) ως ισόµορφος µε έναν γνωστό σας δακτύλιο.

΄Ασκηση 8.5.26. Αν p είναι ένας πρώτος αριθµός, να περιγραφεί ο δακτύλιος πηλίκο Z[t ]/(p, t 2 + 1) ως
ισόµορφος µε έναν γνωστό σας δακτύλιο.

΄Ασκηση 8.5.27. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο
{(

a b
0 a

) ∈M2(R) | a,b ∈ R}
είναι ένας υποδακτύλιος του M2(R),

και υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων{(
a b
0 a

)
∈ M2(R) | a,b ∈R

} ∼=−→ R[t ]
/

(t 2)

΄Ασκηση 8.5.28. Να δειχθεί ότι αν για έναν δακτύλιο R η αριστερή κανονική αναπαράσταση είναι ισοµορφι-
σµός, τότε ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός.

΄Ασκηση 8.5.29. Να ϐρεθεί η αριστερή κανονική αναπαράστση των δακτυλίων Z, Q, Zn .

΄Ασκηση 8.5.30. Να ϐρεθεί η αριστερή κανονική αναπαράσταση (α) του δακτυλίου M2(R) των 2×2 πινάκων
µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς, και (β) του δακτυλίου AT2(R) των 2× 2 άνω τριγωνικών πινάκων µε
στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς.

΄Ασκηση 8.5.31. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και υποθέτουµε ότι η προσθετική οµάδα του (R,+) είναι κυκλική.
Τι συµπέρασµα µπορείτε να εξαγάγετε για την δοµή του δακτυλίου R;
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΄Ασκηση 8.5.32. Στον δακτύλιο C ([0,1],R) = {
f : [0,1] −→R | f : συνεχής

}
, να δειχθεί ότι το υποσύνολο

Ir =
{

f ∈C ([0,1],R) | f (r ) = 0
}

(r ∈ [0,1])

είναι ένα ιδεώδες το οποίο δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

΄Ασκηση 8.5.33. Να δείξετε ότι στην αβελιανή προσθετική οµάδα του Klein V = {
e, a,b,c

}
µπορούµε να

ορίσουµε µια πράξη πολλαπλασιασµού · έτσι ώστε η τριάδα (V ,+, ·) να είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε
µονάδα. Να δείξετε ότι ο δακτύλιος (V ,+, ·) είναι ισόµορφος µε τον δακτύλιο ευθύ γινόµενο Z2 ×Z2.

΄Ασκηση 8.5.34. Υπενθυµίζουµε ότι ένα µη κενό υποσύνολο F ενός σώµατος K καλείται υπόσωµα, αν : (α)
a −b ∈K, ∀a,b ∈K, και (β) ab−1 ∈K, ∀a,b ∈K, b 6= 0.

1. Να δείξετε ότι, µε τις επαγόµενες πράξεις του σώµατος, ένα υπόσωµα είναι σώµα.

2. Να δείξετε ότι η τοµή υποσωµάτων ενός σώµατος είναι υπόσωµα.

3. Να δείξετε ότι υπάρχει µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα R ο οποίος περιέχει δύο υποδακτυλίους S και
T οι οποίοι είναι σώµατα, αλλά ο υποδακτύλιος S ∩T δεν είναι σώµα.

΄Ασκηση 8.5.35. ΄Εστω ο δακτύλιος πολυωνύµων R[t ] υπεράνω του R. Να δείξετε ότι τα υποσύνολα

I = {
P (t )(t 2 −1) ∈R[t ] | P (t ) ∈R[t ]

}
και I = {

P (t )(t 2 −5t +6) ∈R[t ] | P (t ) ∈R[t ]
}

είναι ιδεώδη του R[t ] και να περιγραφούν οι δακτύλιοι πηλίκα R[t ]/I και R[t ]/J .

΄Ασκηση 8.5.36. 1. ∆είξτε ότι η απεικόνιση

f : C −→ H, f (z) =
(

z 0
0 z

)
είναι µονοµορφισµός δακτυλίων, όπου

H=
{(

z w
−w z

)
∈M2(C) | z, w ∈C

}
είναι ο δακτύλιος διαίρεσης των τετρανίων του Hamilton.

2. ΄Εστω F ένα σώµα χαρακτηριστικής p > 0. Να δείξετε ότι η απεικόνιση Frobenius3

F : F −→ F, F (a) = ap

είναι οµοµορφισµός δακτυλίων.

΄Ασκηση 8.5.37. Να δοθεί παράδειγµα υποδακτυλίου S ⊆ R ενός δακτυλίου R και ενός ιδεώδους I ⊆ S του S
έτσι ώστε το I να µην είναι ιδεώδες του R.

Υπενθυµίζουµε ότι ένα στοιχείο r ∈ R ενός δακτυλίου R καλείται µηδενοδύναµο, αν υπάρχει n ≥ 1 έτσι
ώστε r n = 0.

3Ferdinand Georg Frobenius (26 Οκτωβρίου 1849 - 3 Αυγούστου 1917) [https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_
Georg_Frobenius]: Γερµανός µαθηµατικός, µε σηµαντική συµβολή στην ΄Αλγεβρα, ιδιαίτερα στη Θεωρία Οµάδων, στην Ανάλυση,
ιδιαίτερα στις διαφορικές εξισώσεις και στη ϑεωρία ελλειπτικών συναρτήσεων, και στη Θεωρία Αριθµών.

https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius
https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius
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΄Ασκηση 8.5.38. Αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, να δειχθεί ότι το σύνολο Nil(R) όλων των µηδενο-
δύναµων στοιχείων του R είναι ένα ιδεώδες4 του R και ο δακτύλιος πηλίκο R/Nil(R) δεν έχει µη µηδενικά
µηδενοδύναµα στοιχεία.

Επιπλέον να υπολογίσετε το ιδεώδες Nil(R) στις ακόλουθες περιπτώσεις : R = Z, R = Z12, R = Z32, και
R =K[t ], όπου K είναι ένα σώµα.

΄Ασκηση 8.5.39. Να δοθεί παράδειγµα ενός µη µεταθετικού δακτυλίου R ο οποίος περιέχει ένα γνήσιο ιδεώδες
I έτσι ώστε ο δακτύλιος πηλίκο R/I να είναι µεταθετικός.

΄Ασκηση 8.5.40. ΄Εστω R1 και R2 δύο δακτύλιοι. Στον δακτύλιο ευθύ γινόµενο R = R1 ×R2 να δείξετε ότι τα
υποσύνολα

R∗
1 = {

(x,0) ∈ R | x ∈ R1
}

και R∗
1 = {

(0, y) ∈ R | y ∈ R2
}

είναι ιδεώδη και υπάρχουν ισοµορφισµοί δακτυλίων, i = 1,2:

R∗
i

∼=−→ Ri και R/R∗
1

∼=−→ R2 και R/R∗
2

∼=−→ R1

Να γενικευθούν οι παραπάνω ισχυρισµοί για ευθύ γινόµενο δακτυλίων R = R1 ×R2 ×·· ·×Rn , n > 2.

΄Ασκηση 8.5.41. ΄Εστω F = {
f : [0,1] −→ R | f είναι συνάρτηση

}
ο (µεταθετικός µε µονάδα) δακτύλιος των

συναρτήσεων από το κλειστό διάστηµα [0,1] ⊆R στο R.
΄Εστω

C ([0,1],R) = {
f : [0,1] −→R | f είναι συνεχής συνάρτηση

} ⊆ F

1. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο C ([0,1],R) είναι υποδακτύλιος του F .

2. Για κάθε r ∈ [0,1], να δειχθεί ότι το σύνολο

Mr =
{

f ∈C ([0,1],R) | f (r ) = 0
}

είναι ένα ιδεώδες του C ([0,1],R) και υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

C ([0,1],R)
/

Mr
∼= R

΄Ασκηση 8.5.42. 1. Να δειχθεί ότι το ιδεώδες I = (2, t ) του δακτυλίου Z[t ] το οποίο παράγεται από το
σύνολο {2, t } ⊆Z[t ] δεν είναι κύριο.

2. Να δειχθεί ότι το ιδεώδες (t1, t2) του δακτυλίου K[t1, t2], όπου K είναι ένα σώµα, το οποίο παράγεται από
το σύνολο {t1, t2} ⊆K[t1, t2] δεν είναι κύριο.

΄Ασκηση 8.5.43. ΄Εστω ότι f : R −→ S είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων και I και J είναι ιδεώδη του S. Να
δειχθεί ότι :

f −1(I + J ) = f −1(I )+ f −1(J )

΄Ασκηση 8.5.44. ΄Εστω ότι f : R −→ S είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων, ότι I είναι ένα ιδεώδες του R, και
ότι

{
Ki

}
i∈I είναι µια οικογένεια ιδεωδών του S. Να δειχθεί ότι :

f −1( f (I )) = I +Ker( f ) και f −1(⋂
i∈I

Ki
)= ⋂

i∈I
f −1(Ki )

4Το ϱιζικό Nil(R) του µεταθετικού δακτυλίου R καλείται το µηδενοριζικό του R.
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΄Ασκηση 8.5.45. Στην Πρόταση 8.1.35 να δειχθεί ότι κάθε ιδεώδες Ik = ek R = Rek = ek Rek είναι δακτύλιος
µε µονάδα ek , 1 ≤ k ≤ n.

΄Ασκηση 8.5.46. ΄Εστω ότι f : R −→ S είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Αν x ∈ R και x2 = 2 · 1R , τότε
f (x)2 = 2 · 1S . Χρησιµοποιώντας αυτή την ιδιότητα να δειχθεί ότι οι δακτύλιοι Z[

p
2] και Z[

p
3] δεν είναι

ισόµορφοι.

΄Ασκηση 8.5.47. ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα 1R . Τότε η απεικόνιση

f : Z −→ R, f (n) = n ·1R

είναι οµοµορφισµός δακτυλίων και Ker( f ) = {
kp ∈Z|k ∈Z}= (p), όπου p = char(R).

Ο f είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων Z−→ R µε την ιδιότητα f (1) = 1R . Επιπλέον :

1. Αν p > 0, τότε ο δακτύλιος R περιέχει έναν υποδακτύλιο ισόµορφο µε τον δακτύλιο Zp .

2. Αν p = 0, τότε ο δακτύλιος R περιέχει έναν υποδακτύλιο ισόµορφο µε τον δακτύλιο Z.

΄Ασκηση 8.5.48. Να δειχθεί ότι, αν f : R −→ S είναι ένας οµοµορφισµός µεταξύ δύο δακτυλίων διαίρεσης,
τότε : char(R) = char(S).

΄Ασκηση 8.5.49. Αν I είναι ένα ιδεώδες του δακτυλίου R, να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

Mn(R)
/
Mn(I )

∼=−→ Mn(R/I )

όπου Mn(I ) είναι το ιδεώδες Mn(I ) = {
A = (ai j ) ∈Mn(R) | ai j ∈ I , 1 ≤ i , j ≤ n

}
.

΄Ασκηση 8.5.50. Να δειχθεί ότι, αν A και B είναι δύο σύνολα και |A| = |B |, τότε οι δακτύλιοι P (A) και P (B),
ϐλέπε την ΄Ασκηση 7.6.26 είναι ισόµορφοι.

΄Ασκηση 8.5.51. ΄Εστω A = [0,1] ⊆ R, και ϑεωρούµε τον δακτύλιο P (A) της ΄Ασκησης 7.6.26. Να περιγρα-
ϕούν τα ιδεώδη (X ), (Y ), και (X ,Y ) τα οποία παράγονται από τα υποσύνολα X = [0, 1

2 ], Y = { 1
4

}
και

{
X ,Y

}
του

A = [0,1], καθώς και το ιδεώδες γινόµενο (A) · (B).

΄Ασκηση 8.5.52. ΄Εστω A ένα µη κενό σύνολο, X ⊆ A ένα υποσύνολο του A, και ϑεωρούµε τον δακτύλιο
P (A) της ΄Ασκησης 7.6.26.

1. Να δειχθεί ότι το σύνολο P (X ) είναι ένα ιδεώδες του P (A) και υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

P (A \ X )
∼=−→ P (A)/P (X )

2. Αν το σύνολο A είναι πεπερασµένο, να δειχθεί ότι κάθε ιδεώδες του δακτυλίου P (A) είναι της µορφής
P (X ), για κάποιο υποσύνολο X ⊆ A.

3. Να δοθεί παράδειγµα ενός άπειρου συνόλου A, έτσι ώστε ο δακτύλιος P (A) να περιέχει ένα ιδεώδες I
το οποίο δεν είναι της µορφής P (Y ), όπου Y ⊆ A.

΄Ασκηση 8.5.53. ΄Εστω R ένας, όχι απαραίτητα µεταθετικός, δακτύλιος. Υπενθυµίζουµε ότι µια υποοµάδα I
της προσθετικής οµάδας (R,+) καλείται αριστερό, αντίστοιχα δεξιό, ιδεώδες, αν : r x ∈ I , αντίστοιχα xr ∈ I ,
∀r ∈ R, ∀x ∈ I .
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1. Αν ο δακτύλιος R έχει µονάδα, τότε ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης αν και µόνο αν τα µόνα αριστερά
(δεξιά) ιδεώδη του R είναι τα {0} και R.

2. Αν ο δακτύλιος R δεν έχει απαραίτητα µονάδα και τα µόνα αριστερά (δεξιά) ιδεώδη του R είναι τα {0} και
R, τότε είτε ο R είναι δακτύλιος διαίρεσης είτε το πλήθος των στοιχείων του R είναι ένας πρώτος αριθµός
p, και : r s = 0, ∀r, s ∈ R.

΄Ασκηση 8.5.54. Θεωρούµε τον δακτύλιο Z[i ] των ακεραίων του Gauss.

1. Να περιγραφεί το ιδεώδες (i ) το οποίο παράγεται από το στοιχείο i .

2. Να εξεταστεί, αν το σύνολο I = {
m +mi ∈Z[i ] | m ∈Z}

είναι ιδεώδες του Z[i ].

3. Θεωρούµε το ιδεώδες J = (1+ i ) το οποίο παράγεται από το στοιχείο 1+ i .

(αʹ) Να δειχθεί ότι 2 ∈ J .

(ϐʹ) Να υπολογιστούν όλα τα στοιχεία του δακτυλίου Z[i ]/J .

΄Ασκηση 8.5.55. Να δειχθεί ότι, αν F είναι ένα πεπερασµένο σώµα χαρακτηριστικής p, τότε p −1 | |F|−1. Να
συµπεράνετε ότι, αν το πλήθος των στοιχείων του F είναι άρτιο, τότε char(F) = 2.

΄Ασκηση 8.5.56. Να προσδιοριστεί ο πυρήνας των ακόλουθων οµοµορφισµών εκτίµησης

f : R[t ] −→C, f (t ) = f (2+ i ) και g : Z[t ] −→R, g (t ) = g (1+p
2)

΄Ασκηση 8.5.57. ΄Εστω ότι R είναι ένας δακτύλιος και ότι I , J , και K είναι ιδεώδη του R.

1. Να δειχθεί ότι : I · J ⊆ I ∩ J .

2. Να δοθεί παράδειγµα δακτυλίου R και ιδεωδών I και J του R έτσι ώστε : I · J 6= I ∩ J .

3. Να δειχθεί ότι I · J = I ∩ J , αν I + J = R.

4. Να εξεταστεί αν : I · (J +K ) = I · J + I ·K .

΄Ασκηση 8.5.58. ΄Εστω ότι R είναι ένας δακτύλιος και ότι I , J είναι ιδεώδη του R έτσι ώστε : I + J = R και
I · J = (0). Να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

R
∼=−→ R/I ×R/J

΄Ασκηση 8.5.59. ΄Εστω I , J , και K είναι ιδεώδη ενός δακτυλίου R και υποθέτουµε ότι I ⊆ K . Να δειχθεί ότι :

(I + J )∩K = I + (J ∩K )

Να εξεταστεί αν η παραπάνω ισότητα ισχύει στην περίπτωση κατά την οποία I *K .

΄Ασκηση 8.5.60. Να προσδιοριστούν όλα τα ιδεώδη των δακτυλίων K×K, όπου K είναι ένα σώµα, και Z×Z,
και ακολούθως να περιγραφούν οι αντίστοιχοι δακτύλιοι πηλίκα.

΄Ασκηση 8.5.61. Αν I είναι ένα αριστερό ιδεώδες και J είναι ένα δεξιό ιδεώδες σε έναν δακτύλιο R, να
εξεταστεί αν το σύνολο I ∩ J είναι πάντα ιδεώδες του R.
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΄Ασκηση 8.5.62. ΄Εστω ότι K και L είναι δύο σώµατα µε χαρακτηριστική 6= 2,3 και έστω ότι f : K−→ L είναι
µια απεικόνιση έτσι ώστε, ∀x, y ∈K:

f (x + y) = f (x)+ f (y) και f (1K) = 1L

Να δειχθεί ότι η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός αν και µόνο αν f (x3) = f (x)3, ∀x ∈K.

΄Ασκηση 8.5.63. Να δειχθεί ότι κάθε µη µηδενικό ιδεώδες του δακτυλίου Z[i ] των ακεραίων του Gauss
περιέχει πάντα έναν ϑετικό ακέραιο.

΄Ασκηση 8.5.64. ΄Εστω I ένα ιδεώδες ενός µεταθετικού δακτυλίου R. Το ϱιζικό του I ορίζεται να είναι το
σύνολο p

I = {
r ∈ R | ∃n ∈N : r n ∈ I

}
1. Να δειχθεί ότι το σύνολο

p
I είναι ένα ιδεώδες του R.

2. Ισχύουν οι εξής σχέσεις :√p
I = I ,

√
I ∩ J =

p
I ∩

√
J ,

√
I + J =

√p
I +

√
J

3. Να δειχθεί ότι
p

(0) =Nil(R).

΄Ασκηση 8.5.65. Με ποιους γνωστούς σας δακτύλιους είναι ισόµορφοι οι δακτύλιοι : (α) Z[t ]/(t 2+3, p), όπου
p = 2 ή p = 3, και (β) Z[i ]/(2+ i );

΄Ασκηση 8.5.66. Για κάθε πρώτο αριθµό p, ϑεωρούµε το ακόλουθο σύνολο

Q(p) =
{ a

b
∈Q | (p,b) = 1

}
1. Να δειχθεί ότι το σύνολο Q(p) είναι ένας υποδακτύλιος του Q.

2. Για κάθε ϱητό x ∈Q, ισχύει : είτε x ∈Q(p) είτε x−1 ∈Q(p).

3. ∆εν υπάρχει υποδακτύλιος R του Q έτσι ώστε : Q(p) á R áQ.

4. Τα ιδεώδη του δακτυλίου Q(p) είναι κύρια της µορφής (pn), όπου n ≥ 0.

5. Αν P είναι τό σύνολο όλων των πρώτων αριθµών τότε⋂
p∈P

Q(p) =Z

΄Ασκηση 8.5.67. Να δειχθεί ότι το ακόλουθο σύνολο

R =
{(

a +2b 3b
2b a −2b

)
∈ M2(Q)

∣∣ a,b ∈Q
}

είναι ένας υποδακτύλιος του M2(Q) ο οποίος είναι σώµα και υπάρχει ένας ισοµορφισµός σωµάτων

R
∼=−→ Q[

p
10] = {

a +b
p

10 ∈R | a,b ∈Q}
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΄Ασκηση 8.5.68. Να δειχθεί ότι το σύνολο

R =
{(

0 a
0 b

)
∈Q | a,b ∈Q

}
είναι ένας µη µεταθετικός υποδακτύλιος χωρίς µονάδα του δακτυλίου M2(Q). Αν I = {

A ∈ R | A2 = 0
}
, να

δειχθεί ότι το σύνολο I είναι ένα ιδεώδες του R και υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

R/I
∼=−→ Q

΄Αρα υπάρχουν µη µεταθετικοί δακτύλιοι χωρίς µονάδα οι οποίοι περιέχουν ιδεώδη, έτσι ώστε ο δακτύλιος
πηλίκο να είναι µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα.

΄Ασκηση 8.5.69. ΄Εστω q ∈Q ένας ϱητός αριθµός. Θεωρούµε τον ακόλουθο υποδακτύλιο του Q, ϐλέπε την
΄Ασκηση 8.5.69:

Rq =
{(

a b
qb a

)
∈M2(Q) | a,b ∈Q

}
Να δειχθεί ότι, αν ο ακέραιος d είναι ελεύθερος τετραγώνου, τότε ο δακτύλιος Rq είναι σώµα και είναι ισόµορφος
µε το σώµα

Q[
p

d ] = {
a +b

p
q ∈C | a,b ∈Q}

΄Ασκηση 8.5.70. Να δειχθεί ότι η προσθετική οµάδα (K,+) ενός σώµατος K και η πολλαπλασιαστική οµάδα
του (K∗, ·) δεν είναι ισόµορφες.

΄Ασκηση 8.5.71. ΄Εστω ότι K είναι ένα σώµα. Στο σύνολο K×K ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλα-
πλασιασµού «·» ως εξής, ∀a,b,c,d ∈K:

(a,b)+ (c,d) = (a + c,b +d) και (a,b) · (c,d) = (ac −bd , ad +bc)

1. Να δειχθεί ότι η τριάδα R := (K×K,+, ·) είναι ένας δακτύλιος.

2. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R είναι σώµα αν και µόνο αν δεν υπάρχει στοιχείο k ∈K έτσι ώστε k2 =−1.

3. Να δειχθεί ότι, αν υπάρχει στοιχείο k ∈K έτσι ώστε k2 =−1, και char(K) 6= 2, τότε υπάρχει ένας ισοµορ-
ϕισµός δακτυλίων

R
∼=−→ K×K



Κεφάλαιο 9

∆ακτύλιοι Πολυωνύµων και Σώµατα
Κλασµάτων

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε διεξοδικότερα τις ϐασικές ιδιότητες του δακτυλίου πολυωνύµων, κυ-
ϱίως µιας µεταβλητής, µε στοιχεία από έναν µεταθετικό δακτύλιο, ιδιαίτερα µε στοιχεία από ένα σώµα. Στην
τελευταία περίπτωση ϑα αναλύσουµε την δοµή των ιδεωδών του δακτυλίου πολυωνύµων µιας µεταβλητής.
Επιπρόσθετα ϑα δούµε ότι κάθε ακέραια περιοχή µπορεί να εµφυτευθεί µε µοναδικό τρόπο σε ένα σώµα, το
σώµα κλασµάτων της. Ως σηµαντική ειδική περίπτωση της παραπάνω κατασκευής προκύπτει το σώµα των
ϱητών συναρτήσεων, ως το σώµα κλασµάτων του δακτυλίου πολυωνύµων υπεράνω ενός σώµατος.

9.1 ∆ακτύλιοι Πολυωνύµων

΄Εστω R = (R,+, ·) ένας µεταθετικός δακτύλιος. Υπενθυµίζουµε ότι ο δακτύλιος R�t� = (R�t�,+, ·) των τυπι-
κών δυναµοσειρών υπεράνω του R

R�t� = {
a= (an)n≥0 | an ∈ R, n ≥ 0

}
έχει ως στοιχεία ακολουθίες a= (an)n≥0 στοιχείων του R, όπου δύο ακολουθίες a= (an)n≥0,b= (bn)n≥0 είναι
ίσες αν και µόνο αν an = bn , ∀n ≥ 0. Η πρόσθεση «+» και ο πολλαπλασιασµός «·» ορίζονται ως εξής :

+ : R�t�×R�t� −→ R�t�, a+b= c= (cn)n≥0, όπου cn = an +bn , ∀n ≥ 0

· : R�t�×R�t� −→ R�t�, a ·b= d= (dn)n≥0, όπου dn =
n∑

k=0
ak bn−k , ∀n ≥ 0

Γνωρίζουµε τότε ότι η τριάδα (R�t�,+, ·) είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα, την ακολουθία 1= (1,0,0, · · · ,0, · · · ).
Το µηδενικό στοιχείο είναι η µηδενική ακολουθία 0= (0,0, · · · ,0, · · · ), και το αντίθετο στοιχείο της ακολουθίας
a= (an)n≥0 είναι η ακολουθία −a= (−an)n≥0. Επειδή ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, ο πολλαπλασιασµός
του R�t� δείχνει ότι ο δακτύλιος R�t� = (R�t�,+, ·) είναι επίσης µεταθετικός.

Υπενθυµίζουµε ότι ο δακτύλιος R[t ] των πολυωνύµων υπεράνω του R ορίζεται ως ο υποδακτύλιος

R[t ] = {
a= (an)n≥0 ∈ R�t� | ∃n ≥ 0 : ak = 0, ∀k > n

}
του δακτυλίου R�t� των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω του R. Συµβολίζοντας :

t 0 := (
1,0,0, · · · ,0, · · ·), t := (

0,1,0, · · · ,0, · · ·), και γενικότερα: t n := (
0,0, · · · , 0,1,0, · · · ,0, · · ·)︸ ︷︷ ︸

το 1 στην (n+1)−ϑέση

, ∀n ≥ 0

ϑα έχουµε ότι οι ακολουθίες t n , n ≥ 0, είναι πολυώνυµα υπεράνω του R και παρατηρούµε ότι το πολυώνυµο
t n είναι η n-οστή δύναµη του πολυωνύµου t ως προς την πράξη του πολλαπλασιασµού πολυωνύµων:
t n = t · t · · · · t (n-παράγοντες).

433



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ ΚΑΙ ΣΩΜΑΤΑ ΚΛΑΣΜΑΤΩΝ 434

Επίσης, για κάθε στοιχείο r ∈ R, γράφοντας :

ra= (r an)n≥0 =
(
r a0,r a1, · · · ,r an , · · ·)

για το γινόµενο της ακολουθίας r = (r,0, · · · ,0, · · · ) µε την ακολουθία a = (a0, a1, · · · , an , · · · ), όπως στο παρά-
δειγµα 7.2.14, κάθε στοιχείο a = (an)n≥0, καλείται τυπική δυναµοσειρά υπεράνω του R, και µπορεί να
εκφραστεί και να γραφεί ως εξής :

P (t ) =
∞∑

n=0
an t n = a01+a1t +a2t 2 +·· ·an t n +·· ·

Αν η τυπική δυναµοσειρά P (t ) = ∑∞
n=0 an t n ανήκει στον υποδακτύλιο R[t ], τότε υπάρχει n ≥ 0 έτσι ώστε

an = 0, ∀k > n. Τότε η τυπική δυναµοσειρά καλείται πολυώνυµο υπεράνω του R, και µπορεί να εκφραστεί
και να γραφεί ως εξής :

P (t ) =
n∑

k=0
an t n = a01+a1t +a2t 2 +·· ·+an t n

Χάριν απλότητας η ακολουθία (πολυώνυµο) 1 παραλείπεται από τις παραπάνω εκφράσεις. Παρατηρούµε
ότι ο δακτύλιος πολυωνύµων R[t ] είναι ο υποδακτύλιος του R�t� ο οποίος παράγεται υπεράνω του R από το
στοιχείο του t , και συνήθως καλείται ο δακτύλιος πολυωνύµων µιας µεταβλητής t .

΄Εστω R1 = R[t1] ο δακτύλιος πολυωνύµων µιας µεταβλητής t1 υπεράνω του R. Επειδή ο δακτύλιος R1

είναι µεταθετικός, έπεται ότι µπορούµε να επαναλάβουµε τη διαδικασία και να ϑεωρήσουµε τον δακτύλιο
πολυωνύµων R2 = R1[t2] = R[t1][t2], (εισάγουµε νέο σύµβολο t2 για να µην υπάρχει σύγχυση µε το σύµβολο
t1), ο οποίος είναι µεταθετικός, συµβολίζεται µε R[t1, t2] και καλείται ο δακτύλιος των πολυωνύµων στις
δύο µεταβλητές t1 και t2. Επειδή ο δακτύλιος R[t1, t2] είναι µεταθετικός, µπορούµε να επαναλάβουµε
την διαδικασία για ένα πεπερασµένο πλήθος, ας πούµε n, ϐηµάτων, και να αποκτήσουµε τον δακτύλιο
πολυωνύµων R[t1, t2, · · · , tn] στις n µεταβλητές t1, t2, · · · , tn :

R[t1, t2] = (R[t1])[t2], R[t1, t2, t3] = (R[t1, t2])[t3], · · · , R[t1, t2, · · · , tn] = (R[t1, t2, · · · , tn−1])[tn]

και τα στοιχεία του οποίου είναι πεπερασµένα αθροίσµατα γινοµένων στοιχείων του δακτυλίου R µε γινόµενα
µη αρνητικών δυνάµεων των στοιχείων t1, t2, · · · , tn :

R[t1, t2, · · · , tn] =
{∑

(i )
ri1i2···in t

ki1
1 t

ki2
2 · · · t

kin
n ∈ S

∣∣ ri1i2···in ∈ R, ki j ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n
}

όπου (i ) = (i1, i2, · · · , in) ∈N0 ×N0 ×·· ·×N0.

9.1.1 Βασικές Ιδιότητες Πολυωνυµικών ∆ακτυλίων

΄Εστω R[t ] ο δακτύλιος πολυωνύµων µιας µεταβλητής t υπεράνω του µεταθετικού δακτυλίου R. Αν 0 6= P (t )
είναι ένα µη-µηδενικό πολυώνυµο, τότε υπάρχει n ≥ 0 έτσι ώστε το P (t ) είναι της µορφής

P (t ) =
n∑

k=0
an t n = a01+a1t +a2t 2 +·· ·+an t n , ak ∈ R, 0 ≤ k ≤ n και an 6= 0 (9.1)

Ο ϑετικός ή ίσος µε µηδέν ακέραιος n καλείται ο ϐαθµός του πολυωνύµου P (t ) και συµβολίζεται µε degP (t ):

degP (t ) = max
{
r ≥ 0 | ar 6= 0, όπου 0 6= P (t ) =

m∑
k=0

ak t k}
Το στοιχείο an καλείται ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου ή οδηγών συντελεστής του P (t ). Αν
ο οδηγών συντελεστής του πολυωνύµου P (t ) είναι το 1, το πολυώνυµο P (t ) καλείται µονικό. Στο µηδενικό
πολυώνυµο δεν αποδίδουµε ϐαθµό.1 ΄Ενα πολυώνυµο P (t ) =∑n

k=0 ak t k καλείται σταθερό πολυώνυµο, αν

1Στην ϐιβλιογραφία συχνά στο µηδενικό πολυώνυµο 0 αποδίδεται ως ϐαθµός το σύµβολο deg0=−∞, µε την σύµβαση ότι : n >−∞,
∀n ∈Z, και συµφωνώντας ότι : (−∞)+ (−∞) =−∞= n + (−∞), ∀n ∈Z.
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ak = 0, ∀k ≥ 1, δηλαδή P (t ) = a0 = a01. ΄Ενα µη µηδενικό πολυώνυµο P (t ) =∑n
k=0 ak t k έχει ϐαθµό degP (t ) =

0, αν a0 6= 0 και ak = 0, ∀k ≥ 1. ∆ηλαδή το P (t ) είναι ένα µη µηδενικό σταθερό πολυώνυµο. Αντίστροφα κάθε
µη-µηδενικό σταθερό πολυώνυµο έχει ϐαθµό ίσο µε µηδέν. Συνήθως ϑα γράφουµε degP (t ) ≤ n, όπου n ≥ 0,
εννοώντας ότι είτε το πολυώνυµο P (t ) είναι το µηδενικό πολυώνυµο ή ότι το P (t ) είναι ένα µη µηδενικό
πολυώνυµο µε ϐαθµό το πολύ n. Αν r ∈ R, τότε συχνά, προς αποφυγή σύγχυσης, ϑα συµβολίζουµε το
σταθερό πολυώνυµο r , δηλαδή το πολυώνυµο r1, µε r.

Προφανώς η απεικόνιση

f : R −→ R[t ], f (a) = a= a1 ή γενικότερα η απεικόνιση f : R −→ R[t1, t2, · · · , tn], f (a) = a= a1

είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλίων µε εικόνα Im( f ) το σύνολο των σταθερών πολυωνύµων υπεράνω του R.
Από τώρα και στο εξής ϑα ταυτίζουµε τα στοιχεία του R µε τα σταθερά πολυώνυµα του δακτυλίου

R[t1, t2, · · · , tn], ∀r ≥ 1, µέσω του παραπάνω µονοµορφισµού δακτυλίων.

Λήµµα 9.1.1. ΄Εστω P (t ),Q(t ) ∈ R[t ] δύο µη µηδενικά πολυώνυµα. Τότε :

1. deg
(
P (t )+Q(t )

)≤ max
{

degP (t ),degQ(t )
}
, και η ισότητα ισχύει, εκτός αν degP (t ) = degQ(t ).

2. Αν ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής είτε του P (t ) είτε του Q(t ) δεν είναι διαιρέτης του µηδενός του R, τότε :
deg

(
P (t )Q(t )

)= degP (t )+degQ(t ).

Απόδειξη. ΄Εστω degP (t ) = n και degQ(t ) = m, όπου P (t ) =∑n
k=0 ak t k και Q(t ) =∑m

l=0 bl t l , οπότε an 6= 0 6= bm .

1. Υποθέτουµε πρώτα ότι n < m. Τότε

P (t )+Q(t ) =
m∑

k=0
(ak +bk )t k , al = 0 αν n +1 ≤ l ≤ m

΄Ετσι ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του πολυωνύµου P (t )+Q(t ) είναι ο bm 6= 0 και άρα
deg

(
P (t )+Q(t )

)= m = degQ(t ) = max
{

degP (t ),degQ(t )
}
.

Ακριβώς ανάλογα, αν m < n, ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του πολυωνύµου P (t )+Q(t ) είναι
ο an 6= 0 και άρα deg

(
P (t )+Q(t )

)= n = degP (t ) = max
{

degP (t ),degQ(t )
}
.

Τέλος, αν n = m, τότε, επειδή ενδέχεται ο συντελεστής an+bm του P (t )+Q(t ) να είναι µηδέν, ϑα έχουµε
προφανώς deg

(
P (t )+Q(t )

) ≤ n = max
{

degP (t ),degQ(t )
}
, ή µπορεί P (t )+Q(t ) = 0, οπότε deg

(
P (t )+

Q(t )
)= deg0=−∞< max

{
degP (t ),degQ(t )

}
.

2. Θα έχουµε:

P (t )Q(t ) =
n+m∑
k=0

ck t k , όπου: c0 = a0b0, c1 = a0b1 +a1b0, · · · , cn+m = anbm

Τότε cn+m = anbm 6= 0. ∆ιαφορετικά, αν anbm = 0, τότε, επειδή το στοιχείο an ή το στοιχείο bm δεν
είναι διαιρέτης του µηδενός, ϑα έχουµε άτοπο. ΄Αρα cn+m 6= 0, το οποίο σηµαίνει ότι deg

(
P (t )Q(t )

) =
n +m = degP (t )+degQ(t ). ■

Ως άµεση συνέπεια των ιδιοτήτων ϐαθµού πολυωνύµων υπεράνω ακέραιων περιοχών έχουµε το ακόλουθο
σηµαντικό αποτέλεσµα.

Πρόταση 9.1.2. ΄Εστω R ακέραια περιοχή, και n ≥ 1 ένας ϑετικός ακέραιος.

1. Ο δακτύλιος πολυώνυµων R[t1, t2, · · · , tn] είναι ακέραια περιοχή.

2. U
(
R[t1, t2, · · · , tn]

)=U(R).
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Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι P (t )Q(t ) = 0 στον πολυωνυµικό δακτύλιο R[t ], και ϑα δείξουµε ότι είτε
P (t ) = 0 είτε Q(t ) = 0. Αν P (t ) = 0 ή Q(t ) = 0, τότε δεν έχουµε τίποτα να αποδείξουµε. ΄Ετσι υποθέτουµε
ότι P (t ) 6= 0 6=Q(t ). Τότε σύµφωνα µε το Λήµµα 9.1.1, έπεται ότι deg

{
P (t )Q(t )

}= degP (t )+degQ(t ) ≥ 0
και ιδιαίτερα το πολυώνυµο P (t )Q(t ) δεν µπορεί να είναι το µηδενικό πολυώνυµο, το οποίο είναι άτοπο.
΄Αρα είτε P (t ) = 0 είτε Q(t ) = 0, και εποµένως ο µεταθετικός δακτύλιος R[t ] είναι ακέραια περιοχή.

Αν n ≥ 1, έπειδή ο R είναι ακέραια περιοχή, όπως παραπάνω ϑα έχουµε ότι ο R[t1] είναι ακέραια πε-
ϱιοχή. Παρόµοια, ο δακτύλιος R[t1, t2] = (R[t1])[t2] είναι ακέραια περιοχή, και επαγωγικά προκύπτει
άµεσα ότι ο δακτύλιος R[t1, t2, · · · , tn] είναι ακέραια περιοχή.

2. Προφανώς, αν a ∈U(R) είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του R, τότε το σταθερό πολυώνυµο P (t ) = a είναι
αντιστρέψιµο στοιχείο του πολυωνυµικού δακτυλίου R[t ]. Αντίστροφα, αν P (t ) ∈U(R[t ]), τότε υπάρχει
πολυώνυµο Q(t ) έτσι ώστε P (t )Q(t ) = 1. Τότε ϑα έχουµε: 0 = deg1= deg

(
P (t )Q(t )

)= degP (t )+degQ(t ).
Αυτό σηµαίνει ότι degP (t ) = 0 = Q(t ) και άρα τα P (t ) = a και Q(t ) = b είναι σταθερά πολυώνυµα, το
οποίο προφανώς δεν είναι τα µηδενικά, διότι έχουµε P (t )Q(t ) = ab1= 1R1. Τότε όµως στον δακτύλιο
R ϑα έχουµε ab = 1R και εποµένως P (t ) = a, όπου a ∈ U(R). Εποµένως µέσω του µονοµορφισµού
R −→ R[t ], a 7−→ a1, µπορούµε να ταυτίσουµε U(R) =U(R[t ]).

Αν n ≥ 1, τότε ϑα έχουµε U(R) =U(R[t1]). Παρόµοια U(R[t1, t2]) =U(R[t1]) =U(R). Επαγωγικά προκύ-
πτει άµεσα ότι U(R[t1, t2, · · · , tn]) =U(R[t1, t2, · · · , tn−1]) = ·· · =U(R[t1, t2]) =U(R[t1]) =U(R). ■

9.1.2 Η Ευκλείδεια ∆ιαίρεση Πολυωνύµων

΄Εστω όπως και πριν R ένας µεταθετικός δακτύλιος και R[t ] ο δακτύλιος πολυωνύµων µιας µεταβλητής υπε-
ϱάνω του R. Στην παρούσα υποενότητα, ϑα υπενθυµίσουµε ϐασικές ιδιότητες διαιρετότητας πολυωνύµων,
εστιάζοντας περισσότερο στην Ευκλείδεια διαίρεση.

΄Εστω P (t ),Q(t ) ∈ R[t ] δύο πολυώνυµα. Θα λέµε ότι το P (t ) διαιρεί το Q(t ), ή ότι το Q(t ) είναι πολλα-
πλάσιο του P (t ), και ϑα γράφουµε P (t ) |Q(t ) αν υπάρχει πολυώνυµο A(t ) ∈ R[t ] έτσι ώστε : Q(t ) = P (t )A(t ).
Η ακόλουθη ϐοηθητική πρόταση περιγράφει ϐασικές ιδιότητες διαιρετότητας πολυωνύµων.

Λήµµα 9.1.3. ΄Εστω P (t ),Q(t ),S(t ),R(t ) ∈ R[t ]. Τότε :

1. P (t ) | P (t ) και P (t ) | 0. Αντίστροφα: 0 | P (t ) αν και µόνο αν P (t ) = 0.

2. Αν P (t ) |Q(t ) και Q(t ) | R(t ), τότε : P (t ) | R(t ).

3. Αν P (t ) |Q(t ) και P (t ) | R(t ), τότε : P (t ) | (Q(t )+R(t )).

4. Αν P (t ) | S(t ) και Q(t ) | R(t ), τότε : P (t )Q(t ) | S(t )R(t ).

5. Αν P (t ) |Q(t ) και Q(t ) 6= 0, και αν ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του P (t ) ή του Q(t ) δεν είναι
διαιρέτης του µηδενός στον δακτύλιο R, τότε :

(αʹ) degP (t ) ≤ degQ(t ).

(ϐʹ) P (t ) |Q(t ) και Q(t ) | P (t ) αν και µόνο αν υπάρχει r ∈U(R): P (t ) = rQ(t ) και Q(t ) = r−1P (t ).

Απόδειξη. 1. P (t ) | P (t ) διότι P (t ) = 1P (t ), και P (t ) | 0 διότι 0 = 0P (t ). Αν 0 | P (t ), τότε για κάποιο
πολυώνυµο R(t ) ϑα έχουµε P (t ) = 0R(t ) = 0. Αντίστροφα, αν P (t ) = 0, τότε προφανώς 0 | P (t ).

2. Επειδή P (t ) | Q(t ), ϑα έχουµε Q(t ) = P (t )A(t ) και επειδή Q(t ) | R(t ), τότε R(t ) | Q(t )B(t ), όπου
A(t ),B(t ) ∈ R[t ]. Τότε :

R(t ) =Q(t )B(t ) = (P (t )A(t ))B(t ) =⇒ P (t ) | R(t )

3. Αν P (t ) |Q(t ) και P (t ) | R(t ), τότε ϑα έχουµε Q(t ) = A(t )P (t ) και R(t ) = B(t )P (t ), για κάποια A(t ),B(t ) ∈
R[t ]. Τότε

Q(t )+R(t ) = A(t )P (t )+B(t )P (t ) = (A(t )+B(t ))P (t ) =⇒ P (t ) | (Q(t )+R(t ))
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4. Αν P (t ) | S(t ) και Q(t ) | R(t ), τότε ϑα έχουµε S(t ) = A(t )P (t ) και R(t ) = B(t )Q(t ), για κάποια A(t ),B(t ) ∈
R[t ]. Τότε :

S(t )R(t ) = A(t )P (t )B(t )Q(t ) = A(t )B(t )P (t )Q(t ) =⇒ P (t )Q(t ) | R(t )S(t )

5. (αʹ) Αν P (t ) | Q(t ), τότε Q(t ) = P (t )A(t ), για κάποιο A(t ) ∈ R[t ]. Προφανώς τα πολυώνυµα P (t ) και
A(t ) δεν είναι τα µηδενικά πολυώνυµα και άρα από το Λήµµα 9.1.1 ϑα έχουµε degQ(t ) =
deg

(
P (t )A(t )

)= degP (t )+deg A(t ). Εποµένως degP (t ) ≤ degQ(t ).

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι P (t ) |Q(t ) και Q(t ) | P (t ). Τότε από το µέρος (a) ϑα έχουµε degP (t ) ≤ degQ(t ) και
degQ(t ) ≤ degP (t ), οπότε degP (t ) = degQ(t ). Επιπλέον ϑα έχουµε Q(t ) = A(t )P (t ), και εποµένως
degQ(t ) = deg

(
A(t )P (t )

)= deg A(t )+degP (t ) = deg A(t )+degQ(t ), από όπου deg A(t ) = 0, δηλαδή
A(t ) είναι ένα σταθερό πολυώνυµο A(t ) = r , όπου r ∈ R και r 6= 0, διότι Q(t ) 6= 0. Παρόµοια ϑα
έχουµε P (t ) = B(t )Q(t ), και εποµένως degP (t ) = deg

(
B(t )Q(t )

) = degB(t )+degQ(t ) = degB(t )+
degP (t ), από όπου degB(t ) = 0, δηλαδή B(t ) είναι ένα σταθερό πολυώνυµο B(t ) = s, όπου s ∈ R
και s 6= 0, διότι P (t ) 6= 0. ΄Ετσι ϑα έχουµε Q(t ) = r P (t ) και P (t ) = sQ(t ), και εποµένως :

P (t ) = sr P (t ) και Q(t ) = r sQ(t )

΄Εστω P (t ) =∑n
k=1 ak t k . Τότε r sP (t ) =∑n

k=1(r sak )t k , από όπου η ισότητα πολυωνύµων δίνει :

a0 = a0sr, a1 = a1sr, a2 = a2sr, · · · , an = an sr

Η τελευταία σχέση δίνει an(1R − sr ) = 0. Επειδή ο µεγιστοβάθµιος όρος an του P (t ) δεν είναι
διαιρέτης του µηδενός, έπεται ότι 1R − sr = 0, δηλαδή sr = 1R , και επειδή ο δακτύλιος R είναι
µεταθετικός, έπεται ότι το στοιχείο r είναι αντιστρέψιµο µε αντίστροφο το στοιχείο s. Εποµένως
Q(t ) = r P (t ) και P (t ) = r−1Q(t ).

■

Μπορούµε να αποδείξουµε τώρα το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα το οποίο περιγράφει την Ευκλείδεια
διαίρεση πολυωνύµων.

Θεώρηµα 9.1.4 (Ευκλείδεια ∆ιαίρεση (Ι)). ΄Εστω P (t ),Q(t ) ∈ R[t ], όπου Q(t ) 6= 0, και υποθέτουµε ότι degQ(t ) =
m. Αν bm είναι ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του Q(t ), τότε υπάρχει ϑετικός ακέραιος k ∈ N και
πολυώνυµα S(t ),R(t ) ∈ R[t ] έτσι ώστε :

bk
mP (t ) = S(t )Q(t )+R(t ), και είτε R(t ) = 0 είτε degR(t ) < degQ(t )

Απόδειξη. Αν P (t ) = 0, τότε µπορούµε να ϑέσουµε S(t ) = 0= R(t ). Αν P (t ) 6= 0, και degP (t ) < degQ(t ), τότε
µπορούµε να ϑέσουµε S(t ) = 0 και R(t ) = P (t ).

΄Εστω P (t ) =∑n
k=0 ak t k και Q(t ) =∑m

k=0 bk t k .
Υποθέτουµε ότι : degP (t ) ≥ degQ(t ) = m, και έστω degP (t ) = n. Θα δείξουµε την Ϲητούµενη σχέση

µε χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής στον ϐαθµό n ≥ 0 του P (t ). Αν n = 0, τότε m = 0, και τα
πολυώνυµα P (t ) = r και Q(t ) = s είναι σταθερά µη µηδενικά πολυώνυµα, όπου r, s ∈ R \ {0}. Τότε b0 = s,
ϑέτοντας k = 1, S(t ) = r και R(t ) = 0, έχουµε ότι η Ϲητούµενη σχέση, η οποία τώρα είναι της µορφής sr = r s,
είναι αληθής.

Υποθέτουµε ότι η Ϲητούµενη σχέση ισχύει για όλα τα πολυώνυµα P1(t ) µε ϐαθµό degP1(t ) < degP (t ) = n.
Θεωρούµε το πολυώνυµο

P1(t ) = bmP (t )−an t n−mQ(t )

Ο συντελεστής του όρου t n των πολυωνύµων bmP (t ) και an t n−mQ(t ) είναι προφανώς anbm , από όπου
έπεται άµεσα ότι degP1(t ) < P (t ). Από την Επαγωγική Υπόθεση, έπεται ότι υπάρχει k−1 ∈N και πολυώνυµα
S1(t ),R(t ) ∈ R[t ] έτσι ώστε :

bk−1
m P1(t ) = S1(t )Q(t )+R(t ), και είτε R(t ) = 0 είτε degR(t ) < degQ(t )
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Τότε ϑα έχουµε:

bk−1
m

(
bmP (t )−an t n−mQ(t )

)= S1(t )Q(t )+R(t ) =⇒ bk
mP (t ) = (

bk−1
m an t n−m +S1(t )

)
Q(t )+R(t )

Θέτοντας S(t ) = bk−1
m an t n−m + S1(t ), επειδή είτε R(t ) = 0 είτε degR(t ) < degQ(t ) ϑα έχουµε τη Ϲητούµενη

σχέση. ■

Θα δούµε κάποιες ενδιαφέρουσες περιπτώσεις του Θεωρήµατος 9.1.4.

Πρόταση 9.1.5 (Ευκλείδεια ∆ιαίρεση (ΙΙ)). Αν ο δακτύλιος R είναι σώµα, τότε για τυχόντα πολυώνυµα P (t ),Q(t ) ∈
R[t ], όπου Q(t ) 6= 0, υπάρχουν µοναδικά πολυώνυµα S(t ),R(t ) ∈ R[t ] έτσι ώστε :

P (t ) = S(t )Q(t )+R(t ), και είτε R(t ) = 0 είτε degR(t ) < degQ(t )

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 9.1.4, έπεται ότι υπάρχει ϑετικός ακέραιος k ∈N και πολυώνυµα S1(t ),R1(t ) ∈
R[t ] έτσι ώστε :

bk
mP (t ) = S(t )Q(t )+R(t ), και είτε R(t ) = 0 είτε degR(t ) < degQ(t )

όπου bm είναι ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του Q(t ), και degQ(t ) = m. Επειδή ο δακτύλιος R
είναι σώµα, το στοιχείο bm , άρα και το στοιχείο bk

m είναι αντιστρέψιµο, και τότε ϑέτοντας : S(t ) = b−k
m S1(t )

και R(t ) = b−k
m R1(t ), και τότε προφανώς ϑα έχουµε ότι είτε R1 = Rt = 0 είτε degR1(t ) = degR(t ) < degQ(t ).

Συνοψίζοντας, ϑα έχουµε:

P (t ) = S(t )Q(t )+R(t ), και είτε R(t ) = 0 είτε degR(t ) < degQ(t )

Υποθέτουµε ότι υπάρχουν πολυώνυµα A(t ),B(t ) ∈ R[t ], έτσι ώστε :

P (t ) = A(t )Q(t )+B(t ), και είτε B(t ) = 0 είτε degB(t ) < degQ(t )

Τότε οι δύο τελευταίες σχέσεις δίνουν (
S(t )− A(t )

)
Q(t ) = B(t )−R(t )

Αν τα πολυώνυµα B(t ) και R(t ) είναι το µηδενικό πολυώνυµο ή αν B(t ) = R(t ), τότε, επειδή το Q(t ) 6= 0 και
επειδή ο δακτύλιος R[t ] είναι ακέραια περιοχή, ϑα έχουµε S(t ) = A(t ). ΄Εστω ότι ένα εκ των R(t ) και B(t ) δεν
είναι το µηδενικό πολυώνυµο, και η διαφορά B(t )−R(t ) δεν είναι το µηδενικό πολυώνυµο. Αν το πολυώνυµο
S(t )− A(t ) δεν είναι το µηδενικό, τότε ο ϐαθµός m := deg

(
(S(t )− A(t ))Q(t )

)
του γινοµένου

(
S(t )− A(t )

)
Q(t )

είναι ≥ m, και από την άλλη πλευρά ο ϐαθµός deg
(
B(t )−R(t )

)
της διαφοράς B(t )−R(t ) είναι < m, διότι

degB(t ) < m και R(t ) < m. Αυτή η αντίφαση συνεπάγεται ότι S(t ) = A(t ) και εποµένως R(t ) = B(t ). ■

Υπενθυµίζουµε ότι για κάθε µεταθετικό δακτύλιο R, και στοιχείο r ∈ R, υπάρχει µοναδικός οµοµορφι-
σµός δακτυλίων er : R[t ] −→ R, έτσι ώστε er (t ) = r και er (s) = s, ∀s ∈ R, όπου το s ∈ R ϑεωρείται ως σταθερό
πολυώνυµο. Προφανώς ϑα έχουµε er (P (t )) = P (r ).

΄Οταν σε µια σχέση µεταξύ πολυωνύµων του R[t ] αναφέρουµε ότι

«αντικαθιστούµε τη µεταβλητή t µε το στοιχείο ρ ∈ R»

εννοούµε ότι εφαρµόζουµε στην εν λόγω σχέση τον οµοµορφισµό εκτίµησης eρ και έτσι προκύπτει η ανάλογη
σχέση µεταξύ στοιχείων του R. Ιδιαίτερα η σχέση P (ρ) = 0 σηµαίνει ότι, αν P (t ) =∑n

k=0 ak t k , τότε το στοιχείο
P (ρ) =∑n

k=0 akρ
k του δακτυλίου R είναι το µηδενικό.

Πόρισµα 9.1.6. ΄Εστω P (t ) ∈ R[t ] ένα πολυώνυµο και r ∈ R. Τότε υπάρχει µοναδικό πολυώνυµο S(t ) ∈ R[t ]
έτσι ώστε :

P (t ) = (t − r )S(t )+P (r )
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Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 9.1.4, ϑέτοντας Q(t ) = t − r , το οποίο είναι µη µηδενικό µε µεγιστο-
ϐάθµιο όρο τη µονάδα του R, και ϑα έχουµε:

P (t ) = (t − r )S(t )+R(t ), και είτε R(t ) = 0 είτε degR(t ) < deg(t − r ) = 1

΄Αρα το πολυώνυµο R(t ) είναι σταθερό. Αν R(t ) 6= 0, τότε, αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση το πο-
λυώνυµο t µε το στοιχείο r , δηλαδή εφαρµόζοντας στην παραπάνω σχέση τον οµοµορφισµό εκτίµησης
er : R[t ] −→ R, A(t ) 7−→ A(r ), ϑα έχουµε: P (r ) = (r − r )S(r )+R(r ) = R(r ), από όπου προκύπτει η Ϲητούµενη
σχέση. Το πολυώνυµο S(t ) είναι µοναδικό διότι, αν είχαµε επίσης P (t ) = (t − r )A(t )+P (r ), τότε ϑα προέκυ-
πτε ότι (t − r )(S(t )− A(t )) = 0. Αν S(t )− A(t ) 6= 0, τότε ο ϐαθµός του πολυωνύµου (t − r )(S(t )− A(t )) ϑα ήταν
προφανώς ≥ 1 και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα S(t ) = A(t ). ■

Πόρισµα 9.1.7. ΄Εστω P (t ) ∈ R[t ] και r ∈ R. Τότε :

(t − r ) | P (t ) ⇐⇒ P (r ) = 0

Απόδειξη. Αν (t − r ) | P (t ), τότε υπάρχει πολυώνυµο S(t ) ∈ R[t ], έτσι ώστε : P (t ) = (t − r )S(t ), και τότε α-
ντικαθιστώντας το πολυώνυµο t µε το στοιχείο r ∈ R, ϑα έχουµε: P (r ) = (r − r )S(r ) = 0. Αντίστροφα, αν
P (r ) = 0, τότε από το Πόρισµα 9.1.6 έπεται ότι P (t ) = (t − r )S(t ) για κάποιο πολυώνυµο S(t ) ∈ R[t ]. Εποµέ-
νως (t − r ) | P (t ). ■

΄Ενα στοιχείο a ∈ R, όπου R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος, καλείται ϱίζα του πολυωνύµου P (t ) ∈
R[t ], αν P (a) = 0. Από το Πόρισµα 9.1.7, έπεται ότι αν το στοιχείο a ∈ R είναι ϱίζα του P (t ) ∈ R[t ], τότε
µπορούµε να γράψουµε P (t ) = (t −a)A(t ), για κάποιο πολυώνυµο A(t ) ∈ R[t ], και εποµένως το πολυώνυµο
P (t ) απλοποιείται ως προς την παραγοντοποίηση πολυωνύµων στον δακτύλιο R[t ]. Ποια είναι, στο πλαίσιο
της παραγοντοποίησης πολυωνύµων, τα πολυώνυµα µε την «απλούστερη» δυνατή µορφή ; Η απάντηση
ϐρίσκεται στην έννοια του ανάγωγου πολυωνύµου.

Ανάγωγα Πολυώνυµα

Υπενθυµίζουµε ότι ένας ϑετικός ακέραιος p ∈ Z καλείται πρώτος αν p 6= 1 και αν p = nm, όπου n,m ∈ N,
τότε είτε n = 1 (και άρα m = p) είτε n = p (και άρα m = 1). Η ανάλογη έννοια στο πλαίσιο του δακτυλίου
πολυωνύµων µιας µεταβλητής µε στοιχεία από ένα σώµα είναι η εξής :

Ορισµός 9.1.8. ΄Ενα πολυώνυµο P (t ) ∈K[t ], όπου K είναι ένα σώµα, καλείται ανάγωγο, αν το πολυώνυµο
P (t ) είναι ϑετικού ϐαθµού και δεν µπορεί να γραφεί ως γινόµενο P (t ) = A(t )B(t ), πολυωνύµων A(t ),B(t ) ∈K[t ]
ϑετικού ϐαθµού.

Το αν ένα πολυώνυµο είναι ανάγωγο ή όχι εξαρτάται από το σώµα επί του οποίου είναι ορισµένο, δηλαδή
στο σώµα στο οποίο ανήκουν οι συντελεστές του. Για παράδειγµα, το πολυώνυµο P (t ) = t 2 + 1 µπορεί
να ϑεωρηθεί ως πολυώνυµο υπεράνω του R και ως πολυώνυµο υπεράνω του C. Το P (t ) είναι ανάγωγο
υπεράνω του R (διότι δεν µπορεί να γραφεί ως γινόµενο δύο πολυωνύµων ϑετικού ϐαθµού µε πραγµατικούς
συντελεστές) αλλά δεν είναι ανάγωγο υπεράνω του C (διότι P (t ) = (t − i )(t + i )).

Η επόµενη Παρατήρηση συνοψίζει κάποιες στοιχειώδεις ιδιότητες ανάγωγων πολυωνύµων υπεράνω ενός
σώµατος.

Παρατήρηση 9.1.9. ΄Εστω K ένα σώµα, και P (t ) ∈K[t ].

1. Αν degP (t ) = n ≥ 1, τότε το P (t ) είναι ανάγωγο αν και µόνο αν ο ϐαθµός κάθε διαιρέτη του P (t ) στον
δακτύλιο K[t ] είναι 0 ή n.

2. Αν degP (t ) = 1, τότε το P (t ) είναι ανάγωγο υπεράνω του K και έχει ϱίζα στο K.
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3. Αν degP (t ) ≥ 2 και το P (t ) είναι ανάγωγο υπεράνω του K, τότε το P (t ) δεν έχει ϱίζα στο K. Πράγµατι,
αν ρ ∈K είναι µια ϱίζα του P (t ), τότε από το Πόρισµα 9.1.7 ϑα είχαµε P (t ) = (t −ρ)A(t ), για κάποιο
πολυώνυµο A(t ) ∈ K[t ] και αναγκαστικά deg A(t ) ≥ 1 (διότι degP (t ) ≥ 2), δηλαδή το P (t ) δεν είναι
ανάγωγο και αυτό είναι άτοπο.

΄Αρα ένα ανάγωγο πολυώνυµο υπεράνω ενός σώµατος K ϐαθµού ≥ 2 δεν έχει καµία ϱίζα στο K.

Το αντίστροφο δεν ισχύει : υπάρχουν µη ανάγωγα πολυώνυµα υπεράνω ενός σώµατος τα οποία δεν
έχουν καµία ϱίζα στο σώµα. Για παράδειγµα, το πολυώνυµο t 4 +2t 2 +1 = (t 2 +1)(t 2 +1) ∈ R[t ] έχει
αυτή την ιδιότητα, και το ίδιο συµβαίνει για το πολυώνυµο t 4 −4 = (t 2 −2)(t 2 +2) ∈Q[t ].

4. Αν degP (t ) = 2 ή 3, τότε το P (t ) είναι ανάγωγο υπεράνω του K αν και µόνο αν το P (t ) δεν έχει καµία
ϱίζα στο K.

Πράγµατι, υποθέτουµε ότι το P (t ) δεν έχει καµία ϱίζα στο K και έστω P (t ) = A(t )B(t ), όπου τα πο-
λυώνυµα A(t ),B(t ) είναι ϐαθµού ≥ 1. Τότε προφανώς είτε το A(t ) είτε το B(t ) είναι πρωτοβάθµιο, και
εποµένως έχει µια ϱίζα στο K, η οποία είναι και ϱίζα του P (t ). Αυτό είναι άτοπο και εποµένως το P (t )
είναι ανάγωγο. N

Θα µελετήσουµε αναλυτικότερα επιπρόσθετες ιδιότητες ανάγωγων πολυωνύµων στο Κεφάλαιο 11 στο
πλαίσιο της ϑεωρίας διαιρετότητας σε περιοχές κυρίων ιδεωδών.

Πλήθος Ριζών Πολυωνύµων και Πρωταρχικές Ρίζες mod p

Θα χρησιµοποιήσουµε το Πόρισµα 9.1.7 για να αποδείξουµε ότι ένα πολυώνυµο ϑετικού ϐαθµού υπεράνω
ενός σώµατος K έχει το πολύ degP (t ) διακεκριµένες ϱίζες στο σώµα K.

Θεώρηµα 9.1.10. ΄Εστω K ένα σώµα και P (t ) ∈K[t ] ένα πολυώνυµο ϐαθµού degP (t ) = n ≥ 1. Τότε το P (t )
έχει το πολύ n ϱίζες στο σώµα K.

Ιδιαίτερα αν ένα πολυώνυµο έχει πλήθος ϱιζών µεγαλύτερο από τον ϐαθµό του, τότε είναι το µηδενικό
πολυώνυµο.

Απόδειξη. Αν degP (t ) = 1, τότε το P (t ) είναι της µορφής P (t ) = a0 + a1t , όπου a0, a1 ∈ K και a1 6= 0. Τότε
προφανώς το P (t ) έχει ακριβώς µια ϱίζα στο K την ρ =− a0

a1
.

Υποθέτουµε ότι κάθε πολυώνυµο υπεράνω του K ϐαθµού n ≥ 2 έχει το πολύ n ϱίζες στο K, και έστω P (t )
ένα πολυώνυµο ϐαθµού n +1 υπεράνω του K. Αν το P (t ) δεν έχει καµία ϱίζα στο K, τότε δεν έχουµε να
αποδείξουµε τίποτα. Αν ρ ∈K είναι µια ϱίζα του P (t ) στο K, τότε, σύµφωνα µε το Πόρισµα 9.1.7, ϑα έχουµε
(t −ρ) | P (t ) και άρα µπορούµε να γράψουµε

P (t ) = (t −ρ)Q(t )

όπου Q(t ) είναι ένα πολυώνυµο υπεράνω του K και προφανώς degQ(t ) = n. Από την επαγωγική υποθεση,
έπεται ότι το πολυώνυµο Q(t ) έχει το πολύ n ϱίζες στο K. Αν a είναι µια ϱίζα του P (t ), τότε 0 = P (a) =
(a −ρ)Q(a) και εποµένως, επειδή ο δακτύλιος K είναι σώµα, έπεται ότι είτε a = ρ είτε Q(a) = 0 δηλαδή το a
είναι ϱίζα του Q(t ). Επειδή το πολυώνυµο Q(t ) έχει το πολύ n ϱίζες στο K, αυτό σηµαίνει ότι το πολυώνυµο
P (t ) έχει το πολύ n +1 ϱίζες στο K: την ϱίζα ρ και τις k το πλήθος ϱίζες του Q(t ), όπου 0 ≤ k ≤ n. Από την
Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής έπεται τότε ότι κάθε πολυώνυµο ϐαθµού n ≥ 1 έχει το πολύ n το πλήθος ϱίζες
στο σώµα K.

Αν P (t ) είναι ένα πολυώνυµο το οποίο έχει περισσότερες ϱίζες από τον ϐαθµό του, τότε σύµφωνα µε την
παραπάνω ανάλυση ϑα πρέπει degP (t ) = 0, δηλαδή P (t ) = r είναι ένα σταθερό πολυώνυµο, όπου r ∈ K.
Αν r 6= 0, τότε το P (t ) δεν έχει καµία ϱίζα στο K και αυτό είναι άτοπο διότι το πλήθος των ϱιζών του P (t )
είναι > 0 = degP (t ). ΄Αρα αναγκαστικά r = 0, και αυτό σηµαίνει ότι το πολυλωνυµο P (t ) είναι το µηδενικό
πολυώνυµο. ■

Το ακόλουθο παράδειγµα δείχνει ότι το Θεώρηµα 9.1.10 δεν ισχύει για πολυώνυµα υπεράνω (µεταθετι-
κών) δακτυλίων οι οποίοι δεν είναι σώµατα.
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Παράδειγµα 9.1.11. Θεωρούµε τον µεταθετικό δακτύλιο Z8, ο οποίος δεν είναι σώµα ούτε ακέραια περιοχή.
Θεωρούµε το πολυώνυµο P (t ) = t 2 −1 ∈ Z8[t ]. Το πολυώνυµο P (t ) είναι ϐαθµού 2 υπεράνω του Z8, αλλά
έχει 4 ϱίζες στον δακτύλιο Z8, τις κλάσεις ισοτιµίας mod 8: [1]8, [−1]8, [2]8, και [−3]8.

p

Παρατήρηση 9.1.12. Με χρήση του Θεωρήµατος 9.1.10, είδαµε στο Θεώρηµα 4.2.9 ότι κάθε πεπερασµένη
υποοµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδας ενός σώµατος είναι κυκλική.

Αυτό το αποτέλεσµα δεν ισχύει αν ο δακτύλιος δεν είναι σώµα, αλλά είναι, για παράδειγµα, δακτύλιος
διαίρεσης. Πράγµατι η οµάδα Q = {±1, ±i , ± j , ±k

}
των τετρανίων του Hamilton είναι µια πεπερασµένη

µη κυκλική οµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδας του δακτυλίου διαίρεσης των τετρανίων του Hamilton (η
οµάδα Q τάξης 8 δεν είναι κυκλική διότι δεν διαθέτει στοιχείο τάξης 8). N

Ιδιαίτερα από το Θεώρηµα 4.2.9 έπεται το ακόλουθο.

Θεώρηµα 9.1.13. Αν K είναι ένα πεπερασµένο σώµα, τότε η οµάδα U(K) =K∗ είναι κυκλική.

Υπενθυµίζουµε ότι µια κλάση ισοτιµίας [k]n ∈ Zn καλείται πρωταρχική ϱίζα mod n αν η κλάση [k]n

είναι γεννήτορας της οµάδας U(Zn) των αντιστρέψιµων στοιχείων του δακτυλίου Zn . Επίσης υπενθυµίζουµε
ότι το πλήθος των γεννητόρων σε µια κυκλική οµάδα τάξης n είναι ίσο µε φ(n), όπου φ είναι η συνάρτηση
του Euler.

Πόρισµα 9.1.14. Αν p είναι ένας πρώτος αριθµός, τότε η πολλαπλασιαστική οµάδαU(Zp ) =Z∗
p είναι κυκλική.

Εποµένως υπάρχουν πρωταρχικές ϱίζες mod p, και το πλήθος τους είναι ίσο µε φ(p −1).

Παράδειγµα 9.1.15. Θεωρούµε το σώµα Z7. Τότε η οµάδα U(Z7) =Z∗
7 = {

[1]7, [2]7, [3]7, [4]7, [5]7, [6]7
}
είναι

κυκλική µε γεννήτορα την κλάση ισοτιµίας [5]7.
Αντίθετα, η οµάδα U(Z8) = {

[1]8, [3]8, [5]8, [7]8
}
των αντιστρέψιµων στοιχείων του δακτυλίου Z8 δεν είναι

κυκλική, καθώς κάθε στοιχείο της, εκτός του ταυτοτικού, έχει τάξη 2. Προφανώς η οµάδα U(Z8) είναι
ισόµορφη µε την οµάδα V4 των τεσσάρων στοιχείων του Klein. N

9.2 Ιδεώδη του δακτυλίου K[t ]

Αν K είναι ένα σώµα, τότε η δοµή των ιδεωδών του δακτυλίου πολυωνύµων K[t ] είναι σχετικά απλή. Πράγ-
µατι το επόµενο Θεώρηµα πιστοποιεί ότι κάθε ιδεώδες του K[t ] είναι κύριο, δηλαδή παράγεται από ένα
πολυώνυµο.

Θεώρηµα 9.2.1. Αν K είναι ένα σώµα, τότε κάθε ιδεώδες του δακτυλίου πολυωνύµων K[t ] είναι κύριο.

Απόδειξη. ΄Εστω I ⊆ K[t ] ένα ιδεώδες του K[t ]. Αν I είναι το µηδενικό ιδεώδες, τότε προφανώς το I είναι
κύριο, καθώς παράγεται από το µηδενικό πολυώνυµο. Αν I =K[t ], τότε το I είναι κύριο, καθώς παράγεται
από την µονάδα του δακτυλίου K[t ], δηλαδή το σταθερό πολυώνυµο 1.

Υποθέτουµε ότι το I είναι ένα µη µηδενικό και γνήσιο ιδεώδες του K[t ]. Τότε το I περιέχει πολυώνυµα
ϐαθµού ≥ 1. Πράγµατι, επειδή I 6= {

0
}
, το I περιέχει ένα µη µηδενικό πολυώνυµο, και άρα περιέχει ένα

πολυώνυµο ϐαθµού ≥ 0. Αν κάθε µη µηδενικό πολυώνυµο του I είναι ϐαθµού µηδέν, τότε το I περιέχει
ένα σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο. Επειδή κάθε τέτοιο πολυώνυµο είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του K[t ],
έπεται ότι το I περιέχει ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του K[t ] και άρα I =K[t ]. Αυτό είναι άτοπο διότι το I είναι
γνήσιο.

΄Εστω Q(t ) το πολυώνυµο µε τον µικρότερο ϐαθµό ≥ 1 το οποίο ανήκει στο I . Επειδή το I είναι ιδεώδες
του K[t ], ϑα έχουµε (Q(t )) ⊆ I . ΄Εστω P (t ) ένα τυχόν µη µηδενικό πολυώνυµο το οποίο ανήκει στο I . Από
την Ευκλείδεια διαίρεση, ϑα έχουµε ότι υπάρχουν πολυώνυµα S(t ),R(t ) ∈K[t ], έτσι ώστε :

P (t ) = S(t )Q(t )+R(t ), και : είτε R(t ) = 0 είτε degR(t ) < degQ(t )
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Τότε ϑα έχουµε R(t ) = P (t )−S(t )Q(t ) ∈ I διότι P (t ),Q(t ) ∈ I και το I είναι ιδεώδες του K[t ]. Αν R(t ) 6= 0, τότε
το I περιέχει ένα µη µηδενικό ιδεώδες R(t ) µε ϐαθµό degR(t ) < degQ(t ). Αυτό είναι άτοπο διότι το Q(t )
επιλέχθηκε να είναι το πολυώνυµο µε τον µικρότερο ϐαθµό το οποίο ανήκει στο I . Εποµένως R(t ) = 0 και
τότε P (t ) = S(t )Q(t ) ∈ I . Αυτό σηµαίνει ότι I ⊆ (Q(t )) και τελικά ϑα έχουµε I = (Q(t )), δηλαδή το I είναι κύριο
και παράγεται από το Q(t ). ■

Παρατήρηση 9.2.2. Το αποτέλεσµα του Θεωρήµατος 9.2.1 αφορά δακτυλίους πολυωνύµων K[t ] µιας
µεταβλητής µε συντελεστές υπεράνω ενός σώµατος K και δεν γενικεύεται σε δακτυλίους πολυωνύµων πολλών
µεταβλητών K[t1, t2, · · · , tn], n ≥ 2, ή σε δακτυλίους πολυωνύµων µιας µεταβλητής R[t ], όπου ο µεταθετικός
δακτύλιος R δεν είναι σώµα:

1. Το ιδεώδες I = (t1, t2) ⊆K[t1, t2] το οποίο παράγεται από τα πολυώνυµα t1, t2 δεν είναι κύριο.

Πράγµατι, έστω ότι το ιδεώδες I είναι κύριο και εποµένως υπάρχει πολυώνυµο P (t1, t2) έτσι ώστε
(P (t1, t2)) = I . Τότε, επειδή t1, t2 ∈ I , υπάρχουν πολυώνυµα A(t1, t2),B(t1, t2) ∈K[t1, t2] έτσι ώστε :

t1 = P (t1, t2)A(t1, t2) και t2 = P (t1, t2)B(t1, t2)

Από την πρώτη σχέση έπεται ότι ο ϐαθµός ως προς t1 του πολυωνύµου P (t1, t2), δηλαδή ο ϐαθµός
του πολυωνύµου P (t1, t2) ϑεωρούµενου ως πολυώνυµο του δακτυλίου (K[t2])[t1] µε συντελεστές στον
δακτύλιο πολυωνύµων K[t2], είναι το πολύ ίσος µε 1. Εποµένως υπάρχουν πολυώνυµα C (t2),D(t2) ∈
K[t2] έτσι ώστε :

P (t1, t2) =C (t2)+D(t2)t1

Πρόµοια έπεται ότι ο ϐαθµός ως προς t2 του πολυωνύµου P (t1, t2), δηλαδή ο ϐαθµός του πολυωνύµου
P (t1, t2) ϑεωρούµενου ως πολυώνυµο του δακτυλίου (K[t1])[t2] µε συντελεστές στον δακτύλιο πολυω-
νύµων K[t1], είναι το πολύ ίσος µε 1. Εποµένως ο ϐαθµός των πολυωνύµων C (t2),D(t2) είναι το πολύ
ίσος µε 1 και εποµένως ϑα έχουµε C (t2) = a00+a01t2 και D(t2) = b00+b01t2, όπου a00,b00, a01,b01 ∈K.
Τότε :

P (t1, t2) =C (t2)+D(t2)t1 = a00 +a01t2 + (b00 +b01t2)t1 = a00 +b00t1 +a01t2 +b01t1t2

Από τη σχέση t1 =
(
a00+b00t1+a01t2+b01t1t2

)
A(t1, t2) έπεται άµεσα ότι b01 = 0. Από την άλλη πλευρά,

επειδή προφανώς το πολυώνυµο b00t1 + a01t2 ∈ I = (t1, t2), ϑα έχουµε ότι a00 = 0. ΄Αρα t1 = (
b00t1 +

a01t2
)

A(t1, t2), από όπου a01 = 0. Παρόµοια, από τη σχέση t2 = b00t1B(t1, t2), ϑα έχουµε b00 = 0. ΄Ετσι
P (t1, t2) = 0, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα το ιδεώδες I = (t1, t2) δεν είναι κύριο.

2. Το ιδεώδες I = (2, t ) ⊆Z[t ] το οποίο παράγεται από το σταθερό πολυώνυµο 2 και το πολυώνυµο t δεν
είναι κύριο.

Πράγµατι, έστω ότι το ιδεώδες I είναι κύριο και εποµένως ϑα έχουµε I = (P (t )), για ένα πολυώνυµο
P (t ) =∑n

k=0 dk t k , όπου dk ∈Z, 0 ≤ k ≤ n. Προφανώς ϑα έχουµε:

I = (2, t ) = {
2A(t )+ tB(t ) ∈Z[t ] | A(t ),B(t ) ∈Z[t ]

}
Αν A(t ) =∑m

k=0 ak t k και B(t ) =∑l
k=0 bk t k , τότε ένα τυπικό στοιχείο του I ϑα είναι της µορφής 2A(t )+

tB(t ) = 2
∑m

k=0 ak t k + t
∑l

k=0 bk t k = 2a0 + (2a1 +b0)t +·· · , και εποµένως έπεται άµεσα ότι :

I = {
C (t ) ∈Z[t ] | C (0) : άρτιος

}
δηλαδή το I αποτελείται από όλα τα πολυώνυµα του Z[t ] µε άρτιο σταθερό όρο. ΄Ετσι ο σταθερός όρος
d0 του P (t ) είναι άρτιος, δηλαδή d0 = 2d ′

0, όπου d ′
0 ∈Z. Επειδή 2, t ∈ I = (P (t )), υπάρχουν πολυώνυµα

Q(t ) =∑r
k=0 ck t k και R(t ) =∑s

k=0 ek t k του Z[t ], έτσι ώστε :

2 = P (t )A(t ) και t = P (t )B(t )

Από τις παραπάνω σχέσεις ϐλέπουµε άµεσα ότι :

2 = d0c0 = 2d ′
0c0 =⇒ 1 = d ′

0c0 και 1 = d0e1 +d1e0 = 2d ′
0e1 +d1e0
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Τότε d ′
0 =±1 και c0 =±1. Επίσης έχουµε 0 = d1c0+d0c1 = d1c0+2d ′

0c1 και άρα d1c0 =−2d ′
0c1. Επειδή

c0 = ±1, έπεται ότι 2 | d1 και άρα d1 = 2d ′
1, για κάποιο d ′

1 ∈ Z. Τότε ϑα έχουµε 1 = 2d ′
0e1 +d1e0 =

2d ′
0e1 +2d ′

1e0 = 2(d ′
0e1 +d ′

1e0), το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα το ιδεώδες I δεν είναι κύριο. N

Παρατήρηση 9.2.3. ΄Εστω I ⊆K[t ] ένα µη-µηδενικό ιδεώδες του δακτυλίου K[t ]. Τότε I = (P (t )), για ένα µη
µηδενικό πολυώνυµο P (t ) ∈K[t ]. ΄Εστω P (t ) =∑n

k=0 ak t k , όπου an 6= 0 και άρα degP (t ) = n. Αν an 6= 1, τότε
το πολυώνυµο Q(t ) = a−1

n P (t ) = a0a−1
n +a1a−1

n t +a2a−1
n t 2 +·· ·an−1a−1

n t n−1 + t n προφανώς έχει την ιδιότητα
I = (Q(t )) και ο γεννήτορας Q(t ) έχει ως συντελεστή του µεγιστοβάθµιου όρου το 1, δηλαδή το Q(t ) είναι
µονικό πολυώνυµο. Αν Q ′(t ) = b0 +b1t +b2t 2 + ·· ·+bm−1t m−1 + t m είναι ένα µονικό πολυώνυµο το οποίο
είναι γεννήτορας του I , τότε Q(t ) =Q ′(t ). Πράγµατι, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, έστω n ≤ m. ϑα έχουµε
Q(t ) = A(t )Q ′(t ) και Q ′(t ) = B(t )Q(t ) για κάποια, προφανώς µη µηδενικά, πολυώνυµα A(t ),B(t ) ∈ K[t ].
Τότε ϑα έχουµε n = degQ(t ) = deg A(t )+degQ ′(t ) = deg A(t )+m και m = degQ ′(t ) = degB(t )+degQ(t ) =
degB(t )+n, από όπου έπεται ότι deg A(t ) = 0 = degB(t ) και n = m. Ιδιαίτερα ϑα έχουµε A(t ) = a και
B(t ) = b, όπου a,b ∈K \ {0}. Από τις παραπάνω σχέσεις τότε ϑα έχουµε a = 1 = b και άρα A(t ) = B(t ) = 1,
δηλαδή Q(t ) =Q ′(t ). N

Εποµένως κάθε µη µηδενικό ιδεώδες I του K[t ], K είναι σώµα, είναι της µορφής I = (Q(t )), για ένα
µοναδικό µονικό πολυώνυµο Q(t ), το οποίο καλείται ο µονικός γεννήτορας του I .

Πότε ο δακτύλιος R[u] είναι σώµα ;

Θα χρησιµοποιήσουµε τη γνώση της δοµής των ιδεωδών τουK[t ] για να απαντήσουµε στο παραπάνω ερώτηµα
όταν ο δακτύλιος R είναι ένα σώµα K.

΄Εστω R ένας υποδακτύλιος ενός µεταθετικού δακτυλίου S, και έστω u ∈ S ένα τυχόν στοιχείο του S.
Τότε, αν ι : R −→ S, ι(r ) = r , είναι η κανονική έγκλειση, γνωρίζουµε ότι υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός
δακτυλίων ι∗ : R[t ] −→ S έτσι ώστε : ι∗(r) = ι(r ) = r και ι∗(t ) = u, όπου r είναι το σταθερό πολυώνυµο r .
Υπενθυµίζουµε ότι

R[u] = {
r0 + r1u + r2u2 +·· ·+ rnun ∈ S | ri ∈ R, 0 ≤ i ≤ n, n ∈N}

είναι ο υποδακτύλιος του S ο οποίος παράγεται υπεράνω του R από το στοιχείο u ∈ S.
Η παρακάτω Πρόταση δίνει µια διαφορετική περιγραφή του δακτυλίου R[u].

Πρόταση 9.2.4. Με τους παραπάνω συµβολισµούς υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

R[t ]/Ker(ι∗) ∼= R[u] και Ker(ι∗)∩R = {
0
}

Αντίστροφα, έστω ότι I ⊆ R[t ] είναι ένα ιδεώδες του δακτυλίου R[t ] έτσι ώστε I ∩R = {
0
}
. Θέτοντας S = R[t ]/I ,

η απεικόνιση φ : R −→ S = R[t ]/I , φ(r ) = r+ I , όπου r είναι το σταθερό πολυώνυµο r , είναι µονοµορφισµός
δακτυλίων, και άρα ο δακτύλιος R ∼=φ(R) ⊆ S µπορεί να ϑεωρηθεί ως υποδακτύλιος του S. Επιπλέον έχουµε
έναν ισοµορφισµό δακτυλίων R[t ]/I ∼= R[u], όπου u = t + I .

Απόδειξη. Ο οµοµορφισµός δακτυλίων ι∗ : R[t ] −→ S έτσι ώστε : ι∗(r) = ι(r ) = r και ι∗(t ) = u, όπου r είναι το
σταθερό πολυώνυµο r , έχει την ιδιότητα

ι∗
( n∑

k=0
ak t k)= n∑

k=0
ak uk

από όπου αµέσως ϐλέπουµε ότι Im(ι∗) = R[u]. Τότε από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ∆ακτυλίων, ϑα
έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων R[t ]/Ker(ι∗) ∼= R[u]. Αν P (t ) =∑n

k=0 ak t k ∈Ker(ι∗)∩R, τότε το P (t ) είναι
προφανώς το σταθερό πολυώνυµο P (t ) = a0, και τότε επειδή P (t ) ∈Ker(ι∗), ϑα έχουµε ι∗(P (t )) = a0 = 0. ΄Αρα
P (t ) = 0 και εποµένως Ker(ι∗)∩R = {

0
}
.

Θεωρούµε την απεικόνιση
φ : R −→ R[t ]/I , φ(r ) = r+ I
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η οποία είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων ως σύνθεση της κανονικής έγκλεισης R −→ R[t ] και της κα-
νονικής προβολής R[t ] −→ R[t ]/I . Αν φ(r ) = 0R[t ]/I , τότε r+ I = 0+ I , από όπου έπεται ότι r ∈ I . Τότε
r ∈ Ker(ι∗)∩R = {

0
}
, και αυτό σηµαίνει ότι ο οµοµορφισµός φ είναι µονοµορφισµός. ΄Ετσι ο δακτύλιος

R ∼= φ(R) ⊆ S µπορεί να ϑεωρηθεί ως υποδακτύλιος του S = R[t ]/I , µέσω του µονοµορφισµού φ. Αν φ∗
ο µοναδικός µονοµορφισµός δακτυλίων φ : R[t ] −→ S, έτσι ώστε φ∗(r) = φ(r ), ∀r ∈ R, και φ∗(t ) = u, όπου
u = t + I , τότε προφανώς φ∗ = πI : R[t ] −→ R[t ]/I , πI (P (t )) = P (t )+ I είναι η κανονική προβολή. Προφανώς
ϑα έχουµε

φ∗( n∑
k=0

ak t k)= n∑
k=0

(ak + I )(t + I )k =
n∑

k=0
(ak + I )(t k + I ) =

n∑
k=0

(ak + I )uk

και Im(φ∗) = R[u], όπου ταυτίσαµε τον δακτύλιο R µε τον υποδακτύλιο φ(R) ⊆ S. Εποµένως ο οµοµορφι-
σµός φ∗ : R[t ] −→ R[t ]/I είναι επιµορφισµός δακτυλίων και Ker(φ∗) = I . ΄Αρα ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό
δακτυλίων R[t ]/I ∼= R[u]. ■

Για την µελέτη δακτυλίων της µορφής R[u] χρειαζόµαστε τον ακόλουθο ορισµό ο οποίος εισάγει σηµα-
ντικές ιδιότητες τις οποίες µπορεί να έχει το στοιχείο u υπεράνω του R.

Ορισµός 9.2.5. ΄Εστω R ένας υποδακτύλιος ενός µεταθετικού δακτυλίου S, και έστω u ∈ S ένα τυχόν στοιχείο
του S. ΄Εστω ι∗ : R[t ] −→ S ο µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων έτσι ώστε : ι∗(r) = ι(r ) = r και ι∗(t ) = u, όπου
r είναι το σταθερό πολυώνυµο r .

1. Το στοιχείο u ∈ S καλείται αλγεβρικό υπεράνω του R αν: Ker(ι∗) 6= {
0
}
.

2. Το στοιχείο u ∈ S καλείται υπερβατικό υπεράνω του R αν: Ker(ι∗) = {
0
}
.

Εποµένως το στοιχείο u ∈ S είναι αλγεβρικό υπεράνω του R αν υπάρχει µη µηδενικό πολυώνυµο P (t ) =∑n
k=0 ak t k ∈ R[t ] µε ι∗(P (t )) = 0, δηλαδή: a0+a1u+a2u2+·· ·+anun = 0, και τα στοιχεία ak ∈ R, 0 ≤ k ≤ n, δεν

είναι όλα ταυτόχρονα µηδέν. Ανάλογα, το στοιχείο u είναι υπερβατικό υπεράνω του R, αν : ak ∈ R, 0 ≤ k ≤ n,
και a0 +a1u +a2u2 +·· ·+anun = 0, τότε : ak = 0, 0 ≤ k ≤ n.

Αν το στοιχείο u ∈ S είναι αλγεβρικό υπεράνω του υποδακτυλίου K⊆ S και ο υποδακτύλιος K είναι σώµα,
τότε το µη µηδενικό ιδεώδες Ker(ι∗) ⊆K[t ] έχει έναν µονικό γεννήτορα Qu(t ), ο οποίος καλείται το ελάχιστο
πολυώνυµο του u υπεράνω του K.

Σύµφωνα µε την παραπάνω ανάλυση, το πολυώνυµο Qu(t ) είναι το µονικό πολυώνυµο µε τον µικρότερο
ϐαθµό υπεράνω του K το οποίο έχει το στοιχείο u σαν ϱίζα.

Παράδειγµα 9.2.6. 1. ΄Εστω K ένα σώµα, το οποίο ϑεωρούµε ως υποδακτύλιο του δακτυλίου πολυω-
νύµων K[t ], µέσω του κανονικού µονοµορφισµού ι : K −→ K[t ], ι(k) = k, όπου k είναι το σταθερό
πολυώνυµο k. Προφανώς τότε ι∗ : K[t ] −→ K[t ] είναι η ταυτοτική απεικόνιση. Ισχυριζόµαστε ότι το
πολυώνυµο t ∈K[t ] είναι υπερβατικό υπεράνω του K. Πράγµατι, αν το t ήταν αλγεβρικό, ϑα είχαµε
a0 +a1t +·· ·+an t n = 0, για κάποια στοιχεία ak ∈K, 0 ≤ k ≤ n. Αυτό όµως µπορεί να συµβεί µόνο αν
το πολυώνυµο P (t ) =∑n

k=0 ak t k είναι το µηδενικό πολυώνυµο. ΄Αρα το πολυώνυµο t είναι υπερβατικό
στοιχείο του K[t ] υπεράνω του K.

2. Θεωρούµε το σώµα Q των ϱητών ως υπόσωµα του σώµατος R των πραγµατικών αριθµών, και έστω το
στοιχείο u =p

2 ∈R. Τότε το
p

2 είναι αλγεβρικό υπεράνω τουQ διότι P (
p

2) = 0, όπου P (t ) = t 2−2 ∈Q[t ].
Προφανώς το t 2 −2 είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του

p
2 υπεράνω του Q.

p

Μπορούµε τώρα να χαρακτηρίσουµε πότε ο υποδακτύλιος K[u] ⊆ S του σώµατος S, ο οποίος παράγεται
υπεράνω του σώµατος K⊆ S από ένα στοιχείο u ∈ S, είναι σώµα.

Θεώρηµα 9.2.7. ΄Εστω K ένας υποδακτύλιος ενός δακτυλίου S, και έστω u ∈ S ένα τυχόν στοιχείο του S.
Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο υποδακτύλιος K[u] του S είναι σώµα.

2. Το στοιχείο u ∈ S είναι αλγεβρικό υπεράνω του K και το ελάχιστο πολυώνυµο Qu(t ) ∈K[t ] του u είναι
ανάγωγο.
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Αν ο δακτύλιος K[u] είναι σώµα, τότε

K[u] = {
a0 +a1u +a2u2 +·· ·+anun−1 ∈ S | ai ∈K, 0 ≤ i ≤ n −1, n = degQu(t )

}
Απόδειξη. Θεωρούµε την κανονική έγκλειση δακτυλίων ι : K −→ S. Τότε, όπως στην Πρόταση 9.2.4, ϑα
έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίωνK[t ]/I ∼= K[u], όπου I =Ker(ι∗) και ι∗ είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός
δακτυλίων ι∗ : K[t ] −→ S έτσι ώστε : ι∗(k) = ι(k) = k και ι∗(t ) = u, όπου k είναι το σταθερό πολυώνυµο k ∈K.

1. «=⇒» 2. Υποθέτουµε ότι ο υποδακτύλιος K[u] είναι σώµα, και άρα ο δακτύλιος πηλίκο K[t ]/I
είναι σώµα. ΄Εστω I = (Q(t )), όπου Q(t ) ∈ K[t ]. Προφανώς Q(t ) 6= 0, διότι διαφορετικά ϑα είχαµε
K[u] ∼=K[t ]/

{
0
}∼=K[t ], το οποίο είναι άτοπο διότι ο δακτύλιος K[t ] δεν είναι σώµα. Επίσης degQ(t ) ≥ 1

διότι διαφορετικά ϑα είχαµε ότι το πολυώνυµο Q(t ) είναι ένα σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο, και άρα
είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του K[t ]. Τότε όµως I =K[t ] και άρα ο δακτύλιος πηλίκο K[t ]/I ∼=K[u]
ϑα είναι ο τετριµµένος δακτύλιος. Αυτό είναι άτοπο διότι ο δακτύλιος K[u] είναι σώµα. ΄Αρα πράγµατι
degQ(t ) := n ≥ 1. ΄Εστω Q(t ) = ∑n

k=0 ak t k . Τότε 0 = ι∗(Q(t )) = ∑n
k=0 ak uk και άρα το στοιχείο u είναι

αλγεβρικό υπεράνω του K. ΄Εστω Qu(t ) = ∑n−1
k=0 ak t k + t n το ελάχιστο πολυώνυµο του u υπεράνω του

K. Αν Qu(t ) =Q1(t )Q2(t ), όπου 0 6=Qi (t ) ∈K[t ], i = 1,2, τότε n = degQu(t ) = degQ1(t )+degQ2(t ), και
άρα degQi (t ) ≤ n = degQu(t ). Τότε :

0 = ι∗(Qu(t ))ι∗
(
Q1(t )Q2(t )

)= ι∗(Q1(t ))ι∗(Q2(t )) ∈ K[t ]/(Qu(t )) ∼= K[u]

Επειδή ο δακτύλιος K[u] είναι σώµα, έπεται ότι είτε ι∗(Q1(t )) = 0 είτε ι∗(Q2(t )) = 0. Σε κάθε περίπτωση,
αποκτούµε ένα µη µηδενικό πολυώνυµο το οποίο ανήκει στο ιδεώδες Ker(ι∗) = (Qu(t )) µε ϐαθµό
µικρότερο ή ίσο από τον ϐαθµό του µονικού γεννήτορα Qu(t ). Επειδή το Qu(t ) είναι το µονικό
πολυώνυµο µε τον µικρότερο ϐαθµό το οποίο ανήκει στο ιδεώδες Ker(ι∗), έπεται ότι είτε degQ1(t ) = 0
είτε degQ2(t ). ΄Αρα είτε το Q1(t ) είναι ένα σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο, και άρα αντιστρέψιµο
στοιχείο του K[t ], είτε το Q2(t ) είναι ένα σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο, και άρα αντιστρέψιµο
στοιχείο του K[t ]. Αυτό σηµαίνει ότι το ελάχιστο πολυώνυµο Qu(t ) του u υπεράνω του K είναι ανάγωγο.

2. «=⇒» 1. Υποθέτουµε ότι το στοιχείο u ∈ S είναι αλγεβρικό υπεράνω τουK και το ελάχιστο πολυώνυµο
Qu(t ) ∈K[t ] του u είναι ανάγωγο. Επειδή το u είναι αλγεβρικό υπεράνω του K, έπεται ότι ϑα έχουµε
έναν ισοµορφισµό K[t ]/(Qu(t )) ∼=K[u], και αρκεί να δείξουµε ότι ο δακτύλιος πηλίκο K[t ]/(Qu(t )) είναι
σώµα. Σύµφωνα µε την Πρόταση 8.1.17, αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν ο δακτύλιος K[t ]/(Qu(t )) είναι
απλός, δηλαδή τα µόνα ιδεώδη του είναι το µηδενικό και ο ίδιος ο δακτύλιος. ΄Εστω K ⊆K[t ]/(Qu(t ))
ένα ιδεώδες του K[t ]/(Qu(t )). Από το Πόρισµα 8.3.12, έπεται ότι K = I /(Qu(t )), όπου I είναι ένα
ιδεώδες του K[t ] έτσι ώστε (Qu(t )) ⊆ I . Επειδή κάθε ιδεώδες του K[t ] είναι κύριο, ϑα έχουµε I =
(P (t )), για ένα πολυώνυµο P (t ) ∈ K[t ]. Τότε Qu(t ) ∈ (Qu(t )) ⊆ (P (t )) και εποµένως Qu(t ) = P (t )A(t ).
Επειδή το πολυώνυµο Qu(t ) είναι ανάγωγο, έπεται ότι είτε το P (t ) είναι ένα σταθερό µη µηδενικό
πολυώνυµο είτε το A(t ) είναι ένα σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο. Στην πρώτη περίπτωση, το P (t )
είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του K[t ] και εποµένως ϑα έχουµε I = (P (t )) = K[t ], και τότε K =
K[t ]/(Qu(t )). Στην δεύτερη περίπτωση, ϑα έχουµε ότι το A(t ) είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του K[t ]
και εποµένως, επειδή Qu(t ) = P (t )A(t ), έπεται ότι τα ιδεώδη (Qu(t )) και I = (P (t )) συµπίπτουν και άρα
K = {

0K[t ]/(Qu (t ))
}
. Εποµένως ο δακτύλιος K[t ]/(Qu(t )) έχει ακριβώς δύο ιδεώδη, τα τετριµµένα, και

έτσι είναι σώµα.

Υποθετουµε ότι ο δακτύλιος K[u] είναι σώµα, δηλαδή το στοιχείο u είναι αλγεβρικό υπεράνω του K και το
ελάχιστο πολυώνυµο του Qu(t ) είναι ανάγωγο, και έχει ϐαθµό n = degQu(t ). ΄Εστω r = ∑m

k=0 bk um ∈K[u].
Αν r = 0 ή m ≤ n, τότε δεν έχουµε να αποδείξουµε τίποτα. ΄Εστω r 6= 0 και m > n. Θεωρούµε το πολυώνυµο
P (t ) =∑m

k=0 bk t k . Από την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του P (t ) µε το Qu(t ), ϑα έχουµε P (t ) =Qu(t )A(t )+B(t ), όπου
είτε B(t ) = 0 είτε degB(t ) < n. Αν B(t ) = 0, τότε P (t ) =Qu(t )A(t ) και άρα r = P (u) =Qu(u)A(u) = 0, το οποίο
είναι άτοπο. Αν l := degB(t ) < n, τότε r = P (u) =Qu(u)A(u)+B(u) = B(u). ∆ηλαδή r = c0+c1u+·· ·+cn−1un−1 ∈
K[u], όπου ci ∈K, 0 ≤ i ≤ n −1, το οποίο ήταν ο ισχυρισµός που ϑέλαµε να δείξουµε. ■

Η ακόλουθη Πρόταση εξετάζει την περίπτωση κατά την οποία το στοιχείο u είναι υπερβατικό.
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Πρόταση 9.2.8. ΄Εστω K ένας υποδακτύλιος ενός δακτυλίου S, και έστω u ∈ S ένα τυχόν στοιχείο του S. Τότε
τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το στοιχείο u είναι υπερβατικό υπεράνω του K.

2. Η κανονική έγκλειση ι : K−→ S επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

K[u] ∼= K[t ]

Απόδειξη. Θεωρούµε την κανονική έγκλειση δακτυλίων ι : K −→ S. Τότε, όπως στην Πρόταση 9.2.4, ϑα
έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίωνK[t ]/I ∼= K[u], όπου I =Ker(ι∗) και ι∗ είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός
δακτυλίων ι∗ : K[t ] −→ S έτσι ώστε : ι∗(k) = ι(k) = k και ι∗(t ) = u, όπου k είναι το σταθερό πολυώνυµο k ∈K.

1. «=⇒» 2. Υποθέτουµε ότι το στοιχείο u είναι υπερβατικό υπεράνω του K. Τότε το ιδεώδες I =Ker(ι∗) ={
0
}
, και εποµένως ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό

ι∗ : K[t ]
∼=−→ K[u], ι∗(t ) = u

2. «=⇒» 1. Υποθέτουµε ότι η κανονική έγκλειση ι : K −→ S επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων
ι∗ : K[u] ∼= K[t ], και εποµένως ϑα έχουµε ι∗(t ) = u και ι∗(k) = k, ∀k ∈ K. Αν το στοιχείο u ήταν
αλγεβρικό υπεράνω του K, τότε ϑα υπήρχε µη µηδενικό πολυώνυµο P (t ) =∑n

k=0 ak t k , έτσι ώστε P (u) =
0. Τότε όµως, επειδή ο οµοµορφισµός ι∗ είναι µονοµορφισµός, ϑα έχουµε:

0 = P (u) = ι∗(P (t )) =⇒ P (t ) ∈Ker(ι∗) = {
0
}

΄Αρα το P (t ) είναι το µηδενικό πολυώνυµο, και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα το στοιχείο u είναι αλγεβρικό
υπεράνω του K. ■

Παράδειγµα 9.2.9. 1. Θεωρούµε το υπόσωµα Q του σώµατος R και έστω το στοιχείο u = 3p2 ∈R.
Αν P (t ) = t 3 − 2, τότε προφανώς P (u) = P ( 3p2) = ( 3p2)3 − 2 = 2− 2 = 0. Εποµένως το στοιχείο u είναι
αλγεβρικό υπεράνω του Q. Το πολυώνυµο P (t ) = t 3 − 2 είναι µονικό, µηδενίζει το στοιχείο 3p2 και
προφανώς είναι ανάγωγο υπεράνω του Q. ΄Αρα το t 3 −2 είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του 3p2 υπεράνω
του Q και εποµένως ϑα έχουµε ότι ο δακτύλιος

Q[t ]/(t 3 −2) ∼= Q[
3p

2] = {
a +b

3p
2+ c(

3p
2)2 ∈R | a,b,c ∈Q}

είναι σώµα.

2. ΄Εστω ω= −1+i
p

3
2 ∈C µια (πρωταρχική) κυβική ϱίζα της µονάδας. Τότε P (ω) = 0, όπου P (t ) = t 2+ t +1 ∈

Q[t ], και άρα το ω είναι αλγεβρικό στοιχείο υπεράνω του Q. Το P (t ) είναι µονικό, έχει το ω ως ϱίζα, η
άλλη ϱίζα είναι η ω2 = −1−i

p
3

2 , και ανάγωγο υπεράνω του Q και προφανώς είναι το ελάχιστο πολυώνυµο
του ω. Εποµένως ϑα έχουµε ότι ο δακτύλιος

Q[t ]/(t 2 + t +1) ∼= Q[ω] = {
a +bω+ cω2 ∈C | a,b,c ∈Q}

είναι σώµα.
p

9.3 Πολυωνυµικές Συναρτήσεις

΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Θεωρούµε τον δακτύλιο (F (R,R),+·)

F (R,R) = {
f : R −→ R | f : απεικόνιση

}
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όπου η πρόσθεση «+» και ο πολλαπλασιασµός «·» ορίζονται ως εξής :

+ : F (R,R)×F (R,R) −→F (R,R), ( f , g ) 7−→ f + g : R −→ R, ( f + g )(r ) = f (r )+ g (r )

· : F (R,R)×F (R,R) −→F (R,R), ( f , g ) 7−→ f · g : R −→ R, ( f · g )(r ) = f (r )g (r )

Γνωρίζουµε τότε ότι η τριάδα (F (R,R),+, ·) είναι ένας δακτύλιος µε µονάδα την απεικόνιση 1 : R −→ R,
1(r ) = 1R . Το µηδενικό στοιχείο είναι η µηδενική απεικόνιση 0 : R −→ R, 0(r ) = 0R , και το αντίθετο στοιχείο
της απεικόνισης f είναι η απεικόνιση − f : R −→ R, (− f )(r ) =− f (r ). Επειδή ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός,
ο πολλαπλασιασµός του F (R,R) δείχνει ότι ο δακτύλιος F (R,R) = (F (R,R),+, ·) είναι επίσης µεταθετικός.

Ο δακτύλιος F (R,R) περιέχει κάποιες σηµαντικές απεικονίσεις : τις σταθερές απεικονίσεις και την ταυ-
τοτική συνάρτηση. Αναλυτικότερα, για κάθε r ∈ R, ορίζεται η σταθερή απεικόνιση r : R −→ R, r(x) = r .
Γενικότερα µια απεικόνιση f ∈ F (R,R) καλείται σταθερή απεικόνιση, αν υπάρχει r ∈ R, έτσι ώστε f = r.
Προφανώς η απεικόνιση

φ : R −→F (R,R), r 7−→φ(r ) = r : R −→ R, r(x) = r

είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλίων, µε εικόνα Im(φ) το σύνολο των σταθερών απεικονίσεων. Από τώρα και
στο εξής, αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, ϑα ταυτίζουµε τον δακτύλιο R µε τον υποδακτύλιο Im(φ) του
F (R,R) ο οποίος αποτελείται από τις σταθερές απεικονίσεις.

Επιπρόσθετα, στον δακτύλιο F (R,R) ανήκει και η ταυτοτική συνάρτηση IdR : R −→ R, IdR (r ) = r . Για
παραδοσιακούς λόγους και χάριν ευκολίας του συµβολισµού, από τώρα και στο εξής, η ταυτοτική απεικόνιση
IdR ϑα συµβολίζεται µε s, έτσι :

s : R −→ R, r 7−→ s(r ) = r

Οι δυνάµεις της ταυτοτικής απεικόνισης s ορίζονται ως εξής, ∀n ≥ 0:

sn : R −→ R, sn(x) = (
s · s · · ·s)(x) = s(x) · s(x) · · ·s(x) = x · x · · ·x = xn

Θεωρώντας τον µεταθετικό δακτύλιο R ως υποδακτύλιο του δακτυλίου F (R,R) (ισόµορφο µε τον υποδα-
κτύλιο των σταθερών απεικονίσεων µέσω του µονοµορφισµού φ), ϑεωρούµε τον υποδακτύλιο R[s] ο οποίος
παράγεται υπεράνω του R από την ταυτοτική συνάρτηση s. Σύµφωνα µε την Πρόταση 7.3.5, ϑα έχουµε:

R[s] = {
r0 + r1s+ r2s

2 +·· ·+ rns
n ∈F (R,R) | ri ∈ R, n ≥ 0

}
∆ηλαδή η απεικόνιση r0 + r1s+ r2s

2 +·· ·+ rns
n ∈ R[s] ορίζεται ως

r0 + r1s+ r2s
2 +·· ·+ rns

n : R −→ R, x 7−→ r0 + r1x + r2x2 +·· ·+ rn xn

Θεωρώντας το πολυώνυµο P (t ) = r0 + r1t + r2t 2 + ·· · + rn t n ∈ R[t ], έπεται ότι η παραπάνω απεικόνιση
r0 + r1s+ r2s

2 +·· ·+ rns
n : R −→ R, είναι της µορφής x 7−→ P (x). ΄Ετσι προκύπτει ϕυσιολογικά ο ακόλουθος

ορισµός και ορολογία.

Ορισµός 9.3.1. Ο υποδακτύλιος R[s] του F (R,R), ο οποίος παράγεται υπεράνω του R από την ταυτοτική
απεικόνιση s του R, καλείται ο δακτύλιος των πολυωνυµικών συναρτήσεων επί του R.

Θεωρούµε την απεικόνιση

Φ : R[t ] −→F (R,R), P (t ) 7−→Φ(P (t )) : R −→ R, Φ(P (t ))(x) = P (x)

Με άλλα λόγια, η απεικόνιση Φ συµπίπτει µε τον οµοµορφισµό εκτίµησης ο οποίος επάγεται µοναδικά,
όπως στην Πρόταση 8.2.22, από τον οµοµορφισµό φ : R −→ F (R,R), φ(r ) = r και το στοιχείο s ∈ F (R,R).
Εποµένως η απεικόνιση Φ είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων Φ : R[t ] −→F (R,R) έτσι ώστε Φ(t ) = s
και Φ(r ) = r.

Προφανώς Im(Φ) = R[s], και εποµένως ο οµοµορφισµός Φ είναι επιµορφισµός δακτυλίων, και άρα επάγει
έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

R[t ]/Ker(Φ) ∼= R[s]

όπου
Ker(Φ) = {

P (t ) ∈ R[t ] | Φ(P (t )) = 0
}= {

P (t ) ∈ R[t ] | P (x) = 0, ∀x ∈ R
}

Πότε ο οµοµορφισµός Φ είναι ισοµορφισµός δακτυλίων ;
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Πρόταση 9.3.2. Αν R =K είναι ένα σώµα, τότε ο επιµορφισµός δακτυλίων

Φ : K[t ] −→K[s], P (t ) 7−→Φ(P (t )) : K−→K, Φ(P (t ))(x) = P (x)

είναι ισοµορφισµός αν και µόνο αν το σώµα K είναι άπειρο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το σώµα K είναι άπειρο. ΄Εστω P (t ) ένα πολυώνυµο το οποίο ανήκει στον πυρήνα
Ker(Φ) του επιµορφισµού Φ. Τότε η πολυωνυµική συνάρτηση Φ(P (t )) : K −→K είναι η µηδενική, δηλαδή
Φ(P (t ))(x) = P (x) = 0, ∀x ∈K, δηλαδή κάθε στοιχείο x του σώµατοςK είναι ϱίζα του P (t ). Αν degP (t ) ≥ 1, τότε,
σύµφωνα µε το Θεώρηµα 9.1.10, το πολυώνυµο έχει το πολύ degP (t ) ϱίζες στο σώµα K. ΄Αρα, επειδή κάθε
στοιχείο του άπειρου σώµατος K είναι ϱίζα του P (t ), το P (t ) είναι σταθερό πολυώνυµο, έστω P (t ) = r0 ∈ R.
Τότε, ∀x ∈ R, ϑα έχουµε 0 = P (x) = r0, και αυτό σηµαίνει ότι το P (t ) είναι το µηδενικό πολυώνυµο. ΄Ετσι
δείξαµε ότι Ker(Φ) = {

0
}
και εποµένως ο επιµορφισµός Φ είναι ισοµορφισµός.

Αντίστροφα, αν το σώµα K είναι πεπερασµένο, έστω K= {
x1, x2, · · · , xk

}
, τότε ϑεωρούµε το πολυώνυµο

P (t ) = (t −x1)(t −x2) · · · (t −xk )

το οποίο προφανώς είναι ένα µη µηδενικό πολυώνυµο ϐαθµού k. Η εικόνα Φ(P (t )) του πολυωνύµου P (t )
µέσω του επιµορφισµού Φ, είναι η πολυωνυµική συνάρτηση

Φ(P (t )) : K−→K, x 7−→Φ(P (t ))(x) = P (x) = (x −x1)(x −x2) · · · (x −xk )

Επειδή το x ∈K είναι ένα εκ των
{

x1, x , · · · , xk
}
, έπεται ότι Φ(P (t ))(x) = 0, ∀x ∈K, και άρα η πολυωνυµική

συνάρτηση Φ(P (t )) είναι η µηδενική. Αυτό σηµαίνει ότι 0 6= P (t ) ∈Ker(Φ) και άρα ο επιµορφισµός Φ δεν είναι
ισοµορφισµός. Εποµένως, αν ο επιµορφισµός Φ είναι ισοµορφισµός, έπεται ότι το σώµα K είναι άπειρο. ■

Η παραπάνω Πρόταση µας επιτρέπει να ταυτίσουµε ένα πολυώνυµο P (t ) = ∑n
k=0 ak t k υπεράνω ενός

άπειρου σώµατος K, π.χ. K = Q, R, C, µε την αντίστοιχη πολυωνυµική συνάρτηση η οποία ορίζεται µε
«πολυωνυµικό τύπο» : K−→K, x 7−→∑n

k=0 ak xk .
Αν το σώµα K είναι πεπερασµένο, τότε γνωρίζουµε ότι Ker(Φ) 6= {

0
}
. Η ακόλουθη Πρόταση περιγράφει

το ιδεώδες Ker(Φ):

Πρόταση 9.3.3. ΄Εστω K ένα σώµα µε πλήθος στοιχείων ίσο µε |K| = q <∞. Τότε Ker(Φ) = (t q − t ), και άρα
ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

K[t ]
/

(t q − t ) ∼= K[s]

Απόδειξη. Θεωρούµε την πολλαπλασιαστική οµάδα K∗ =K\ {0} του πεπερασµένου σώµατος K η οποία έχει
τάξη q−1. Τότε, από γνωστή συνέπεια του Θεωρήµατος του Lagrange, ϑα έχουµε xq−1 = 1, ∀x ∈K∗, και άρα
xq = x, ∀x ∈K. Θεωρούµε το πολυώνυµο t q − t ∈K[t ], το οποίο είναι προφανώς µη µηδενικό και ανήκει
στον πυρήνα Ker(Φ) του επιµορφισµού Φ, διότι : Φ(t q − t )(x) = xq − x = 0, ∀x ∈ K. ΄Αρα (t q − t ) ⊆ Ker(Φ).
Αντίστροφα, αν P (t ) είναι ένα πολυώνυµο το οποίο ανήκει στον πυρήνα Ker(Φ), τότε από την Ευκλείδεια
διαίρεση του P (t ) µε το t q − t ϑα έχουµε:

P (t ) = (t q − t )Q(t )+R(t ), και είτε R(t ) = 0 είτε degR(t ) < deg(t q − t ) = q

Επειδή P (t ) ∈Ker(Φ), έπεται ότι η επαγόµενη πολυωνυµική συνάρτηση είναι η µηδενική, και το ίδιο συµ-
ϐαίνει και µε το πολυώνυµο t q − t . Εποµένως, για κάθε x ∈K, ϑα έχουµε

P (x) = (xq −x)Q(x)+R(x) =⇒ 0 = 0Q(x)+R(x) =⇒ R(x) = 0

΄Αρα το πολυώνυµο R(t ) έχει πλήθος διακεκριµένων ϱιζών ίσο µε q > degR(t ). Σύµφωνα µε το Θεώρηµα
9.1.10, αυτό µπορεί να συµβαίνει µόνο όταν το R(t ) είναι σταθερό πολυώνυµο R(t ) = r0 ∈ R, και τότε
προφανώς r0 διότι 0 = R(x) = r0, ∀x ∈ K. ΄Αρα το πολυώνυµο R(t ) είναι το µηδενικό και τότε P (t ) = (t q −
t )Q(t ) ∈ (t q − t ), δηλαδή Ker(Φ) ⊆ (t q − t ). Εποµένως Ker(Φ) = (t q − t ). ■

Τα παραπάνω απότελέσµατα γενικεύονται και, κατάλληλα τροποποιηµένα, ισχύουν για πολυωνυµικούς
δακτυλίους πολλών µεταβλητών µε συντελεστές από ένα σώµα.
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9.4 Το Σώµα Κλασµάτων µιας Ακέραιας Περιοχής

΄Εστω K ένα σώµα. Τότε προφανώς κάθε υποδακτύλιος του K είναι ακέραια περιοχή. Στην παρούσα ενότητα
ϑα αποδείξουµε ότι, αντίστροφα, κάθε µεταθετική ακέραια περιοχή R είναι υποδακτύλιος ενός κατάλληλου
σώµατος Q(R) και µάλιστα µε ϐέλτιστο τρόπο, µε την έννοια ότι, αν η ακέραια περιοχή R είναι επίσης
υποδακτύλιος ενός σώµατος K, τότε υπάρχει µονοµορφισµός σωµάτων Q(R) −→K. Εποµένως το σώµα Q(R)
είναι, µέχρι ισοµορφία, το µικρότερο δυνατό σώµα το οποίο περιέχει ως υποδακτύλιο την ακέραια περιοχή
R. Η µέθοδος κατασκευής του σώµατος Q(R) από την ακέραια περιοχή R είναι παρόµοια µε την µέθοδο
κατασκευής του σώµατος Q των ϱητών αριθµών από τον δακτύλιο Z των ακεραίων.

Από τώρα και στο εξής ϑεωρούµε µια µεταθετική ακέραια περιοχή R, και όλοι οι εµπλεκόµενοι δακτύλιοι
είναι µεταθετικοί. Ως συνήθως συµβολίζουµε µε R∗ το σύνολο των µη µηδενικών στοιχείων του R (προφανώς
R∗ 6= ;, διότι 1R ∈ R∗). Στο σύνολο R ×R∗ ορίζουµε µια σχέση «∼» ως εξής :

∀(a,b), (c,d) ∈ R ×R∗ : (a,b) ∼ (c,d) ⇐⇒ ad = bc (†)

Λήµµα 9.4.1. Η σχέση «∼» είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου R ×R∗.

Απόδειξη. ΄Εστω (a,b), (c,d), (e, f ) ∈ R ×R∗.

1. Θα έχουµε (a,b) ∼ (a,b), διότι ab = ba επειδή ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός. ΄Αρα η σχέση «∼» είναι
ανακλαστική.

2. ΄Εστω (a,b) ∼ (c,d). Τότε ad = bc και εποµένως λόγω µεταθετικότητας ϑα έχουµε d a = cb, το οποίο
σηµαίνει ότι (c,d) ∼ (a,b). ΄Αρα η σχέση «∼» είναι συµµετρική.

3. ΄Εστω ότι (a,b) ∼ (c,d) και (c,d) ∼ (e, f ). Τότε ϑα έχουµε ad = bc και c f = de, και εποµένως ad f = bc f ,
δηλαδή ad f = bde ή ισοδύναµα λόγω µεταθετικότητας a f d = bed . Επειδή d ∈ R∗, δηλαδή d 6= 0, και
επειδή ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή, ϑα έχουµε a f = be, το οποίο σηµαίνει ότι (a,b) ∼ (e, f ).
΄Αρα η σχέση «∼» είναι µεταβατική.

Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι η σχέση «∼» είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου R ×R∗. ■

Η κλάση ισοδυναµίας [(a,b)]∼ του στοιχείου (a,b) ϑα συµβολίζεται µε

a

b
= [(a,b)]∼ = {

(c,d) ∈ R ×R∗ | (a,b) ∼ (c,d)
}= {

(c,d) ∈ R ×R∗ | ad = bc
}

και καλείται το κλάσµα του στοιχείου a ως προς το µη µηδενικό στοιχείο b του R. Το σύνολο πηλίκο
(R ×R∗)/ ∼ των κλάσεων ισοδυναµίας επί του R ×R∗ ως προς τη σχέση ισοδυναµίας «∼» ϑα συµβολίζεται µε

Q(R) =
{ a

b
⊆ R ×R∗ | (a,b) ∈ R ×R∗

}
Σηµειώνουµε ότι για δύο κλάσµατα a

b και c
d , έχουµε:

a

b
= c

d
⇐⇒ ad = bc

Σκοπός µας είναι να ορίσουµε πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «·» επί του συνόλου πηλίκου
Q(R) έτσι ώστε η τριάδα (Q(R),+, ·) να είναι σώµα. Πράγµατι ορίζουµε :

+ : Q(R)×Q(R) −→Q(R),
( a

b
,

c

d

) 7−→ a

b
+ c

d
= ad +bc

bd

· : Q(R)×Q(R) −→Q(R),
( a

b
,

c

d

) 7−→ a

b
· c

d
= ac

bd
∆είχνουµε ότι οι παραπάνω απεικονίσεις, οι οποίες έχουν οριστεί επί κλάσεων ισοδυναµίας στοιχείων του
R ×R∗, είναι καλά ορισµένες πράξεις επί του Q(R). Χρησιµοποιούµε πάντα ότι, επειδή ο δακτύλιος R είναι
ακέραια περιοχή, το σύνολο R∗ είναι κλειστό στον πολλαπλασιασµό του R.
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Θεωρούµε τυχόντα στοιχεία (a,b), (c,d), (a′,b′) (c ′,d ′) ∈ R × R∗. Τότε ορίζονται τα κλάσµατα a
b , a′

b′ ,
c
d , και c ′

d ′ . Επειδή τα στοιχεία b,d ,b′,d ′ ∈ R∗ είναι µη µηδενικά και το σύνολο R∗ είναι κλειστό στον
πολλαπλασιασµό του R, έπεται ότι τα στοιχεία bd και b′d ′ είναι µη µηδενικά: bd ,b′d ′ ∈ R∗. Εποµένως
ορίζονται τα κλάσµατα ad+bc

bd , a′d ′+b′c ′
b′d ′ , ac

bd , και a′c ′
b′d ′ .

1. Θα δείξουµε ότι :

a

b
= a′

b′ και
c

d
= c ′

d ′ =⇒ a

b
+ c

d
= a′

b′ +
c ′

d ′ , δηλαδή:
ad +bc

bd
= a′d ′+b′c ′

b′d ′

Θα έχουµε:

ab′ = ba′ και cd ′ = dc ′ =⇒ ab′dd ′ = ba′dd ′ και cd ′bb′ = dc ′bb′ =⇒

=⇒ ab′dd ′+ cd ′bb′ = ba′dd ′+dc ′bb′ =⇒ (ad +bc)b′d ′ = (a′d ′+b′c ′)bd

Η τελευταία ισότητα δείχνει ότι ad+bc
bd = a′d ′+b′c ′

b′d ′ , και εποµένως η πράξη «+» είναι καλά ορισµένη.

2. Θα δείξουµε ότι :

a

b
= a′

b′ και
c

d
= c ′

d ′ =⇒ a

b
· c

d
= a′

b′ ·
c ′

d ′ , δηλαδή:
ac

bd
= a′c ′

b′d ′

Θα έχουµε:

ab′ = ba′ και cd ′ = dc ′ =⇒ ab′cd ′ = ba′cd ′ =⇒ ab′cd ′ = ba′dc ′ =⇒

=⇒ acb′d ′ = a′c ′bd =⇒ (ac)b′d ′ = (a′c ′)bd

Η τελευταία ισότητα δείχνει ότι ac
bd = a′c ′

b′d ′ , και εποµένως η πράξη «·» είναι καλά ορισµένη.

Εποµένως το σύνολο Q(R) είναι εφοδιασµένο µε τις πράξεις «+» (πρόσθεση κλάσµάτων) και «·» (πολλα-
πλασιασµός κλασµάτων).

Παρατήρηση 9.4.2. Παρατηρούµε ότι

a

b
+ c

b
= ab +bc

b2 = b(a + c)

b2 = a + c

b

όπου η τελευταία σχέση προέκυψε διότι, χρησιµοποιώντας ότι ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, έχουµε:
(a + c)b2 = b(a + c)b = b2(a + c).

Επίσης, αν c ∈ R∗, τότε για κάθε a
b ∈Q(R), ϑα έχουµε:

ac

bc
= a

b

διότι, χρησιµοποιώντας ότι ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, έχουµε: acb = bca. N

Το παρακάτω ϐασικό αποτέλεσµα δείχνει ότι κάθε ακέραια περιοχή µπορεί να «εµφυτευθεί» σε ένα σώµα
µε ϐέλτιστο τρόπο.

Θεώρηµα 9.4.3. Αν R είναι µια ακέραια περιοχή, τότε µε τους παραπάνω συµβολισµούς :

1. Η τριάδα Q(R) = (Q(R),+, ·) είναι ένα σώµα, και η απεικόνιση

ϕ : R −→Q(R), ϕ(a) = a

1R

είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλίων.
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2. Αν K είναι ένα σώµα και g : R −→ K είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλίων, τότε υπάρχει µοναδικός
οµοµορφισµός δακτυλίων g∗ : Q(R) −→K, ο οποίος είναι µονοµορφισµός σωµάτων, έτσι ώστε : g∗◦ϕ= g .

3. Αν F είναι ένα σώµα και ψ : R −→ F είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλίων, έτσι ώστε για κάθε άλλο σώµα
K και µονοµορφισµό δακτυλίων f : R −→K υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων f ∗ : F −→K,
ο οποίος είναι µονοµορφισµός σωµάτων, έτσι ώστε : f ∗ ◦ψ = f , τότε υπάρχει µοναδικός ισοµορφισµόις
σωµάτων

ω : Q(R)
∼=−→ F, έτσι ώστε : ω◦ϕ=ψ

Απόδειξη. 1. Θα δείξουµε ότι η τριάδα (Q(R),+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα, κάθε µη
µηδενικό στοιχείο του οποίου είναι αντιστρέψιµο.

(αʹ) ΄Εστω a
b , c

d , e
f ∈Q(R). Τότε :

( a

b
+ c

d

)+ e

f
= ad +bc

bd
+ e

f
= (ad +bc) f + (bd)e

bd f
= ad f +bc f +bde

bd f

a

b
+ ( c

d
+ e

f

)= a

b
+ c f +de

d f
= (ad f +b(c f +de)

bd f
= ad f +bc f +bde

bd f

Λαµβάνοντας υπόψη την µεταθετικότητα του δακτυλίου R, ϑα έχουµε:( a

b
+ c

d

)+ e

f
= a

b
+ ( c

d
+ e

f

)
και άρα η πράξη της πρόσθεσης «+» είναι προσεταιριστική.

(ϐʹ) ΄Εστω a
b , c

d ∈Q(R). Τότε :
a

b
+ c

d
= ad +bc

bd
= cb +d a

db
= c

d
+ a

b

και άρα η πράξη της πρόσθεσης «+» είναι µεταθετική.

(γʹ) Για το στοιχείο 0
1 , το οποίο προφανώς ανήκει στο σύνολο Q(R), ϑα έχουµε ∀ a

b ∈Q(R):

a

b
+ 0

1
= a ·1+b ·0

b ·1
= a

b

Επειδή η πράξη πρόσθεσης «+» είναι µεταθετική, έπεται ότι το στοιχείο 0
1 είναι ουδέτερο στοιχείο

για την πράξη «+» της πρόσθεσης.

(δʹ) Για κάθε στοιχείο a
b ∈Q(R), το στοιχείο −a

b ∈Q(R) και ϑα έχουµε:

a

b
+ −a

b
= ab +b(−a)

b ·b
= 0

b2 = 0

1

όπου η τελευταία σχέση προέκυψε διότι 0 · 1 = b2 · 0. Επειδή η πράξη πρόσθεσης «+» είναι
µεταθετική, έπεται ότι το στοιχείο −a

b είναι το αντίθετο στοιχείο του a
b ως προς την πράξη «+» της

πρόσθεσης.

(εʹ) ΄Εστω a
b , c

d , e
f ∈Q(R). Τότε, χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα του πολλαπλασιασµού του

R, ϑα έχουµε: ( a

b
· c

d

) · e

f
= ac

bd
· e

f
= (ac)e

(bd) f

a

b
· ( c

d
· e

f

)= a

b
· ce

d f
= a(ce)

b(d f )
= (ac)e

(bd) f

΄Αρα η πράξη του πολλαπλασιασµού «·» είναι προσεταιριστική.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ ΚΑΙ ΣΩΜΑΤΑ ΚΛΑΣΜΑΤΩΝ 452

(ϛʹ) ΄Εστω a
b , c

d , e
f ∈Q(R). Τότε, χρησιµοποιώντας τη µεταθετικότητα του πολλαπλασιασµού του R, ϑα

έχουµε:
a

b
· c

d
= ac

bd
= ca

db
= c

d
· a

b

΄Αρα η πράξη «·» του πολλαπλασιασµού είναι µεταθετική.

(Ϲʹ) ΄Εστω a
b , c

d , e
f ∈Q(R).

( a

b
+ c

d

) · e

f
= ad +bc

bd
· e

f
= (ad +bc)e

bd f
= ade +bce

bd f

a

b
· e

f
+ c

d
· e

f
= ae

b f
+ ce

d f
= aed f +b f ce

bd f 2 = f (aed +bce)

f (bd f )
= aed +bce

bd f

΄Αρα
( a

b + c
d

) · e
f = a

b · e
f + c

d · e
f , και παρόµοια δείχνουµε ότι :

a

b
· ( c

d
+ e

f

)= a

b
· c

d
+ a

b
· e

f

Εποµένως ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού «·» ως προς την πρόσθεση «+».

(ηʹ) Θεωρούµε το στοιχείο 1
1 , το οποίο προφανώς ανήκει στο σύνολο Q(R). Τότε για κάθε στοιχείο

a
b ∈Q(R), ϑα έχουµε:

a

b
· 1

1
= a ·1

b ·1
= a

b

Επειδή η πράξη πολλαπλασιασµού «·» είναι µεταθετική, έπεται ότι το στοιχείο 1
1 είναι ουδέτερο

στοιχείο για την πράξη «·» του πολλαπλασιασµού.

Τα παραπάνω δείχνουν ότι η τριάδα (Q(R),+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα το κλάσµα
1
1 και µηδενικό στοιχείο το κλάσµα 0

1 .

΄Εστω a
b ένα µη µηδενικό στοιχείο του Q(R). Σηµειώνουµε ότι το στοιχείο a

b είναι µηδενικό στοιχείο,
δηλαδή a

b = 0
1 , αν και µόνο αν a ·1 = b ·0, δηλαδή αν και µόνο αν a = 0. ΄Αρα, αν το κλάσµα a

b είναι
µη µηδενικό, ϑα έχουµε ότι a 6= 0, δηλαδή a ∈ R∗, και εποµένως ορίζεται το κλάσµα b

a ∈Q(R). Τότε ϑα
έχουµε:

a

b
· b

a
= ab

ab
= 1

1
, διότι : (ab) ·1 = (ab) ·1

Επειδή η πράξη πολλαπλασιασµού «·» είναι µεταθετική, έπεται ότι το στοιχείο b
a είναι το αντίστροφο του

µη µηδενικού στοιχείου a
b . ΄Ετσι δείξαµε ότι κάθε µη µηδενικό στοιχείο του Q(R) είναι αντιστρέψιµο,

και εποµένως ο µεταθετικός δακτύλιος Q(R) είναι σώµα.

Θεωρούµε την απεικόνιση
ϕ : R −→Q(R), ϕ(a) = a

1R

Τότε ϕ(1) = 1
1 = 1Q(R). Επιπλέον, ∀a,c ∈ R:

ϕ(a + c) = a + c

1
= a

1
+ c

1
=ϕ(a)+ϕ(c) και ϕ(ac) = ac

1
= a

1
· c

1
=ϕ(a) ·ϕ(c)

΄Αρα η απεικόνιση ϕ είναι οµοµορφισµός δακτυλίων. Τέλος :

Ker(ϕ) = {
a ∈ R | ϕ(a) = 0Q(R)

}= {
a ∈ R | a

1
= 0

1

}= {
a ∈ R | a ·1 = 1 ·0

}= {
a ∈ R | a = 0

}= {
0
}

Εποµένως, ο οµοµορφισµός ϕ είναι µονοµορφισµός δακτυλίων.
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2. ΄Εστω ότι K είναι ένα σώµα και g : R −→K είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλίων. Αν b ∈ R∗, δηλαδή
b 6= 0, τότε, επειδή η απεικόνιση g είναι µονοµορφισµός, ϑα έχουµε K 3 g (b) 6= 0. Επειδή το K είναι
σώµα, έπεται ότι υπάρχει το στοιχείο g (b)−1 ∈K. Μπορούµε τώρα να ορίσουµε απεικόνιση

g∗ : Q(R) −→K, g∗( a

b

)= g (a)g (b)−1

Η παραπάνω απεικόνιση είναι καλά ορισµένη διότι, αν a
b , c

d ∈Q(R), τότε :

a

b
= c

d
=⇒ ad = bc =⇒ g (ad) = g (bc) =⇒ g (a)g (d) = g (b)g (c) =⇒

=⇒ g (a)g (b)−1 = g (c)g (d)−1 =⇒ g∗( a

b

)= g∗( c

d

)
∆είχνουµε ότι η απεικόνιση g∗ είναι οµοµορφισµός δακτυλίων.

(αʹ) Θα έχουµε: g∗( 1R
1R

)= g (1R )g (1R )−1 = 1K1−1
K

= 1K.

(ϐʹ) Θα έχουµε:

g∗( a

b
+ c

d

)= g∗( ad +bc

bd

)= g (ad +bc)g (bd)−1 = (
g (a)g (d)+ g (b)g (c)

)
g (b)−1g (d)−1 =

= g (a)g (b)−1g (d)g (d)−1 + g (c)g (d)−1g (b)g (b)−1 = g (a)g (b)−1 + g (c)g (d)−1 = g∗( a

b

)+ g∗( c

d

)
(γʹ) Θα έχουµε:

g∗( a

b
· c

d

)= g∗( ac

bd

)= g (ac)g (bd)−1 = g (a)g (c)g (b)−1g (d)−1 = g (a)g (b)−1g (c)g (d)−1 = g∗( a

b

)·g∗( c

d

)
Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι η απεικόνιση g∗ είναι ένας οµοµορφισµός µεταξύ σωµάτων. Ε-
ποµένως η g∗ είναι µονοµορφισµός, διότι κάθε µη µηδενικός οµοµορφισµός ο οποίος ξεκινάει από
ένα σώµα είναι µονοµορφισµός. ∆ιαφορετικά: αν g∗( a

b ) = 0, τότε g (a)g (b)−1 = 0, και τότε προφανώς
g (a) = 0. Επειδή ο οµοµορφισµός g είναι µονοµορφισµός, έπεται ότι a = 0 και τότε a

b = 0
1 = 0Q(R), και

άρα ο g∗ είναι µονοµορφισµός. Επίσης ϑα έχουµε, ∀a ∈ R:

(g∗ ◦ϕ)(a) = g∗(ϕ)(a)) = g∗(
( a

1

)= g (a)g (1)−1 = g (a)1−1 = g (a) =⇒ g∗ ◦ϕ= g

Τέλος, αν h : Q(R) −→ K είναι ένας µονοµορφισµός έτσι ώστε : h ◦ϕ = g , τότε h(ϕ(a)) = h
( a

1

) = g (a),
∀a ∈ R. ΄Εστω a

b ∈ Q(R). Τότε το στοιχείο b
1 του Q(R) είναι αντιστρέψιµο µε αντίστροφο το στοιχείο

1
b . Επειδή η απεικόνιση h είναι οµοµορφισµός, η h στέλνει αντιστρέψιµα στοιχεία σε αντιστρέψιµα
στοιχεία και ιδιαίτερα ϑα έχουµε h

( b
1 )−1

)= h
( 1

b

)
. Χρησιµοποιώντας αυτή τη σχέση, ϑα έχουµε:

g∗( a

b

)= g (a)g (b)−1 = h(ϕ(a))h(ϕ(b))−1 = h
( a

1

)
h
(b

1

)−1 = h
( a

1

)
h
( 1

b

)= h
( a

1
· 1

b

)= h
( a

b

)
Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι g∗ = h, και εποµένως ο µονοµορφισµός g∗ είναι ο µοναδικός µονοµορ-
ϕισµός σωµάτων h : Q(R) −→K, έτσι ώστε h ◦ϕ= g .

3. ΄Εστω ότι F είναι ένα σώµα και ψ : R −→ F είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλίων, έτσι ώστε για κάθε
άλλο σώµα K και µονοµορφισµό δακτυλίων f : R −→K υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων
f ∗ : F −→K, ο οποίος είναι µονοµορφισµός σωµάτων, έτσι ώστε : f ∗ ◦ψ = f . Επιλέγοντας, όπως στο
µέρος 2., K = Q(R) και f = φ : R −→ Q(R), φ(r ) = r

1 , έπεται ότι υπάρχει µοναδικός µονοµορφισµός
δακτυλίων φ∗ : F−→Q(R), έτσι ώστε φ∗ ◦ψ=φ. Από την άλλη πλευρά, όπως αποδείξαµε στο µέρος 2.,
έπεται ότι υπάρχει µοναδικός µονοµορφισµός δακτυλίων ψ∗ : Q(R) −→ F, έτσι ώστε ψ∗ ◦φ =ψ. Τότε
ϑα έχουµε

ψ∗ ◦φ=ψ =⇒ ψ∗ ◦φ∗ ◦ψ=ψ και φ∗ ◦ψ=φ =⇒ φ∗ ◦ψ∗ ◦φ=φ
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΄Ετσι έχουµε δύο µονοµορφισµούς δακτυλίων ψ∗ ◦φ∗, IdF : F−→ F, έτσι ώστε ψ∗ ◦φ∗ ◦ψ=ψ= IdF ◦ψ,
και εποµένως από τη µοναδικότητα της υπόθεσης του µέρους 3., ϑα έχουµε ψ∗ ◦φ∗ = IdF. Παρόµοια
έχουµε δύο µονοµορφισµούς φ∗ ◦ψ∗, IdQ(R) : Q(R) −→Q(R), έτσι ώστε φ∗ ◦ψ∗ ◦φ=φ= IdQ(R) ◦φ, και
εποµένως από το µέρος 2. ϑα έχουµε φ∗◦ψ∗ = IdQ(R). ΄Αρα ο µονοµορφισµός δακτυλίων φ∗ : Q(R) −→ F

είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφο τον ισοµορφισµό δακτυλίων ψ∗ : F−→Q(R). ■

Ορισµός 9.4.4. Αν R είναι µια ακέραια περιοχή, τότε το µονοσήµαντο ορισµένο, µε ακρίβεια ισοµορφισµού
σωµάτων, σώµα Q(R) καλείται το σώµα κλασµάτων της ακέραιας περιοχής R.

Παρατηρούµε ότι το σώµα κλασµάτων µιας ακέραιας περιοχής R είναι το µικρότερο σώµα το οποίο
περιέχει ως υπόσωµα την ακέραια περιοχή R:

Πόρισµα 9.4.5. ΄Εστω F ένα σώµα το οποίο περιέχει ως υποδακτύλιο µια ακέραια περιοχή R. Τότε το σώµα
F περιέχει ως υπόσωµα ένα ισόµορφο αντίγραφο του σώµατος κλασµάτων Q(R) της ακέραιας περιοχής R.

Απόδειξη. ΄Εστω φ : R −→ Q(R), φ(a) = a
1 ο κανονικός µονοµορφισµός δακτυλίων, και έστω ι : R −→ F η

κανονική έγκλειση. Τότε από το Θεώρηµα 9.4.3 έπεται ότι υπάρχει µοναδικός µονοµορφισµός σωµάτων
ι∗ : Q(R) −→ F έτσι ώστε ι∗ ◦φ = ι. Από το Πρώτο Θεώρηµα Ιοσµορφισµών ∆ακτυλίων έπεται ότι το σώµα
κλασµάτων Q(R) της R είναι ισόµορφο µε ένα υπόσωµα του σώµατος F: Q(R) ∼= ι∗(Q(R)) ⊆ F. ■

Η ακόλουθη συνέπεια αποτελεί ένα χρήσιµο κριτήριο αναγνώρισης του σώµατος κλασµάτων µιας ακέ-
ϱαιας περιοχής.

Πόρισµα 9.4.6. ΄Εστω R µια ακέραια περιοχή και υποθέτουµε ότι ι : R −→ K είναι ένας µονοµορφισµός
δακτυλίων, όπου K είναι ένα σώµα. Αν κάθε στοιχείο x του K είναι της µορφής x = ι(a)ι(b)−1, όπου a,b ∈ R
και b 6= 0, τότε το σώµα K είναι ισόµορφο µε το σώµα κλασµάτων Q(R) της ακέραιας περιοχής R.

Απόδειξη. Θεωρούµε τον κανονικό µονοµορφισµό φ : R −→ Q(R), φ(a) = a
1 της ακέραιας περιοχής R στο

σώµα κλασµάτων της Q(R). Από το Θεώρηµα 9.4.3 έπεται ότι υπάρχει µοναδικός µονοµορφισµός δακτυλίων
ι∗ : Q(R) −→ K, έτσι ώστε ι∗ ◦φ = ι, και τότε ι∗( a

b ) = ι(a)ι)b)−1, ∀ a
b ∈ Q(R). Επειδή από την υπόθεση, κάθε

στοιχείο του σώµατος K είναι της µορφής ι(a)ι)b)−1 = ι∗( a
b ), όπου a

b ∈Q(R), έπεται ότι η απεικόνιση ι∗ είναι
επιµορφισµός και άρα ισοµορφισµός σωµάτων. ■

Παράδειγµα 9.4.7. 1. Αν K είναι ένα σώµα, τότε η ταυτοτική απεικόνιση IdK : K −→ K, IdK(k) = k,
είναι µονοµορφισµός δακτυλίων και κάθε στοιχείο k ∈K είναι της µορφής k = k1−1 = IdK(k)IdK(1)−1.
Εποµένως από το Πόρισµα 9.4.6 έπεται ότι ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό σωµάτων.

Q(K) ∼= K

2. Το σώµα κλασµάτων Q(Z) της ακέραιας περιοχής των ακεραίων Z συµπίπτει προφανώς µε το σώµα Q
των ϱητών αριθµών, όπως προκύπτει αµέσως από τον ορισµό του σώµατος κλασµάτων µιας ακέραιας
περιοχής, ή, διαφορετικά, µε χρήση του Πορίσµατος 9.4.6. Εποµένως :

Q(Z) = Q

3. Θεωρούµε το σύνολο των ϱητών του Gauss:

Q(i ) = {
x + yi ∈C | x, y ∈Q}

Εύκολα ϐλέπουµε ότι το σύνολο Q(i ) είναι ένας υποδακτύλιος του σώµατος C και µάλιστα είναι ένα
υπόσωµα του C διότι, αν 0 6= x+ yi ∈Q(i ), τότε το αντίστροφό του (x+ yi )−1 = x

x2+y2 + −y
x2+y2 i στο σώµα C

συµπίπτει µε τον αντίστροφο του x+yi στον δακτύλιο Q(i ) διότι x
x2+y2 , −y

x2+y2 ∈Q, αν x, y ∈Q. Εποµένως
το σύνολο Q(i ) είναι σώµα ως υπόσωµα του C.
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Θεωρούµε την απεικόνιση
ι : Z[i ] −→Q(i ), ι(n +mi ) = n +mi

η οποία προφανώς είναι µονοµορφισµός δακτυλίων. ΄Εστω x + yi ∈Q(i ). Τότε x, y ∈Q και µπορούµε
να γράψουµε x = a

b και y = c
d , όπου a,b,c,d ∈Z και b,d ∈Z\ {0}. Τότε ϑα έχουµε:

x + yi = a

b
+ c

d
i = ad +bci

bd
= (ad +bci )(bd)−1 = ι(ad +bci )ι(bd)−1

΄Αρα κάθε στοιχείο x+yi του Q(i ) είναι της µορφής x+yi = ι(ad +bci )ι(bd)−1, όπου ad +bci , bd ∈Z[i ]
και b,d 6= 0. Τότε από το Πόρισµα 9.4.6 έπεται ότι ο µοναδικός µονοµορφισµός σωµάτων ι∗ : Q(Z[i ]) −→
Q(i ) είναι ισοµορφισµός. Εποµένως

Q
(
Z[i ]

) ∼= Q(i )

4. Θεωρούµε το υποσύνολο
Z[

p
2] = {

a +b
p

2 ∈R | a,b ∈Z}
Τότε 1 = 0+1

p
2 ∈Z[

p
2]. Αν a +b

p
2,c +d

p
2 ∈Z[

p
2], τότε :

(a +b
p

2)+ (c +d
p

2) = (a + c)+ (b +d)
p

2) και (a +b
p

2)(c +d
p

2) = (ac +2bd)+ (ad +bc)
p

2

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το σύνολο Z[
p

2] είναι υποδακτύλιος του σώµατος R των πραγµατι-
κών αριθµών, και ιδιαίτερα είναι ακέραια περιοχή. Θεωρούµε το υποσύνολο

Q(
p

2) = {
x + y

p
2 ∈R | x, y ∈Q}

΄Οπως και παραπάνω, εύκολα ϐλέπουµε ότι το υποσύνολο Q(
p

2) είναι ένας υποδακτύλιος του R, ο
οποίος προφανώς περιέχει τον υποδακτύλιο Z[

p
2]. Επιπρόσθετα, αν x + y

p
2 ∈ Q(

p
2), είναι ένα µη

µηδενικό στοιχείο, τότε (x, y) 6= (0,0), και επειδή
p

2 ∉Q, έπεται ότι 2y2−x2 6= 0. Εύκολα υπολογίζουµε
ότι

(x + y
p

2)−1 = −x

2y2 −x2 + y

2y2 −x2 ∈ Q(
p

2)

Εποµένως κάθε µη µηδενικό στοιχείο x+y
p

2 ∈Q(
p

2) είναι αντιστρέψιµο µε αντίστροφο το αντίστροφό
του στο σώµα R. Αυτό σηµαίνει ότι το υποσύνολο Q(

p
2) είναι ένα υπόσωµα του R το οποίο περιέχει

την ακέραια περιοχή Z[
p

2].

Θεωρούµε την απεικόνιση

ι : Z[
p

2] −→Q(
p

2), ι(m +n
p

2) = m +n
p

2

η οποία προφανώς είναι µονοµορφισµός δακτυλίων. ΄Εστω x+y
p

2 ∈Q(
p

2). Τότε x, y ∈Q και µπορούµε
να γράψουµε x = a

b και y = c
d , όπου a,b,c,d ∈Z και b,d ∈Z\ {0}. Τότε ϑα έχουµε:

x + y
p

2 = a

b
+ c

d

p
2 = ad +bc

p
2

bd
= (ad +bc

p
2)(bd)−1 = ι(ad +bc

p
2)ι(bd)−1

΄Αρα κάθε στοιχείο x + y
p

2 του Q(
p

2) είναι της µορφής x + y
p

2 = ι(ad +bc
p

2)ι(bd)−1, όπου ad +
bc

p
2, bd ∈ Z[

p
2] και b,d 6= 0. Τότε από το Πόρισµα 9.4.6 έπεται ότι ο µοναδικός µονοµορφισµός

σωµάτων ι∗ : Q(Z[
p

2]) −→Q(
p

2) είναι ισοµορφισµός. Εποµένως

Q
(
Z[

p
2]

) ∼= Q(
p

2)
p

Παρατήρηση 9.4.8. ΄Οπως είδαµε, κάθε (µεταθετική) ακέραια περιοχή R µπορεί να εµφυτευθεί σε ένα
σώµα K, δηλαδή υπάρχει µονοµορφισµός R −→K, όπου K είναι ένα σώµα, και µάλιστα µε ϐέλτιστο τρόπο.
Τι συµβαίνει αν παραλείψουµε τη µεταθετικότητα του δακτυλίου R και ϑεωρήσουµε µια περιοχή R, δηλαδή
έναν, όχι απαραίτητα µεταθετικό, δακτύλιο χωρίς διαιρέτες του µηδενός ; Το παραπάνω πρόβληµα έθεσαν οι
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Kolmogorov2 και van der Waerden3, και η απάντηση, η οποία ήταν αρνητική, δόθηκε από τον A. Malcev4 το
1937. Αναλυτικότερα, ο Malcev έδειξε ότι υπάρχουν µη µεταθετικοί δακτύλιοι χωρίς διαιρέτες του µηδενός,
οι οποίοι δεν µπορούν να εµφυτευθούν σε έναν, κατ΄ ανάγκην µη µεταθετικό δακτύλιο διαίρεσης. N

9.5 Το Σώµα των Ρητών Συναρτήσεων

΄Εστω R µια ακέραια περιοχή. Από την Πρόταση 9.1.2 γνωρίζουµε ότι ο δακτύλιος πολυωνύµων R[t1, t2, · · · , tn],
n ≥ 1, είναι επίσης µια ακέραια περιοχή. Εποµένως ορίζεται το σώµα κλασµάτων της Q(R[t1, t2, · · · , tn]).

Ορισµός 9.5.1. Αν R είναι µια ακέραια περιοχή, τότε το σώµα κλασµάτων του δακτυλίου πολυωνύµων
R[t1, t2, · · · , tn] συµβολίζεται µε

R(t1, t2, · · · , tn) =Q(R[t1, t2, · · · , tn])

και καλείται το σώµα των ϱητών συναρτήσεων στις n µεταβλητές υπεράνω της ακέραιας περιοχής R.

Σύµφωνα µε την ενότητα 9.4, τα στοιχεία του σώµατος κλασµάτων R(t1, t2, · · · , tn) µιας ακέραιας περιοχής
R είναι κλάσµατα της µορφής

P (t1, t2, · · · , tn)

Q(t1, t2, · · · , tn)
, P (t1, t2, · · · , tn), Q(t1, t2, · · · , tn) ∈ R[t1, t2, · · · , tn], Q(t1, t2, · · · , tn) 6= 0

Για παράδειγµα, το κλάσµα t 4+3t 3−2t 2+1
2t 3−3t 2+5t−1

είναι µια ϱητή συνάρτηση µιας µεταβλητής υπεράνω του σώµατος

Q των ϱητών, και το κλάσµα t 3
1−2t 2

1 t2+4t1t 5
2−5t 2

2+1

6t 2
1 t2+

p
2t1t2+4t2−1

είναι µια ϱητή συνάρτηση δύο µεταβλητών υπεράνω του
σώµατος R των πραγµατικών αριθµών.

Ο όρος ϱητή συνάρτηση νοείται ως ενιαίος και όχι ως σύνθεση των όρων «ϱητή» και «συνάρτηση», καθώς
µια ϱητή συνάρτηση δεν είναι απαραίτητα συνάρτηση. Για παράδειγµα, ϑεωρούµε τις ϱητές συναρτήσεις

(t 2 −4)(t +3)

t (t −2)
,

(t +2)(t +3)

t
∈ Q(t )

Τα κλάσµατα αυτά ορίζονται διότι τα πολυώνυµα t (t −2) και t δεν είναι τα µηδενικά πολυώνυµα και στον
δακτύλιο πολυωνύµων Q[t ] ισχύει ότι : (t 2−4)(t +3)t = (t +2)(t +3)t (t −2), εποµένως τα κλάσµατα αυτά είναι
ίσα ως στοιχεία του Q(t ): (t 2−4)(t+3)

t (t−2) = (t+2)(t+3)
t . Σηµειώνουµε ότι τα παραπάνω κλάσµατα, αν και ονοµάζονται

ϱητές συναρτήσεις, δεν είναι συναρτήσεις µε την κλασική έννοια του όρου, π.χ. µε πεδίο ορισµού το Q, διότι
η πρώτη δεν ορίζεται στα σηµεία 0,2, και η δεύτερη στο σηµείο 0.

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα δείχνοντας ότι µια ακέραια περιοχή και το σώµα κλασµάτων της µοιρά-
Ϲονται το ίδιο σώµα ϱητών συναρτήσεων.

΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός µεταξύ δακτυλίων R και S. Τότε υπάρχει το ακόλουθο µεταθετικό
διάγραµµα

R

ιR

��

f // S

ιS

��
R[t ]

f ∗
// S[t ]

(9.2)

2Andrey Nikolaevich Kolmogorov (25 Απριλίου 1903 - 20 Οκτωβρίου 1987) [https://en.wikipedia.org/wiki/Andrey_
Kolmogorov]: Επιφανής Ρώσος µαθηµατικός, µε ϑεµελιώδη συµβολή σε ένα ευρύ ϕάσµα ερευνητικών περιοχών: στη Θεωρία Πιθα-
νοτήτων, στην Ανάλυση και στην Τοπολογία, στη Λογική, στην Κλασική Μηχανική, στη Θεωρία της Πληροφορίας και Πολυπλοκότητας
κλπ.

3Bartel Leendert van der Waerden (2 Φεβρουαρίου 1903 - 12 Ιανουαρίου 1996) [https://en.wikipedia.org/wiki/
Bartel_Leendert_van_der_Waerden]: Ολλανδός µαθηµατικός και ιστορικός, γνωστός κυρίως για το δίτοµο έργο του Modern
Algebra (1930, 1931) το οποίο άσκησε καθοριστική επίδραση στην εξάπλωση των ιδεών της Emmy Noether, του Emil Artin και άλλων.
Είναι επίσης γνωστός για τα ϐιβλία ιστορίας Μαθηµατικών τα οποία συνέγραψε.

4Anatoly Ivanovich Malcev (27 Νοεµβρίου 1909 - 7 Ιουνίου 1967) [https://en.wikipedia.org/wiki/Anatoly_Maltsev]:
Ρώσος µαθηµατικός, µε συµβολή στην ΄Αλγεβρα και στη Μαθηµατική Λογική. Γνωστός κυρίως για την συµβολή του στην αποφασισι-
µότητα ϑεωριών διάφορων αλγεβρικών συστηµάτων.

https://en.wikipedia.org/wiki/Andrey_Kolmogorov
https://en.wikipedia.org/wiki/Andrey_Kolmogorov
https://en.wikipedia.org/wiki/Bartel_Leendert_van_der_Waerden
https://en.wikipedia.org/wiki/Bartel_Leendert_van_der_Waerden
https://en.wikipedia.org/wiki/Anatoly_Maltsev
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όπου f ∗ είναι ο µοναδικός οµοµορφισµός δακτυλίων, έτσι ώστε f ∗(r) = f(r), ∀r ∈ R, όπου r και f(r) είναι τα
σταθερά πολυώνυµα r και f (r ) αντίστοιχα, και f ∗(t ) = t . Προφανώς f ∗(

∑n
k=0 ak t k ) =∑n

k=0 f (ak )t k .
Υποθέτουµε ότι ο οµοµορφισµός δακτυλίων f : R −→ S είναι µονοµορφισµός. Αν P (t ) = ∑n

k=0 ak t k ∈
R[t ] είναι ένα πολυώνυµο τέτοιο ώστε f ∗(P (t )) = 0, τότε

∑n
k=0 f (ak )t k = 0. Τότε εξ ορισµού του µηδενικού

πολυωνύµου ϑα έχουµε f (ak ) = 0, 0 ≤ k ≤ n. Επειδή ο οµοµορφισµός f είναι µονοµορφισµός, ϑα έχουµε
ak = 0, 0 ≤ k ≤ n, δηλαδή το πολυώνυµο P (t ) = 0. ΄Ετσι Ker( f ∗) = {

0
}
και εποµένως ο οµοµορφισµός f ∗ είναι

µονοµορφισµός. ΄Ετσι αποδείξαµε την ακόλουθη ϐοηθητική Πρόταση:

Λήµµα 9.5.2. Κάθε οµοµορφισµός δακτυλίων f : R −→ S, επεκτείνεται σε έναν οµοµορφισµό δακτυλίων
f ∗ : R[t ] −→ S[t ], έτσι ώστε το διάγραµµα οµοµορφισµών δακτυλίων (9.2) είναι µεταθετικό. Επιπρόσθετα, αν ο
οµοµορφσιµός f είναι µονοµορφισµός, τότε ο οµοµορφισµός f ∗ είναι µονοµορφισµός.

Υποθέτουµε τώρα ότι οι δακτύλιοι R και S είναι ακέραιες περιοχές, και ο οµοµορφισµός δακτυλίων
f : R −→ S είναι µονοµορφισµός.

Θεωρούµε τα σώµατα κλασµάτων Q(R[t ]) = R(t ) και Q(S[t ]) = S(t ) των ακέραιων περιοχών R και S
αντίστοιχα, και έστω φR : R[t ] −→ R(t ), φR (P (t )) = P (t )

1 και φS : S[t ] −→ S(t ), φS (P (t )) = P (t )
1 , οι κανονικοί

µονοµορφισµοί. Η σύνθεση φS ◦ f ∗ : R[t ] −→ S(t ) είναι τότε µονοµορφισµός δακτυλίων, και άρα από το
Θεώρηµα 9.4.3, έπεται ότι ο µονοµορφισµός δακτυλίων φS ◦ f ∗ : R[t ] −→ S(t ) επεκτείνεται µοναδικά σε έναν
µονοµορφισµό σωµάτων f̃ : Q(R[t ]) = R(t ) −→ Q(S[t ]) = S(t ), έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να είναι
µεταθετικό :

R[t ]

φR

��

f ∗
// S[t ]

φS

��
R(t )

f̃ // S(t )

(9.3)

Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι για κάθε ακέραια περιοχή R ισχύει ότι : Q(R)(t ) ∼=Q(R[t ]) = R(t ).

Πρόταση 9.5.3. ΄Εστω R µια ακέραια περιοχή, και Q(R) το σώµα κλασµάτων της. Τότε υπάρχει µοναδικός
ισοµορφισµός σωµάτων

ι̃ : R(t )
∼=−→ Q(R)(t )

έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα µονοµορφισµών δακτυλίων να είναι µεταθετικό :

R[t ]

φR

��

ι∗ // Q(R)[t ]

φQ(R)

��
R(t )

∼=
ι̃
// Q(R)(t )

(9.4)

Απόδειξη. Θέτοντας στο Λήµµα 9.5.2, f = ι : R −→Q(R) = S, έπεται ότι υπάρχει µοναδικός µονοµορφισµός
σωµάτων ι∗ : R(t ) −→ Q(R)(t ), έτσι ώστε το αντίστοιχο του διαγράµµατος (9.2) να είναι µεταθετικό. Θεωρώ-
ντας τον µονοµορφισµό φQ(R) ◦ ι∗ : R[t ] −→ Q(R)(t ), από το Θεώρηµα 9.4.3 έπεται ότι υπάρχει µοναδικός
µονοµορφισµός δακτυλίων ι̃ : R(t ) −→ Q(R)(t ), έτσι ώστε το διάγραµµα µονοµορφισµών δακτυλίων (9.4) να
είναι µεταθετικό. Αρκεί να δείξουµε ότι ο µονοµορφισµός ι̃ είναι επιµορφισµός. Από το Θεώρηµα 9.4.3
έπεται ότι

ι̃
( P (t )

Q(t )

)= (φ∗
Q(R) ◦ ι)(P (t ))((φ∗

Q(R) ◦ ι)(Q(t )))−1 = ι(P (t ))

1
(
ι(Q(t ))

1
)−1 =

P (t )
1

1

( Q(t )
1

1

)−1 = P (t )

Q(t )
= P (t )Q(t )−1

΄Εστω A(t )
B(t ) ∈Q(R)(t ), όπου A(t ),B(t ) ∈Q(R)[t ], B(t ) 6= 0. Τότε

A(t ) =
a0
b0

+ a1
b1

t +·· ·+ an
bn

t n

c0
d0

+ c1
d1

t +·· ·+ cm
dm

t m
και B(t ) =

r0
s0
+ r1

s1
t +·· ·+ rk

sk
t k

x0
y0

+ x1
y1

t +·· ·+ xl
yl

t l
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όπου τα στοιχεία ai ,bi ,ci ,di ,ri , si , xi , yi ανήκουν στην ακέραια περιοχή R και τα στοιχεία bi ,di , si , yi είναι
µη µηδενικά. Επειδή ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή, έπεται ότι τα στοιχεία β = b0 ·b1 · · ·bn , δ =
d0 ·d1 · · ·dm , σ= s0 · s1 · · · sk , και ψ= y0 · y1 · · · yl είναι επίσης µη µηδενικά. Τότε µπορούµε να γράψουµε :

A(t ) =
a0β0+a1β1t+···+anβn t n

β

d0δ0+d1δ1t+···+dmδm t m

δ

= δa0β0 +δa1β1t +·· ·+δanβn t n

βd0δ0 +βd1δ1t +·· ·+βdmδm t m = C (t )

D(t )
∈ R(t )

B(t ) =
r0σ0+r1σ1t+···+rkσk t k

σ

x0ψ0+x1ψ1t+···+xlψl t l

ψ

= ψr0σ0 +ψr1σ1t +·· ·+ψrkσk t k

σx0ψ0 +σx1ψ1t +·· ·+σxlψl t l
= E(t )

F (t )
∈ R(t )

όπου βi ,δi ,σi ,ψi συµβολίζουν τα γινόµενα β,δ,σ,ψ, έχοντας παραλείψει τους παράγοντες bi ,di , si , yi , αντί-
στοιχα. Εποµένως ϑα έχουµε

Q(R)(t ) 3 A(t )

B(t )
=

C (t )
D(t )
E(t )
F (t )

= C (t )F (t )

D(t )E(t )
= P (t )Q(t )−1 = ι̃( P (t )

Q(t )

)
όπου ϑέσαµε P (t ) =C (t )F (t ) και Q(t ) = D(t )E(t ). Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι ο µονοµορφισµός ι̃ : R(t ) −→
Q(R)(t ) είναι επιµορφισµός και άρα είναι ισοµορφισµός σωµάτων. ■

Για παράδειγµα, επειδή Q=Q(Z), έπεται ότι τα σώµατα κλασµάτων Z(t ) και Q(t ) είναι ισόµορφα.

Τυπικές ∆υναµοσειρές Laurent

Θα προσδιορίσουµε το σώµα κλασµάτων της ακέραιας περιοχής K�t� των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω
ενός σώµατος K.

Λήµµα 9.5.4. ΄Εστω R µια ακέραια περιοχή. Τότε ο δακτύλιος R�t� των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω του
R είναι ακέραια περιοχή.

Απόδειξη. ΄Εστω P (t ) =∑∞
k=0 ak t k και Q(t ) =∑∞

k=0 bk t k δύο τυπικές δυναµοσειρές, και έστω ότι P (t )Q(t ) = 0.
Υποθέτοντας ότι P (t ) 6= 0, ϑα δείξουµε ότι Q(t ) = 0. Υπενθυµίζουµε ότι

P (t )Q(t ) =
∞∑

k=0
ck t k , ck =

k∑
i=0

ai bk−i , k ≥ 0

Εποµένως από την υπόθεση ϑα έχουµε:

ck =
k∑

i=0
ai bk−i = 0, ∀k ≥ 0

Επειδή P (t ) 6= 0, κάποιος από τους συντελεστές ai 6= 0. ΄Εστω k ο µικρότερος ακέραιος ≥ 0 έτσι ώστε ak 6= 0.
Τότε ai = 0, 0 ≤ i ≤ k−1. Επειδή ck =∑k

i=1 ai bk−i = a0bk+a1bk−1+·· ·+ak−1b1+ak b0 = 0, ϑα έχουµε ak b0 = 0.
Επειδή ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή και ak 6= 0, έπεται ότι b0 = 0.

Επαγωγική Υπόθεση: Υποθέτουµε ότι bi = 0, όπου 0 ≤ i ≤ l και l ≥ 1. Θα δείξουµε ότι bl+1 = 0.
Επειδή ck+l+1 =

∑k+l+1
i=0 ai bk−i = a0bk+l+1 +a1bk+l +·· ·+ak−1bl+2 +ak bl+1 = 0, και επειδή ai = 0, 0 ≤ i ≤

k −1 και bi = 0, 0 ≤ i ≤ l , έπεται ότι ϑα έχουµε ak bl+1 = 0. Επειδή ak 6= 0 και ο δακτύλιος R είναι ακέραια
περιοχή, έπεται ότι bl+1 = 0.

Εποµένως από την ΑρχήΜαθηµατικής Επαγωγής έπεται ότι bi = 0, ∀i ≥ 0 και εποµένως Q(t ) =∑∞
k=0 bk t k =

0.
΄Αρα ο δακτύλιος R�t� είναι µια ακέραια περιοχή. ■

Εποµένως, για κάθε ακέραια περιοχή R, ο δακτύλιος των τυπικών δυναµοσειρών R�t� είναι µια ακέραια
περιοχή, και ως τέτοια διαθέτει ένα σώµα κλασµάτων:
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Ορισµός 9.5.5. Για κάθε ακέραια περιοχή R, το σώµα κλασµάτων της ακέραιας περιοχής R�t� συµβολίζεται
µε

Q(R�t�) = R((t ))

και καλείται το σώµα των τυπικών δυναµοσειρών Laurent5 υπεράνω του R.

Θα δείξουµε ότι, αν K είναι ένα σώµα, τότε καθε στοιχείο P (t ) του σώµατος R((t )) είναι της µορφής

P (t ) =
∞∑

k=−n
ak t k , για κάποιο n ≥ 0

΄Εστω το σύνολο
U = {

P (t ) =
∞∑

k=−n
ak t k για κάποιο n = nP (t ) ≥ 0

}
το οποίο είναι εφοδιασµένο µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «·» τυπικών δυνα-
µοσειρών.

Πρόταση 9.5.6. ΄Εστω K ένα σώµα. Τότε η τριάδα (U ,+, ·) είναι σώµα το οποίο είναι ισόµορφο µε το σώµα
K((t )) των τυπικών δυναµοσειρών Laurent υπεράνω του K.

Απόδειξη. Εύκολα ϐλέπουµε ότι το σύνολο U , εφοδιασµένο µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης «+» και
πολλαπλασιασµού «·» τυπικών δυναµοσειρών, είναι σώµα µε µονάδα την τυπική δυναµοσειρά 1= 1+0+0+·· · .
∆είχνουµε µόνο ότι κάθε µη µηδενικό στοιχείο του U είναι αντιστρέψιµο. ΄Εστω 0 6= P (t ) =∑∞

k≥nP (t )
ak t k ένα

στοιχείο του U , όπου nP (t ) ∈Z. Προφανώς µπορούµε να διαλεξουµε το nP (t ) να είναι ο µικρότερος ακέραιος
µε την ιδιότητα anP (t ) 6= 0. Επειδή το K είναι σώµα, υπάρχει το αντίστροφο a−1

nP (t )
∈K. Ορίζουµε ένα στοιχείο

του συνόλου U , ως εξής : Q(t ) = ∑∞
k≥−nP (t )

bk t k , όπου τα στοιχεία bk , ∀k ≥ −nP (t ), ορίζονται επαγωγικά ως
εξής :

b−nP (t ) = a−1
nP (t )

, bk+1 =−a−1
nP (t )

k+nP (t )+1∑
l=k

ak+nP (t )+1−l bl , ∀k ≥−nP (t )

Τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι P (t )Q(t ) = 1= 1+0+0+·· · και άρα P (t )−1 =Q(t ) στο σώµα U . Για το µη µηδενικό
στοιχείο P (t ) όπως παραπάνω παρατηρούµε ότι, αν nP (t ) ≥ 0, τότε P (t ) ∈K�t�. ΄Εστω ότι nP (t ) < 0. Τότε από
τον υπολογισµό του αντίστροφου στοιχείου P (t )−1 έπεται ότι ϑα έχουµε P (t )−1 ∈K�t�.

Προφανώς η κανονική έγκλειση ι : K�t� −→U , ι(P (t )) = P (t ), όπου η τυπική δυναµοσειρά P (t ) ϑεωρείται
ως στοιχείο του U , είναι ένας µονοµορφισµός δακτυλίων. Από το Θεώρηµα 9.4.3, έπεται ότι υπάρχει
µοναδικός µονοµορφισµός σωµάτων

ι∗ : Q(K�t�) =K((t )) −→ U , ι∗
( P (t )

Q(t )

)= P (t )Q(t )−1

΄Εστω P (t ) ∈U . Αν nP (t ) ≥ 0, τότε P (t ) ∈K�t�, και τότε ι∗(P (t )) = ι∗( P (t )
1 ) = P (t ). Αν nP (t ) < 0, τότε όπως είδαµε

παραπάνω P (t )−1 ∈ K�t�, και άρα 1
P (t )−1 ∈ K((t )). Τότε ϑα έχουµε ι∗( 1

P (t )−1 ) = 1(P (t )−1)−1 = 1P (t ) = P (t ).
Εποµένως ο µονοµορφισµός σωµάτων ι∗ είναι επιµορφισµός και άρα είναι ισοµορφισµός. ■

Παρατήρηση 9.5.7. Τα παραπάνω αποτελέσµατα γενικεύονται εύκολα, µε χρήση της Αρχής Μαθηµατικής
Επαγωγής, και για σώµατα ϱητών συναρτήσεων R(t1, t2, · · · , tn) πολλών µεταβλητών, υπεράνω µιας ακέραιας
περιοχής R. Η διατύπωση και περαιτέρω ανάλυσή τους αφήνεται στον αναγνώστη.

Σηµειώνουµε ότι σώµατα ϱητών συναρτήσεων της µορφής K(t1, t2, · · · , tn), όπου K είναι ένα σώµα, δια-
δραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στην Αλγεβρική Γεωµετρία. N

5Pierre Alphonse Laurent (18 Ιουλίου 1813 - 2 Σεπτεµβρίου 1854) [https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_Alphonse_
Laurent]: Γάλλος µαθηµατικός, γνωστός κυρίως για την ανακάλυψη των σειρών που ϕέρουν το όνοµά του.

https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_Alphonse_Laurent
https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_Alphonse_Laurent
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9.6 Ασκήσεις

΄Ασκηση 9.6.1. Να εξεταστεί αν ο δακτύλιος πηλίκο C[t ]/(t 2 +2) είναι ακέραια περιοχή.

΄Ασκηση 9.6.2. Θεωρούµε τον δακτύλιο πολυωνύµων Q[t ] και το κύριο ιδεώδες (P (t )) το οποίο παράγεται
από το πολυώνυµο P (t ) = t 3 +3t −2. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος πηλίκο R[t ]/(P (t )) είναι σώµα.

΄Ασκηση 9.6.3. Να δειχθεί ότι :

1. το πολυώνυµο P (t ) = t 2 + t +1 ∈Z2[t ] είναι ανάγωγο υπεράνω του σώµατος Z2.

2. το πολυώνυµο P (t ) = t 2 +1 ∈Z7[t ] είναι ανάγωγο υπεράνω του σώµατος Z7.

3. το πολυώνυµο P (t ) = t 3 −9 ∈Z31[t ] είναι ανάγωγο υπεράνω του σώµατος Z31.

4. το πολυώνυµο P (t ) = t 3 −9 ∈Z11[t ] δεν είναι ανάγωγο υπεράνω του σώµατος Z11.

΄Ασκηση 9.6.4. Να δειχθεί ότι το πολυώνυµο P (t ) = t 3+ t 2+1 ∈Z3[t ] είναι ανάγωγο υπεράνω του σώµατος Z3

και ακολούθως να δειχθεί ότι ο δακτύλιος πηλίκο Z3[t ]/(P (t )) είναι ένα σώµα µε 8 στοιχεία.

΄Ασκηση 9.6.5. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος ο οποίος δεν περιέχει µη µηδενικά µηδενοδύναµα
στοιχεία. Να δειχθεί ότι6 ένα στοιχείο P (t ) ∈ R[t ] είναι διαιρέτης του µηδενός αν και µόνο αν υπάρχει 0 6= a ∈ R:
aP (t ) = 0.

΄Ασκηση 9.6.6. Στον δακτύλιο πολυωνύµων Z[t ] να δειχθεί ότι (2)∩(t ) = (2t ). Ισχύει ότι (p)∩(t ) = (pt ) (όπου
p: πρώτος); Ισχύει ότι (n)∩ (t ) = (nt ) (όπου n ∈N);

΄Ασκηση 9.6.7. ΄Εστω ότιK είναι ένα σώµα και a,b ∈K, όπου a 6= 0. Να δειχθεί ότι ένα πολυώνυµο P (t ) ∈K[t ]
είναι ανάγωγο αν και µόνο αν το πολυώνυµο P (at +b) είναι ανάγωγο.

΄Ασκηση 9.6.8. 1. Να εξεταστεί αν τα ακόλουθα πολυώνυµα είναι ανάγωγα

t 2 +1 ∈ Z3[t ] και Q(t ) = t 3 + t +2 ∈ Z5[t ]

2. Να δειχθεί ότι για κάθε a ∈Z5, το πολυώνυµο P (t ) = t 4 +at +1 ∈Z5[t ] δεν είναι ανάγωγο υπεράνω του
σώµατος Z5.

3. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα πολυώνυµα του Z3[t ]

P (t ) = t 5 + t 3 + t και Q(t ) = t 5 +2t

ορίζουν την ίδια πολυωνυµική συνάρτηση υπεράνω του Z3.

΄Ασκηση 9.6.9. ΄Εστω ότι R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος και ότι I είναι ένα ιδεώδες του R. Να δειχθεί
ότι το σύνολο

I∗ =
{

n∑
k=0

ak t k ∈ R[t ] | a0 ∈ I

}
είναι ένα ιδεώδες του R[t ] και να προσδιοριστεί ο δακτύλιος πηλίκο R[t ]/I∗.

6Το αποτέλεσµα της ΄Ασκησης ισχύει για κάθε µεταθετικό δακτύλιο.
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΄Ασκηση 9.6.10. Αν R και S είναι δύο µεταθετικοί δακτύλιοι, να δειχθεί ότι :7

R ∼= S =⇒ R[t ] ∼= S[t ] =⇒ R(t ) ∼= S(t )

΄Ασκηση 9.6.11. ΄Εστω F ένα σώµα. Να δειχθεί ότι οι δακτύλιοι F[t ]/(t 2) και F[t ]/(t 2 −1) είναι ισόµορφοι αν
και µόνο αν char(F) = 2.

΄Ασκηση 9.6.12. Να δειχθεί ότι :

Q(Z[i ])
∼=−→ Q[i ]

΄Ασκηση 9.6.13 (Κριτήριο του Eisenstein). 8 ΄Εστω P (t ) ∈Z[t ] ένα πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές, όπου
P (t ) = a0 +a1t +·· ·+an t n . Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένας πρώτος αριθµός p έτσι ώστε :

p - an , p | a0, p | a1, · · · , p | an−1, p2 - a0

Να δειχθεί ότι το πολυώνυµο P (t ) είναι ανάγωγο υπεράνω του σώµατος Q των ϱητών.

΄Ασκηση 9.6.14. Αν p είναι ένας πρώτος αριθµός, να δειχθεί ότι το πολυώνυµο P (t ) = t n −p ∈ Z[t ], n ≥ 2,
είναι ανάγωγο υπεράνω του σώµατος των ϱητών.

΄Ασκηση 9.6.15. ΄Εστω ότι ο ϱητός αριθµός m
n ∈ Q, όπου (m,n) = 1, είναι ϱίζα ενός πολυωνύµου P (t ) ==

a0 +a1t +·· ·+ak t k ∈ Z[t ]. Να δειχθεί ότι : m | a0 και n | ak .

΄Ασκηση 9.6.16. ΄Εστω ότι ο ϱητός αριθµός q ∈Q, είναι ϱίζα ενός µονικού πολυωνύµου P (t ) ∈Z[t ]. Να δειχθεί
ότι ο ϱητός αριθµός q είναι ακέραιος.

΄Ασκηση 9.6.17. Να δειχθεί ότι το σώµα κλασµάτων της ακέραιας περιοχής Q(p) της ΄Ασκησης 8.5.66 συµπί-
πτει µε το σώµα Q των ϱητών.

Παρατηρούµε ότι Q(Q(p)) ∼=Q∼=Q(Z), αλλά Z�Q(p), δηλαδή υπάρχουν µη ισόµορφες ακέραιες περιοχές
µε ισόµορφα σώµατα κλασµάτων.

΄Ασκηση 9.6.18. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και a ∈ R. Θεωρούµε τον δακτύλιο

R = R[t ]/(at −1)

Να δειχθεί ότι το στοιχείο a + (at −1) είναι αντιστρέψιµο στον δακτύλιο R και αν

f : R −→ R, f (r ) = r + (at −1)

να δειχθεί ότι
Ker( f ) = {

r ∈ R | ∃n ∈N : anr = 0
}

Με ποιον δακτύλιο συµπίπτει ο δακτύλιος R αν το στοιχείο a είναι µηδενοδύναµο ;

7Υπάρχουν παραδείγµατα µη ισόµορφων µεταθετικών δακτυλίων R και S, έτσι ώστε R[t ] ∼= S[t ], ϐλέπε το άρθρο του M. Hochster,
Nonuniqueness of coefficient rings in a polynomial ring, Proc. Amer. Math. Soc. 34 (1972), 81–82.

Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 9.6.17, υπάρχουν παραδείγµατα µη ισόµορφων µεταθετικών δακτυλίων R και S, έτσι ώστε R(t ) ∼= S(t ). ΄Ετσι
οι συνεπαγωγές της παρούσας ΄Ασκησης δεν είναι αναστρέψιµες.

8Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (16 Απριλίου 1823 - 11 Οκτωβρίου 1852) [https://en.wikipedia.org/wiki/
Gotthold_Eisenstein]: Γερµανός µαθηµατικός µε συµβολή στη Θεωρία Αριθµών και στην Ανάλυση. Γνωστός κυρίως για το
παρόν κριτήριο που ϕέρει το όνοµά του, καθώς και για τις οµώνυµες σειρές.

https://en.wikipedia.org/wiki/Gotthold_Eisenstein
https://en.wikipedia.org/wiki/Gotthold_Eisenstein
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΄Ασκηση 9.6.19. Στην ΄Ασκηση 9.6.18 ϑέτουµε R = F[t ], όπου F είναι ένα σώµα, και a = t . Τότε ο δακτύλιος
R = F[t , x]/(xt−1) είναι ισόµορφος µε τον δακτύλιο F[t , t−1] των πολυωνύµων Laurent τα στοιχεία του οποίου
είναι πολυώνυµα στις µεταβλητές t και t−1, δηλαδή της µορφής

P (t ) =
n∑

k=−n
ak t k

΄Ασκηση 9.6.20. Ποιο είναι το σώµα κλασµάτων ενός σώµατος ;

Η επόµενη άσκηση έχει ως στόχο την κατασκευή του δακτυλίου τοπικοποίησης R[S−1] ενός µεταθετικού
δακτυλίου R ως προς ένα πολλαπλασιαστικό σύνολο S µη µηδενικών στοιχείων του R το οποίο είναι κλειστό
στον πολλαπλασιασµό του R. Η κατασκευή αυτή γενικεύει την κατασκευή του σώµατος κλασµάτων µιας
ακέραιας περιοχής.

΄Ενα υποσύνολο S ⊆ R∗ = R \ {0} καλείται πολλαπλασιαστικό σύνολο αν:

1R ∈ S και ∀a,b ∈ S : ab ∈ S

΄Ασκηση 9.6.21. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και S ⊆ R∗ ένα πολλαπλασιαστικό υποσύνολο του R.
Στο σύνολο R ×S ορίζουµε µια σχέση «∼» ως εξής, ∀(a, s), (b, t ) ∈ R ×S:

(a, s) ∼ (b, t ) ⇐⇒ ∃u ∈ S : u(at −bs) = 0

1. Να δειχθεί ότι η σχέση «∼» είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου R ×S.

Συµβολίζουµε µε a/s = [(a, s)]∼ την κλάση ισοδυναµίας του στοιχείου (a, s) και µε R[S−1] το σύνολο
πηλίκο (R ×S)/ ∼, δηλαδή

a/s = {
(b, t ) ∈ R ×S | (a, s) ∼ (b, t )

}= {
(b, t ) ∈ R ×S | ∃u ∈ S : u(at −bs) = 0

}
R[S−1] = {

a/s ⊆ R ×S | a ∈ R, s ∈ S
}

2. Ορίζοντας πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού στο σύνολο πηλίκο R[S−1] ως εξής, ∀a/s,b/t ∈
R[S−1]:

a/s +b/t = (at +bs)/st και a/s ·b/t = ab/st

να δειχθεί ότι η τριάδα (R[S−1],+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µηδενικό στοιχείο 0R[S−1] = 0R /1R

και µονάδα 1R[S−1] = 1R /1R .

3. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση
φ : R −→ R[S−1], φ(a) = a/1R

είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων.

4. Ο οµοµορφισµός δακτυλίων φ είναι µονοµορφισµός αν και µόνο αν κανένα στοιχείο του S δεν είναι
διαιρέτης του µηδενός.

5. Να δειχθεί ότι κάθε στοιχείο της µορφής s/1R , s ∈ S, είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R[S−1].

Ο δακτύλιος R[S−1] καλείται ο δακτύλιος τοπικοποίησης του µεταθετικού δακτυλίου R ως προς το
πολλαπλασιαστικό σύνολο S ⊆ R. Για παράδειγµα, αν R =Z και S =Z\ {0}, τότε Z[(Z\ {0}−1] =Q.

΄Ασκηση 9.6.22. Αν R είναι µια ακέραια περιοχή και S = R∗, να δειχθεί ότι ο δακτύλιος τοπικοποποίησης
R[S−1] συµπίπτει µε το σώµα κλασµάτων της R.

΄Ασκηση 9.6.23. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και S είναι το σύνολο όλων των στοιχείων του R τα
οποία δεν είναι διαιρέτες του µηδενός.
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1. Να δειχθεί ότι το S είναι πολλαπλασιαστικό υποσύνολο του R.

2. Ο δακτύλιος τοπικοποίησης R[S−1] του R ως προς το S καλείται ο ολικός δακτύλιος κλασµάτων του
R και συµβολίζεται µε Q(R).

3. Ο ολικός δακτύλιος κλασµάτων Q(R) είναι σώµα αν και µόνο αν ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή.

΄Ασκηση 9.6.24. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και a ένα στοιχείο του R το οποίο δεν είναι διαιρέτης
του µηδενός. ΄Εστω S = {

1, a, a2, · · · , an , · · · ,
}
. Να δειχθεί ότι το S είναι ένα πολλαπλασιαστικό σύνολο και

υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων

R[S−1]
∼=−→ R[t ]/(at −1)

΄Ασκηση 9.6.25. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και S είναι ένα πολλαπλασιαστικό σύνολο του R έτσι
ώστε 0 ∉ S., Να δειχθεί ότι, αν ο δακτύλιος R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, τότε και ο δακτύλιος τοπικοποίησης
R[S−1] είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.



Κεφάλαιο 10

Πρώτα και Μεγιστοτικά Ιδεώδη

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε ειδικούς τύπους ιδεωδών σε έναν δακτύλιο και την επίδραση που
έχουν οι επιπλέον ιδιότητες τις οποίες ικανοποιούν τα ιδεώδη αυτά στους επαγόµενους δακτύλιους πηλίκα.
Θα επικεντρωθούµε στην ανάλυση των ϐασικών ιδιοτήτων δύο σηµαντικών κλάσεων ιδεωδών, των πρώτων
και των µεγιστοτικών ιδεωδών ενός δακτυλίου, και ϑα προσδιορίσουµε τα πρώτα και µεγιστοτικά ιδεώδη σε
διάφορες κλάσεις δακτυλίων. Γενικά η δοµή των πρώτων ή/και των µεγιστοτικών ιδεωδών είναι πολύ πιο
πλούσια στην περίπτωση των µεταθετικών δακτυλίων, έτσι ϑα επικεντρώσουµε τη µελέτη µας στο πλαίσιο
των µεταθετικών δακτυλίων.

Θεωρούµε τον δακτύλιο Z[i ] των ακεραίων του Gauss, και έστω τα κύρια ιδεώδη του

(2+ i ) και (1+5i ) και (0)

τα οποια παράγονται από τα στοιχεία του 2+ i , 1+5i , και 0. Στο παράδειγµα 8.4.6 είδαµε ότι :

Z[i ]
/

(2+ i ) ∼= Z5 και Z[i ]
/

(1+5i ) ∼= Z26 και Z[i ]
/

(0) ∼= Z[i ]

Ας δούµε κάποιες διαφορές στα παραπάνω ιδεώδη οι οποίες αντανακλώνται στους επαγόµενους δακτυλίους
πηλίκα.

1. Ο δακτύλιος Z5 είναι σώµα διότι ο 5 είναι πρώτος αριθµός. Εποµένως τα µόνα ιδεώδη του είναι τα :
το µηδενικό ιδεώδες (2+ i ) και όλος ο δακτύλιος Z[i ]

/
(2+ i ), και άρα από την περιγραφή των ιδεωδών

ενός δακτυλίου πηλίκου, ϐλέπε το Πόρισµα 8.3.12, δεν υπάρχει ιδέωδες J διαφορετικό από τα (2+ i )
και Z[i ], έτσι ώστε (2+ i ) ⊆ J ⊆Z[i ].

Παρατηρούµε ότι, αν x, y ∈Z[i ] και x · y ∈ (2+ i ), τότε είτε x ∈ (2+ i ) είτε y ∈ (2+ i ). Πράγµατι τότε στον
δακτύλιο πηλίκο Z[i ]

/
(2+ i ) ϑα έχουµε (x + (2+ i )) · (y + (2+ i )) = (2+ i ), και άρα, επειδή ένα σώµα

δεν έχει διαιρέτες του µηδενός, ϑα έχουµε x + (2+ i ) = (2+ i ) ή y + (2+ i ) = (2+ i ), δηλαδή x ∈ (2+ i ) ή
y ∈ (2+ i ).

2. Ο δακτύλιος Z26 δεν είναι σώµα διότι ο 26 είναι σύνθετος, και δεν είναι ούτε ακέραια περιοχή διότι,
για παράδειγµα, [2]26 · [13]26 = [0]26.

Από την άλλη πλευρά, σύµφωνα µε το Πόρισµα 8.3.12, τα ιδεώδη του Z[i ]
/

(1+5i ) είναι της µορφής
I /(1+5i ), όπου I είναι ένα ιδεώδες του Z[i ] έτσι ώστε : (1+5i ) ⊆ I ⊆Z[i ], παράδειγµα τέτοιου ιδεώδους
είναι το I = (−24+ 10i ) = (1+ 5i )2 και ϐλέπουµε εύκολα ότι (1+ 5i ) 6= J 6= Z[i ]. Παρατηρούµε ότι
υπάρχουν στοιχεία x, y ∈Z[i ] έτσι ώστε x · y ∈ (1+5i ), αλλά x ∉ (1+5i ) και y ∈ (1+5i ). Πράγµατι, για
τα στοιχεία x = 2 και y = 13 του Z[i ] έχουµε 2 ·13 = 26 = (1−5i ) · (1+5i ) ∈ (1+5i ). Τότε 2 ∉ (1+5i ) και
13 ∉ (1+5i ). Πράγµατι, εύκολα ϐλέπουµε ότι, αν 2 ∈ (1+5i ), τότε 26a = 2, και αν 13 ∉ (1+5i ), τότε
26b = 13, για κάποια a,b ∈Z. Και οι δύο περιπτώσεις µάς οδηγούν σε αντίφαση.

3. Ο δακτύλιος Z[i ] είναι ακέραια περιοχή ως υποδακτύλιος του C. Υπάρχουν άπειρα ιδεώδη I του Z[i ]
έτσι ώστε (0) á I á Z[i ]. Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχουν στοιχεία x, y ∈ Z[i ] έτσι ώστε x · y ∈ (0), και
x ∉ (0) και y ∉ (0), διότι ο δακτύλιος Z[i ] είναι ακέραια περιοχή.
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΄Ετσι η διαφορετική συµπεριφορά των ιδεωδών I ∈ {
(2+ i ), (1+5i ), (0)

}
του δακτυλίου Z[i ] εντοπίζεται : (α)

σε ιδιότητες του επαγόµενου δακτυλίου πηλίκου Z[i ]/I , (β) στην δυνατότητα να παρεµβάλλουµε γνήσια
I á J á Z[i ] ένα ιδεώδες J ανάµεσα στο I και στον δακτύλιο Z[i ], και (γ) στη δυνατότητα το γινόµενο δύο
στοιχείων του Z[i ] να ανήκει στο I χωρίς κανένα από τα στοιχεία να ανήκει στο I .

Σκοπός µας είναι να τυποποιήσουµε τις παραπάνω διαφορές στην γενική περίπτωση ιδεωδών τυχόντος
δακτυλίου και να µελετήσουµε τη δοµή των κλάσεων ιδεωδών που ϑα προκύψουν.

10.1 Μεγιστοτικά Ιδεώδη

Ιδεώδη τα οποία συµπεριφέρονται ανάλογα µε το ιδεώδες (2+ i ) του Z[i ] καλούνται µεγιστοτικά ιδεώδη, µε
την έννοια του ακόλουθου ορισµού.

΄Εστω R = (R,+, ·) ένας δακτύλιος.

Ορισµός 10.1.1. ΄Ενα ιδεώδες I ⊆ R καλείται µεγιστοτικό ιδεώδες του R, αν :

1. I 6= R.

2. Αν J είναι ένα ιδεώδες του R έτσι ώστε I ⊆ J ⊆ R, τότε : είτε I = J είτε J = R.

Το σύνολο όλων των µεγιστοτικών ιδεωδών του δακτυλίου R συµβολίζεται µε Max(R).

∆ηλαδή τα µεγιστοτικά ιδεώδη σε έναν δακτύλιο είναι εκείνα τα γνήσια ιδεώδη του R τα οποία δεν
περιέχονται γνήσια σε άλλο γνήσιο ιδεώδες του R.

Παρατήρηση 10.1.2. 1. Προς το παρόν δεν γνωρίζουµε αν το σύνολο Max(R) όλων των µεγιστοτικών
ιδεωδών ενός δακτυλίου R είναι κενό ή περιέχει τουλάχιστον ένα µεγιστοτικό ιδεώδες. Αργότερα ϑα
δούµε ότι, τουλάχιστον για δακτυλίους µε µονάδα, έχουµε πάντα Max(R) 6= ;.

2. Κατ΄ αναλογία µπορούµε να ορίσουµε την έννοια του αριστερού ή δεξιού µεγιστοτικού ιδεώδους ενός
δακτυλίου R. ΄Ετσι ένα αριστερό, αντίστοιχα, δεξιό ιδεώδες I ⊆ R καλείται µεγιστοτικό αριστερό ιδεώδες,
αντίστοιχα µεγιστοτικό δεξιό ιδεώδες, αν I 6= R και, αν J είναι ένα αριστερό, αντίστοιχα δεξιό, ιδεώδες
του R έτσι ώστε I ⊆ J ⊆ R, τότε : είτε I = J είτε J = R. Αν και οι έννοιες αυτές είναι ενδιαφέρουσες, δεν
ϑα µας απασχολήσουν ιδιαίτερα στη συνέχεια στο πλαίσιο αυτών των σηµειώσεων. N

Ας δούµε κάποια στοιχειώδη παραδείγµατα µεγιστοτικών ιδεωδών.

Παράδειγµα 10.1.3. 1. ΄Εστω K ένα σώµα. Τότε τα µόνα ιδεώδη του R είναι τα τετριµµένα (0) και K,
και προφανώς (0) 6=K. Αυτό σηµαίνει ότι το µηδενικό ιδεώδες (0) είναι µεγιστοτικό.

2. Παρόµοια, το µηδενικό ιδεώδες (0) ενός δακτυλίου διαίρεσης είναι µεγιστοτικό, καθώς τα µόνα ιδέωδη
ενός δακτυλίου διαίρεσης R είναι τα (0) και R, και (0) 6= R.

3. ΄Εχουµε δείξει, ϐλέπε την Πρόταση 8.1.19, ότι ο δακτύλιος πινάκων Mn(R) υπεράνω ενός δακτυλίου
διαίρεσης είναι απλός, και άρα τα µόνα του ιδεώδη είναι τα τετριµµένα: (0) και Mn(R). ΄Οπως και
παραπάνω, αυτό σηµαίνει ότι το µηδενικό ιδεώδες (0) είναι µεγιστοτικό ιδεώδες του Mn(R).

4. Το µηδενικό ιδεώδες (0) του δακτυλίου Z δεν είναι µεγιστοτικό διότι περιέχεται γνήσια σε κάθε κύριο
γνήσιο ιδεώδες (n) του Z, όπου n 6= 0,±1.

5. Το ιδεώδες nZ του Z δεν είναι µεγιστοτικό αν ο n είναι σύνθετος, έστω n = mk, όπου 1 < k,m < n.
Πράγµατι ϑα έχουµε nZ⊆ kZ⊆Z και προφανώς nZá kZáZ.

6. Το ιδεώδες (t ) στον δακτύλιο πολυωνύµων Z[t ] δεν είναι µεγιστοτικό διότι : (t ) ⊆ (2, t ) ⊆ Z[t ] και
προφανώς (t ) á (2, t ) á Z[t ]. Το ιδεώδες (t ), αντιστοιχα το (2, t ), αποτελείται από όλα τα πολυώνυµα
P (t ) ∈Z[t ] µε µηδενικό σταθερό όρο, αντίστοιχα µε άρτιο σταθερό όρο.
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7. Αντιθετα, αν K είναι ένα σώµα, τότε το ιδεώδες (t ) του K[t ] είναι µεγιστοτικό. Πράγµατι, έστω I ένα
ιδεώδες του K[t ] έτσι ώστε (t ) á I ⊆K[t ]. Θα δείξουµε ότι I =K[t ]. Επειδή (t ) á I υπάρχει πολυώνυµο
P (t ) = a0 +a1t +·· ·+ab t n ∈ I , όπου a0 6= 0. Τότε το πολυώνυµο P (t )−a0 έχει µηδενικό σταθερό όρο,
και άρα ανήκει στο ιδεώδες (t ), άρα και στο I , επειδή (t ) ⊆ I . Τοτε το I περιέχει και τη διαφορά
P (t )− (P (t )− a0) = a0, δηλαδή περιέχει ένα µη µηδενικό σταθερό πολυώνυµο. Επειδή το K είναι
σώµα, υπάρχει το αντίστροφο στοιχείο a−1

0 ∈K. Τότε όµως για κάθε πολυώνυµο Q(t ) ∈K[t ], ϑα έχουµε
Q(t ) = a0(a−1

0 Q(t )) ∈ I , και άρα I =K[t ].

8. Το ιδεώδες (2+ i ) του δακτυλίου Z[i ] είναι µεγιστοτικό, όπως είδαµε στην αρχή του Κεφαλαίου.
p

Επειδή ο έλεγχος για το αν ένα ιδεώδες ενός δακτυλίου είναι µεγιστοτικό ή όχι, µε χρήση του ορισµού,
είναι σε κάποιες περιπτώσεις επίπονος, ϑα αποδείξουµε το ακόλουθο χρήσιµο κριτήριο διαµέσου του οποίου
ϑα µπορούµε να ελέγχουµε αν ένα ιδεώδες ενός δακτυλίου είναι µεγιστοτικό ή όχι. Πρώτα ϑα χρειαστούµε
µια µικρή υπενθύµιση.

Αν I ⊆ R είναι ένα ιδεώδες του R και a ∈ R, τότε υπενθυµίζουµε ότι το ιδεώδες (I , a) του R είναι το ιδεώδες
του R το οποίο παράγεται από το σύνολο I ∪{

a
}
. Ως γνωστόν, ϑα έχουµε (I , a) = I +RaR, όπου RaR είναι το

κύριο ιδεώδες το οποίο παράγεται από το a. Εποµένως τα στοιχεία του (I , a) ϑα είναι της µορφής

I +RaR = {
x +

n∑
k=1

rk ask ∈ R | x ∈ I , rk , sk ∈ R, n ≥ 1
}

Πράγµατι, προφανώς το ιδέωδες I +RaR είναι το ιδεώδες του οποίο παράγεται από το σύνολο I ∪RaR, και
άρα (I , a) ⊆ (I ∪RaR) = I +RaR. Τότε ϑα έχουµε ισότητα (I , a) = (I ∪RaR) = I +RaR διότι κάθε ιδεώδες του
R το οποίο περιέχει το I και το a ϑα περιέχει προφανώς και καθε στοιχείο του I +RaR.

Αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε προφανώς ϑα έχουµε:

(I , a) = I +Ra = {
x + r a ∈ R | r ∈ R, x ∈ I

}
Θεώρηµα 10.1.4. Για ένα ιδεώδες I ενός δακτυλίου R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το ιδεώδες I είναι µεγιστοτικό.

2. Ο δακτύλιος πηλίκο R/I είναι απλός.

3. Το ιδεώδες I είναι γνήσιο και για κάθε a ∈ R \ I : (I , a) = R.

Ιδαίτερα, αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε : το I είναι µεγιστοτικό ⇐⇒ ο δακτύλιος πηλίκο R/I είναι
σώµα.

Απόδειξη. Η απόδειξη συνίσταται σε µια άµεση εφαρµογή της Πρότασης 8.1.19.

1. «1. =⇒ 2.» Υποθέτουµε ότι το ιδεώδες I του R είναι µεγιστοτικό. Τότε το I είναι ιδιαίτερα γνήσιο
ιδεώδες του R: I 6= R. ΄Εστω K ⊆ R/I ένα ιδεώδες του δακτυλίου πηλίκου R/I . Από την Πρόταση
8.1.19, έπεται ότι το K είναι της µορφής K = J/I , όπου J είναι ένα ιδεώδες του R έτσι ώστε I ⊆ J ⊆ R.
Επειδή το I είναι µεγιστοτικό, έπεται ότι είτε I = J είτε J = R. Αν I = J , τότε το K = J/I = I είναι το
µηδενικό ιδεώδες του R/I , και αν J = R, τότε το K = R/I είναι όλος ο δακτύλιος πηλίκο. ΄Ετσι δείξαµε
ότι ο δακτύλιος R/I έχει µόνο δύο ιδεώδη, τα τετριµµένα, και άρα είναι απλός.

2. «2. =⇒ 1.» Αντίστροφα, έστω ότι ο δακτύλιος πηλίκο R/I είναι απλός. Τότε τα µόνα ιδεώδη του είναι
δύο: τα I και R/I . Ιδιαίτερα έπεται ότι το I είναι γνήσιο. Αν J είναι ένα ιδεώδες του R έτσι ώστε
I ⊆ J ⊆ R, τότε ϑα έχουµε το ιδεώδες J/I του R/I , και άρα είτε J/I = I είτε J/I = R/I , ισοδύναµα είτε
I = J είτε R = J . Εποµένως το I είναι µεγιστοτικό.

3. «1. =⇒ 3.» ΄Εστω ότι το I είναι µεγιστοτικό ιδεώδες του R και a ∈ R \ I . Τότε το ιδεώδες (I , a) = I +RaR
είναι ένα ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το I , δηλαδή I ⊆ I +RaR ⊆ R. Προφανώς I 6= I +RaR, διότι
διαφορετικά ϑα είχαµε a ∈ RaR ⊆ I +RaR = I , το οποίο είναι άτοπο. Επειδή (I , a) 6= I και το I είναι
µεγιστοτικό, έπεται ότι ϑα έχουµε το Ϲητούµενο (I , a) = I +RaR = R.
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4. «3. =⇒ 1.» Υποθέτουµε ότι το ιδεώδες I είναι γνήσιο και έστω ότι a ∈ R \ I : (I , a) = R. ΄Εστω J ένα
ιδεώδες του R έτσι ώστε I ⊆ J ⊆ R. Αν I 6= J , τότε υπάρχει a ∈ J \ I . Θεωρούµε τότε το ιδεώδες (I , a), για
το οποίο από την υπόθεση ϑα έχουµε (I , a) = R. ΄Οµως επειδή I ⊆ J και a ∈ J , ϑα έχουµε R = (I , a) ⊆ J
και εποµένως J = R. Αυτό δείχνει ότι το ιδεώδες I είναι µεγιστοτικό.

Αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε το συµπέρασµα προκύπτει από το γεγονός ότι ένας µεταθετικός
δακτύλιος είναι απλός αν και µόνο αν είναι σώµα, ϐλέπε την Πρόταση 8.1.17. ■

Η παραπάνω συνέπεια του Θεωρήµατος 10.1.4 δείχνει ότι τα µεγιστοτικά ιδώδη ενός δακτυλίου R είναι
σε αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µε τους επιµορφισµούς δακτυλίών R −→ F , όπου F είναι ένα σώµα.

Πόρισµα 10.1.5. Αν R είναι ένας δακτύλιος, τότε η απεικόνιση

M 7−→ πM : R −→ R/M , πM (r ) = r +M

ορίζει µια «1-1» και «επί» αντιστοιχία µεταξύ του συνόλου των µεγιστοτικών ιδεωδών M του δακτυλίου R και του
συνόλου των επιµορφισµών δακτυλίων f : R −→ F , όπου F είναι ένα σώµα. Η αντίστροφη αντιστοιχία ορίζεται
ως εξής :

f : R −→ F, 7−→ Ker( f )

Απόδειξη. Αν M είναι ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R, τότε ο δακτύλιος πηλίκο R/M είναι σώµα και η
απεικόνιση πM είναι επιµορφισµός δακτυλίων µε πυρήνα το µεγιστοτικό ιδεώδες M . Αντίστροφα, αν f : R −→
F είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων, όπου F είναι σώµα, τότε από το Θεώρηµα 10.1.4, έπεται ότι ο πυρήνας
Ker( f ) είναι ένα µεγιστοτικό ιδώδες του R διότι για τον δακτύλιο πηλίκο ϑα έχουµε R/Ker( f ) ∼= F . ■

Πόρισµα 10.1.6. Το µηδενικό ιδεώδες (0) σε έναν δακτύλιο R είναι µεγιστοτικό αν και µονον αν ο δακτύλιος
R είναι απλός. Αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε το µηδενικό ιδεώδες (0) του R είναι µεγιστοτικό αν και
µόνο αν ο δακτύλιος R είναι σώµα.

Ο ακόλουθος χαρακτηρισµός µεγιστοτικών ιδεωδών ϐασίζεται στη συµπεριφορά στοιχείων του δακτυλίου.

Πόρισµα 10.1.7. Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος, τότε ένα γνήσιο ιδεώδες I του R είναι µεγιστοτικό
αν και µόνο αν

∀r ∈ R \ I , ∃s ∈ R : 1− r s ∈ I

Απόδειξη. Αν το ιδεώδες I είναι µεγιστοτικό, τότε ο δακτύλιος πηλίκο R/I είναι σώµα. Εποµένως, αν
r ∈ R \ I , τότε το r + I είναι ένα µη µηδενικό στοιχείο του σώµατος R/I και εποµένως είναι αντιστρέψιµο,
δηλαδή υπάρχει s + I ∈ R/I έτσι ώστε

(r + I ) · (s + I ) = 1+ I =⇒ r · s + I = 1+ I =⇒ 1− r · s + I = I =⇒ 1− r · s ∈ I

Αντίστροφα, αν ∀r ∈ R \ I , υπάρχει s ∈ R: 1− r s ∈ I , τότε όπως παραπάνω ϑα έχουµε ότι κάθε µη µηδενικό
στοιχείο του δακτυλίου πηλίκου R/I είναι αντιστρέψιµο, και άρα ο µεταθετικός δακτύλιος R/I είναι σώµα.
Τότε όµως από το Θεώρηµα 10.1.4 έπεται ότι το ιδεώδες I είναι µεγιστοτικό. ■

Παράδειγµα 10.1.8. 1. ΄Εστω K ένα σώµα. Τότε το µηδενικό ιδεώδες (0) είναι µεγιστοτικό.

2. Παρόµοια το µηδενικό ιδεώδες (0) ενός δακτυλίου διαίρεσης είναι µεγιστοτικό.

3. Επειδή ο δακτύλιος πινάκων Mn(R) υπεράνω ενός δακτυλίου διαίρεσης R είναι απλός, έπεται ότι το
µηδενικό του ιδεώδες (0) είναι µεγιστοτικό.

4. Το µηδενικό ιδεώδες (0) του δακτυλίου Z δεν είναι µεγιστοτικό διότι ο δακτύλιος πηλίκο Z/(0) ∼=Z δεν
είναι σώµα.
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5. Το ιδεώδες nZ του Z είναι µεγιστοτικό αν και µόνο αν ο n είναι πρώτος. Αυτό προκύπτει από το
γεγονός ότι ο δακτύλιος πηλίκο Z/nZ∼=Zn είναι σώµα αν και µονο αν ο n είναι πρώτος.

6. Το ιδεώδες (t ) στον δακτύλιο πολυωνύµων Z[t ] δεν είναι µεγιστοτικό διότι ο δακτύλιος Z[t ]/(t ) ∼=Z δεν
είναι σώµα.
Αντίθετα ϑα δείξουµε ότι το ιδεώδες (2, t ) ⊆Z[t ] είναι µεγιστοτικό. Ορίζουµε απεικόνιση

f : Z[t ] −→ Z2, f (P (t )) = [P (0)]2

Η απεικόνιση f προκύπτει από τον ϕυσικό επιµορφισµό Z −→ Z[2] και το στοιχείο u = [0]2 ∈ Z2, µε
χρήση της Πρότασης 8.2.22. Ιδιαίτερα έπεται ότι η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων. Η
απεικόνιση f είναι επιµορφισµός, διότι για κάθε [k]2 ∈Z2, έχουµε f (P (t )) = [k]2, όπου P (t ) = k είναι
το σταθερό πολυώνυµο ίσο µε k = 0 ή 1.

Ker( f ) = {
P (t ) ∈Z[t ] | P (t ) = 0Z2

}= {
P (t ) ∈Z[t ] | [P (0)]2 = [0]2

}= {
P (t ) ∈Z[t ] | 2 | P (0)

}= (2, t )

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ϑα έχουµε ότι ο f επάγει έναν ισοµορφισµό δακτυλίων :

f̃ : Z[t ]/(2, t )
∼=−→ Z2

Επειδή ο δακτύλιος Z2 είναι σώµα, έπεται ότι το ιδεώδες (2, t ) είναι µεγιστοτικό.

7. Αν K είναι ένα σώµα, τότε το ιδεώδες (t ) του K[t ] είναι µεγιστοτικό, διότι K[t ]/(t ) ∼=K είναι σώµα.

8. Γενικότερα, αν K είναι ένα σώµα και a ∈ K, τότε το υποσύνολο I = {
P (t ) ∈ K[t ] | P (a) = 0

}
είναι

ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του K[t ]. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι I = Ker(Φa), όπου Φa είναι ο
οµοµορφισµός εκτίµησης Φa : K[t ] −→K ο οποίος είναι επιµορφισµός και επάγει έναν ισοµορφισµό
δακτυλίων K[t ]/I ∼=K.

9. Θεωρούµε τον υποδακτύλιο C ([0,1],R) ⊆ F ([0,1],R) των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων ορισµέ-
νων επί του κλειστού διαστήµατος [0,1]. Τότε για κάθε r ∈ [0,1], έχουµε τον οµοµορφισµό εκτίµησης

Φr : C ([0,1],R) −→R, Φr ( f ) = f (r )

ο οποίος είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων. Προφανώς Ker(Φr ) = {
f ∈ C ([0,1],R) | f (r ) = 0

}
:= Mr

είναι τότε ένα µεγιστοτικό του C ([0,1]) διότι έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

C ([0,1])
/

Mr
∼=−→ R

Παρατηρούµε ότι, αν r, s ∈ [0,1], τότε : r 6= s =⇒ Mr 6= Ms . Πράγµατι, αν είχαµε Mr = Ms , τότε η
συνεχής συνάρτηση f : [0,1] −→ R, f (x) = x − r ϑα ανήκει στο ιδεώδες Ms διότι ανήκει προφανώς στο
Mr . ΄Ετσι ϑα έχουµε f (s) = 0, δηλαδή s − r = 0, και άρα s = r το οποίο είναι άτοπο.
΄Αρα το πλήθος των µεγιστοτικών ιδεωδών του δακτυλίου C ([0,1]) είναι τουλάχιστον όσο το πλήθος των
στοιχείων του [0,1], δηλαδή µη αριθµήσιµο. Αργότερα ϑα δείξουµε ότι η «1-1» απεικόνιση [0,1] −→
Max(C ([0,1])), r 7−→ Mr είναι και «επί», ϐλέπε το Παράρτηµα Αʹ.

10. Θεωρούµε τον δακτύλιο ευθύ γινόµενο Z×Z, έστω p ένας πρώτος αριθµός, και έστω το υποσύνολο

I = {
(n, pm) ∈Z×Z | n,m ∈Z}

∆ηλαδή I =Z×pZ.
Θεωρούµε απεικόνιση

f : Z×Z −→ Zp , f (n,m) = [m]p

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, και είναι προφανώς «επί». Από
το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

f̃ : (Z×Z)
/

(Z×pZ)
∼=−→ Zp

και εποµένως, επειδή ο δακτύλιος Zp είναι σώµα, αφού το p είναι πρώτος, έπεται ότι το ιδεώδες I του
Z×Z είναι µεγιστοτικό.
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11. Το ιδεώδες (2+ i ) του δακτυλίου Z[i ] είναι µεγιστοτικό, διότι ο δακτύλιος πηλίκο Z[i ]/(2+ i ) ∼=Z5 είναι
σώµα.

p

Παράδειγµα 10.1.9. Στον δακτύλιο AT2(K) των 2×2 άνω τριγωνικών πινάκων µε στοιχεία από ένα σώµα
K, ϑεωρούµε τα υποσύνολα

I =
{(

a b
0 0

)
∈ AT2 | a,b ∈K

}
και J =

{(
0 b
0 c

)
∈ AT2 | b,c ∈K

}
και K =

{(
0 b
0 0

)
∈ AT2 | b ∈K

}
Θα δείξουµε ότι τα I και J είναι µεγιστοτικά ιδεώδη, και το K = I ∩ J δεν είναι µεγιστοτικό ιδεώδες. Κατα-
σκευάζουµε απεικονίσεις

f : AT2(K) −→ K, f

(
a b
0 c

)
= c

g : AT2(K) −→ K, f

(
a b
0 c

)
= a

h : AT2(K) −→ K×K, f

(
a b
0 c

)
= (a,c)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι οι απεικονίσεις f , g , και h είναι οµοµορφισµοί δακτυλίων και είναι προφανώς «επί».
Επιπλέον

Ker( f ) = I και Ker(g ) = J και Ker(h) = K

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ϑα έχουµε τότε ισοµορφισµούς δακτυλίων

T2(K)
/

I
∼=−→ K και T2(K)

/
J

∼=−→ K και T2(K)
/

K
∼=−→ K×K

Από το Θεώρηµα 10.1.4, έπεται ότι τα ιδεώδη I και J είναι µεγιστοτικά (διότι το K είναι σώµα), αλλά το
ιδεώδες K δεν είναι µεγιστοτικό (διότι το K×K δεν είναι σώµα).

p

10.1.1 ΄Υπαρξη Μεγιστοτικών Ιδεωδών

Είδαµε ότι τα µεγιστοτικά ιδεώδη σε έναν δακτύλιο έχουν ευχάριστες ιδιότητες. ∆εν γνωρίζουµε όµως
αν υπάρχουν µεγιστοτικά ιδεώδη σε έναν τυχόντα δακτύλιο. Στην παρούσα υποενότητα ϑα δούµε ένα
σηµαντικό αποτέλεσµα, γνωστό ως Θεώρηµα του Krull, το οποίο µας εξασφαλίζει ότι, πράγµατι σε κάθε
δακτύλιο µε µονάδα, υπάρχουν µεγιστοτικά ιδεώδη. Στην απόδειξη, η οποία είναι υπαρξιακού χαρακτήρα,
χρησιµοποιείται δραστικά ένα σπουδαίο συνολοθεωρητικό αποτέλεσµα, γνωστό ως Λήµµα του Zorn.

Υπενθυµίζουµε ότι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο είναι ένα Ϲεύγος (X ,4) όπου το X είναι ένα µη
κενό σύνολο και «4» είναι µια σχέση µερικής διάταξης επί του X , δηλαδή η σχέση «4» ικανοποιεί (α) την
ανακλαστική ιδιότητα : x 4 x, ∀x ∈ X , (β) την αντισυµµετρική ιδιότητα : x 4 y και y 4 x =⇒ x = y, και (γ)
την µεταβατική ιδιότητα : x 4 y και y 4 z =⇒ x 4 z. ΄Αν S ⊆ X είναι ένα µη κενό υποσύνολο του µερικώς
διατεταγµένου συνόλου (X ,4), τότε ένα άνω ϕράγµα για το S είναι ένα στοιχείο x ∈ X έτσι ώστε : s 4 x,
∀s ∈ S. ΄Ενα µεγιστοτικό στοιχείο για το X είναι ένα στοιχείο w ∈ X έτσι ώστε w 4 x =⇒ w = x. ΄Ενα ολικώς
διατεταγµένο σύνολο είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο (X ,4) έτσι ώστε : ∀x, y ∈ X : είτε x 4 y είτε
y 4 x.

Λήµµα 10.1.10 (Λήµµα του Zorn). 1 ΄Εστω (T ,4)) ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο, το οποίο ικανοποιεί την
ιδιότητα ότι κάθε ολικά διατεταγµένο υποσύνολο του έχει άνω ϕράγµα στο T . Τότε το T έχει µεγιστοτικό
στοιχείο.

1Max Zorn (6 Ιουνίου 1906 - 9 Μαρτίου 1993) [https://en.wikipedia.org/wiki/Max_August_Zorn]: Γερµανός µαθη-
µατικός, µε συµβολή στην ΄Αλγεβρα, στη Θεωρία Οµάδων και στην Αριθµητική Ανάλυση. Είναι περισσότερο γνωστός για το παρόν
Λήµµα που ϕέρει το όνοµά του.

https://en.wikipedia.org/wiki/Max_August_Zorn
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Το Λήµµα του Zorn είναι αποτέλεσµα υπαρξιακού χαρακτήρα και δεν «κατασκευάζει» το µεγιστοτικό
στοιχείο.

Θεώρηµα 10.1.11 (Θεώρηµα του Krull). 2 ΄Εστω R ένας δακτύλιος µε µονάδα. Τότε κάθε γνήσιο ιδεώδες του
R περιέχεται σε ένα µεγιστοτικό ιδεώδες.

Απόδειξη. ΄Εστω I ένα γνήσιο ιδεώδες του R. Θεωρούµε τη συλλογή όλων των γνήσιων ιδεωδών του R τα
οποία περιέχουν το I :

T = {
J ⊆ R | J : γνήσιο ιδεώδες του R και I ⊆ J

}
Η συλλογή υποσυνόλων T είναι µη-κενή διότι I ∈ R. Εφοδιασµένο µε την σχέση «⊆» του περιέχεσθαι η
συλλογή υποσυνόλων T είναι ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο (T ,⊆). ΄Εστω S ένα ολικά διατεταγµένο
υποσύνολο του T . Θα δείξουµε ότι το σύνολο

K = ⋃
S∈S

S

είναι ένα άνω ϕράγµα του S στο T . Επειδη προφανώς L ⊆ K για κάθε ιδεώδες της συλλογής S , αρκεί να
δείξουµε ότι το K είναι ένα γνήσιο ιδεώδες του R το οποίο περιέχει του I , δηλαδή το K ανήκει στη συλλογή
T . ΄Εστω a,b ∈ K , και r ∈ R. Τότε υπάρχουν ιδέωδη S1,S2 ∈S έτσι ώστε a ∈S1 και b ∈S2. Επειδή η συλλογή
S είναι ολικά διατεταγµένη, έπεται ότι είτε S1 ⊆ S2 είτε S2 ⊆ S1. Υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας
ότι S1 ⊆ S2 (αν S2 ⊆ S1, εργαζόµαστε ανάλογα). Τότε a,b ∈ S2 και εποµένως, επειδή το S2 είναι ιδεώδες του
R, ϑα έχουµε ότι 0 ∈ S2 και a −b ∈ S2. Επίσης r · a, a · r ∈ S2. Αυτό σηµαίνει ότι 0, a −b,r · a, a · r ∈ K , και
εποµένως το υποσύνολο K είναι ένα ιδεώδες του R. Το ιδεώδες K είναι γνήσιο, διότι διαφορετικά, αν K = R,
ϑα είχαµε 1R ∈ K και εποµένως 1R ∈ S για κάποιο ιδεώδες S της συλλογής S . Τότε προφανώς S = R και
αυτό είναι άτοπο διότι η συλλογή S αποτελείται από γνήσια ιδεώδη. Επειδή κάθε ιδεώδες της συλλογής S

περιέχει το I , έπεται ότι I ⊆ K . ΄Αρα K ∈T .
Εποµένως δείξαµε ότι κάθε ολικά διατεταγµένο υποσύνολο S του T έχει ένα άνω ϕράγµα στο T . Από

το Λήµµα του Zorn 10.1.10 έπεται ότι η συλλογή T έχει µεγιστοτικό στοιχείο M . ∆ηλαδή το M είναι ένα
γνήσιο ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το I , και αν J είναι ένα γνήσιο ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το I
και M ⊆ J , τότε M = J . Θα δείξουµε ότι το ιδεώδες M είναι µεγιστοτικό. Πράγµατι, αν L είναι ένα ιδεώδες
του R έτσι ώστε M ⊆ L ⊆ R και L 6= R, τότε το L είναι ένα γνήσιο ιδεώδες του R το οποίο περιέχει το I , διότι
I ⊆ M ⊆ L, και άρα το L είναι στοιχείο του µερικώς διατεταγµένου συνόλου T . Επειδή το ιδεώδες M είναι
µεγιστοτικό στοιχείο του T και M ⊆ L, έπεται ότι M = L. Εποµένως το M είναι ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του
R το οποίο περιέχει το ιδεώδες I . ■

Υπενθυµίζουµε ότι στις παρούσες σηµειώσεις µε τον όρο «δακτύλιος» εννοούµε έναν µη-µηδενικό δακτύ-
λιο µε µονάδα και 1R 6= 0R .

Πόρισµα 10.1.12. Κάθε δακτύλιος R περιέχει µεγιστοτικά ιδεώδη.

Απόδειξη. Επειδή
{
0R

} 6= R, το µηδενικό ιδεώδες του R είναι γνήσιο και εποµένως από το Θεώρηµα 10.1.14
έπεται ότι περιέχεται σε ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R. ■

Πόρισµα 10.1.13. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Τότε υπάρχει ένας µη τετριµµένος επιµορφισµός δακτυλίων
R −→ S, όπου ο δακτύλιος S είναι απλός. Αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε υπάρχει ένας µη τετριµµένος
επιµορφισµός R −→ S, όπου ο δακτύλιος S είναι σώµα.

Απόδειξη. Από το Πόρισµα 10.1.12, ο δακτύλιος R διαθέτει ένα µεγιστοτικό ιδεώδες M , και τότε ο δακτύλιος
πηλίκο R/M είναι απλός. Ο ϕυσικός επιµορφισµός πM : R −→ R/M , πM (x) = x+M είναι τότε ο Ϲητούµενος ε-
πιµορφισµός δακτυλίων. Ο τελευταίος ισχυρισµός προκύπτει από το γεγονός ότι ένας µεταθετικός δακτύλιος
είναι απλός αν και µόνο αν είναι σώµα. ■

2Wolfgang Krull (26 Αυγούστου 1899 - 12 Απριλίου 1971) [https://en.wikipedia.org/wiki/Wolfgang_Krull]: Σηµα-
ντικός Γερµανός µαθηµατικός, µε ϑεµελιώδη συµβολή στη Μεταθετική ΄Αλγεβρα.

https://en.wikipedia.org/wiki/Wolfgang_Krull
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Παρατήρηση 10.1.14. Αν στο Θεώρηµα του Krull ϑεωρήσουµε γνήσια αριστερά (ή δεξιά) ιδεώδη, µε την
έννοια της Παρατήρησης 10.1.2, τότε η απόδειξη δείχνει ότι :

«Κάθε γνήσιο αριστερό, αντίστοιχα δεξιό, ιδεώδες ενός δακτυλίου R περιέχεται σε ένα µεγιστοτικό αριστερό,
αντίστοιχα δεξιό, ιδεώδες του R». N

Πόρισµα 10.1.15. Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος, και r ∈ R είναι ένα στοιχείο του, τότε το r είναι
αντιστρέψιµο αν και µόνο αν το r δεν ανήκει σε κανένα µεγιστοτικό ιδώδες του R.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το στοιχείο r είναι αντιστρέψιµο. Τότε προφανώς το r δεν ανήκει σε κανένα γνήσιο
ιδεώδες του R. Πράγµατι, αν r ∈ I όπου I είναι ένα γνήσιο ιδεώδες του R, τότε, επειδή το r είναι αντιστρέψιµο
ϑα έχουµε sr = 1R για κάποιο s ∈ R και τότε 1R ∈ I . Αυτό σηµαίνει ότι ∀t ∈ R : t = t ·1R ∈ I και άρα I = R το
οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα r ∉ I για κάθε γνήσιο ιδεώδες I του R και εποµένως ιδιαίτερα το r δεν ανήκει σε
κανένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R. Αντίστροφα, αν το στοιχείο r δεν ανήκει σε κανένα µεγιστοτικό ιδώδες του
R, τότε το κύριο ιδεώδες Rr το οποίο παράγεται από το r δεν περιέχεται σε κανένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R.
Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 10.1.14, αυτό µπορεί να συµβεί µόνο αν το ιδεώδες Rr δεν είναι γνήσιο, δηλαδή
αν Rr = R. Τότε όµως ϑα έχουµε s · r = 1 για κάποιο s ∈ R και επειδή ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, αυτό
σηµαίνει ότι το r είναι αντιστρέψιµο. ■

΄Ενας ∆ακτύλιος χωρίς Μονάδα και χωρίς Μεγιστοτικά Ιδεώδη

Είδαµε ότι κάθε δακτύλιος µε µονάδα έχει µεγιστοτικά ιδεώδη. Θα δούµε τώρα έναν δακτύλιο χωρίς µονάδα
ο οποίος δεν έχει κανένα µεγιστοτικό ιδεώδες.

Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (Q,+) των ϱητών αριθµών. Θέτοντας x ◦ y = 0, ∀x, y ∈ Q, εύκολα
ϐλέπουµε ότι η τριάδα (Q,+,◦) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος χωρίς µονάδα.

Πρόταση 10.1.16. Ο δακτύλιος χωρίς µονάδα R = (Q,+,◦) δεν περιέχει κανένα µεγιστοτικό ιδεώδες.

Απόδειξη. Λόγω του τετριµµένου πολλαπλασιασµού, τα ιδεώδη του δακτυλίου χωρίς µονάδα R συµπίπτουν
µε τις υποοµάδες της προσθετικής οµάδας (Q,+). ΄Εστω M ⊆Q ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R, δηλαδή M
είναι µια γνήσια υποοµάδα της προσθετικής οµάδας (Q,+), και αν M ⊆ N ⊆Q, όπου N είναι υποοµάδα της
Q, τότε είτε M = N είτε N = Q. Αυτό σηµαίνει ότι η οµάδα πηλίκο Q/M είναι µη τετριµµένη και οι µόνες
υποοµάδες της είναι οι τετριµµένες υποοµάδες, µε άλλα λόγια η οµάδα πηλίκο Q/M είναι απλή αβελιανή
οµάδα. Γνωρίζουµε ότι µια απλή αβελιοανή οµάδα είναι ισόµορφη µε µια κυκλική πµάδα πρώτης τάξης, και
άρα ϑα έχουµε Q/M ∼=Zp , όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός. ΄Εστω x ∈Q\ M , αυτή η επιλογή είναι εφικτή
διότι Q 6= M . Τότε επίσης x

p ∈Q\ M . Πράγµατι, αν x
p ∈ M , τότε x = p · x

p = x
p + x

p +·· ·+ x
p ∈ M (p-παράγοντες),

και αυτό είναι άτοπο. Τότε στην οµάδα πηλίκο Q/M η οποία είναι τάξης p ϑα έχουµε:

p
( x

p
+M

)= M =⇒ p
x

p
+M = M =⇒ x +M = M =⇒ x ∈ M

και αυτό είναι άτοπο, διότι x ∉ M . ΄Αρα η προσθετική οµάδα (Q,+) δεν περιέχει γνήσιες υποοµάδες M
έτσι ώστε, αν M ⊆ N ⊆Q, όπου N είναι υποοµάδα της Q, τότε είτε M = N είτε N =Q. Αυτό σηµαίνει ότι ο
δακτύλιος (Q,+,◦) δεν περιέχει κανένα µεγιστοτικό ιδεώδες. ■

Τοπικοί ∆ακτύλιοι

Είδαµε ότι κάθε δακτύλιος περιέχει µεγιστοτικά ιδεώδη. Το µηδενικό ιδεώδες ενός σώµατος είναι µεγιστοτι-
κό, και είναι προφανώς το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες. Από την άλλη πλευρά, ο δακτύλιος των ακεραίων
περιέχει άπειρα σε πλήθος µεγιστοτικά ιδεώδη.

΄Ετσι προκύπτει εύλογα το ερώτηµα: ποιοί δακτύλιοι περιέχουν ακριβώς ένα µεγιστοτικό ιδεώδες ;

Πρόταση 10.1.17. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
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1. Ο R έχει ακριβώς ένα µεγιστοτικό ιδεώδες.

2. Για κάθε r ∈ R: είτε το r είναι αντιστρέψιµο είτε το 1R − r είναι αντιστρέψιµο.

3. Το σύνολο R \U(R) των µη αντιστρέψιµων στοιχείων του R είναι ένα ιδεώδες του R.

Αν ο R έχει ακριβώς ένα µεγιστοτικό ιδεώδες M , τότε M = R \U(R).

Απόδειξη. 1. 1. «=⇒» 2. ΄Εστω ότι ο R περιέχει ακριβώς ένα µεγιστοτικό ιδώδες M . Αν r ∈ R, τότε
ϑεωρούµε τα κύρια ιδεώδη (r ) και (1− r ) του R τα οποία παράγονται από τα στοιχεία r και 1− r . Αν
το στοιχείο r δεν είναι αντιστρέψιµο, τότε το ιδεώδες (r ) είναι γνήσιο και εποµένως από το Θεώρηµα
10.1.14 ϑα έχουµε ότι το (r ) περιέχεται σε ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R. Επειδή ο R έχει ακριβώς
ένα µεγιστοτικό ιδεώδες, το M , έπεται ότι (r ) ⊆ M . Θα δείξουµε ότι το στοιχείο 1−r είναι αντιστρέψιµο.
Πράγµατι διαφορετικά όπως παραπάνω ϑα είχαµε ότι (1−r ) ⊆ M , και τότε r,1−r ∈ M . Επειδή το M είναι
ιδεώδες του R έπεται ότι 1R = r +1R − r ∈ M και αυτό είναι άτοπο διότι το M , ως µεγιστοτικό ιδεώδες,
είναι γνήσιο. ΄Αρα, αν το r δεν είναι αντιστρέψιµο, έπεται ότι το 1R − r είναι αντιστρέψιµο. Παρόµοια
εργαζόµενοι, δείχνουµε ότι, αν το 1R − r δεν είναι αντιστρέψιµο, έπεται ότι το r είναι αντιστρέψιµο.

2. 2. «=⇒» 1. Υποθέτουµε ότι για κάθε r ∈ R: είτε το r είναι αντιστρέψιµο είτε το 1R−r είναι αντιστρέψιµο,
και έστω M και N δύο µεγιστοτικά ιδεώδη του R και υποθέτουµε ότι N 6= M (τουλάχιστον ένα µεγι-
στοτικό ιδεώδες υπάρχει από το Πόρισµα 10.1.12). Τότε υπάρχει r ∈ N και r ∉ M . Από το Θεώρηµα
10.1.4 έπεται ότι ϑα έχουµε (r )+M = R και επειδή (r ) ⊆ N ϑα έχουµε R = (r )+M ⊆ N +M , δηλαδή
R = N +M . Τότε 1R = x + y, όπου x ∈ N και y ∈ M . Από την υπόθεση είτε το x είναι αντιστρέψιµο
(και αυτό είναι άτοπο διότι το x είναι στοιχείο του µεγιστοτικού, και άρα γνήσιου, ιδεώδους N ), είτε το
1R − x = y είναι αντιστρέψιµο (και αυτό είναι επίσης άτοπο διότι το y είναι στοιχείο του µεγιστοτικού,
και άρα γνήσιου, ιδεώδους M ). Στο άτοπο οδηγηθήκαµε υποθέτοντας ότι υπάρχουν τουλάχιστον δύο
µεγιστοτικά ιδεώδη. ΄Αρα ο δακτύλιος R έχει ακριβώς ένα µεγιστοτικό ιδώδες.

1. «=⇒» 3. ΄Εστω ότι ο R έχει ακριβώς ένα µεγιστοτικό ιδεώδες, το M . Αν r ∈ R \ M , τότε το r είναι
αντιστρέψιµο. Πράγµατι, όπως και στην απόδειξη της κετεύθυνσης «1. =⇒ 2.», αν το r δεν είναι
αντιστρέψιµο, ϑα έχουµε r ∈ (r ) ⊆ M , το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα R \ M ⊆ U(R). Αντίστροφα, αν το
r είναι αντιστρέψιµο, τότε προφανώς r ∉ M διότι το M , ως µεγιστοτικό ιδεώδες, είναι γνήσιο. ΄Αρα
r ∈ R \ M και εποµένως R \ M = U(R) ή ισοδύναµα R \U(R) = M , δηλαδή το µοναδικό µεγιστοτικό
ιδεώδες M συµπίπτει µε το σύνολο των µη αντιστρέψιµων στοιχείων του R, ιδιαίτερα το τελευταίο είναι
ιδεώδες του R.

3. «=⇒» 1. ΄Εστω ότι το σύνολο R \U(R) των µη αντιστρέψιµων στοιχείων του R είναι ένα ιδεώδες
του R. Αν I είναι ένα γνήσιο ιδεώδες του R, τότε το I δεν περιέχει κανένα αντιστρέψιµο στοιχείο και
άρα I ⊆ R \U(R). ΄Αρα κάθε γνήσιο ιδεώδες του R περιέχεται στο ιδεώδες R \U(R) και αυτό ιδιαίτερα
σηµαίνει ότι το σύνολο R \U(R) είναι το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες του R. ■

(Μεταθετικοί) δακτύλιοι οι οποίοι ικανοποιούν µία από τις δύο ισοδύναµες συνθήκες της Πρότασης
10.1.17 καλούνται τοπικοί και διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στην ΄Αλγεβρα, στη Γεωµετρία και στην
Ανάλυση. ΄Ετσι ένας µεταθετικός δακτύλιος R καλείται τοπικός αν διαθέτει ακριβώς ένα µεγιστοτικό ιδεώδες,
και τότε το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες του R αποτελείται από το σύνολο όλων των µη-αντιστρέψιµων
στοιχείων του.

Τετριµµένα παραδείγµατα τοπικών δακτυλίων αποτελούν τα σώµατα. Τα ακόλουθα είναι κάποια µη-
τετριµµένα παραδείγµατα τοπικών δακτυλίων.

Παράδειγµα 10.1.18. Θεωρούµε έναν πρώτο αριθµό p, έναν ϑετικό ακέραιο n ≥ 1, και έστω ο µεταθετικός
δακτύλιος Zpn =Z/pnZ. Από το Πόρισµα 8.3.12, έπεται ότι τα ιδεώδη του Zpn είναι της µορφής

kZ/pnZ, όπου pnZ⊆ kZ

Για ένα τέτοιο ιδεώδες ϑα έχουµε pn ∈ kZ και άρα pn = k · l και εποµένως k είναι ένας διαιρέτης του pn .
Επειδή kZ = (−k)Z, προφανώς µπορούµε να περιοριστούµε σε µη αρνητικούς ακεραίους και εποµένως
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τα ιδεώδη του Zpn είναι της µορφής kZ/pnZ, όπου k είναι ένας ϑετικός διαιρέτης του pn , δηλαδή k =
1, p, p2, p3, · · · , pn . Εποµένως τα ιδεώδη του Z/pnZ είναι τα Z/pnZ, pZ/pnZ, p2Z/pnZ, · · · , pn−1Z/pnZ,
pnZ/pnZ, για τα οποία έχουµε τις ακόλουθες σχέσεις έγκλεισης

pnZ/pnZ ⊆ pn−1Z/pnZ ⊆ ·· · ⊆ p2Z/pnZ ⊆ pZ/pnZ ⊆ Z/pnZ

Είναι ϕανερό ότι το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες του Z/pnZ είναι το pZ/pnZ, και άρα ο δακτύλιος Z/pnZ

είναι τοπικός. Τέλος, για τον επαγόµενο δακτύλιο πηλίκο ϑα έχουµε Z/pnZ
/

pZ/pnZ∼=Z/pZ=Zp .
p

Παράδειγµα 10.1.19. Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο των ϱητών

Z(2) =
{ a

b
∈Q | a ∈Z, 2 - b

}
το οποίο αποτελείται από όλους τους ϱητούς µε περιττό παρονοµαστή. Το σύνολο Z(2) είναι προφανώς ένας
υποδακτύλιος του Q, διότι περιέχει τη µονάδα του Q, και είναι κλειστό στην διαφορά και στο γινόµενο ϱητών
αριθµών µε περιττό παρονοµαστή. ΄Ενα µη µηδενικό στοιχείο a

b του Z(2) είναι αντιστρέψιµο, ως στοιχείο
του υποδακτυλίου Z(2), αν και µόνο αν ο αριθµητής a είναι περιττός (διότι τότε το κλάσµα b

a ∈ Z(2)). Αυτό
σηµαίνει ότι το σύνολο των µη αντιστρέψιµων στοιχείων του Z(2) είναι

Z(2) \U(Z(2)) =
{ a

b
∈Q ∣∣ 2 | a και 2 - b

}
Από την περιγραφή των στοιχείων του ϐλέπουµε αµέσως ότι το σύνολο Z(2) \U(Z(2)) είναι ιδεώδες του Z(2),
και άρα, σύµφωνα µε την Πρόταση 10.1.17, ο δακτύλιος Z(2) είναι τοπικός µε µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες
M :=Z(2) \U(Z(2)).

Θα προσδιορίσουµε τον δακτύλιο πηλίκο Z(2)/M . Ορίσουµε απεικόνιση

f : Z(2) −→ Z2, f
( a

b

)= [a]2

Τότε f (1) = [1]2 = 1Z2 , και

f
( a

b
+ c

d

)= f
( ad +bc

bd

)= [ad +bc]2 = [ad ]2 + [bc]2 = [a]2[d ]2 + [b]2[c]2 = [a]2 + [c]2 = f
( a

b

)+ f
( c

d

)
όπου η προτελευταία ισότητα προέκυψε διότι, επειδή οι παρονοµαστές b και d είναι περιττοί, ϑα έχουµε
[b]2 = [1]2 = [d ]2. Παρόµοια

f
( a

b
· c

d

)= f
( ac

bd

)= [ac]2 = [a]2 · [c]2 = f
( a

b

) · f (
( c

d

)
΄Αρα η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, και µάλιστα είναι επιµορφισµός, διότι f

( 0
1

)= [0]2 και
f
( 1

1

)= [1]2. Για τον πυρήνα του f ϑα έχουµε:

Ker( f ) =
{ a

b
∈Z(2)

∣∣ f
( a

b

)= [0]2

}
=

{ a

b
∈Z(2)

∣∣ [a]2 = [0]2

}
=

{ a

b
∈Z(2)

∣∣ 2 | a
}
= M

Από το πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών έπεται ότι Z(2)/M ∼=Z2.
p

Παράδειγµα 10.1.20. ΄Εστω K ένα σώµα. Στον δακτύλιο πολυωνύµων K[t ] ϑεωρούµε το ιδεώδες (t n),
∀n ≥ 1, το οποίο παράγεται από το πολυώνυµο t n . Ισχυριζόµαστε ότι ο δακτύλιος πηλίκο K[t ]/(t n) είναι
τοπικός.

Πράγµατι ϑεωρούµε το ιδεώδες (t )/(t n) του δακτυλίου K[t ]/(t n), το οποίο είναι µεγιστοτικό διότι για τον
αντίστοιχο δακτύλιο πηλίκο ϑα έχουµε

K[t ]/(t n)
/

(t )/(t n) ∼= K[t ]/(t ) ∼= K
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Αν K είναι ένα ιδεώδες του K[t ]/(t n), τότε το K ϑα είναι της µορφής I /(t n) για κάποιο ιδεώδες I του K[t ]
το οποίο περιέχει το (t n). Από το Θεώρηµα 9.2.1, κάθε ιδεώδες του K[t ] είναι κύριο και άρα I = (P (t )) για
κάποιο πολυώνυµο P (t ). ΄Ετσι (t n) ⊆ (P (t )), δηλαδή t n ∈ (P (t )) και άρα υπάρχει πολυώνυµο Q(t ) έτσι ώστε
t n = P (t ) ·Q(t ). Με άλλα λόγια, το πολυώνυµο P (t ) είναι διαιρέτης του t n , και άρα το P (t ) είναι ένα εκ των
1, t , t 2, · · · , t n . Αυτό σηµαίνει ότι το ιδεώδες I /(t n) είναι ένα εκ των (1)/(t n) =K[t ]/(t n), (t )/(t n), t 2/(t n), · · · ,
t n/(t n). Περιοριζόµενοι στα γνήσια ιδεώδη, έχουµε τις ακόλουθες σχέσεις έγκλεισης{

0K[t ]/(t n )
}= (t n)/(t n) ⊆ (t n−1)/(t n) ⊆ (t n−2)/(t n) ⊆ ·· · ⊆ (t 2)/(t n) ⊆ (t )/(t n)

Είναι ϕανερό ότι το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες του K[t ]/(t n) είναι το (t )/(t n), και άρα ο δακτύλιος
K[t ]/(t n) είναι τοπικός. Τέλος, για τον επαγόµενο δακτύλιο πηλίκο ϑα έχουµε K[t ]/(t n)

/
(t )/(t n) ∼=K.

p

10.1.2 Μεγιστοτικά Ιδεώδη Ειδικού τύπου ∆ακτυλίων

Στην παρούσα υποενότητα ϑα µελετήσουµε µεγιστοτικά ιδεώδη σε ειδικές κλάσεις δακτυλίων.

Μεγιστοτικά Ιδεώδη Ευθέων Γινοµένων ∆ακτυλίων

΄Εστω Ri = (Ri ,+, ·), 1 ≤ i ≤ n, µια πεπερασµένη ακολουθία δακτυλίων (χρησιµοποιποιούµε πάντα τα ίδια
σύµβολα για τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού, για τα µηδενικά στοιχεία, και τις µονάδες των
δακτυλίων Ri , 1 ≤ i ≤ n), και ϑεωρούµε τον δακτύλιο ευθύ γινόµενο

R :=
n∏

i=1
Ri =

{
(r1,r2, · · · ,rn) | ri ∈ Ri , 1 ≤ i ≤ n

}
όπου οι πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού επί του

∏n
i=1 Ri ορίζονται, «κατά συνιστώσα», ως εξής :

+ :
n∏

i=1
Ri ×

n∏
i=1

Ri −→
n∏

i=1
Ri , (r1,r2, · · · ,rn)+ (r ′

1,r ′
2, · · · ,r ′

n) = (r1 + r ′
1,r2 + r ′

2, · · · ,rn + r ′
n)

· :
n∏

i=1
Ri ×

n∏
i=1

Ri −→
n∏

i=1
Ri , (r1,r2, · · · ,rn) · (r ′

1,r ′
2, · · · ,r ′

n) = (r1 · r ′
1,r2 · r ′

2, · · · ,rn · r ′
n)

και το µηδενικό στοιχείο του δακτυλίου
∏n

i=1 Ri είναι η n-άδα 0= (0,0, · · · ,0) και η µονάδα του είναι η n-άδα
1= (1,1, · · · ,1).

Σκοπός στην παρούσα υποενότητα είναι να προσδιορίσουµε τα ιδεώδη του δακτυλίου ευθέος γινοµένου
R =∏n

k=1 Rk και ακολούθως να περιγράψουµε τα µεγιστοτικά ιδεώδη του R.
Υπενθυµίζουµε ότι ορίζονται οι επιµορφισµοί δακτυλίων, 1 ≤ k ≤ n:

πk : R −→ Rk , πk (r1,r2, · · · ,rn) = rk

Με ϐάση τους παραπάνω οµοµορφισµούς ϑα έχουµε :

∀r= (r1,r2, · · · ,rn) ∈ R : r= (
(π1(r),π2(r), · · · ,πn(r)

)
Πρόταση 10.1.21. Αν Ik ⊆ Rk είναι ιδεώδη των δακτυλίων Rk αντίστοιχα, 1 ≤ k ≤ n, τότε το υποσύνολο

I = I1 × I2 ×·· ·× In = {
(r1,r2, · · · ,rn) ∈

n∏
k=1

Rk | rk ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n
}

είναι ένα ιδεώδες του R =∏n
k=1 Rk .

Αντίστροφα, κάθε ιδεώδες I του δακτυλίου ευθέος γινοµένου
∏n

k=1 Rk είναι της µορφής I1 × I2 × ·· · × In ,
όπου Ik ⊆ Rk είναι ιδεώδες του δακτυλίου Rk αντίστοιχα, 1 ≤ k ≤ n.
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Απόδειξη. Προφανώς 0= (0,0, · · · ,0) ∈ I . Αν x= (x1, x2, · · · , xn) ∈ I , y= (y1, y2, · · · , yn) ∈ I και r= (r1,r2, · · · ,rn) ∈
R, τότε, επειδή xk − yk ∈ Ik και rk xk , xk rk ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n, ϑα έχουµε:

x−y= (x1, x2, · · · , xn)− (y1, y2, · · · , yn) = (x1 − y1, x2 − y2, · · · , xn − yn) ∈ I

r ·x= (r1,r2, · · · ,rn) · (x1, x2, · · · , xn) = (r1x1,r2x2, · · · ,rn xn) ∈ I

x · r= (x1, x2, · · · , xn) · (r1,r2, · · · ,rn) = (x1r1, x2r2, · · · , xnrn) ∈ I

Εποµένως το υποσύνολο I είναι ιδεώδες του R.
Αντίστροφα, έστω K ⊆ R ένα ιδεώδες του R. Θεωρούµε τους κανονικούς επιµορφισµούς δακτυλίων

πk : R =
n∏

k=1
Rk −→ Rk , πk (r1,r2, · · · ,rn) = rk , 1 ≤ k ≤ n

και ϑέτουµε
Ik =πk (K ) = {

rk ∈ Rk | (r1,r2, · · · ,rn) ∈ K
}
, 1 ≤ k ≤ n

Επειδή οι απεικονίσεις πk , 1 ≤ k ≤ n, είναι επιµορφισµοί δακτυλίων, από την Πρόταση 8.2.10, έπεται ότι το
σύνολο Ik , 1 ≤ k ≤ n, είναι ιδεώδες του Rk . Θα δείξουµε ότι K = I1 × I2 ×·· ·× In .

Αν (r1,r2, · · · ,rn) ∈ K , τότε εκ κατασκευής γνωρίζουµε ότι rk ∈ Ik , 1 ≤ k ≤ n, και εποµένως (r1,r2, · · · ,rn) ∈
I1 × I2 ×·· ·× In . ΄Αρα K ⊆ I1 × I2 ×·· ·× In .

Αντίστροφα, αν r = (r1,r2, · · · ,rn) ∈ I1 × I2 × ·· · × In , τότε υπάρχουν στοιχεία s1, s2, · · · , sn ∈ K , έτσι ώστε
πk (sk ) = rk , 1 ≤ k ≤ n. Επειδή για κάθε k = 1,2, · · · ,n, έχουµε sk = (π1(sk ),π2(sk ), · · · ,πn(sk )) ∈ K και το K
είναι ιδεώδες του R, ϑα έχουµε (0, · · · ,0,1,0, · · · ,0) · sk = (0, · · · ,0,πk (sk ),0, · · · ,0) ∈ K , 1 ≤ k ≤ n, όπου η µονάδα
είναι στην k-ϑέση. Επειδή το K είναι ιδεώδες του R, ϑα έχουµε

(π1(s1),0, · · · ,0)+ (0,π2(s2),0 · · · ,0)+·· ·+ (0, · · · ,0,πn(sn)) = (π1(s1),π2(s2), · · · ,πn(sn)) = (r1,r2, · · · ,rn) ∈ K

Αυτό σηµαίνει ότι I1 × I2 ×·· ·× In ⊆ K , και άρα K = I1 × I2 ×·· ·× In . ■
΄Εχοντας προσδιορίσει τα ιδεώδη του R1 ×R2 ×·· ·×Rn , προχωρούµε στην εύρεση όλων των µεγιστοτικών

ιδεωδών του δακτυλίου R1 ×R2 ×·· ·×Rn .

Θεώρηµα 10.1.22. ΄Εστω R = ∏n
k=1 Rk ο δακτύλιος ευθύ γινόµενο των δακτυλίων R1,R2, · · · ,Rn . Για ένα

ιδεώδες M του R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το M είναι µεγιστοτικό ιδεώδες του R.

2. Υπάρχει k = 1,2, · · · ,n, και ένα µεγιστοτικό ιδεώδες Mk του δακτυλίου Rk , έτσι ώστε :

M = R1 ×·· ·×Rk−1 ×Mk ×Rk+1 ×·· ·×Rn

Απόδειξη. 2. «=⇒» 1. Υποθέτουµε ότι M = R1 × ·· · ×Rk−1 ×Mk ×Rk+1 × ·· · ×Rn , όπου Mk είναι ένα
µεγιστοτικό ιδεώδες του Rk . Ορίζουµε απεικόνιση

fk : R −→ Rk /Mk , fk (r1,r2, · · · ,rn) = rk +Mk

Η απεικόνιση fk είναι επιµορφισµός δακτυλίων διότι είναι σύνθεση fk = πMk ◦πk των κανονικών επι-
µορφισµών πMk : Rk −→ Rk /Mk , πMk (rk ) = rk +Mk , και πk :

∏n
k=1 Rk −→ Rk , πk (r1,r2, · · · ,rn) = rk .

Για τον πυρήνα του επιµορφισµού fk , ϑα έχουµε:

Ker( fk ) = {
(r1,r2, · · · ,rn) ∈ R | fk (r1,r2, · · · ,rn) = 0Rk /Mk

}= {
(r1,r2, · · · ,rn) ∈ R | rk +Mk = Mk

}=
= {

(r1,r2, · · · ,rn) ∈ R | rk ∈ Mk
}= R1 ×·· ·×Rk−1 ×Mk ×Rk+1 ×·· ·×Rn = M

Εποµένως από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

(R1 ×·· ·Rk−1 ×Rk ×Rk+1 ×·· ·×Rn)
/

(R1 ×·· ·×Rk−1 ×Mk ×Rk+1 ×·· ·×Rn) ∼= Rk /Mk

Επειδή το ιδεώδες Mk του Rk είναι µεγιστοτικό, έπεται ότι ο δακτύλιος Rk /Mk είναι απλός, και
εποµένως και ο δακτύλιος (R1×·· ·Rk−1×Rk ×Rk+1×·· ·×Rn)

/
(R1×·· ·×Rk−1×Mk ×Rk+1×·· ·×Rn) είναι

απλός. Αυτό σηµαίνει ότι το ιδεώδες R1 ×·· ·×Rk−1 ×Mk ×Rk+1 ×·· ·×Rn του R είναι µεγιστοτικό.
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1. «=⇒» 2. Θεωρούµε ένα µεγιστοτικό ιδεώδες M του R1×R2×·· ·×Rn . Τότε από την Πρόταση 10.1.21
έπεται ότι M = M1 ×M2 ×·· ·×Mn , όπου κάθε Ml ⊆ Rl είναι ένα ιδεώδες του Rl , 1 ≤ l ≤ n. Ορίζουµε
απεικόνιση

f : R1×R2×·· ·×Rn −→ R1/M1×R2/M2×·· ·×Rn/Mn , f (r1,r2, · · · ,rn) = (r1+M1,r2+M2, · · · ,rn +Mn)

∆ηλαδή η f είναι το ευθύ γινόµενο των κανονικών επιµορφισµών δακτυλίων πk : Rk −→ Rk /Mk , πk (rk ) =
rk +Mk . Εύκολα ϐλέπουµε ότι η f είναι ένας επιµορφισµός δακτυλίων και εποµένως από το Πρώτο
Θεώρηµα Ισοµορφισµών ϑα έχουµε: R1×R2×·· ·×Rn)/Ker( f ) ∼= R1/M1×R2/M2×·· ·×Rn/Mn . Επειδή
προφανώς Ker( f ) = M1 ×M2 ×·· ·×Mn = M , ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

R/M ∼= R1/M1 ×R2/M2 ×·· ·×Rn/Mn

Επειδή, το ιδεώδες M είναι µεγιστοτικό, έπεται ότι ο δακτύλιος πηλίκο R/M είναι απλός, ή ισοδύναµα
ο δακτύλιος ευθύ γινόµενο R1/M1 ×R2/M2 ×·· ·×Rn/Mn είναι απλός. ΄Οµως, αν µεταξύ των ιδεωδών
M1, M2, · · · , Mn υπάρχουν τουλάχιστον δύο ιδεώδη τα οποία είναι γνήσια, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,
έστω τα Mk και Ml , όπου k < l , τότε ο δακτύλιος ευθύ γινόµενο R1/M1×R2/M2×·· ·×Rn/Mn δεν µπορεί
να είναι απλός διότι περιέχει ως γνήσιο µη µηδενικό ιδεώδες το M1×·· ·×Rk /Mk ×·· ·×Rl /Ml ×·· ·×Mn .
Εποµένως όλα τα ιδεώδη M1, M2, · · · , Mn είναι µη γνήσια, εκτός από ένα, έστω το ιδεώδες Mk , και
εποµένως

M = R1 ×·· ·×Rk−1 ×Mk ×Rk+1 ×·· ·×Rn

Το ιδεώδες Mk είναι µεγιστοτικό ιδεώδες του Rk διότι διαφορετικά ϑα είχαµε είτε ότι Mk = Rk (το
οποίο είναι άτοπο διότι διαφορετικά το M ϑα ήταν µη γνήσιο) είτε ότι υπάρχει ιδεώδες I του Rk

έτσι ώστε Mk ⊆ I (το οποίο είναι άτοπο διότι διαφορετικά ϑα είχαµε µια γνήσια έγκλειση ιδεωδών
M = R1 ×·· ·×Rk−1 ×Mk ×Rk+1 ×·· ·×Rn ⊆ R1 ×·· ·×Rk−1 × I ×Rk+1 ×·· ·×Rn , και αυτό µας οδηγεί σε
αντίφαση διότι το M είναι µεγιστοτικό). ΄Αρα καταλήγουµε ότι M = R1×·· ·×Rk−1×Mk ×Rk+1×·· ·×Rn ,
όπου Mk είναι ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του Rk για κάποιο k = 1,2, · · · ,n. ■

Πόρισµα 10.1.23. ΄Εστω R1,R2, · · · ,Rn µια πεπερασµένη οικογένεια απλών δακτυλίων, για παράδειγµα σω-
µάτων. Τότε ο δακτύλιος ευθύ γινόµενο R1×R2×·· ·×Rn περιέχει ακριβώς 2n ιδεώδη και ακριβώς n µεγιστοτικά
ιδεώδη.

Απόδειξη. Επειδή κάθε δακτύλιος Rk είναι απλός, έπεται ότι περιέχει ακριβώς 2 ιδεώδη, τα τετριµµένα. Από
την Πρόταση 10.1.21 έπεται τότε ότι ο δακτύλιος ευθέος γινοµένου περιέχει ακριβώς 2n ιδεώδη, τα εξής :

I1 × I2 ×·· ·× In , όπου Ik = {
0
}

ή Ik = Rk , 1 ≤ k ≤ n

Για τα µεγιστοτικά ιδεώδη, επειδή το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες του απλού δακτυλίου Rk είναι το µηδε-
νικό ιδεώδες, έπεται ότι τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου ευθύ γινόµενο R1×R2×·· ·×Rn είναι σε πλήθος
ακριβώς n, τα εξής : {

0
}×R2 ×·· ·×Rn , R1 ×

{
0
}×·· ·×Rn , · · · , R1 ×R2 ×·· ·×{

0
} ■

Παράδειγµα 10.1.24. Θεωρούµε τον δακτύλιο ευθύ γινόµενο R = R×C×Z. Τότε τα µεγιστοτικά ιδεώδη
του R είναι τα εξής : {

0
}×C×Z, R×{

0
}×Z, R×C×pZ (p : πρώτος)

µε αντίστοιχους δακτυλίους πηλίκα, τα σώµατα: R, C, και Z/pZ.
p



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΠΡΩΤΑ ΚΑΙ ΜΕΓΙΣΤΟΤΙΚΑ Ι∆ΕΩ∆Η 477

Μεγιστοτικά Ιδεώδη σε ∆ακτυλίους Τυπικών ∆υναµοσειρών

΄Εστω K�t� ο δακτύλιος των τυπικών δυναµοσειρών µε στοιχεία από ένα σώµα K. Στην παρούσα υποενότητα
ϑα προσδιορίσουµε τα µεγιστοτικά και τα πρώτα ιδεώδη του δακτυλίου K�t�.

Θεωρούµε το υποσύνολο

M =
{

P (t ) =
∞∑

n=0
an t n ∈ K�t� | a0 = 0

}
Τότε M = (t ) είναι το κύριο ιδεώδες του K�t� το οποίο παράγεται από το πολυώνυµο t . Πράγµατι, προφανώς
ϑα έχουµε M ⊆ (t ). Αντίστροφα, αν P (t ) ∈ (t ), τότε P (t ) =Q(t )t , όπου Q(t ) ∈K�t�. Αν Q(t ) =∑∞

k=0 bk t k , τότε
P (t ) = Q(t )t = ∑∞

k=0 bk t k+1 και προφανώς P (t ) ∈ M , διότι ο σταθερός όρος της τυπικής δυναµοσειράς είναι
ίσος µε 0.

Θεωρούµε απεικόνιση

f : K�t� −→K, f
( ∞∑

k=0
ak t k)= a0

Από τον ορισµό των πράξεων πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού τυπικών δυναµοσειρών, έπεται άµεσα ότι
η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός δακτυλίων, ο οποίος προφανώς είναι επιµορφισµός. Για τον πυρήνα
του f έχουµε Ker( f ) = M , και εποµένως από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών δακτυλίων, ϑα έχουµε έναν
ισοµορφισµό δακτυλίων :

K�t�/M ∼= K

΄Αρα το M είναι µεγιστοτικό ιδεώδες του K�t�.
Θα δείξουµε ότι το M είναι το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες του K�t�, δηλαδή ο δακτύλιος K�t� είναι

τοπικός. Σύµφωνα µε την Πρόταση 10.1.17, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε τυπική δυναµοσειρά P (t ) =∑∞
k=0 ak t k , είτε η P (t ) είναι αντιστρέψιµη είτε η 1−P (t ) είναι αντιστρέψιµη.
Θα αναλύσουµε το πρόβληµα σε γενικότερο πλαίσιο, προσδιορίζοντας πρώτα τα αντιστρέψιµα στοιχεία

του δακτυλίου R�t� των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω τυχόντος µεταθετικού δακτυλίου R.

Λήµµα 10.1.25. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Μια τυπική δυναµοσειρά P (t ) = ∑∞
k=0 ak t k είναι

αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου R�t� αν και µόνο αν ο σταθερός όρος της a0 είναι αντιστρέψιµο στοιχείο
του R:

U
(�t�)= { ∞∑

n=0
an t n ∈ K�t� ∣∣ a0 ∈U(R)

}
Απόδειξη. Αν η τυπική δυναµοσειρά P (t ) είναι αντιστρέψιµη, τότε υπάρχει τυπική δυναµοσειρά Q(t ) =∑∞

k=0 bk t k , έτσι ώστε P (t )Q(t ) = 1, δηλαδή a0b0 + (a0b1 +a1b0)t + (a0b2 +a1b1 +a2b0)t 2 +·· · = 1+0+0+·· · ,
από όπου έπεται ότι a0b0 = 1 και εποµένως το στοιχείο a0 είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R.

Αντίστροφα, αν το στοιχείο a0 είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R, έστω b0 = a−1
0 το αντίστροφό του στον

δακτύλιο R. Ορίζουµε στοιχεία του R επαγωγικά ως εξής :

bk =−a−1
0

k∑
i=1

ai bk−i , k ≥ 1

΄Ετσι για παράδειγµα: b1 = −a−1
0 a1b0, b2 = −a−1

0 (a1b1 + a2b0), κλπ. Θεωρούµε την τυπική δυναµοσειρά
Q(t ) = ∑∞

k=0 bk t k . Από τον ορισµό των πράξεων πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού τυπικών δυναµοσειρών
έπεται άµεσα ότι P (t )Q(t ) = 1 και εποµένως η τυπική δυναµοσειρά P (t ) είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του
R�t�. ■

Ιδιαίτερα αν K είναι ένα σώµα, η τυπική δυναµοσειρά P (t ) =∑∞
k=0 ak t k είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του

δακτυλίου K�t� αν και µόνο αν ο σταθερός όρος a0 6= 0.

Παράδειγµα 10.1.26. Θεωρούµε τις τυπικές δυναµοσειρές (πολυώνυµα) 1+t και 1−t , οι οποίες, σύµφωνα
µε το Λήµµα 10.1.25, είναι αντιστρέψιµα στοιχεία τουK�t�, όπουK είναι ένα σώµα. Λαµβάνοντας υπόψη την
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κατασκευή της αντίστροφης µιας αντιστρέψιµης τυπικής δυναµοσειράς στο Λήµµα 10.1.25, υπολογίζουµε
εύκολα ότι :

(1− t )−1 =
∞∑

k=0
t k = 1+ t + t 2 +·· ·+ t n +·· · και (1+ t )−1 =

∞∑
k=0

(−1)k t k = 1− t + t 2 −·· ·+ (−1)n t n +·· · p

΄Εστω τώρα η τυπική δυναµοσειρά P (t ) = ∑∞
k=0 ak t k ∈ K�t�, όπου K είναι ένα σώµα. Αν a0 6= 0, τότε η

P (t ) είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του K�t�. Αν a0 = 0, τότε ο σταθερός όρος της δυναµοσειράς 1−P (t ) είναι
1−a0 = 1 6= 0 και η 1−P (t ) είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του K�t�.

Γενικότερα, αν R είναι ένας τοπικός (µεταθετικός) δακτύλιος, και P (t ) = ∑∞
k=0 ak t k ∈ R�t�, τότε για τον

σταθερό όρο ϑα έχουµε ότι είτε το a0 είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R είτε το 1− a0 είναι αντιστρέψιµο
στοιχείο του R. Αυτό σηµαίνει ότι είτε η δυναµοσειρά P (t ) είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R�t� είτε η
δυναµοσειρά 1−P (t ) είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R�t�. Εποµένως από την Πρόταση 10.1.17 έπεται ότι
ο δακτύλιος R�t� είναι τοπικός. Ιδιαίτερα ο δακτύλιος K�t� είναι τοπικός µε µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες
το M . Παρόµοια το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες του δακτυλίου R�t�, όπου R είναι τοπικός µε µοναδικό
µεγιστοτικό ιδεώδες το n= R \U(R), είναι το ιδεώδες

m=
{

P (t ) =
∞∑

n=0
an t n ∈ K�t� | a0 ∈ R \U(R) =N

}
Πράγµατι, ϑεωρούµε την απεικόνιση

f : R�t� −→ R/n, f
( ∞∑

k=0
ak t k)= a0 +n

Η απεικόνιση f είναι επιµορφισµός δακτυλίων ως σύνθεση των επιµορφισµών R�t� −→ R,
∑∞

k=0 ak t k 7−→ a0

και R −→ R/n, r 7−→ r +n. Για τον πυρήνα της f ϑα έχουµε

Ker( f ) = { ∞∑
k=0

ak t k ∈ R�t� | f
( ∞∑

k=0
ak t k)= 0R/n

}= { ∞∑
k=0

ak t k ∈ R�t� | a0 +n= n
}= { ∞∑

k=0
ak t k ∈ R�t� | a0 ∈ n

}=m

Εποµένως ϑα έχουµε ένα ισοµορφισµό δακτυλίων

R�t�/m ∼= R/n

Επειδή το n είναι µεγιστοτικό ιδεώδες του R, ο δακτύλιος R/n, ισοδύναµα ο δακτύλιος R�t�/m, είναι σώµα,
και εποµένως το ιδεώδες m του R�t� είναι µεγιστοτικό, και άρα είναι το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες του
τοπικού δακτυλίου R�t�.

Συνοψίζοντας, ϑα έχουµε την ακόλουθη Πρόταση:

Πρόταση 10.1.27. ΄Εστω R ένας µεταθετικός τοπικός δακτύλιος µε µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες n. Τότε ο
δακτύλιος R�t� των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω του R είναι τοπικός µε µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες το

m=
{ ∞∑

k=0
ak t k ∈ R�t� | a0 ∈ n

}

Ιδιαίτερα ο δακτύλιος K�t� των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω ενός σώµατος K είναι τοπικός µε µοναδικό
µεγιστοτικό ιδεώδες το κύριο ιδεώδες (t ), δηλαδή το σύνολο όλων των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω του K
µε µηδενικό σταθερό όρο.
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10.2 Πρώτα Ιδέωδη

Ορισµός 10.2.1. ΄Ενα ιδεώδες I ⊆ R καλείται πρώτο ιδεώδες του R, αν :

1. I 6= R.

2. Αν I και J είναι ιδεώδη του R, τότε :

I · J ⊆ P =⇒ I ⊆ P J ⊆ P

Το σύνολο όλων των πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου R συµβολίζεται µε Spec(R).

Ορισµός 10.2.2. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται πρώτος δακτύλιος αν και µονον αν το µηδενικό ιδεώδες του
είναι πρώτο, δηλαδή, αν I και J είναι ιδεώδη του R, τότε :

I · J = 0 =⇒ I = 0 J = 0

Η έννοια του πρώτου δακτυλίου, όπως αυτή ορίστηκε παραπάνω, δεν έχει σχέση µε την έννοια του πρω-
τοδακτυλίου ενός δακτυλίου R, όπως αυτή µελετήθηκε στην υποενότητα 7.3.1, δηλαδή του υποδακτυλίου
του R ο οποίος παράγεται από την µονάδα 1R του R.

Παράδειγµα 10.2.3. ΄Εστω R ένας απλός δακτύλιος. Τότε το µηδενικό ιδεώδες
{
0
}

του R είναι πρώτο.
Πράγµατι, επειδή τα µόνα ιδεώδη του R είναι τα τετριµµένα

{
0
}
και R, αν I , J είναι ιδεώδη του R έτσι ώστε

I · J = {
0
}
, τότε προφανώς είτε I = {

0
}
ή J = {

0
}
.

p

Θα επικεντρώσουµε την προσοχή µας στη µελέτη των πρώτων ιδεωδών στο πλαίσιο µεταθετικών δακτυ-
λίων. Σ΄ αυτή την κατεύθυνση, έχουµε τους ακόλουθους ϐασικούς χαρακτηρισµούς πρώτων ιδεωδών.

Θεώρηµα 10.2.4. Αν R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος, τότε για ένα γνήσιο ιδεώδες P του R τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα:

1. Το ιδεώδες P είναι πρώτο.

2. Αν r, s ∈ R, τότε : r · s ∈ P =⇒ r ∈ P ή s ∈ P .

3. Ο δακτύλιος πηλίκο R/P είναι ακέραια περιοχή.

Απόδειξη. «1. =⇒ 2.» Υποθέτουµε ότι το ιδεώδες P είναι πρώτο, και έστω r, s ∈ R δύο στοιχεία του R έτσι
ώστε r s ∈ P . Θεωρούµε τα κύρια ιδεώδη (r ) και (s) τα οποία παράγονται από τα στοιχεία r, s. Επειδή
ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, ϑα έχουµε (r ) = {

ar ∈ R | a ∈ R
}
και ανάλογα (s) = {

as ∈ R | a ∈ R
}
.

΄Ενα τυπικό στοιχείο του ιδεώδους γινόµενο (r ) · (s) είναι ένα πεπερασµένο άθροισµα γινοµένων της
µορφής ar bs = abr s και εποµένως, επειδή r s ∈ P , έπεται άµεσα ότι κάθε στοιχείο του γινοµένου (r )·(s)
ανήκει στο P , δηλαδή: (r ) · (s) ⊆ P . Επειδή το ιδεώδες P είναι πρώτο, έπεται ότι (r ) ⊆ P ή (s) ⊆ P . Αυτό
σηµαίνει ιδιαίτερα ότι r ∈ P ή s ∈ P .

«2. =⇒ 3.» Υποθέτουµε ότι αν r, s ∈ R, και r · s ∈ P , τότε είτε r ∈ P είτε s ∈ P . ΄Εστω a +P , b +P δύο
στοιχεία του δακτυλίου πηλίκου R/P . Τότε, χρησιµοποιώντας την υπόθεση, ϑα έχουµε:

(a+P )·(b+P ) = P =⇒ a ·b+P = P =⇒ a ·b ∈ P =⇒ a ∈ P ή b ∈ P =⇒ a+P = P ή b+P = P

΄Αρα ο µεταθετικός δακτύλιος R/P δεν έχει διαιρέτες του µηδενός και εποµένως είναι ακέραια περιοχή.

«3. =⇒ 1.» Υποθέτουµε ότι ο δακτύλιος πηλίκο R/P είναι ακέραια περιοχή και έστω I και J δύο
ιδεώδη του R έτσι ώστε I · J ⊆ P . ΄Εστω ότι I * P . Τότε υπάρχει στοιχείο a ∈ I και a ∉ P . Για κάθε
στοιχείο b ∈ J , ϑεωρούµε το στοιχείο ab. Προφανώς το στοιχείο ab ∈ I · J και άρα ab ∈ P . Επειδή ο
δακτύλιος πηλίκο R/P είναι ακέραια περιοχή, ϑα έχουµε

ab ∈ P =⇒ ab +P = P =⇒ (a +P ) · (b +P ) = P =⇒ a ∈ P ή b ∈ P

Επειδή a ∉ P , έπεται ότι b ∈ P . ΄Ετσι δείξαµε ότι κάθε στοιχείο b του J ανήκει στο P και άρα J ⊆ P .
Παρόµοια δείχνουµε ότι αν J * P , τότε I ⊆ P . ΄Αρα το ιδεώδες P είναι πρώτο. ■
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Από το παραπανω Θεώρηµα έπεται ότι, αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε ένα ιδεώδες P ⊆ R είναι
πρώτο αν και µόνο το σύνολο R \ P είναι κλειστό στον πολλαπλασιασµό και περιέχει την µονάδα, δηλαδή
το ιδεώδες P είναι πρώτο αν και µονον αν το σύνολο R \ P είναι ένα υποµονοειδές του πολλαπλασιαστικού
µονοειδούς (R, ·).

Παράδειγµα 10.2.5. Αν ο δακτύλιος R δεν είναι µεταθετικός, τότε το Θεώρηµα 10.2.4 δεν ισχύει. Πράγµατι
έστω ο δακτύλιος R =Mn(K) των n ×n πινάκων µε στοιχεία από ένα σώµα K. Γνωρίζουµε ότι ο δακτύλιος R
είναι απλός, και άρα, σύµφωνα µε το Παράδειγµα 10.2.3, το µηδενικό ιδεώδες του

{
0
}
είναι πρώτο. ΄Οµως(

1 0
0 0

) · (0 1
0 0

)= (
0 0
0 0

)= 0, αλλά
(

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

) ∉ {(
0 0
0 0

)}
.

p

Πόρισµα 10.2.6. Σε έναν µεταθετικό δακτύλιο R κάθε µεγιστοτικό ιδεώδες είναι πρώτο.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος και έστω P ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R. Τότε, σύµφωνα
µε το Θεώρηµα 10.1.4, ο δακτύλιος πηλίκο R/P είναι σώµα. Επειδή, όπως γνωρίζουµε, κάθε σώµα είναι
ακέραια περιοχή, έπεται ότι ο δακτύλιος πηλίκο R/P είναι ακέραια περιοχή. Τότε από το Θεώρηµα 10.2.4
έπεται ότι το ιδεώδες P είναι πρώτο. ■

Παράδειγµα 10.2.7. Το συµπέρασµα του παραπάνω Πορίσµατος δεν ισχύει αν ο µεταθετικός δακτύλιος
R δεν έχει µονάδα. Πράγµατι το σύνολο 2Z των άρτιων ακεραίων είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος χωρίς
µονάδα. Η προσθετική υποοµάδα 4Z ⊆ 2Z είναι προφανώς ένα ιδεώδες του Z το οποίο είναι µεγιστοτικό.
Πράγµατι το 4Z είναι γνήσιο ιδεώδες του 2Z. ΄Εστω I ένα ιδεώδες του 2Z έτσι ώστε 4Z⊆ I ⊆ 2Z και 4Z 6= I .
Αν I 6= 2Z, τότε υπάρχει x ∈ I \ 2Z, και άρα x = 2k, όπου k ∈Z. Αν k = 2m για κάποιον ακέραιο m ∈Z, τότε
x = 4m ∈ 4Z, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα k = 2m+1, όπου m ∈Z, και τότε x = 4m+2 ∈ I . Επειδή 4m ∈ 4Z⊆ I ,
ϑα έχουµε 2 = x −4m ∈ I και τότε προφανώς I = Z, το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα I = 2Z και εποµένως το 4Z
είναι µεγιστοτικό ιδεώδες του 2Z, το οποίο όµως δεν είναι πρώτο διότι 4 = 2 ·2 ∈ 4Z αλλά 2 ∉ 4Z.

p

Πόρισµα 10.2.8. Αν ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός, τότε το µηδενικό ιδεώδες (0) του R είναι πρώτο αν και
µόνο αν ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή.

Απόδειξη. Επειδή το µηδενικό ιδεώδες είναι γνήσιο και R/(0) ∼= R, από το Θεώρηµα 10.2.4, έπεται ότι ο
δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή αν και µόνο αν το µηδενικό ιδεώδες (0) είναι πρώτο. ■

Το ακόλουθο παράδειγµα δείχνει ότι υπάρχουν πρώτα ιδεώδη τα οποία δεν είναι µεγιστοτικά.

Παράδειγµα 10.2.9. 1. Επειδή ο δακτύλιος των ακεραίων Z είναι ακέραια περιοχή, το µηδενικό ιδέωδες
(0) του Z είναι πρώτο. ΄Οµως, επειδή ο δακτύλιος Z δεν είναι σώµα, από το Πόρισµα 10.1.6 έπεται ότι
το µηδενικό ιδεώδες (0) δεν είναι µεγιστοτικό.

2. Αν εξαιρέσουµε το µηδενικό ιδεώδες του Z, τότε κάθε µη µηδενικό πρώτο ιδεώδες του Z είναι µεγιστο-
τικό. Πράγµατι, αυτό προκύπτει άµεσα από την Πρόταση 7.4.16.

3. Θεωρούµε τον δακτύλιο πολυωνύµων Z[t ]. Τότε το κύριο ιδεώδες (t ), το οποίο αποτελείται από όλα
τα πολυώνυµα µε µηδενικό σταθερό όρο, είναι ένα πρώτο ιδεώδες το οποίο δεν είναι µεγιστοτικό διότι
ο δακτύλιος πηλίκο Z[t ]/(t ) είναι ισόµορφος µε τον δακτύλιο Z των ακεραίων ο οποίος είναι ακέραια
περιοχή αλλά όχι σώµα.

p

P : πρώτο ιδεώδες =⇒ P : µεγιστοτικό ιδεώδες

Γνωρίζουµε ότι κάθε µεγιστοτικό ιδεώδες σε έναν δακτύλιο είναι πρώτο, αλλά γενικά ένα πρώτο ιδεώδες σε
έναν δακτύλιο δεν είναι µεγιστοτικό. Στην παρούσα υποενότητα, ϑα δούµε κάποιες κλάσεις δακτυλίων στις
οποίες κάθε πρώτο (µη µηδενικό) ιδεώδες είναι µεγιστοτικό.
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Παράδειγµα 10.2.10. Θα προσδιορίσουµε τα πρώτα και τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου Zn , n ≥ 2.
Από το Θεώρηµα αντιστοιχίας, έπεται ότι τα γνήσια ιδεώδη του Zn = Z/nZ είναι της µορφής kZ/nZ,

όπου nZ⊆ kZ. Η τελευταία σχέση έγκλεισης είναι προφανώς ισοδύναµη µε το ότι n ∈ kZ, δηλαδή n = k · l
ή ισοδύναµα k | n. ∆ηλαδή τα γνήσια ιδεώδη του Zn είναι της µορφής kZ/nZ, όπου k είναι ένας ϑετικός
διαιρέτης του n. Για τους επαγόµενους δακτύλιους πηλίκα, ϑα έχουµε:

Z/nZ
/

kZ/nZ ∼= Z/kZ

και εποµένως το ιδεώδες kZ/nZ είναι µεγιστοτικό αν και µόνο αν ο δακτύλιος Z/kZ είναι σώµα, και το
ιδεώδες kZ/nZ είναι πρώτο αν και µόνο αν ο δακτύλιος Z/kZ είναι ακέραια περιοχή. Χρησιµοποιώντας την
Πρόταση 7.4.16, έπεται τότε ότι το ιδεώδες kZ/nZ του δακτυλίου Z/nZ είναι µεγιστοτικό αν και µόνο αν
είναι πρώτο αν και µόνο αν ο k είναι ένας πρώτος διαιρέτης του n.

p

Το παραπάνω παράδειγµα, το οποίο ιδιαίτερα δείχνει ότι στον πεπερασµένο δακτύλιο Zn , ένα ιδεώδες
είναι µεγιστοτικό αν και µόνο αν είναι πρώτο, είναι ειδική περίπτωση του ακόλουθου γενικότερου αποτελέ-
σµατος.

Πρόταση 10.2.11. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων. Τότε ένα ιδεώδες
του R είναι πρώτο αν και µόνο αν είναι µεγιστοτικό.

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι σε έναν µεταθετικό δακτύλιο κάθε µεγιστοτικό ιδεώδες είναι πρώτο. ΄Εστω P ένα
πρώτο ιδεώδες του δακτυλίου R ο οποίος υποθέτουµε ότι έχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων. Γνωρίζουµε
τότε ότι : (α) ότι ο δακτύλιος πηλίκο R/P είναι µια ακέραια περιοχή (διότι το ιδεώδες P είναι πρώτο), και (β)
ο δακτύλιος R/P έχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων (διότι |R| < ∞). Επειδή κάθε πεπερασµένη ακέραια
περιοχή είναι σώµα, έπεται ότι ο δακτύλιος R/P είναι σώµα, και αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι το ιδεώδες
P είναι µεγιστοτικό. ■

Μεγιστοτικά-Πρώτα Ιδεώδη σε ∆ακτυλίους του Boole

Θα δούµε µια ενδιαφέρουσσα κλάση δακτυλίων στην οποία κάθε πρώτο ιδεώδες είναι µεγιστοτικό.
΄Ενας δακτύλιος R καλείται δακτύλιος του Boole, αν κάθε στοιχείο του είναι ταυτοδύναµο: r 2 = r ,

∀r ∈ R. Η ακόλουθη Πρόταση περιγράφει τις ϐασικές ιδιότητες ενός δακτυλίου του Boole.

Πρόταση 10.2.12. ΄Εστω R ένας δακτύλιος του Boole.

1. Ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός µε χαρακτηριστική char(R) = 2.

2. Κάθε υποδακτύλιος και κάθε δακτύλιος πηλίκο του R είναι δακτύλιος του Boole.

3. Ο R είναι σώµα ⇐⇒ ο R είναι ακέραια περιοχή ⇐⇒ ο R ισόµορφος µε το σώµα Z2.

Απόδειξη. 1. Αν x, y ∈ R, τότε ϑα έχουµε:

(x+y)2 = x+y =⇒ (x+y)·(x+y) = x+y =⇒ x2+x y+y x+y2 = x+y =⇒ x+x y+y x+y = x+y =⇒

=⇒ x y + y x = 0 =⇒ x y =−y x (∗)

Θέτοντας στην παραπάνω σχέση x = y = r ∈ R, ϐλέπουµε ότι r ·r =−r ·r , δηλαδή r 2 =−r 2 ή ισοδύναµα
r =−r , ∀r ∈ R. ΄Ετσι η σχέση (∗) γράφεται x y = y x, ∀x, y ∈ R, δηλαδή ο δακτύλιος R είναι µεταθετικός.
Τέλος, επειδή r =−r , ∀r ∈ R, ϑα έχουµε 2r = 0, από όπου άµεσα έπεται ότι char(R) = 2.

2. Προφανώς κάθε υποδακτύλιος του R είναι δακτύλιος του Boole. ΄Εστω I ⊆ R ένα ιδεώδες του R, τότε
για το τυχόν στοιχείο x + I ∈ R/I , ϑα έχουµε

(x + I )2 = (x + I ) · (x + I ) = x2 + I = x + I

και εποµένως ο δακτύλιος πηλίκο R/I είναι δακτύλιος του Boole.
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3. Αν ο δακτύλιος R είναι σώµα, τότε είναι ακέραια περιοχή. Αν ο δακτύλιος του Boole R είναι ακέραια
περιοχή, τότε για κάθε στοιχείο r ∈ R, ϑα έχουµε r 2 = r , δηλαδή r · (1R − r ) = 0, από όπου επειδή ο
R δεν έχει διαιρέτες του µηδενός, έπεται ότι r = 0 ή r = 1R . Αυτό σηµαίνει ότι R = {

0,1R
}
και τότε η

απεικόνιση
f : R −→Z2, f (0) = [0]2 και f (1R ) = [1]2

είναι ένας ισοµορφισµός δακτυλίων διότι : f στέλνει τη µονάδα του R στη µονάδα του Z2, και για την
µόνη µη τετριµµένη πράξη µεταξύ των στοιχείων του R, δηλαδή διαφορετική των 0+1R ,1R +0,0+0,
και 0 ·1R ,1R ·0,0 ·0,1R ·1R , ϑα έχουµε: f (1R +1R ) = f (0) = [0]2 = [2]2 = [1]2 + [1]2 = f (1R )+ f (1R ), διότι
char(R) = 2. Τέλος, προφανώς ο R είναι σώµα, αν είναι ισόµορφος µε το σώµα Z2. ■

Πόρισµα 10.2.13. Σε έναν δακτύλιο του Boole, ένα ιδεώδες είναι µεγιστοτικό αν και µόνο αν είναι πρώτο.

Απόδειξη. ΄Εστω R ένας δακτύλιος του Boole και P ένα πρώτο ιδεώδες του R. Τότε ο δακτύλιος πηλίκο R/P
είναι ακέραια περιοχή, και επίσης, σύµφωνα µε την Πρόταση 10.2.12, είναι δακτύλιος του Boole. Τότε
πάλι από την Πρόταση 10.2.12 ο δακτύλιος πηλίκο R/P είναι σώµα (ισόµορφος µε το σώµα Z2), και άρα το
ιδεώδες P είναι µεγιστοτικό. ■

Μεγιστοτικά-Πρώτα Ιδεώδη σε ∆ακτυλίους Πολυωνύµων

Υπενθυµίζουµε ότι ένα πολυώνυµο P (t ) ∈K[t ] µε συντελεστές από ένα σώµα K καλείται ανάγωγο πολυώνυ-
µο, αν το P (t ) δεν είναι σταθερό πολυώνυµο και δεν µπορεί να γραφεί ως γινόµενο P (t ) = P1(t ) ·P2(t ) δύο
µη σταθερών πολυωνύµων P1(t ),P2(t ) ∈K[t ]. Στην απόδειξη του ακόλουθου αποτελέσµατος, ϑα χρησιµο-
ποιήσουµε το Θεώρηµα 9.2.1 το οποίο πιστοποιεί ότι κάθε ιδεώδες του δακτυλίου πολυωνύµων K[t ], όπου
K είναι ένα σώµα, είναι κύριο ιδεώδες.

Πρώτα σηµειώνουµε ότι το µηδενικό ιδεώδες του δακτυλίου K[t ] είναι πρώτο, διότι ο δακτύλιος K[t ]
είναι ακέραια περιοχή, και δεν είναι µεγιστοτικό διότι ο δακτύλιος K[t ] δεν είναι σώµα. Επίσης ένα κύριο
ιδεώδες I = (P (t )) όπου το πολυώνυµο P (t ) είναι σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο, δεν είναι ποτέ πρώτο ή
µεγιστοτικό διότι, αν P (t ) = a ∈K \ {0}, τότε το P (t ) είναι προφανώς αντιστρέψιµο στοιχείο του K[t ] και άρα
I = (P (t )) =K[t ].

Πρόταση 10.2.14. ΄Εστω K ένα σώµα και K[t ] ο δακτύλιος πολυωνύµων υπεράνω του K. Αν I είναι ένα µη
µηδενικό γνήσιο ιδεώδες του K[t ], τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα

1. Το ιδεώδες I είναι µεγιστοτικό.

2. Το ιδεώδες I είναι πρώτο.

3. I = (P (t )) είναι το κύριο ιδεώδες του K[t ] το οποίο παράγεται από ένα ανάγωγο πολυώνυµο P (t ) ∈K[t ].

Απόδειξη. 1. «=⇒» 2. Προφανώς κάθε µεγιστοτικό ιδεώδες είναι πρώτο.

2. «=⇒» 3. Επειδή κάθε ιδεώδες του K[t ] είναι κύριο, ϑα έχουµε I = (P (t )), για ένα πολυώνυµο
P (t ) ∈K[t ]. ΄Εστω ότι το ιδεώδες I είναι πρώτο, οπότε ο δακτύλιος πηλίκο K[t ]/I είναι ακέραια περιοχή.
΄Εστω P (t ) = P1(t ) ·P2(t ), για κάποια πολυώνυµα P1(t ),P2(t ) ∈K[t ]. Τότε στον δακτύλιο πηλίκο K[t ]/I ,
ϑα έχουµε:

(P1(t )+ I ) · (P2(t )+ I ) = P1(t ) ·P2(t )+ I = P (t )+ I = P (t )+ (P (t ))

και εποµένως, επειδή ο δακτύλιος πηλίκο K[t ]/I δεν έχει διαιρέτες του µηδενός, ϑα έχουµε P1(t ) ∈ I
ή P2(t ) ∈ I , δηλαδή P1(t ) = P (t ) ·Q(t ) ή P2(t ) = P (t ) ·R(t ). Επειδή degPi (t ) ≤ degP (t ), i = 1,2, έπεται
ότι είτε το πολυώνυµο Q(t ) = c ∈K\ {0} είναι σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο ή το πολυώνυµο R(t ) =
d ∈K\ {0} είναι σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο. Αυτό σηµαίνει αντίστοιχα ότι είτε P (t ) = c−1P1(t ) ή
P (t ) = d−1P2(t ), δηλαδή το P (t ) είναι ανάγωγο.
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3. «=⇒» 1. ΄Εστω ότι το πολυώνυµο P (t ) είναι ανάγωγο, και έστω I = (P (t )) ⊆ J ⊆K[t ], όπου J είναι
ένα ιδεώδες του K[t ], και εποµένως J = (Q(t )), όπου Q(t ) ∈K[t ]. Τότε προφανώς ϑα έχουµε P (t ) ∈ I ⊆ J
και άρα P (t ) = Q(t ) · A(t ), για ένα πολυώνυµο A(t ) ∈K[t ]. Επειδή το P (t ) είναι ανάγωγο, έπεται ότι
είτε το πολυώνυµο Q(t ) είναι σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο (αν Q(t ) = 0, τότε P (t ) = 0 το οποίο
είναι άτοπο διότι I 6= 0), είτε το πολυώνυµο A(t ) είναι σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο (αν A(t ) = 0,
τότε P (t ) = 0 το οποίο είναι άτοπο διότι I 6= 0). Στην πρώτη περίπτωση ϑα έχουµε Q(t ) = c ∈K\ {0}, και
τότε το σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο Q(t ) είναι αντιστρέψιµο. Εποµένως J = (Q(t )) =K[t ]. Στην
δεύτερη περίπτωση ϑα έχουµε A(t ) = d ∈K\ {0}, δηλαδή το σταθερό µη µηδενικό πολυώνυµο A(t ) = d
είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του K[t ], και τότε Q(t ) = d−1P (t ) ∈ (P (t )) = I . Η τελευταία σχέση δείχνει
ότι J = (Q(t )) ⊆ (P (t )) = I και εποµένως I = J . Εποµένως το ιδεώδες I είναι µεγιστοτικό. ■

Σε επόµενο Κεφάλαιο ϑα δούµε µια γενίκευση του παραπάνω αποτελέσµατος.
΄Εχοντας προσδιορίσει στην Πρόταση 10.2.14 τα πρώτα και µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου πολυωνύ-

µων K[t ] υπεράνω ενός σώµατος K, και στην Πρόταση 10.1.27 τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου K�t�
των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω του K, στην επόµενη Πρόταση προσδιορίζουµε τα πρώτα ιδεώδη του
δακτυλίου K�t�. Ιδιαίτερα προκύπτει ότι κάθε µη µηδενικό πρώτο ιδεώδες του K�t� είναι µεγιστοτικό.

Πρόταση 10.2.15. ΄Εστω K ένα σώµα. Τότε τα πρώτα ιδεώδη του δακτυλίου K�t� των τυπικών δυναµοσειρών
υπεράνω του K, είναι το µηδενικό ιδεώδες

{
0
}
και το κύριο (και µεγιστοτικό) ιδεώδες (t ).

Απόδειξη. Το µηδενικό ιδεώδες
{
0
}
του K�t� είναι πρώτο διότι, σύµφωνα µε το Λήµµα 9.5.4, ο δακτύλιος

K�t� είναι ακέραια περιοχή. ΄Εστω P ένα µη µηδενικό πρώτο ιδεώδες του K�t�. Επειδή το P είναι πρώτο,
εξ ορισµού το P είναι γνήσιο. Θεωρούµε το ιδεώδες (t )+P ⊆K�t�. Επειδή (t ) ⊆ (t )+P και το ιδεώδες (t ),
συµφωνα µε την Πρόταση 10.1.27, είναι µεγιστοτικό, ϑα έχουµε ότι είτε (t ) = (t )+P είτε K�t� = (t )+P . Στην
τελευταία περίπτωση µπορούµε να γράψουµε 1= P (t )+Q(t ), όπου P (t ) ∈ (t ) και Q(t ) ∈ P . Επειδή ο δακτύλιος
K�t� είναι τοπικός, από την Πρόταση 10.1.17, έπεται ότι είτε το στοιχείο Q(t ) ∈ P είναι αντιστρέψιµο είτε
το στοιχείο 1−Q(t ) = P (t ) ∈ (t ) είναι αντιστρέψιµο. Και οι δύο περιπτώσεις µάς οδηγούν σε αντίφαση,
διότι τα ιδεώδη (t ) και P , ως γνήσια, δεν περιέχουν αντιστρέψιµα στοιχεία. ΄Αρα (t ) = (t )+P το οποίο
σηµαίνει ότι P ⊆ (t ). Υποθέτουµε ότι P 6= (t ) και εποµένως t ∉ P . Επειδή το ιδεώδες P είναι µη µηδενικό,
έπεται ότι περιέχει ένα µη µηδενικό στοιχείο P (t ) = ∑∞

k=0 ak t k . Τότε a0 = 0 διότι P (t ) ∈ P ⊆ (t ), και άρα
P (t ) = tP1(t ), όπου P1(t ) = ∑∞

k=1 ak t k−1. Επειδή το ιδεώδες P είναι πρώτο και t ∉ P , έπεται ότι P1(t ) ∈ P .
΄Οπως και προηγουµένως, επειδή P (t ) ∈ (t ), ϑα έχουµε ότι ο σταθερός όρος a1 του P1(t ) ϑα είναι ίσος µε
a1 = 0. Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία, προκύπτει εύκολα µε χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής
ότι an = 0, ∀n ≥ 0, και εποµένως P (t ) = 0, το οποίο είναι άτοπο διότι P (t ) 6= 0. Στο άτοπο καταλήξαµε
υποθέτοντας ότι P 6= (t ). ΄Αρα P = (t ). ■

Μεγιστοτικά-Πρώτα Ιδεώδη και Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα µε την ακόλουθη Πρόταση η οποία υπογραµµίζει µια σηµαντική διαφορά
στη συµπεριφορά των πρώτων και των µεγιστοτικών ιδεωδών ως προς τους οµοµορφισµούς δακτυλίων. Αυτή η
διαφοροποίηση επέδρασε σηµαντικά στη ϑεµελίωση της σύγχρονης Αλγεβρικής Γεωµετρίας η οποία ϐασίζεται
αποφασιστικά στην έννοια του πρώτου ιδεώδους.

Πρόταση 10.2.16. ΄Εστω f : R −→ S ένας οµοµορφισµός µεταθετικών δακτυλίων.

1. Αν P είναι ένα πρώτο ιδεώδες του S, τότε το f −1(P ) είναι ένα πρώτο ιδεώδες του R.

2. Αν M είναι ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του S, τότε γενικά το f −1(M) δεν είναι µεγιστοτικό ιδεώδες του R,

3. Αν ο οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός, τότε για κάθε µεγιστοτικό ιδεώδες M του S, το f −1(M) είναι
µεγιστοτικό ιδεώδες του R.
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Απόδειξη. 1. ΄Εστω P ένα πρώτο ιδεώδες του S και έστω Q = f −1(P ) ⊆ R. Από την Πρόταση 8.2.10, έπεται
ότι το Q είναι ιδεώδες του R. ΄Εστω r1,r2 στοιχεία του R, και έστω r1 ·r2 ∈Q. Τότε f (r1 ·r2) = f (r1)· f (r2) ∈
f (Q) = f ( f −1(P )). Επειδή πάντα έχουµε f ( f −1(P )) ⊆ P , έπεται ότι f (r1) · f (r2) ∈ P . Επειδή το ιδεώδες
P είναι πρώτο, έπεται ότι f (r1) ∈ P ή f (r2) ∈ P . ∆ηλαδή r1 ∈ f −1(P ) ή r2 ∈ f −1(P ) και άρα το ιδεώδες
f −1(P ) είναι πρώτο.

2. Θεωρούµε την κανονική έγκλειση ι : Z −→ Q, ι(z) = z, η οποία είναι µονοµορφισµός αλλά όχι επι-
µορφισµός δακτυλίων. Επειδή ο δακτύλιος Q είναι σώµα, το µηδενικό ιδεώδες 0 είναι µεγιστοτικό
ιδεώδες του Q, και επειδή η ι είναι µονοµορφισµός, ϑα έχουµε ι−1(0) = 0 το οποίο είναι πρώτο αλλά
όχι µεγιστοτικό ιδεώδες του Z, διότι ο τελευταίος δακτύλιος είναι ακέραια περιοχή αλλά όχι σώµα.

3. Υποθέτουµε ότι ο οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός. Θεωρούµε απεικόνιση

f̃ : R −→ S/M , f̃ (r ) = f (r )+M

Η απεικόνιση f̃ είναι επιµορφισµός δακτυλίων ως σύνθεση f̃ = πM ◦ f των επιµορφισµών δακτυλίων
πM : S −→ S/M , πM (s) = s +M , και f : R −→ S. Θα προσδιορίσουµε τον πυρήνα του f̃ :

Ker( f̃ ) = {
r ∈ R | f̃ (r ) = 0S/M

}= {
r ∈ R | f (r )+M = M

}= {
r ∈ R | f (r ) ∈ M

}= f −1(M)

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ιοσοµορφισµών, έπεται ότι ο επιµορφισµός f̃ επάγει έναν ισοµορφισµό δα-
κτυλίων

R/ f −1(M) ∼= S/M

Επειδή το ιδεώδες M είναι µεγιστοτικό, έπεται ότι ο δακτύλιος πηλίκο S/M είναι σώµα. Τότε και ο
δακτύλιος πηλίκο R/ f −1(M) είναι σώµα, δηλαδή το ιδεώδες f −1(M) είναι µεγιστοτικό. ■

10.3 Ασκήσεις

΄Ασκηση 10.3.1. 1. Βρείτε όλα τα πρώτα ιδεώδη και όλα τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου Z12.

2. Βρείτε όλα τα πρώτα ιδεώδη και όλα τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου Z2 ×Z2.

3. Βρείτε ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του δακτυλίου Z×Z.

4. Βρείτε ένα πρώτο ιδεώδες του δακτυλίου Z×Z το οποίο να µην είναι µεγιστοτικό.

5. Βρείτε ένα πρώτο ιδεώδες του δακτυλίου Z[t ] το οποίο να µην είναι µεγιστοτικό.

6. Βρείτε ένα µη µηδενικό γνήσιο ιδεώδες του δακτυλίου Z×Z το οποίο να µην είναι πρώτο.

΄Ασκηση 10.3.2. Να ϐρεθούν όλα τα πρώτα (µεγιστοτικά) ιδεώδη του δακτυλίου Zn .

΄Ασκηση 10.3.3. Να ϐρεθούν όλα τα πρώτα και όλα τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου Z×Z.

΄Ασκηση 10.3.4. Να δείξετε ότι κάθε ακέραια περιοχή µε πεπερασµένο πλήθος (κύριων) ιδεωδών είναι σώµα.

΄Ασκηση 10.3.5. Γνωρίζουµε ότι σε έναν δακτύλιο (µε µονάδα) κάθε µεγιστοτικό ιδεώδες είναι πρώτο. Να
δοθεί παράδειγµα δακτυλίου χωρίς µονάδα ο οποίος περιέχει µεγιστοτικά ιδεώδη τα οποία δεν είναι πρώτα.

΄Ασκηση 10.3.6. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. ∆είξτε ότι κάθε πρώτο ιδεώδες του R είναι
µεγιστοτικό ιδεώδες, αν ισχύει µια από τις ακόλουθες συνθήκες :
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1. Ο δακτύλιος R έχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων.

2. Ο δακτύλιος R έχει πεπερασµένο πλήθος ιδεωδών.

΄Ασκηση 10.3.7. ∆είξτε ότι το N είναι µεγιστοτικό ιδεώδες ενός δακτυλίου R αν και µόνο αν ο R/N είναι απλός

δακτύλιος, δηλαδή δεν έχει γνήσια µη µηδενικά ιδεώδη.

΄Ασκηση 10.3.8. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα, και υποθέτουµε ότι κάθε ιδεώδες του R
είναι πρώτο ιδέωδες. Να δείξετε ότι ο R είναι σώµα.

΄Ασκηση 10.3.9. Να ϐρεθούν όλα τα πρώτα και όλα τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου

R =
{(

a b
0 c

)
∈ M2(R) | a,b,c ∈R

}

΄Ασκηση 10.3.10. ΄Εστω R ένας δακτύλιος του Boole, και έστω P ένα γνήσιο ιδεώδες του R. Αποδείξτε ότι τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το ιδεώδες P είναι πρώτο.

2. ∀x, y ∈ R: είτε x ∈ P ή y ∈ P ή x + y ∈ P .

3. Το ιδεώδες P είναι µεγιστοτικό.

4. Ο δακτύλιος πηλίκο R/P είναι ισόµορφος µε το σώµα Z2.

΄Ασκηση 10.3.11. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα, και P ένα πρώτο ιδεώδες του R. Υποθέ-
τουµε ότι το P δεν περιέχει διαιρέτες του µηδενός. Να δείξετε οτι ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή.

΄Ασκηση 10.3.12. Αν R =Z ή ο R = S[t ], όπου S είναι µια µεταθετική ακέραια περιοχή, να δειχθεί ότι η τοµή
όλων των µεγιστοτικών ιδεωδών του R είναι το µηδενικό ιδεώδες.

΄Ασκηση 10.3.13. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. Υποθέτουµε ότι :

∀x ∈ R, ∃ n ≥ 2 : xn = x

Να δείξετε ότι κάθε πρώτο ιδεώδες του R είναι µεγιστοτικό.

΄Ασκηση 10.3.14. ΄Εστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών, δηλαδή ο µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα R είναι
ακέραια περιοχή, και κάθε ιδεώδες του R είναι κύριο.

Να δείξετε οτι κάθε µη µηδενικό πρώτο ιδεώδες του R είναι µεγιστοτικό.

΄Ασκηση 10.3.15. 1. Να δείξετε ότι το κύριο ιδεώδες (t ) το οποίο παράγεται από το πολυώνυµο t του
δακτυλίου πολυωνύµων F[t ], όπου F είναι σώµα, είναι µεγιστοτικό.

2. Να δείξετε ότι το κύριο ιδεώδες (t ) το οποίο παράγεται από το πολυώνυµο t του δακτυλίου πολυωνύµων
Z[t ], είναι πρώτο αλλά όχι µεγιστοτικό.

3. Να δείξετε ότι ο δακτύλιος Z[t ] δεν είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, δείχνοντας ότι το ιδεώδες

(2, t ) := {
2P (t )+ tQ(t ) ∈Z[t ] | P (t ),Q(t ) ∈Z[t ]

}
δεν είναι κύριο.
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4. Να δείξετε ότι το ιδεώδες (2, t ) του δακτυλίου Z[t ] είναι µεγιστοτικό.

΄Ασκηση 10.3.16. Να προσδιοριστούν τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου πολυωνύµων C[t ].

΄Ασκηση 10.3.17. ΄Εστω ότι f : R −→ S είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων, και I είναι ένα ιδεώδες του R.

1. Αν το I είναι πρώτο ιδεώδες του R, είναι το f (I ) πρώτο ιδεώδες του S;

2. Αν το I είναι µεγιστοτικό ιδεώδες του R, είναι το f (I ) µεγιστοτικό ιδεώδες του S;

Αν η απάντηση στα παραπάνω ερωτήµατα είναι αρνητική, να ϐρεθούν κατάλληλες συνθήκες οι οποίες να
εξασφαλίζουν ϑετική απάντηση.

΄Ασκηση 10.3.18. 1. Βρείτε όλα τα πρώτα ιδεώδη και όλα τα µεγιστοτικά ιδεώδη του Z6.

2. Βρείτε όλα τα πρώτα ιδεώδη και όλα τα µεγιστοτικά ιδεώδη του Z2 ×Z4.

3. Βρείτε όλα τα πρώτα ιδεώδη και όλα τα µεγιστοτικά ιδεώδη του Z6 ×Z15.
Σε κάθε περίπτωση να περιγραφούν οι αντίστοιχοι δακτύλιοι πηλίκα.

΄Ασκηση 10.3.19. 1. Να εξεταστεί, αν το σύνολο I = {
(2x,3x) | x ∈Z6

}
είναι ιδεώδες του δακτυλίου Z6×Z6.

2. Να δειχθεί ότι το Z×{
0
}
είναι ένα ιδεώδες του Z×Z.

3. Να δειχθεί ότι το Z×2Z είναι ένα ιδεώδες του Z×Z.
Είναι κάποιο από τα παραπάνω ιδεώδη πρώτο ή µεγιστοτικό ;

΄Ασκηση 10.3.20. ΄Εστω n = p1p2 · · ·pk , όπου p1, p2, · · · , pk διακεκριµένοι πρώτοι αριθµοί.

1. Να ϐρεθούν όλα τα πρώτα και µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου Zn .

2. Να δείξετε ότι υπάρχουν ακριβώς 2k ταυτοδύναµα3 στοιχεία στον δακτύλιο Zn .

3. Να ϐρεθεί το πλήθος των µηδενοδύναµων4 στοιχείων του δακτύλιου Zn .

4. Να δείξετε ότι το σύνολο όλων των µηδενοδύναµων στοιχείων του Zn είναι ένα ιδεώδες το οποίο είναι ίσο
µε την τοµή όλων των πρώτων ιδεωδών του Zn .

΄Ασκηση 10.3.21. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο. Θεωρούµε τον µεταθετικό δακτύλιο P (X ) όλων των υποσυ-
νόλων του X , ο οποίος είναι δακτύλιος του Boole. Αν |X | = 2,3,4, να ϐρεθούν τα πρώτα (µεγιστοτικά) ιδεώδη
του δακτυλίου P (X ).

΄Ασκηση 10.3.22. Στον δακτύλιο Z[i ] = {
a +bi ∈C | a,b ∈Z}

των ακεραίων του Gauss, ϑεωρούµε το υποσύ-
νολο

I = {
a +bi ∈Z[i ]

∣∣ 3 | a και 3 | b
}

και J = {
a +bi ∈Z[i ]

∣∣ 5 | a και 5 | b
}

Να δειχθεί ότι το I είναι ένα µεγιστοτικό, και άρα πρώτο, ιδεώδες του Z[i ], και το J δεν είναι πρώτο, και άρα
ούτε µεγιστοτικό, ιδεώδες του Z[i ].

3Υπενθυµίζουµε ότι ένα στοιχείο r σε έναν δακτύλιο R καλείται ταυτοδύναµο αν: r 2 = r .
4Υπενθυµίζουµε ότι ένα στοιχείο r σε έναν δακτύλιο R καλείται µηδενοδύναµο αν: r m = 0, για κάποιο m ≥ 1.
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΄Ασκηση 10.3.23. ΄Εστω ο δακτύλιος

AT2(R) =
{(

a b
0 c

)
∈M2(R)

∣∣ a,b,c ∈R
}

των 2×2 άνω τριγωνικών πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς, και έστω τα υποσύνολα του AT2(R):

I =
{(

a b
0 0

)
∈M2(R)

∣∣ a,b ∈R
}

και J =
{(

0 b
0 c

)
∈M2(R)

∣∣ b,c ∈R
}

1. Να δείξετε ότι τα σύνολα I , J και K = I ∩ J είναι ιδεώδη του δακτυλίου AT2(R).

2. Να εξετάσετε αν τα σύνολα I , J και K είναι ιδεώδη του δακτυλίου M2(R).

3. Να προσδιοριστούν ο δακτύλιοι πηλίκα AT2(R)/I , AT2(R)/J και AT2(R)/K .

4. Να εξεταστεί αν τα ιδεώδη I , J και K είναι πρώτα ή (µεγιστοτικά).

5. Να δείξετε ότι η οµάδα πηλίκο I /K είναι ιδεώδες του δακτυλίου AT2(R)/K και να εξεταστεί αν το ιδεώδες
I /K είναι πρώτο ή µεγιστοτικό.

΄Ασκηση 10.3.24. Να ϐρεθούν :

1. όλα τα πρώτα ιδεώδη του δακτυλίου Zn ×Zm , όπου n,m ≥ 1,

2. όλα τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου C×Zn ×R[t ]/(t 2),

3. όλα τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου R =
{(

a b
0 a

)
∈M2(R)

∣∣ a,b ∈R
}
.

΄Ασκηση 10.3.25. Να ϐρεθεί ένα γνήσιο πρώτο ιδεώδες του δακτυλίου πολυωνύµων Q[t1, t2] το οποίο δεν
είναι µεγιστοτικό.

΄Ασκηση 10.3.26. Να ϐρεθούν τα µεγιστοτικά ιδώδη των δακτυλίων

R[t ]/(t 2 −3t +2) και R[t ]/(t 2 + t +1)

΄Ασκηση 10.3.27. 1. Να δείξετε ότι το κύριο ιδεώδες (t 2 + t +1) του δακτυλίου πολυωνύµων Z2[t ] είναι
πρώτο.

2. Να δείξετε ότι το κύριο ιδεώδες (t 4 +4) του δακτυλίου πολυωνύµων Q[t ] δεν είναι πρώτο.

3. Να δείξετε ότι το κύριο ιδεώδες (t 3 − t −1) του δακτυλίου πολυωνύµων Z3[t ] είναι µεγιστοτικό.

΄Ασκηση 10.3.28. Στον δακτύλιο πολυωνύµων Q[t ] ϑεωρούµε το κύριο ιδεώδες (t ) το οποίο παράγεται από
το πολυώνυµο t .

1. Να δειχθεί ότι, µε τις συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πολυωνύµων, το ιδεώδες
(t ) είναι ένας δακτύλιος χωρίς µονάδα.

2. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος χωρίς µονάδα (t ) δεν έχει µεγιστοτικά ιδεώδη.

΄Ασκηση 10.3.29. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος µε πεπερασµένο πλήθος (κύριων) ιδεωδών. Να δειχθεί
ότι ένα ιδεώδες του R είναι πρώτο αν και µόνο αν είναι µεγιστοτικό.
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΄Ασκηση 10.3.30. Για κάθε πρώτο αριθµό p, ϑεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο του σώµατος των ϱητών
αριθµών

Z(p) =
{ a

b
∈Q ∣∣ p - b

}
Να δειχθεί ότι το σύνολο Z(p) είναι ένας υποδακτύλιος του Q, και να εξεταστεί αν ο δακτύλιος Z(p) είναι
τοπικός.

΄Ασκηση 10.3.31. ΄Εστω ότι I είναι ένα ιδεώδες ενός δακτυλίου R και M είναι ένα ιδεώδες του R έτσι ώστε
I ⊆ M . Θεωρούµε το ιδεώδες N = M/I του δακτυλίου πηλίκου R/I . Να δειχθεί ότι το ιδεώδες M του R είναι
µεγιστοτικό αν και µόνο αν το ιδεώδες N του R/I είναι µεγιστοτικό.

΄Ασκηση 10.3.32. Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο του δακτυλίου M3(R) των 3×3 πινάκων υπεράνω του
R:

R =


a 0 b
0 a c
0 0 a

 ∈ M3(R) | a,b,c ∈R


και τα υποσύνολα του

I =
{(

0 0 b
0 0 c
0 0 0

)
∈ M3(R) | b,c ∈R

}
και J =

{(
0 0 b
0 0 0
0 0 0

)
∈ M3(R) | b ∈R

}
και K =

{(
0 0 0
0 0 c
0 0 0

)
∈ M3(R) | c ∈R

}
1. Να δείξετε ότι το σύνολο R είναι ένας µεταθετικός υποδακτύλιος του δακτυλίου M3(R).

2. Να δείξετε ότι το υποσύνολο I είναι ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R και να προσδιοριστεί µε ποιον γνωστό
σας δακτύλιο είναι ισόµορφος ο δακτύλιος πηλίκο R/I .

3. Να δείξετε ότι τα υποσύνολα J και K είναι ιδεώδη του R και να εξεταστεί αν είναι πρώτα ή µεγιστοτικά.

4. ΄Εστω U(R) η πολλαπλασιαστική οµάδα των αντιστρέψιµων στοιχείων του δακτυλίου R. Να προσδιορί-
σετε υποοµάδα H της U(R) και έναν ισοµορφισµό οµάδων U(R)/H ∼=R∗.

΄Ασκηση 10.3.33. Να ϐρεθούν όλα τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου K[t ]/(t n), όπου K είναι ένα σώµα
και n ≥ 1.

΄Ασκηση 10.3.34. Να ϐρεθούν όλα τα πρώτα και µεγιστοτικά ιδώδη του δακτυλίου AT2(K) των 2× 2 άνω
τριγωνικών πινάκων υπεράνω ενός σώµατος K.

΄Ασκηση 10.3.35. ΄Εστω ότι R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος και ότι M είναι ένα ιδεώδες του R. Αν
R \ M ⊆ U(R), δηλαδή αν κάθε στοιχείο του R το οποίο δεν ανήκει στο ιδεώδες M είναι αντιστρέψιµο, να
δειχθεί ότι το ιδεώδες M είναι µεγιστοτικό και µάλιστα είναι το µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες του R (δηλαδή ο
δακτύλιος R είναι τοπικός).

΄Ασκηση 10.3.36. Για τον δακτύλιο Z(p), όπου p είναι πρώτος, της ΄Ασκησης 10.3.30, και για κάθε ϑετικό
ακέραιο n, να προσδιοριστεί ο δακτύλιος πηλίκο

Z(p)
/

(pn)

όπου (pn) είναι το κύριο ιδεώδες του Z(p) το οποίο παράγεται από το στοιχείο pn .

΄Ασκηση 10.3.37. Να δειχθεί ότι στον δακτύλιο των ακεραίων του Gauss, το κύριο ιδεώδες (p), όπου p είναι
ένας πρώτος αριθµός, είναι πρώτο αν και µόνο αν δεν υπάρχουν ακέραιοι a,b έτσι ώστε p = a2 +b2.
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΄Ασκηση 10.3.38. Να δειχθεί ότι στον δακτύλιο των ακεραίων του Gauss, τα κύρια ιδεώδη (3), (1+ i ), είναι
πρώτα, αλλά το κύριο ιδεώδες (2) δεν είναι πρώτο ιδεώδες.

΄Ασκηση 10.3.39. ΄Εστω ότι R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος και ότι m είναι ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R
έτσι ώστε το στοιχείο 1+m είναι αντιστρέψιµο, για κάθε στοιχείο m ∈m. Να δειχθεί ότι το m είναι το µοναδικό
µεγιστοτικό ιδεώδες του R και άρα ο δακτύλιος R είναι τοπικός.

΄Ασκηση 10.3.40. ΄Εστω ότι R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος και ότι m είναι ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του
R. Να δειχθεί ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο n, ο δακτύλιος πηλίκο R/mn είναι τοπικός.

΄Ασκηση 10.3.41. Να δειχθεί ότι το ιδεώδες (n, t ) του δακτυλίου πολυωνύµων Z[t ] το οποίο παράγεται από
τον ϑετικό ακέραιο n και το πολυώνυµο t , είναι µεγιστοτικό αν και µόνο αν ο ϑετικός ακέραιος n είναι πρώτος.

΄Ασκηση 10.3.42. Για κάθε πρώτο αριθµό p, ϑεωρούµε τον δακτύλιο

Q(p) =
{ a

b
∈Q | (p,b) = 1

}
της ΄Ασκησης 8.5.66. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Q(p) είναι τοπικός.

΄Ασκηση 10.3.43. Στον δακτύλιο Q[t1, t2] να δειχθεί ότι :

1. Το ιδεώδες (t 2
1 ) δεν είναι πρώτο.

2. Το ιδεώδες (t1 −2, t2 −3) είναι µεγιστοτικό.

3. Το ιδεώδες (t2 −3) είναι πρώτο αλλά όχι µεγιστοτικό.

΄Ασκηση 10.3.44. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο 3×3 πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς

R =


a b c
0 a b
0 0 a

 ∈M3(R)
∣∣ a,b,c ∈R


1. Να δειχθεί ότι το σύνολο R είναι ένας µεταθετικός υποδακτύλιος του δακτυλίου M3(R).

2. Να ϐρεθεί ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R.

3. Να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός δακτυλίων R[t ]/(t 3) ∼= R, όπου (t 3) είναι το κύριο ιδεώδες του
δακτυλίου πολυωνύµων R[t ] το οποίο παράγεται από το πολυώνυµο t 3.

΄Ασκηση 10.3.45. Θεωρούµε το σώµα C των µιγαδικών αριθµών, και τους δακτυλίους R = (R2,+,◦) και
S = (R2,+,∗), όπου «+» είναι η συνήθης πρόσθεση Ϲευγών πραγµατικών αριθµών, και ο πολλαπλασιασµοί «◦»
και «∗» ορίζονται αντίστοιχα ως εξής :

(x1, y1)◦ (x2, y2) = (x1x2, x1 y2 + y1x2) και (x1, y1)∗ (x2, y2) = (x1x2 − y1 y2, x1 y2 + y1x2)

για κάθε ∀ (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2.

(a) Να εξεταστεί αν, οι δακτύλιοι C, R και S είναι ανά δύο ισόµορφοι.

(b) Να ϐρεθούν όλα τα πρώτα και µεγιστοτικά ιδεώδη του R και να προσδιοριστούν οι επαγόµενοι δακτύλιοι
πηλίκο.

(c) Υπάρχει ιδεώδες J του S έτσι ώστε S/J ∼=R;
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΄Ασκηση 10.3.46. Θεωρούµε το σύνολο

R =
{ a

b
∈Q | a,b ∈Z, b 6= 0, (a,b) = 1, και b : περιττός

}
1. Να δειχθεί ότι το σύνολο R είναι ένας υποδακτύλιος του Q.

2. Να προσδιοριστεί η οµάδα U(R) των αντιστρέψιµων στοιχείων του R.

3. Να δειχθεί ότι το σύνολο I := R \U(R) των µη αντιστρέψιµων στοιχείων του R είναι ιδεώδες του R.

4. Να προσδιοριστεί ο δακτύλιος πηλίκο R/I .

΄Ασκηση 10.3.47. Θεωρούµε το σύνολο

R = {
(an)n≥0 ∈A(R) | ∃k ≥ 0 : ak = ak+1 = ·· ·}

όλων των ακολουθιών πραγµατικών αριθµών οι οποίες είναι τελικά σταθερές. Στο σύνολο R ορίζουµε πράξεις
πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού ως εξής :

(an)n≥0 + (bn)n≥0 = (an +bn)n≥0 και (an)n≥0 · (bn)n≥0 = (anbn)n≥0

1. Να δειχθεί ότι η τριάδα R = (R,+, ·) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος.

2. Να ϐρεθούν τα µεγιστοτικά ιδεώδη του R.

΄Ασκηση 10.3.48. 5 ΄Εστω C ([0,1]) ο δακτύλιος των συνεχών συναρτήσεων f : [0,1] −→ R. Για ένα υποσύ-
νολο M ⊆C ([0,1]), να δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το M είναι µεγιστοτικό ιδεώδες του δακτυλίου C ([0,1]).

2. Υπάρχει r ∈ [0,1]:
M = Mr := {

f ∈C ([0,1]) | f (r ) = 0
}

Επιπλέον να δείξετε ότι η απεικόνιση

[0,1] −→ {
µεγιστοτικά ιδεώδη του C ([0,1])

}
, r 7−→ Mr

είναι «1-1» και «επί».

5 ΄Ασκηση αυξηµένης δυσκολίας. Βλέπε το Παράρτηµα Αʹ.



Κεφάλαιο 11

∆ακτύλιοι Κυρίων Ιδεωδών και
Περιοχές Μονοσήµαντης Ανάλυσης

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε διεξοδικά δύο ϐασικές κλάσεις µεταθετικών δακτυλίων : τις περιοχές
κυρίων ιδεωδών και τις περιοχές µονοσήµαντης ανάλυσης. Οι δύο αυτές κλάσεις δακτυλίων αποτελούν
ϕυσική γενίκευση του δακτυλίου των ακεραίων, και διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στην ΄Αλγεβρα και στη
Θεωρία Αριθµών.

11.1 Περιοχές Κυρίων Ιδεωδών

Στην παρούσα ενότητα, R = (R,+, ·) συµβολίζει έναν µεταθετικό δακτύλιο, όπως πάντα µε µονάδα 1R 6= 0R .
Ενδιαφερόµαστε για το πότε ο δακτύλιος έχει απλή αλλά µη τετριµµένη δοµή ιδεωδών, όπου στην

παρούσα περίπτωση µε «απλή δοµή» εννοούµε ότι τα ιδεώδη του παράγονται από το λιγότερο δυνατό πλήθος
στοιχείων. ΄Ετσι σ΄ αυτό το πλαίσιο, λαµβάνοντας υπόψη ότι ένα ιδεώδες του R έχει απλή δοµή αν είναι
κύριο, δηλαδή, αν παράγεται από ένα στοιχείο του δακτυλίου, προκύπτει ϕυσικά ο ακόλουθος ορισµός.

Ορισµός 11.1.1. ΄Ενας µεταθετικός δακτύλιος καλείται δακτύλιος κυρίων ιδεωδών, αν κάθε ιδεώδες
του είναι κύριο. Μια ακέραια περιοχή η οποία είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών, καλείται περιοχή κυρίων
ιδεωδών.

Προφανώς το µηδενικό ιδεώδες 0 = {
0
} = (0) και ο δακτύλιος R = (1R ) είναι κύρια ιδεώδη. Επειδή ο

δακτύλιος R είναι µεταθετικός, ένα κύριο ιδεώδες I = (r ) του R ϑα είναι της µορφής:

I = (r ) = {
r x ∈ R | x ∈ R

}= {
xr ∈ R | x ∈ R

}
Παράδειγµα 11.1.2. 1. Κάθε σώµα είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι

τα µόνα ιδεώδη ενός σώµατος R είναι τα τετριµµένα,
{
0
}= (0) και R = (1), τα οποία είναι κύρια.

2. Θεωρούµε τον δακτύλιο Z των ακεραίων. Σύµφωνα µε την Πρόταση 8.1.4, τα ιδεώδη του δακτυλίου Z
των ακεραίων, συµπίπτουν µε τις υποοµάδες της προσθετικής οµάδας (Z,+) και άρα είναι τα εξης :

nZ= {
nk ∈Z | k ∈Z}

, n = 0,1,2,3, · · ·

Με άλλα λόγια, τα ιδεώδη του Z είναι τα εξής : (n), όπου n = 0,1,2,3, · · · , δηλαδή είναι όλα κύρια.
Εποµένως ο δακτύλιος Z είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

p

΄Ενα σηµαντικό παράδειγµα περιοχής κυρίων ιδεωδών αποτελεί ο δακτύλιος πολυωνύµων µιας µεταβλη-
τής υπεράνω ενός σώµατος. Πράγµατι από το Θεώρηµα 9.2.1 προκύπτει το ακόλουθο αποτέλεσµα.
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Πρόταση 11.1.3. ΄Εστω K ένα σώµα. Τότε ο δακτύλιος K[t ] είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

Παρατήρηση 11.1.4. Οι δακτύλιοι πολυωνύµων K[t1, t2, · · · , tn], n ≥ 2, όπου K είναι σώµα, δεν είναι πε-
ϱιοχές κυρίων ιδεωδών, όπως προκύπτει από το Παράδειγµα 9.2.2. Από το ίδιο παράδειγµα προκύπτει ότι
ο δακτύλιος πολυωνύµων R[t ] δεν είναι γενικά περιοχή κυρίων ιδεωδών, αν η ακέραια περιοχή R δεν είναι
σώµα (π.χ. αν R =Z). N

΄Εχοντας αποδείξει ότι κάθε ιδεώδες του δακτυλίου πολυωνύµωνK[t ], όπουK είναι σώµα, είναι κύριο, στη
συνέχεια δείχνουµε ότι το ίδιο συµβαίνει και για τα ιδεώδη του δακτυλίου K�t� των τυπικών δυναµοσειρών
υπεράνω του K.

Πρόταση 11.1.5. ΄Εστω K ένα σώµα. Τότε ο δακτύλιος K�t� είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την Πρόταση 10.1.27, ο δακτύλιος K�t� είναι τοπικός µε µοναδικό µεγιστοτικό
ιδεώδες το κύριο ιδεώδες (t ), και σύµφωνα µε την Πρόταση 9.5.4, ο δακτύλιος K�t� είναι ακέραια περιοχή.

Αν I είναι ένα γνήσιο ιδεώδες του K�t�, τότε από το Θεώρηµα του Krull 10.1.14, έπεται ότι το I περιέ-
χεται σε ένα µεγιστοτικό ιδεώδες, και άρα το I περιέχεται στο µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες (t ) του K�t�.
Ισχυριζόµαστε ότι το I είναι ένα από τα κύρια ιδεώδη (t n), n 6= 1. ΄Εστω ότι I 6= {

0
}
, και άρα το I περιέχει µια

µη-µηδενική τυπική δυναµοσειρά P (t ) = ∑∞
k=0 ak t k . Τότε a0 = 0 διότι P (t ) ∈ I ⊆ (t ), και άρα P (t ) = tP1(t ),

για κάποια τυπική δυναµοσειρά P1(t ). Αν η δυναµοσειρά P1(t ) είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του K�t�, τότε
προφανώς ϑα έχουµε ότι t = P1(t )−1P (t ) ∈ I . Τότε ϑα έχουµε (t ) ⊆ I , και εποµένως I = (t ). Αν η δυναµοσειρά
P1(t ) δεν είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του K�t�, τότε, σύµφωνα µε το Λήµµα 10.1.25, ο σταθερός της όρος ϑα
είναι ίσος µε µηδέν και άρα P1(t ) ∈ (t ), δηλαδή P1(t ) = tP2(t ), για κάποια τυπική δυναµοσειρά P2(t ) ∈K�t�.
Τότε P (t ) = t 2P2(t ) ∈ (t 2). Αν η δυναµοσειρά P2(t ) είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του K�t�, τότε προφανώς t 2 ∈ I
και εποµένως, όπως παραπάνω, I = (t 2). Αν η δυναµοσειρά P2(t ) δεν είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του K�t�,
τότε, όπως πριν, ο σταθερός της όρος ϑα είναι ίσος µε µηδέν και άρα P2(t ) ∈ (t ), δηλαδή P2(t ) = tP3(t ), και
τότε P (t ) = t 3P3(t ), για µια δυναµοσειρά P3(t ). Αν η τυπική δυναµοσειρά P3(t ) είναι αντιστρέψιµη, τότε όπως
παραπάνω ϑα έχουµε I = (t 3). ∆ιαφορετικά, συνεχίζοντας την παραπάνω διαδικασία, προκύπτει εύκολα, µε
χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής, ότι το ιδεώδες I είναι ένα εκ των κύριων ιδεωδών (t n), n ≥ 1. ■

΄Οπως προκύπτει από την απόδειξη της Πρόταση 11.1.5, τα ιδεώδη του δακτυλίου K�t� µπορούν να
τοποθετηθούν σε µια αλυσίδα:

Πόρισµα 11.1.6. Τα ιδεώδη του δακτυλίου K�t� των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω ενός σώµατος K είναι
τα

{
(t n) ⊆K�t� | n ∈N0

}
και ικανοποιούν τις ακόλουθες σχέσεις :{
0
} ⊆ ·· · ⊆ (t n) ⊆ (t n−1) ⊆ ·· · ⊆ (t 2) ⊆ (t ) ⊆ (1) =K�t�

Η επόµενη Πρόταση πιστοποιεί ότι δακτύλιοι κυρίων ιδεωδών ικανοποιούν µια σηµαντική ιδιότητα πε-
ϱατότητας. Πρώτα ϑα χρειαστούµε έναν ορισµό:

Ορισµός 11.1.7. ΄Ενας (µεταθετικός) δακτύλιος R καλείται δακτύλιος της Noether,1 αν ο R ικανοποιεί
την συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για κάθε αλυσίδα ιδεωδών του R:

I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ ·· · ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ ·· ·

υπάρχει ϑετικός ακέραιος k έτσι ώστε Ik = In , ∀n ≥ k.

1Emmy Noether (23 Μαρτίου 1882 - 14 Απριλίου 1935) [https://en.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether]: Σηµαντική
Γερµανίδα µαθηµατικός, µε ϑεµελιώδη συµβολή στην ΄Αλγεβρα, και ιδιαίτερα στη Θεωρία ∆ακτυλίων, Αλγεβρών και Σωµάτων, και στη
Θεωρία Αναπαραστάσεων. Οι ιδέες της αποτελούν τη ϐάση της σύγχρονης ΄Αλγεβρας.

https://en.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11. ∆ΑΚΤΥΛΙΟΙ ΚΥΡΙΩΝ Ι∆ΕΩ∆ΩΝ ΚΑΙ ΠΕΡΙΟΧΕΣ ΜΟΝΟΣΗΜΑΝΤΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 493

Παρατήρηση 11.1.8. Γνωρίζουµε ότι, γενικά, η ένωση ιδεωδών ενός δακτυλίου δεν είναι ιδεώδες. ΄Οµως,
αν µια οικογένεια ιδεωδών

{
In

}∞
n=1 ενός δακτυλίου R σχηµατίζει µια αλυσίδα, όπως στον ορισµό 11.1.7:

I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ ·· · ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ ·· ·

τότε η ένωση I :=⋃∞
n=1 In είναι ιδεώδες του R.

Πράγµατι, προφανώς 0 ∈ I . Αν x, y ∈ I , τότε υπάρχουν ϑετικοί ακέραιοι n,m έτσι ώστε x ∈ In και y ∈ Im .
Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι n ≤ m. Τότε In ⊆ Im και εποµένως x, y ∈ Im . Επειδή το σύνολο
είναι ιδεώδες του R, έπεται ότι x − y ∈ Im και r x, xr ∈ Im , ∀i nR. Τότε όµως x − y, r x, xr ∈ I . Εποµένως το
σύνολο I είναι ιδεώδες.

Η παραπάνω απόδειξη δείχνει ότι η ένωση µιας αλυσίδας δεξιών ή αριστερών ιδεωδών σε έναν όχι απα-
ϱαίτητα µεταθετικό δακτύλιο είναι δεξιό ή αριστερό ιδεώδες αντίστοιχα. N

Πρόταση 11.1.9. Κάθε µεταθετικός δακτύλιος κυρίων ιδεωδών R είναι δακτύλιος της Noether.

Απόδειξη. Θεωρούµε µια αλυσίδα ιδεωδών του R:

I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ ·· · ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ ·· ·

Από την Παρατήρηση 11.1.8, έπεται ότι η ένωση I := ⋃∞
n=1 In είναι ιδεώδες του R. Επειδή ο δακτύλιος R

είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών, έπεται ότι I = (r ) για κάποιο r ∈ R. Επειδή r ∈ I , προφανώς ϑα έχουµε
ότι r ∈ Ik για κάποιο k ≥ 1. Τότε I = (r ) ⊆ Ik και επειδή προφανώς In ⊆ I , ∀n ≥ 1, έπεται ότι I = Ik . Τότε,
∀l ≥ 1, ϑα έχουµε Ik+l ⊆ I = Ik ⊆ Ik+l , και εποµένως Ik = Ik+l , ∀l ≥ 1. Αυτό σηµαίνει ότι ο δακτύλιος R είναι
δακτύλιος της Noether. ■

Παρατήρηση 11.1.10. Από την Πρόταση 11.1.9 έπεται ότι οι δακτύλιοι Z, K, K[t ], K�t� είναι δακτύλιοι της
Noether, ως δακτύλιοι κυρίων ιδεώδων. Υπάρχουν όµως και δακτύλιο της Noether οι οποίοι δεν είναι δακτύ-
λιοι κυρίων ιδεώδων. Για παράδειγµα αποδεικνύεται2 ότι, αν και οι δακτύλιοι πολυωνύµων K[t1, t2, · · · , tn],
n ≥ 2, δεν είναι δακτύλιοι κυρίων ιδεωδών, είναι δακτύλιοι της Noether. N

11.2 ∆ιαιρετότητα σε Περιοχές Κυρίων Ιδεωδών

Στην παρούσα ενότητα ϑα αναπτύξουµε τη ϐασική ϑεωρία διαιρετότητας στο πλαίσιο των περιοχών κυρίων
ιδεωδών, γενικεύοντας την αντίστοιχη οικεία ϑεωρία διαιρετότητας στον δακτύλιο των ακεραίων και στον
δακτύλιο πολυωνύµων µιας µεταβλητής υπεράνω ενός σώµατος.

Από τώρα και στο εξής σταθεροποιούµε έναν µεταθετικό δακτύλιο R, ο οποίος αργότερα ϑα υποθέσουµε
ότι είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

Ορισµός 11.2.1. Αν a,b είναι στοιχεία του R, όπου b 6= 0, τότε ορίζουµε ότι το στοιχείο b διαιρεί το
στοιχείο a, αν : υπάρχει στοιχείο c ∈ R έτσι ώστε a = bc, και τότε ϑα γράφουµε b | a:

∀a,b ∈ R, a 6= 0 : b | a ⇐⇒ ∃c ∈ R : a = bc

Σ΄ αυτή την περίπτωση επίσης ϑα λέµε ότι το b είναι διαιρέτης του a ή το a είναι πολλαπλάσιο του b.
΄Οταν το στοιχείο b δεν διαιρεί το στοιχείο a, ϑα γράφουµε : b - a.

2Θεώρηµα Βάσης του Hilbert: «Αν ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος της Noether, για παράδειγµα, αν ο R είναι σώµα, τότε ο δακτύλιος
πολυωνύµων R[t1, t2, · · · , tn ] είναι δακτύλιος της Noether». Για µια απόδειξη ϐλέπε το ϐιβλίο [24].

- David Hilbert (23 Ιανουαρίου 1862 - 14 Φεβρουαρίου 1943) [https://en.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert]: Επι-
ϕανής Γερµανός µαθηµατικός, ένας εκ των µεγαλύτερων µαθηµατικών του 19ου και του 20ου αιώνα, µε ϑεµελιώδη συµβολή σε ένα
ευρύ ϕάσµα ερευνητικών περιοχών: στην ΄Αλγεβρα, στη Συναρτησιακή Ανάλυση, στη Μαθηµατική Λογική, στη Μαθηµατική Φυσική,
στη Γεωµετρία κλπ. Οι ιδέες του επηρέασαν πολλές γενιές Μαθηµατικών.

https://en.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
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Παράδειγµα 11.2.2. 1. Στον δακτύλιο Z των ακεραίων έχουµε 4 | 8.

2. Στον δακτύλιο των πολυωνύµων R[t ] έχουµε t −2 | t 2 −4.

3. Στον δακτύλιο Z[i ] των ακεραίων του Gauss έχουµε (3+ i ) | (11+17i ) (διότι 11+17i = (3+ i )(5+4i )).

4. Στον δακτύλιο Z[
p

2] έχουµε (1+p
2) | (7+5

p
2) (διότι 7+5

p
2 = (1+p

2)(3+2
p

2)).
p

Η επόµενη Παρατήρηση καταγράφει κάποιες χρήσιµες συνέπειες του Ορισµού 11.2.1.

Παρατήρηση 11.2.3. 1. Η µονάδα 1 του δακτυλίου R διαιρεί κάθε στοιχείο r του δακτυλίου R, διότι
r = 1 · r .

2. Κάθε αντιστρέψιµο στοιχείο r του δακτυλίου R διαιρεί κάθε στοιχείο s του δακτυλίου R, διότι s =
r · r−1 · s.

3. Αν ο δακτύλιος R είναι σώµα, τότε κάθε µη µηδενικό στοιχείο του R διαιρεί κάθε στοιχείο του R, όπως
προκύπτει από το µέρος 2.

4. Αν S είναι ένας υποδακτύλιος του R, τότε µπορεί ένα στοιχείο s ∈ S να διαιρείται από ένα στοιχείο
s′ ∈ S, όπου τα στοιχεία s, s′ ϑεωρούνται ως στοιχεία του R, αλλά το s να µη διαιρείται από το στοιχείο
s′, όταν τα στοιχεία s, s′ ϑεωρούνται ως στοιχεία του S.

Για παράδειγµα ϑεωρούµε τον δακτύλιο Z των ακεραίων ως υποδακτύλιο του σώµατος Q των ϱητών :
Z⊆Q. Τότε 3 | 5 στο σώµα Q, διότι 5 = 5

3 3, αλλά προφανώς 3 - 5 στον δακτύλιο Z. N

΄Εστω όπως πριν R ένας µεταθετικός δακτύλιος, και a,b ∈ R, όπου b 6= 0. Τότε :

b | a ⇐⇒ (a) ⊆ (b) (11.1)

Πράγµατι, αν b | a, τότε υπάρχει c ∈ R έτσι ώστε a = bc ∈ (b), και τότε προφανώς ϑα έχουµε (a) ⊆ (b).
Αντίστροφα, αν (a) ⊆ (b), τότε a ∈ (a) ⊆ (b) = {

bx ∈ R | x ∈ R
}
, και άρα a = bc, για κάποιο c ∈ R. Εποµένως

b | a.
Η σχέση διαιρετότητας στο σύνολο R∗ των (µη µηδενικών) στοιχείων ενός µεταθετικού δακτυλίου R

προφανώς ικανοποιεί την ανακλαστική ιδιότητα, διότι a | a, ∀a ∈ R∗, ικανοποιεί τη µεταβατική ιδιότητα,
διότι, αν a | b και b | c, όπου a,b,c ∈ R∗, τότε ϑα έχουµε b = ad1 και c = bd2, για κάποια στοιχεία d1,d2 ∈ R,
και εποµένως ϑα έχουµε c = ad1d2, δηλαδή a | c. ΄Οµως η σχέση διαιρετότητας δεν ικανοποιεί γενικά
τη συµµετρική ιδιότητα, δηλαδή γενικά δεν ισχύει ότι, αν a | b, τότε έπεται ότι b | a. Πράγµατι, αν για
παράδειγµα στον δακτύλιο Z των ακεραίων ισχύει ότι n | m και m | n, όπου n,m είναι µη µηδενικοί ακέραιοι,
τότε γνωρίζουµε (και συνάγεται εύκολα) ότι n = ±m. Παρόµοια, η σχέση διαιρετότητας δεν ικανοποιεί την
αντισυµµετρική ιδιότητα, δηλαδή γενικά δεν ισχύει ότι αν a | b και b | a, τότε a = b. Εποµένως η σχέση
διαιρετότητας σε έναν (µεταθετικό) δακτύλιο δεν είναι σχέση ισοδυναµίας ούτε σχέση µερικής διάταξης.
΄Οπως ϑα δούµε σε λίγο, η αιτία για την οποία συµβαίνει αυτό είναι ότι τα αντιστρέψιµα στοιχεία σε ένα
δακτύλιο R είναι γενικά περισσότερα της µονάδας του δακτυλίου R, για παράδειγµα στον δακτύλιο Z τα
αντιστρέψιµα στοιχεία είναι τα 1, −1. Τι συµβαίνει γενικά σε έναν µεταθετικό δακτύλιο ;

Ορισµός 11.2.4. ΄Εστω a,b δύο µη-µηδενικά στοιχεία ενός µεταθετικού δακτυλίου R. Τα στοιχεία a,b
καλούνται συντροφικά αν: a | b και b | a.

Για παράδειγµα, κάθε µη µηδενικό στοιχείο a του R είναι συντροφικό µε τον εαυτό του, και επίσης µε
το αντίθετό του −a, διότι −a = (−1)a και a = (−1)(−a). Για να χαρακτηρίσουµε τα συντροφικά στοιχεία ενός
δακτυλίου R, χρειάζεται να υποθέσουµε ότι οι δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή.

Πρόταση 11.2.5. ΄Εστω a,b δύο µη-µηδενικά στοιχεία µιας µεταθετικής ακέραιας περιοχής R. Τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Τα στοιχεία a,b είναι συντροφικά.
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2. Τα κύρια ιδεώδη τα οποία παράγονται από τα a,b συµπίπτουν : (a) = (b).

3. Υπάρχει αντιστρέψιµο στοιχείο u ∈ R: a = ub.

Ιδιαίτερα, ένα στοιχείο r του R είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν το r είναι συντροφικό µε την µονάδα 1 του R
αν και µόνο αν (r ) = (1) = R.

Απόδειξη. 1. «⇐⇒» 2. Προκύπτει άµεσα από την σχέση (11.1).

1. «=⇒» 3. Επειδή a | b και b | a, υπάρχουν στοιχεία r, s ∈ R, έτσι ώστε : b = va και a = ub. Τότε,
χρησιµοποιώντας ότι ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή, και τα στοιχεία a,b είναι µη µηδενικά, ϑα
έχουµε:

b = va = vub =⇒ (1− vu)b = 0 =⇒ 1− vu = 0 =⇒ vu = 1

και παρόµοια uv = 1. ΄Αρα a = ub, όπου το u είναι αντιστρέψιµο (και b = va, όπου το v = u−1 είναι
αντιστρέψιµο).

3. «=⇒» 1. Αν a = ub για ένα αντιστρέψιµο στοιχείο u του R, τότε προφανώς b | a. Επειδή b = u−1a,
ϑα έχουµε και a | b και εποµένως τα στοιχεία a,b είναι συντροφικά.

Το τελευταίο µέρος είναι άµεση συνέπεια των παραπάνω. ■

Αν και, όπως είδαµε, η σχέση διαιρετότητας στο σύνολο των (µη µηδενικών) στοιχείων ενός µεταθετικού
δακτυλίου δεν είναι σχέση ισοδυναµίας, η σχέση ότι δύο αντιστρέψιµα στοιχεία µιας ακέραιας περιοχής R
είναι συντροφικά είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων της.

Ορίζουµε µια σχέση «∼» στο σύνολο R∗ των µη µηδενικών στοιχείων µιας ακέραιας περιοχής R, ως εξής :

∀a,b ∈ R∗ : a ∼ b ⇐⇒ τα στοιχεία a,b είναι συντροφικά, δηλαδή ισοδύναµα, αν : (a) = b)

Λήµµα 11.2.6. ΄Εστω R µια ακέραια περιοχή. Τότε η σχέση συντροφικότητας «∼» είναι µια σχέση ισοδυναµίας
επί του συνόλου R∗, και για κάθε a ∈ R∗, η κλάση ισοδυναµίας [a]∼ του a είναι το σύνολο:

[a]∼ = {
ua ∈ R | u ∈U(R)

}=U(R)a

Απόδειξη. Προφανώς a ∼ a, διότι (a) = (a), ∀a ∈ R∗. Αν a,b ∈ R∗ και a ∼ b, τότε (a) = (b) και εποµένως ϑα
έχουµε και b ∼ a. Τέλος, αν a,b,c ∈ R∗ και a ∼ b και b ∼ c, τότε ϑα έχουµε (a) = (b) και (b) = (c). Εποµένως
ϑα έχουµε (a) = (c), δηλαδή a ∼ c. ΄Ετσι η σχέση συντροφικότητας είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του
συνόλου R∗.

΄Εστω a ∈ R∗. Τότε

[a]∼ = {
b ∈ R | b ∼ a

}= {
b ∈ R | ∃u ∈U(R) : b = ua

}= {
ua ∈ R | u ∈U(R)

}=U(R)a ■

΄Εχοντας ορίσει την έννοια διαιρετότητας σε έναν µεταθετικό δακτύλιο, µπορούµε να ορίσουµε τώρα την
έννοια ενός µέγιστου κοινού διαιρέτη ή την έννοια ενός ελάχιστου κοινού πολλαπλασίου, έννοιες οι οποίες
γενικεύουν τις αντίστοιχες οικείες έννοιες από τη Θεωρία Αριθµών ή τη Θεωρία Πολυωνύµων.

Ορισµός 11.2.7. ΄Εστω a1, a2, · · · , an µη µηδενικά στοιχεία ενός µεταθετικού δακτυλίου R.

1. ΄Ενας κοινός διαιρέτης των στοιχείων a1, a2, · · · , an είναι ένα στοιχείο d ∈ R, το οποίο είναι διαιρέτης
του ak , δηλαδή d | ak , ∀k = 1,2, · · · ,n.

΄Ενας κοινός διαιρέτης d ∈ R των a1, a2, · · · , an είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης, συντοµογραφικά
ΜΚ∆, των a1, a2, · · · , an , αν κάθε άλλος κοινός διαιρέτης των a1, a2, · · · , an είναι επίσης διαιρέτης του d .

2. ΄Ενα κοινό πολλαπλάσιο των στοιχείων a1, a2, · · · , an είναι ένα στοιχείο e ∈ R, το οποίο είναι πολλα-
πλάσιο του ak , δηλαδή ak | e, ∀k = 1,2, · · · ,n.

΄Ενα κοινό πολλαπλάσιο e ∈ R των a1, a2, · · · , an είναι ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, συντοµο-
γραφικά ΕΚΠ, των a1, a2, · · · , an , αν κάθε άλλο κοινό πολλαπλάσιο των a1, a2, · · · , an είναι επίσης
πολλαπλάσιο του e.
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Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι η έννοια ενός µέγιστου κοινού διαιρέτη ή ενός ελάχιστου
κοινού πολλαπλασίου δεν ορίζεται µοναδικά. Η επόµενη Παρατήρηση περιγράφει το σύνολο όλων των
µέγιστων κοινών διαιρετών ή των ελάχιστων κοινών πολλαπλασίων ενός πεπερασµένου συνόλου µη µηδενικών
στοιχείων ενός δακτυλίου.

Παρατήρηση 11.2.8. [Μοναδικότητα ΜΚ∆ και ΕΚΠ]

1. Αν d είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των στοιχείων a1, a2, · · · , an , και u ∈U(R) είναι ένα αντιστρέ-
ψιµο στοιχείο του R, τότε το στοιχείο ud είναι επίσης ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των στοιχείων
a1, a2, · · · , an . Πράγµατι, επειδή d | ak , έπεται ότι ak = drk , 1 ≤ k ≤ n, και τότε ak = duu−1rk και
άρα το στοιχείο du είναι κοινός διαιρέτης των a1, a2, · · · , an . Αν d ′ είναι ένας άλλος κοινός διαιρέτης
των a1, a2, · · · , an , τότε d ′ | d και άρα d = d ′s, για κάποιο s ∈ R, διότι το d είναι ένας µέγιστος κοινός
διαιρέτης των a1, a2, · · · , an . Τότε ϑα έχουµε du = d ′su, δηλαδή d ′ | du. Εποµένως το στοιχείο du
είναι επίσης ενας µέγιστος κοινός διαιρέτης των a1, a2, · · · , an . ΄Αρα κάθε συντροφικό στοιχείο ενός
µέγιστου κοινού διαιρέτη είναι επίσης µέγιστος κοινός διαρέτης. Αντίστροφα, αν d ,d ′ είναι µέγιστοι
κοινοί διαιρέτες των a1, a2, · · · , an , τότε εξ ορισµού ϑα έχουµε d | d ′ και d ′ | d , και εποµένως τα στοιχεία
d ,d ′ είναι συντροφικά.

Εποµένως, η έννοια ενός µέγιστου κοινού διαιρέτη των µη µηδενικών στοιχείων a1, a2, · · · , an του R
δεν ορίζεται µοναδικά. ΄Οµως δύο µέγιστοι κοινοί διαιρέτες d ,d ′ των a1, a2, · · · , an είναι συντροφικά
στοιχεία ή ισοδύναµα παράγουν το ίδιο κύριο ιδεώδες. ΄Ετσι ϑα λέµε ότι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης
των a1, a2, · · · , an , ορίζεται µε ακρίβεια συντροφικού στοιχείου, και συνήθως ϑα συµβολίζεται µε

d = (
a1, a2, · · · , an

)
λαµβάνοντας υπόψη ότι αυτός ο συµβολισµός υπονοεί έναν µέγιστο κοινό διαιρέτη των a1, a2, · · · , an ,
κάθε άλλος µέγιστος κοινός διαιρέτης είναι της µορφής du, u ∈U(R).

2. Παρόµοια, το σύνολο των ελάχιστων κοινών πολλαπλασίων των στοιχείων a1, a2, · · · , an , είναι της µορ-
ϕής eu, όπου e είναι ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των a1, a2, · · · , an , και e ∈ U(R), και άρα δύο
ελάχιστα κοινά πολλαπλάσια των a1, a2, · · · , an , παράγουν το ίδιο κύριο ιδεώδες, δηλαδή διαφέρουν
κατά συντροφικό στοιχείο του R. ΄Ενα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των a1, a2, · · · , an ϑα συµβολίζεται

e = [
a1, a2, · · · , an

]
N

Σηµειώνουµε ότι δύο συντροφικά στοιχεία έχουν ακριβώς τους ίδιους διαιρέτες.

΄Ενας ∆ακτύλιος χωρίς ΜΚ∆

Υπάρχουν ακέραιες περιοχές οι οποίες περιέχουν στοιχεία για τα οποία δεν υπάρχει µέγιστος κοινός διαι-
ϱέτης ή ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο. Στην παρούσα υποενότητα ϑα δώσουµε ένα τέτοιο παράδειγµα.

΄Εστω d <−1 ένα αρνητικός ακέραιος και ϑεωρούµε το σύνολο

Z[
p

d ] = {
a +b

p
d ∈C | a,b ∈Z}

Αν a = x + y
p

d και b = z +w
p

d είναι δύο στοιχεία του Z[
p

d ], τότε a = b αν και µόνο αν x = z και y = w .
Πράγµατι, αν y 6= w , τότε µπορούµε να γράψουµε

p
d = z−x

y−w , και άρα ( z−x
y−w )2 = d <−1, το οποίο είναι άτοπο.

Προφανώς 1 ∈Z[
p

d ]. Αν k + l
p

d ,m +n
p

d ∈Z[
p

d ], τότε :

(k + l
p

d)+ (m +n
p

d) = (k +m)+ (l +n)
p

d και (k + l
p

d)(m +n
p

d) = (km +dl n)+ (kn + lm)
p

d

Εποµένως το σύνολο Z[
p

d ] είναι ένας υποδακτύλιος του C, και ιδιαίτερα είναι ακέραια περιοχή. Ποια είναι
τα αντιστρέψιµα στοιχεία του ; Για να τα προσδιορίσουµε ϑα χρειαστούµε την απεικόνιση

N : Z[
p

d ] −→Z, N (x + y
p

d) = (x + y
p

d)(x − y
p

d) = x2 −d y2
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Παρατηρούµε ότι N (x + y
p

d) = x2 −d y2 ≥ 0, διότι d <−1 και άρα −d = δ> 1. ΄Ετσι N (x + y
p

d) = x2 +δy2,
όπου δ> 1.

Η σηµαντικότερη ιδιότητα της συνάρτησης N συνίσταται στο ότι είναι πολλαπλασιαστική µε την έννοια
ότι N (ab) = N a)N (b). Με ϐάση αυτή την ιδιότητα ϑα περιγράψουµε τα αντιστρέψιµα στοιχεία της ακέραιας
περιοχής Z[

p
d ].

Λήµµα 11.2.9. Θεωρούµε την ακέραια περιοχή Z[
p

d ], όπου Z 3 d <−1.

1. ∀a,b : N (ab) = N a)N (b).

2. U(Z[
p

d ]) = {
a ∈Z[

p
d ] | N (a) = 1

}= {
1,−1

}
.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω a = x + y
p

d και b = z +w
p

d δύο στοιχεία του Z[
p

d ]. Τότε ab = (xz +d y w)+ (xw +
y z)

p
d , και ϑα έχουµε:

N (ab) = (xz +d y w)2 −d(xw + y z)2 = x2w2 +d 2 y2w2 +2d xz y w −d x2w2 −d y2z2 −2d xw y z =
= x2(z2 −d w2)−d y2(z2 −d w2) = (x2 −d y2)(z2 −d w2) = N (a)N (b)

2. ΄Εστω ότι a = x + y
p

d ∈ U(Z[
p

d ]). Τότε υπάρχει στοιχείο b = z + w
p

d ∈ Z[
p

d ], έτσι ώστε : ab = 1.
Χρησιµοποιώντας ότι η συνάρτηση N είναι πολλαπλασιαστική και προφανώς N (1) = 1, ϑα έχουµε:

ab = 1 =⇒ N (ab) = N (1) =⇒ N (a)N (b) = 1 =⇒ (x2 −d y2)(z2 −d w2) = 1

Επειδή d <−1, έπεται ότι N (a), N (b) ≥ 0 και προφανώς N (a) = 0 µόνο αν a = 0. ΄Ετσι επειδή a,b 6= 0,
ϑα έχουµε N (a), N (b) ≥ 1, από όπου η παραπάνω σχέση δίνει άµεσα ότι N (a) = 1. Αντίστροφα, αν
N (a) = 1, τότε ϑεωρούµε το στοιχείο b = x − y

p
d ∈Z[

p
d ]. Τότε προφανώς ϑα έχουµε ab = 1, και άρα

a ∈U(Z[
p

d ]).
΄Εστω N (a) = 1, όπου a = x + y

p
d ∈ Z[

p
d ]. Τότε x2 −d y2 = 1. Αν y = 0, τότε προφανώς x = ±1. Αν

y 6= 0, τότε προφανώς y2 ≥ 1 και άρα, επειδή −d > 1, έπεται ότι −d y2 ≥ 2 και άρα N (a) = x2 −d y2 ≥ 2,
το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα y = 0 και a =±1. Εποµένως U(Z[

p
d ] = {

1,−1
}
. ■

Αν d = −1, τότε το συµπέρασµα του µέρους 2. του Λήµµατος 11.2.9 δεν ισχύει διότι Z[
p−1] = Z[i ] ={

1,−1, i ,−i
}
.

Λήµµα 11.2.10. Θεωρούµε την ακέραια περιοχή Z[
p

d ], όπου Z 3 d < −1. Αν a,b είναι δύο µη-µηδενικά
στοιχεία του Z[

p
d ], έτσι ώστε : (a) ⊆ (b) ή ισοδύναµα b | a, τότε :

(a) á (b) ⇐⇒ N (b) < N (a)

Απόδειξη. Επειδή b | a, ϑα έχουµε a = bc, για κάποιο c ∈ Z[
p

d ]. Τότε από το Λήµµα 11.2.9, ϑα έχουµε
N (a) = N (b)N (c), και επειδή η απεικόνιση έχει τιµές στους µη αρνητικούς ακεραίους, έπεται ότι N (b) ≤ N (a).

΄Εστω (a) á (b), και υποθέτουµε ότι N (b) = N (a) = N (b)N (c). Επειδή a,b,c 6= 0, ϑα έχουµε τότε N (a), N (b),
N (c) 6= 0 και εποµένως N (c) = 1. Από το Λήµµα 11.2.9, έπεται ότι το στοιχείο c είναι αντιστρέψιµο και τότε
b = ac−1 ∈ (a), δηλαδή (b) ⊆ (a) το οποίο είναι άτοπο διότι (a) á (b). ΄Αρα N (b) < N (a). Αν N (b) < N (a) και
(a) = (b), τότε τα στοιχεία a,b είναι συντροφικά και εποµένως b = ua, για ένα αντιστρέψιµο στοιχείο u του
Z[

p
d ]. Από το Λήµµα 11.2.9, ϑα έχουµε N (u) = 1 και άρα N (b) = N (u)N (a) = N (a) το οποίο είναι άτοπο

διότι N (b) < N (a). ■

Παράδειγµα 11.2.11. Θέτουµε d =−3 και ϑεωρούµε την ακέραια περιοχή Z[
p−3].

Υποθέτουµε ότι τα στοιχεία 4 και 2(1+p−3) έχουν έναν µέγιστο κοινό διαιρέτη δ= x+y
p−3 στην ακέραια

περιοχή Z[
p−3], όπου x, y ∈Z, ιδιαίτερα ϑα έχουµε δ | 4. Προφανώς δ 6= 0 και εποµένως N (δ) = x2+3y2 6= 0,

και αν a | b στον δακτύλιο Z[
p−3], τότε N (a) | N (b) στον δακτύλιο Z. Εποµένως N (δ) | N (4) = 16 και επειδή

N (a) ≥ 1, έπεται ότι N (δ) ∈ {
1,2,4,8,16

}
. Για το στοιχείο 4 ∈Z[

p−3], ϑα έχουµε:

2 | 4 διότι 4 = 2 ·2 και 1+p−3 | 4 διότι 4 = (1+p−3) · (1−p−3)

Εποµένως τα στοιχεία 2,1+p−3 είναι κοινοί διαιρέτες των στοιχείων 4 και 2(1+p−3) και άρα 2 | δ και
(1+p−3) | δ. Ιδιαίτερα ϑα έχουµε N (2) = 4 | N (δ). ΄Ετσι N (δ) = {

4,8,16
}
.
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1. ΄Εστω x2 +3y2 = 4. Αν y = 0, τότε προφανώς x =±2. Εποµένως

δ ∈ {
2, −2

}
Αν δ = ±2, τότε επειδή (1 +p−3) | 4,2(1 +p−3, έπεται ότι 1 +p−3 | ±2 και εποµένως ϑα έχουµε
±2 = (1+p−3)(k + l

p−3) = (k −3l )+ (k + l )
p−3, για κάποιο k + l

p−3 ∈ Z[
p−3]. Τότε k −3l = ±2 και

k + l = 0, δηλαδή 4k =±2, απ΄ όπου 2k =±1 και αυτό είναι άτοπο διότι k ∈Z.
− ΄Αρα αυτή η περίπτωση δεν εµφανίζεται.

Αν y 6= 0, τότε y2 ≥ 1 και άρα 3y2 ≥ 3, οπότε 4 = x2 +3y2 ≥ 4 και αυτό µπορεί να συµβαίνει µόνο αν
x =±1. ΄Αρα σ΄ αυτή την περίπτωση

δ ∈ {
1+p−3, 1−p−3, −1+p−3, −1−p−3

}
΄Οπως και παραπάνω, επειδή 2 | 4,2(1+p−3, έπεται ότι 2 | δ = (±1)+ (±)

p−3. Εποµένως ϑα έχουµε
(±1)+ (±1)

p−3 = 2(k + l
p−3), για κάποιο k + l

p−3 ∈Z[
p−3]. Τότε όµως ϑα έχουµε 2k =±1 και αυτό

είναι άτοπο διότι k ∈Z.
− ΄Αρα αυτή η περίπτωση δεν εµφανίζεται.

2. ΄Εστω x2+3y2 = 8. Αν x = 0, τότε 3y2 = 8 και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα x ≥ 1. Αν y = 0, τότε x2 = 8 και αυτό
είναι άτοπο. ΄Αρα y 6= 1 και εποµένως y ≥ 1. Τότε 8 = x2 +3y2 ≥ 4. Αν y = 2, τότε 8 = x2 +3y2 ≥ x2 +12
το οποίο είναι άτοπο.

− ΄Αρα αυτή η περίπτωση δεν εµφανίζεται.

3. ΄Εστω x2 +3y2 = 16. Αν x = 0, τότε 3y2 = 16 και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα x ≥ 1. Αν y = 0, τότε x2 = 16 και
αυτό σηµαίνει ότι δ= x =±4, και άρα

δ ∈ {
4, −4

}
Επειδή δ=±4 | 2(1+p−3), ϑα έχουµε 2(1+p−3) =±4(k + l

p−3), από όπου προκύπτει ότι 1+p−3 =
(±2)k + (±2)l

p−3, δηλαδή 2k =±1 και αυτό είναι άτοπο διότι k ∈Z.
− ΄Αρα αυτή η περίπτωση δεν εµφανίζεται.

Αν y 6= 0, τότε y ≥ 1, και για να ισχύει x2 +3y2, ϑα πρέπει προφανώς x =±2 και y =±2. ΄Αρα σ΄ αυτή
την περίπτωση

δ ∈ {
2+2

p−3, 2−2
p−3, −2+2

p−3, −2−2
p−3

}
Επειδή δ | 4, ϑα έχουµε 4 = δ(k + l

p−3). Αν δ = 2+2
p−3, τότε 4 = (2+2

p−3)(k + l
p−3), από όπου

2 = (1+p−3)(k+l (
p−3) = (k−3l )+(k+l )

p−3. Η τελευταία σχέση δίνει k−3l = 2 και k =−l , από όπου
έπεται ότι 4k = 2 το οποίο είναι άτοπο διότι k ∈Z. Αν δ=−2+2

p−3, τότε 4 = (−2+2
p−3)(k + l

p−3),
απ΄ όπου 2 = (−1+p−3)(k + l (

p−3) = (−k − 3l )+ (k − l )
p−3. Η τελευταία σχέση δίνει −k − 3l = 2

και k = l , από όπου έπεται ότι −4k = 2 το οποίο είναι άτοπο διότι k ∈ Z. Αν δ = 2− 2
p−3, τότε

4 = (2−2
p−3)(k+l

p−3), από όπου 2 = (1−p−3)(k+l (
p−3) = (k+3l )+(−k+l )

p−3. Η τελευταία σχέση
δίνει k+3l = 2 και k = l , από όπου έπεται ότι 4k = 2 το οποπιο είναι άτοπο διότι k ∈Z. Αν δ=−2−2

p−3,
τότε 4 = (−2−2

p−3)(k+l
p−3), από όπου 2 = (−1−p−3)(k+l (

p−3) = (−k+3l )+(−k−l )
p−3. Η τελευταία

σχέση δίνει −k +3l = 2 και k =−l , από όπου έπεται ότι −4k = 2 το οποίο είναι άτοπο διότι k ∈Z.
− ΄Αρα αυτή η περίπτωση δεν εµφανίζεται.

Εποµένως, υποθέτοντας ότι υπάρχει ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των στοιχείων 4 και 2(1+p−3),
καταλήξαµε σε άτοπο. ΄Αρα στον δακτύλιο Z[

p−3] υπάρχουν στοιχεία για τα οποία δεν υπάρχει µέγιστος
κοινός διαιρέτης.

Τέλος, παρατηρούµε ότι τα στοιχεία 4, 2(1+p−3) δεν είναι συντροφικά. Πράγµατι, επειδή U(Z[
p−3]) ={

1,−1
}
, αν τα στοιχεία ήταν συντροφικά, ϑα είχαµε 4 = (±1)2(1+p−3) = (±2)+ (±2)

p−3, από όπου 2 =
(±1)+(±1)

p−3), και ιδιαίτερα 2 =±1 το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα τα στοιχεία 4, 2(1+p−3) δεν είναι συντροφικά.
΄Ετσι για το στοιχείο 4 ∈Z[

p−3] έχουµε δύο παραγοντοποίησεις

4 = 2 ·2 = (1+p−3) · (1−p−3)
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και οι παράγοντες 2 και 1+p−3, και 2 και 1−p−3, δεν είναι συντροφικά στοιχεία της ακέραιας περιοχής
Z[

p−3].
p

Το ακόλουθο Θεώρηµα δείχνει ότι, αν περιοριστούµε σε περιοχές κυρίων ιδεωδών, τότε υπάρχει µέγιστος
κοινός διαιρέτης και ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο κάθε πεπερασµένου συνόλου στοιχείων.

Θεώρηµα 11.2.12. ΄Εστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών, και a1, a2, · · · , an µη µηδενικά στοιχεία της.

1. (αʹ) Υπάρχει ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των στοιχείων a1, a2, · · · , an .

(ϐʹ) Αν d είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των στοιχείων a1, a2, · · · , an , τότε υπάρχουν στοιχεία
r1,r2, · · · ,rn , έτσι ώστε :

d = a1r1 +a2r2 +·· ·+anrn

(γʹ) Το στοιχείο d είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των στοιχείων a1, a2, · · · , an αν και µόνο αν

(d) = (a1)+ (a2)+·· ·+ (an)

2. (αʹ) Υπάρχει ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των στοιχείων a1, a2, · · · , an .

(ϐʹ) Το στοιχείο e είναι ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των στοιχείων a1, a2, · · · , an αν και µόνο αν

(e) = (a1)∩ (a2)∩·· ·∩ (an)

Απόδειξη. 1. Θεωρούµε τα κύρια ιδεώδη (ak ) = {
r ak ∈ R | r ∈ R

}
του R, 1 ≤ k ≤ n. Επειδή κάθε ιδεώδες

του R είναι κύριο, για το άθροισµα ιδεωδών (a1)+ (a2)+·· ·+ (an) υπάρχει στοιχείο d ∈ R, έτσι ώστε :

(d) = (a1)+ (a2)+·· ·+ (an)

Επειδή ak ∈ (a1)+(a2)+·· ·+(an) = (d), 1 ≤ k ≤ n, έπεται ότι υπάρχουν στοιχεία x1, x2, · · · , xn , έτσι ώστε :
ak = xk d , και εποµένως d | ak , 1 ≤ k ≤ n. Επίσης από την παραπάνω ισότητα ιδεωδών, έπεται ότι
υπάρχουν στοιχεία yk = rk ak ∈ (ak ), έτσι ώστε

d = y1 + y2 +·· ·+ yn = r1a1 + r2a2 +·· ·+ rk ak

Αν δ είναι ένας κοινός διαιρέτης των a1, a2, · · · , an , δηλαδή ak = δsk , 1 ≤ k ≤ n, τότε ϑα έχουµε

d = r1a1 + r2a2 +·· ·+ rk ak = r1s1δ+ r2s2δ+·· ·+ rk skδ= (r1s1 + r2s2 +·· ·+ rk sk )δ =⇒ δ | d

Εποµένως το στοιχείο d είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των a1, a2, · · · , an .

Αν δ είναι ένας άλλος κοινός διαιρέτης των a1, a2, · · · , an , τότε από την Παρατήρηση 11.2.8 γνωρίζουµε
ότι τα στοιχεία d ,δ είναι συντροφικά, και άρα δ = du, όπου u ∈ U(R). Τότε, χρησιµοποιώντας ότι
d = r1a1 + r2a2 +·· ·+ rk ak , ϑα έχουµε

δ= ud = (ur1)a1 + (ur2)a2 +·· ·+ (urk )ak

και άρα ο τυχόν µέγιστος κοινός διαιρέτης δ των a1, a2, · · · , an έχει την επιθυµητή µορφή.

Αν (d) = (a1)+ (a2)+ ·· · + (an), τότε δείξαµε παραπάνω ότι το στοιχείο d είναι ένας µέγιστος κοινός
διαιρέτης των a1, a2, · · · , an . Αντίστροφα, αν δ είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των a1, a2, · · · , an ,
τότε, όπως παραπάνω, ϑέτοντας (d) = (a1)+ (a2)+·· ·+ (an), ϑα έχουµε ότι οι µέγιστοι κοινοί διαιρέτες
d ,δ είναι συντροφικά στοιχεία του R και εποµένως δ = ud , όπου u ∈ U(R). Προφανώς τότε δ ∈ (d)
και άρα (δ) ⊆ (d). Επειδή d = u−1δ, ϑα έχουµε d ∈ (δ) και άρα (d) ⊆ (δ). Εποµένως (δ) = (d) =
(a1)+ (a2)+·· ·+ (an).
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2. Θεωρούµε την τοµή (a1)∩(a2)∩·· ·∩(an) των ιδεωδών (ak ), 1 ≤ k ≤ n. Επειδή κάθε ιδεώδες του R είναι
κύριο, έπεται ότι υπάρχει στοιχείο e ∈ R, έτσι ώστε :

(e) = (a1)∩ (a2)∩·· ·∩ (an)

Τότε προφανώς e ∈ (ak ), και άρα e = xk ak , για κάποιο στοιχείο xk ∈ R, δηλαδή το στοιχείο e είναι
πολλαπλάσιο του στοιχείου ak , ∀k = 1,2, · · · ,n. Αν f είναι ένα κοινό πολλαπλάσιο των a1, a2, · · · , an ,
τότε ϑα έχουµε f = yk ak ∈ (ak ), 1 ≤ k ≤ n, και άρα f ∈ (a1)∩ (a2)∩ ·· · ∩ (an). Εποµένως f ∈ ( f ) ⊆
(a1)∩ (a2)∩ ·· · ∩ (an) = (e), και άρα f = ez, για κάποιο z ∈ R, δηλαδή το f είναι πολλαπλάσιο του
e. ΄Ετσι δείξαµε ότι το e είναι ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των στοιχείων a1, a2, · · · , an , και για
κάθε άλλο κοινό πολλαπλάσιο f των a1, a2, · · · , an , έχουµε ( f ) ⊆ (e). Αν το f είναι επίσης ελάχιστο
κοινό πολλαπλάσιο των a1, a2, · · · , an , τότε από την Παρατήρηση 11.2.8 γνωρίζουµε ότι τα στοιχεία
e, f είναι συντροφικά, και άρα e = u f , όπου u ∈ U(R). Τότε e ∈ ( f ) και άρα (e) ⊆ ( f ). Εποµένως
( f ) = (e) = (a1)∩ (a2)∩·· ·∩ (an). ■

Παράδειγµα 11.2.13. Από το Παράδειγµα 11.2.11, έπεται ότι στην ακέραια περιοχή Z[
p−3] υπάρχουν

στοιχεία τα οποία δεν διαθέτουν µέγιστο κοινό διαιρέτη. Εποµένως, από το Θεώρηµα 11.2.12 έπεται ότι ο
δακτύλιος Z[

p−3] δεν είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. Για παράδειγµα, το ιδεώδες I = (4,2(1+p−3) το οποίο
παράγεται από τα στοιχεία 4 και 2(1+p−3) δεν είναι κύριο διότι, αν ήταν κύριο µε γεννήτορα το στοιχείο d ,
τότε το d ϑα ήταν ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των 4 και 2(1+p−3), και αυτό είναι άτοπο διότι, σύµφωνα
µε το Παράδειγµα 11.2.11, τα στοιχεία αυτά δεν έχουν µέγιστο κοινό διαιρέτη.

p

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση κατά την οποία ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των µη
µηδενικών στοιχείων a1, a2, · · · , an είναι η µονάδα του δακτυλίου.

Ορισµός 11.2.14. Τα µη µηδενικά στοιχεία a1, a2, · · · , an του δακτυλίου R καλούνται σχετικώς πρώτα αν:(
a1, a2, · · · , an

)= 1

Ισοδύναµα, ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης τους είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R.

Τα µη µηδενικά στοιχεία a1, a2, · · · , an του δακτυλίου R καλούνται πρώτα µεταξύ τους ανά δύο αν:

1 ≤ i 6= j ≤ n =⇒ (
ai , a j

)= 1

Ισοδύναµα, ανά δύο, τα στοιχεία αυτά έχουν µέγιστο κοινό διαιρέτη ένα αντιστρέψιµο στοιχείο του R.

Παρατήρηση 11.2.15. ΄Εστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών, και έστω τα µη µηδενικά στοιχεία a1, a2, · · · , an

του R. Αν τα a1, a2, · · · , an είναι πρώτα µεταξύ τους ανά δύο, τότε είναι και σχετικώς πρώτα.
Πράγµατι, αν d = (a1, a2, · · · , an) είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης τους, τότε για κάθε 1 ≤ i 6= j ≤ n,

ϑα έχουµε ότι d | ai και d | a j και εποµένως d | 1 = (ai , a j ). Τότε 1 = dr , για κάποιο r ∈ R και εποµένως το
στοιχείο d είναι αντιστρέψιµο. Αυτό σηµαίνει ότι τα a1, a2, · · · , an είναι σχετικώς πρώτα.

Υπάρχουν περιοχές κυρίων ιδεωδών, οι οποίοι περιέχουν σχετικώς πρώτα αλλά όχι πρώτα µεταξύ τους
ανά δύο στοιχεία (αναγκαστικά το πλήθος τους ϑα πρέπει να είναι ≥ 3).

Πράγµατι, στην ακέραια περιοχή Z των ακεραίων, ϑεωρούµε τα στοιχεία 6,15,49, τα οποία είναι ανά
δύο δεν είναι πρώτα µεταξύ τους, διότι (6,15) = 3 και το 3 δεν είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του Z. Από την
άλλη πλευρά, τα στοιχεία 6,15,49 δεν έχουν κοινό διαιρέτη και εποµένως (6,15,49) = 1, δηλαδή τα στοιχεία
6,15,49 είναι σχετικώς πρώτα. N

Η ακόλουθη συνέπεια προκύπτει άµεσα από το Θεώρηµα 11.2.12.

Πόρισµα 11.2.16 (Ταυτότητα του Bezout). 3 ΄Εστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών, και έστω τα µη µηδενικά
στοιχεία a1, a2, · · · , an του R. Τότε :

Τα στοιχεία a1, a2, · · · , an είναι σχετικώς πρώτα ⇐⇒ ∃r1,r2, · · · ,rn ∈ R : r1a1 + r2a2 +·· ·+ rn an = 1
3Étienne Bézout (31 Μαρτίου 1730 - 27 Σεπτεµβρίου 1783) [https://en.wikipedia.org/wiki/Etienne_Bezout]: Γάλλος

µαθηµατικός, γνωστός κυρίως για την παρούσα ταυτότητα η οποία ϕέρει το όνοµά του.

https://en.wikipedia.org/wiki/Etienne_Bezout
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Από τη στοιχεώδη Θεωρία Αριθµών, γνωρίζουµε ότι, αν n,m είναι ϑετικοί ακέραιοι, τότε (n,m)[n,m] =
nm. Η ακόλουθη Πρόταση περιγράφει το συµβαίνει σε µια τυχούσα περιοχή κυρίων ιδεωδών.

Πρόταση 11.2.17. ΄Εστω ότι a,b είναι µη µηδενικά στοιχεία σε µια περιοχή κυρίων ιδεωδών R. Αν (a,b)
είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των a,b και [a,b] είναι ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των a,b, τότε
υπάρχει αντιστρέψιµο στοιχείο u ∈U(R), έτσι ώστε :

(a,b)[a,b] = uab

δηλαδή τα στοιχεία (a,b)[a,b] και ab είναι συντροφικά.

Απόδειξη. ΄Εστω d = (a,b) και e = [a,b]. Αρκεί να δείξουµε ότι ab | de και de | ab.
Επειδή d | a και d | b, έπεται ότι ϑα έχουµε a = dr και b = d s, για κάποια στοιχεία r, s ∈ R. Τότε

r d s = as = br και άρα το στοιχείο r d s είναι κοινό πολλαπλάσιο των στοιχείων a και b. Εποµένως το στοιχείο
r d s ϑα είναι και πολλαπλάσιο κάθε ελάχιστου κοινού πολλαπλασίου, και άρα r d s = ec. Τότε

ab = r d sd = dec =⇒ de | ab

Επειδή d = (a,b), από το Θεώρηµα 11.2.12 έπεται ότι υπάρχουν στοιχεία x, y ∈ R έτσι ώστε d = ax+by. Από
την άλλη πλευρά, επειδή e = [a,b], ϑα έχουµε e = ka = lb, για κάποια στοιχεία k, l ∈ R. Τότε

de = eax +eby = l bax +kaby = ab(l x +k y) =⇒ ab | de

Από τις παραπάνω σχέσεις έπεται ότι τα στοιχεία ab = (a,b)[a,b] και ab είναι συντροφικά. ■

Κλείνουµε την παρούσα υποενότητα µε την ακόλουθη σηµαντική συνέπεια της Πρότασης 11.2.17 η
οποία µας είναι οικεία από την στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών.

Πόρισµα 11.2.18. ΄Εστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών και a,b δύο σχετικώς πρώτα στοιχεία της, δηλαδή
(a,b) = 1. Αν c ∈ R, τότε :

1. a | bc =⇒ a | c.

2. a | c και b | c =⇒ ab | c.

Απόδειξη. Επειδή (a,b) = 1, από την Πρόταση 11.2.17, µπορούµε να γράψουµε ax +by = 1, για κάποια
στοιχεία x, y ∈ R.

1. Επειδή a | bc, ϑα έχουµε bc = ad για κάποιο στοιχείο d ∈ R. Τότε από τη σχέση ax+by = 1, ϑα έχουµε
acx +bc y = c και εποµένως acx +ad y = c, δηλαδή a(cx +d y) = c. Εποµένως a | c.

2. Επειδή a | c και b | c, ϑα έχουµε c = ad1 και c = bd2 για κάποια στοιχεία d1,d2 ∈ R. Τότε από τη
σχέση ax +by = 1, ϑα έχουµε:

c = acx +bc y = bd2ax +bad1 y = ab(xd2 + yd1) =⇒ ab | c ■

11.3 Ευκλείδειες Περιοχές

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε µια σπουδαία κλάση περιοχών κυρίων ιδεωδών, τις Ευκλείδειες
περιοχές. Οι περισσότερες περιοχές κυρίων ιδεωδών τις οποίες έχουµε δει µέχρι τώρα διαθέτουν µια απει-
κόνιση, «Ευκλείδεια στάθµη», η οποία εισάγει ένα είδος µεγέθους στον δακτύλιο και συµπεριφέρεται καλά
ως προς την Ευκλείδεια διαίρεση. Από την άλλη πλευρά, η ύπαρξη Ευκλείδειας στάθµης αποτέλεσε το κύριο
εργαλείο µε το οποίο αποδείξαµε ότι ακέραιες περιοχές, όπως ο δακτύλιος των ακεραίων και ο δακτύλιος
πολυωνύµων, είναι περιοχές κυρίων ιδεωδών.
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Ορισµός 11.3.1. Αν R είναι µια ακέραια περιοχή, µια απεικόνιση

δ : R \
{
0
}−→N0, a 7−→ δ(a)

καλείται Ευκλείδεια στάθµη επί της R, αν για τυχόντα στοιχεία a,b ∈ R, όπου b 6= 0, υπάρχουν στοιχεία
q,r ∈ R έτσι ώστε :

a = bq + r, όπου : είτε r = 0 είτε δ(r ) < δ(b)

Μια ακέραια περιοχή καλείται Ευκλείδεια περιοχή αν είναι εφοδιασµένη µε µια Ευκλείδεια στάθµη.

Παράδειγµα 11.3.2. 1. Η ακέραια περιοχή Z των ακεραίων είναι Ευκλείδεια περιοχή µε Ευκλείδεια
στάθµη

δ : R \
{
0
}−→N0, a 7−→ δ(a) := |a|

Αυτό προκύπτει από την Ευκλείδεια διαίρεση ακεραίων αριθµών.

2. Η ακέραια περιοχή K[t ] των πολυωνύµων υπεράνω ενός σώµατος K είναι Ευκλείδεια περιοχή µε
Ευκλείδεια στάθµη

δ : K[t ] \
{
0
}−→N0, P (t ) 7−→ δ(a) := degP (t )

Αυτό προκύπτει από την Ευκλείδεια διαίρεση πολυωνύµων όπως αποδείχθηκε στην Πρόταση 9.1.5.

3. Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση

δ : Z[i ] \
{
0
}−→N0, a = m +ni 7−→ δ(a) := aa = m2 +n2

είναι µια Ευκλείδεια στάθµη επί της ακέραιας περιοχής Z[i ] των ακεραίων του Gauss.

Προφανώς ϑα έχουµε δ(ab) = δ(a)δ(b). ΄Εστω a,b ∈ Z[i ], όπου b ∉ 0. ΄Εστω b = k + l i , όπου k, l ∈ Z.
Επειδή b 6= 0, υπάρχει ο αντίστροφός του b−1 = k

k2+l 2 + −l
k2+l 2 i στο σώµα C, όπου k

k2+l 2 , −l
k2+l 2 ∈Q. Τότε

αν a = m +ni , ϑα έχουµε:

ab−1 = mk +nl

k2 + l 2 + nk −ml

k2 + l 2 i = x + yi

Τότε υπάρχουν ακέραιοι t , s έτσι ώστε |t −x| ≤ 1
2 και |s− y | ≤ 1

2 . Θέτουµε z = x− t και w = y − s και τότε
οι αριθµοί z, w είναι ϱητοί έτσι ώστε |z| ≤ 1

2 και |w | ≤ 1
2 . Με τους παραπάνω συµβολισµούς :

ab−1 = x + yi = (z + t )+ (w + s)i =⇒ a = b
(
(z + t )+ (w + s)i

)= bq + r

όπου q := t + si ∈Z[i ] διότι t , s ∈Z, και r := b(z +wi ) ∈Z[i ] διότι r = a −bq και a,b, q ∈Z[i ]. Τέλος, αν
r 6= 0, ϑα έχουµε

δ(r ) = r r = |r |2 = |b|2|z +wi | = |b|2(z2 +w2) ≤ |b|2(
1

4
+ 1

4
) = 1

2
|b|2 = 1

2
δ(b) < δ(b)

Εποµένως, η απεικόνιση δ είναι µια Ευκλείδεια στάθµη στην ακέραια περιοχή Z[i ] και εποµένως ο
δακτύλιος Z[i ] των ακεραίων του Gauss είναι µια Ευκλείδεια περιοχή.

p

Το ενδιαφέρον µας για τις Ευκλείδειες περιοχές προκύπτει από το ακόλουθο αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 11.3.3. Κάθε Ευκλείδεια περιοχή είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

Απόδειξη. ΄Εστω R µια Ευκλείδεια περιοχή µε Ευκλείδεια στάθµη δ, και I ένα ιδεώδες του R. Αν το I είναι
το µηδενικό ιδεώδες, τότε το I είναι κύριο I = (0). ΄Εστω ότι I 6= {

0
}
, και εποµένως το I περιέχει µη µηδενικά

στοιχεία. Από όλα τα µη µηδενικά στοιχεία του I µπορούµε προφανώς να επιλέξουµε4 ένα µη µηδενικό
στοιχείο 0 6= b ∈ I , έτσι ώστε η τιµή δ(b) να είναι η µικρότερη από όλες τις τιµές δ(x) ∈ N, 0 6= x ∈ I . Θα

4Το σύνολο X = {
δ(c) ∈N | 0 6= c ∈ I

}
είναι ένα µη κενό σύνολο ϑετικών ακεραίων και άρα από την Αρχή Καλής ∆ιάταξης έπεται ότι

το X έχει ελάχιστο στοιχείο.
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δείξουµε ότι I = (b). Προφανώς (b) ⊆ I διότι b ∈ I . ΄Εστω a ∈ I . Επειδή η απεικόνιση δ είναι µια Ευκλείδεια
στάθµη, έπεται ότι

a = bq + r, όπου είτε r = 0 ή δ(r ) < δ(b)

Αν r = 0, τότε a = bq ∈ (b) και εποµένως I ⊆ (b). Οπότε σ΄ αυτήν τη περίπτωση, ϑα έχουµε I = (b). Αν r 6= 0,
ϑα έχουµε r = a −bq ∈ I διότι a,b ∈ I και το I είναι ιδεώδες του R. Επειδή δ(r ) < δ(b), το r είναι ένα µη
µηδενικό στοιχείο του I του οποίου η τιµή δ(r ) είναι µικρότερη από την τιµή δ(b). Αυτό όµως είναι άτοπο
από την επιλογή του b. ΄Αρα η περίπτωση r 6= 0 δεν εµφανίζεται και εποµένως I = (b). ΄Ετσι κάθε ιδεώδες του
R είναι κύριο και η ακέραια περιοχή R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. ■

Πόρισµα 11.3.4. Ο δακτύλιος Z[i ] των ακεραίων του Gauss είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

Παράδειγµα 11.3.5. Για κάθε πρώτο αριθµό p, ϑεωρούµε το ακόλουθο σύνολο

Z(p) =
{ a

b
∈Q | p - b

}
Εύκολα ϐλέπουµε ότι το σύνολο Z(p) είναι ένας υποδακτύλιος του Q και εποµένως είναι µια ακέραια περιοχή.
Αν c

b ∈Z(p), τότε για τον αριθµητή c µπορούµε προφανώς να γράψουµε c = p t a, όπου t ∈N0 και a ∈Z και
p - a. ΄Ετσι, από τώρα και στο εξής, τα στοιχεία του Z(p) µπορούν να γραφούν ως

p t a

b
, t ∈N0, a,b ∈Z, b 6= 0, και p - a, p - b

Ορίζουµε απεικόνιση

δ : Z(p) \
{
0
} −→ N0, δ

( p t a

b

)= t

΄Εστω x = p t a
b και 0 6= y = p s c

d στοιχεία του Z(p), όπου a,b,c,d ∈Z, b,d 6= 0 και ο p δεν διαιρεί κανέναν από
τους a,b,c,d . Αν t < s, τότε ϑέτουµε r = x και q = 0, και ϑα έχουµε x = q y + r και δ(x) = t < s = δ(y) = s. Αν
t ≥ s, µπορούµε να ϑεωρήσουµε τον ϱητό αριθµό

q = x

y
=

p t a
b

p s c
d

= p t ad

p s bc
= p t−s ad

bc

ο οποίος ανήκει στον δακτύλιο Z(p) διότι p 6= bc, αφού ο p είναι πρώτος και p - b,c. ΄Ετσι x = q y + r , όπου
r = 0. Εποµένως, η απεικόνιση δ είναι µια Ευκλείδεια στάθµη στην ακέραια περιοχή Z(p) και εποµένως ο
δακτύλιος Z(p) είναι µια Ευκλείδεια περιοχή, και εποµένως είναι µια περιοχή κυρίων ιδεωδών.

p

Παρατήρηση 11.3.6. ΄Οπως είδαµε στο Θεώρηµα 11.3.3, κάθε Ευκλείδεια περιοχή είναι περιοχή κυρίων
ιδεωδών. Το αντίστροφο δεν ισχύει: υπάρχουν περιοχές κυρίων ιδεωδών επί των οποίων δεν µπορεί να οριστεί
Ευκλείδεια στάθµη. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα αποτελεί ο δακτύλιος

R =
{

a +b
1+p−19

2
∈ C | a,b ∈Z

}

Προκύπτει εύκολα ότι ο δακτύλιος R είναι υποδακτύλιος του C και εποµένως είναι ακέραια περιοχή. Απο-
δεικνύεται5 ότι ο δακτύλιος R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, αλλά δεν είναι Ευκλείδεια περιοχή.

Χρησιµοποιώντας προχωρηµένες µεθόδους, αποδεικνύεται επίσης ότι για κάθε µη µηδενικό ακέραιο d ,
ο δακτύλιος Z[

p
d ] είναι Ευκλείδεια περιοχή αν και µόνο αν

d =−11, −7, −3, −2, −1, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73 N
5Βλέπε T. Motzkin: “The Euclidean Algorithm”, Bull. Amer. Math. Soc. 55 (1949), 1142–1146, και J. Wilson: “A principal ideal

ring that is not a Euclidean ring”, Mathematics Magazine, 46 (1973), 34–38.
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Παρατήρηση 11.3.7. ΄Εστω R µια Ευκλείδεια περιοχή µε Ευκλείδεια στάθµη δ. Τότε, εξ ορισµού, για
τυχόντα στοιχεία a,b ∈ R, όπου b 6= 0, υπάρχουν στοιχεία q,r ∈ R, έτσι ώστε a = bq + r και είτε r = 0 είτε
δ(r ) < δ(b). Αν απαιτήσουµε τα στοιχεία q,r να είναι µοναδικά, τότε αποδεικνύεται6 ότι είτε ο δακτύλιος R
είναι σώµα είτε είναι ο δακτύλιος πολυωνύµων υπεράνω ενός σώµατος. N

11.4 Περιοχές Μονοσήµαντης Ανάλυσης

΄Οπως γνωρίζουµε από την στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών, κάθε ϑετικός ακέραιος γράφεται κατά µοναδικό
τρόπο ως γινόµενο δυνάµεων διακεκριµένων πρώτων αριθµών. Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε την
ανάλογη ιδιότητα στο γενικότερο πλαίσιο των ακεραίων περιοχών, και ϑα αναπτύξουµε µια σειρά παραδειγ-
µάτων στα οποία ισχύει η ύπαρξη και µοναδικότητα γραφής στοιχείων ως γινόµενο «πρώτων» στοιχείων.

11.4.1 Ανάγωγα και Πρώτα Στοιχεία

Από τώρα και στο εξής υποθέτουµε R είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος και όλοι οι εµπλεκόµενοι δακτύλιοι
είναι µεταθετικοί.

Τα στοιχεία ενός µεταθετικού δακτυλίου τα οποία διαδραµατίζουν αντίστοιχο ϱόλο µε τους πρώτους
αριθµούς στον δακτύλιο των ακεραίων ή τα ανάγωγα πολυώνυµα στον δακτύλιο των πολυωνύµων υπεράνω
ενός σώµατος.

Ορισµός 11.4.1. ΄Ενα µη µηδενικό στοιχείο a ενός µεταθετικού δακτυλίου R καλείται ανάγωγο αν δεν είναι
αντιστρέψιµο, και οι µόνοι διαιρέτες του είναι αντιστρέψιµα στοιχεία του R ή τα συντροφικά του στοιχεία.

Παράδειγµα 11.4.2. 1. Στον δακτύλιο Z των ακεραίων, το στοιχείο 3 είναι προφανώς ανάγωγο. ΄Οµως,
αν το 3 ϑεωρηθεί στο σώµα Q των ϱητών, δεν είναι ανάγωγο διότι, για παράδειγµα, 3 = 3

2 ·2.

2. Αν ο δακτύλιος R είναι σώµα, τότε κανένα στοιχείο του δεν είναι ανάγωγο.

3. Θα προσδιορίσουµε τα ανάγωγα στοιχεία του δακτυλίου Z. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός. Τότε
προφανώς το p δεν είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του Z, και οι µόνοι διαιρέτες του p στον δακτύλιο
Z είναι ο εαυτός του p, η µονάδα 1, και τα αντίθετά τους στοιχεία −p και −1. Προφανώς το ίδιο
ισχύει και για τον αριθµό −p, όπου ο p είναι πρώτος. Αντίστροφα, αν n είναι ένας ακέραιος µε την
ιδιότητα ότι είναι µη αντιστρέψιµο στοιχείο του Z, δηλαδή n 6= ±1, και οι µόνοι διαιρέτες του είναι τα
αντιστρέψιµα στοιχεία του Z, δηλαδή τα 1,−1, και οι αριθµοί ±n, τότε προφανώς ο αριθµός |p| είναι
πρώτος. Εποµένως τα µόνα ανάγωγα στοιχεία το Z είναι τα ±p, όπου p είναι πρώτος.

4. ΄Εστω P (t ) ένα ανάγωγο στοιχείο του δακτυλίου K[t ], όπου ο δακτύλιος K είναι σώµα. Τότε το P (t )
δεν είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του K[t ] και άρα degP (t ) ≥ 1. Αν Q(t ) | P (t ), τότε αναγκαστικά ϑα
έχουµε ότι είτε Q(t ) = a, όπου 0 6= a ∈K, είτε Q(t ) = aP (t ), όπου 0 6= a ∈K. Αυτό όµως σηµαίνει ότι
το πολυώνυµο P (t ) είναι ανάγωγο. Αντίστροφα, όπου προκύπτει άµεσα από τον Ορισµό 9.1.8, κάθε
ανάγωγο πολυώνυµο είναι ανάγωγο στοιχείο του K[t ].

p

Η έννοια του ανάγωγου στοιχείου σχετίζεται µε την έννοια του πρώτου στοιχείου σε έναν µεταθετικό
δακτύλιο :

Ορισµός 11.4.3. ΄Ενα µη µηδενικό στοιχείο p ∈ R σε έναν µεταθετικό δακτύλιο R καλείται πρώτο στοιχείο,
αν το p δεν είναι αντιστρέψιµο, και αν a,b ∈ R είναι µη µηδενικά στοιχεία του R έτσι ώστε p | ab, τότε είτε p | a
είτε p | b.

Το ακόλουθο Λήµµα γενικεύει την ιδιότητα µε την οποία ορίζεται ένα πρώτο στοιχείο.

6Βλέπε N. Jacobson: “A note on non-commutative polynonials”, Ann. of Math. 33 (1934), 209–210, και T.-S. Rhai: “A
characterization of polynomial domains over a field”, Amer. Math. Monthly, 69 (1962), 984–986.
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Λήµµα 11.4.4. ΄Εστω p ένα πρώτο στοιχείο σε έναν µεταθετικό δακτύλιο R. Αν το στοιχείο p διαιρεί το
γινόµενο a1a2 · · ·an στοιχείων ai ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, τότε υπάρχει δείκτης i = 1,2, · · · ,n, έτσι ώστε ο p να διαιρεί το
στοιχείο ai .

Απόδειξη. Εξ ορισµού ο ισχυρισµός είναι αληθής όταν n = 2. Υποθέτουµε ότι ο ισχυρισµός είναι αληθής
για n − 1 > 1 το πλήθος στοιχεία του R και έστω ότι p | a1a2 · · ·an . Επειδή το στοιχείο p είναι πρώτο, ϑα
έχουµε ότι είτε p | a1a2 · · ·an−1 είτε p | an . Αν p - an , τότε p | a1a2 · · ·an−1 και από την επαγωγική υπόθεση
ϑα έχουµε ότι p | ai για κάποιο i = 1,2 · · · ,n −1. ΄Αρα από την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής, ο ισχυρισµός
είναι αληθής για κάθε ϑετικό ακέραιο n. ■

Η ακόλουθη Πρόταση δείχνει ότι σε µια ακέραια περιοχή, κάθε πρώτο στοιχείο είναι ανάγωγο, αλλά το
αντίστροφο δεν ισχύει.

Πρόταση 11.4.5 (Πρώτο =⇒ ανάγωγο).

1. Σε µια ακέραια περιοχή R, κάθε πρώτο στοιχείο είναι ανάγωγο.

2. Στην ακέραια περιοχή Z[
p−5], το στοιχείο 2+p−5 είναι ανάγωγο αλλά όχι πρώτο.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω p ένα πρώτο στοιχείο στην ακέραια παριοχή R. Τότε εξ ορισµού το p δεν είναι
αντιστρέψιµο. ΄Εστω a | p ένας διαιρέτης του p, οπότε µπορύµε να γράψουµε p = ab, για ένα στοιχείο
b ∈ R. Επειδή το στοιχείο p είναι πρώτο, έπεται ότι είτε p | a είτε p | b. Αν p | a, τότε τα στοιχεία p, a είναι
συντροφικά. Αν p | b, τότε b = pc για κάποιο στοιχείο c ∈ R, και εποµένως b = abc, δηλαδή b(1−ac) = 0.
Επειδή ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή, και επειδή προφανώς b 6= 0 (διότι διαφορετικά ϑα είχαµε
p = 0 το οποίο είναι άτοπο), έπεται ότι ab = 1, δηλαδή το a είναι αντιστρέψιµο. Εποµένως το στοιχείο
p είναι ανάγωγο.

2. Θεωρούµε την απεικόνιση

N : Z[
p−5] −→Z, N (x + y

p−5) = (x + y
p−5)(x − y

p
d) = x2 +5y2

για την οποία, σύµφωνα µε το Λήµµα 11.2.9, ισχύει ότι N (ab) = N (a)N (b), και τα αντιστρέψιµα
στοιχεία του Z[

p−5] είναι ακριβώς τα στοιχεία a µε την ιδιότητα N (a) = 1, και αυτά είναι τα 1,−1. Το
στοιχείο 2+p−5 δεν είναι πρώτο. Πράγµατι το 2+p−5 δεν είναι αντιστρέψιµο και έχουµε 9 = (2+p−5)(2−p−5), δηλαδή (2+p−5) | 3·3 αλλά (2+p−5) - 3, διότι διαφορετικά ϑα είχαµε 3 = (2+p−5)(k+
l
p−5) και τότε 9 = N (3) = N (2+p−5)N (k + l

p−5) = 9(k2 + 5l 2). Αυτό σηµαίνει ότι N (k + l
p−5) = 1

και άρα το k + l
p−5 είναι αντιστρέψιµο, δηλαδή k + l

p−5 = ±1. ΄Ετσι k = ±1 και l = 0 από όπου
3 = (±1)(2+p−5), το οποίο προφανώς είναι άτοπο. ΄Αρα το στοιχείο 2+p−5 δεν είναι πρώτο.

Το στοιχείο 2 +p−5 είναι όµως ανάγωγο, διότι αν 2 +p−5 = ab, όπου a,b ∈ Z[
p−5] είναι µη α-

ντιστρέψιµα στοιχεία, τότε ϑα έχουµε 9 = N (2+p−5) = N (a)N (b) και N (a) 6= ±1 6= N (b). Εποµένως
N (a) = 3 = N (b), δηλαδή, αν a = x+y

p−5, τότε ϑα έχουµε N (a) = x2+5y2 = 3, και αυτό είναι προφανώς
άτοπο, διότι x, y ∈Z. ΄Αρα το στοιχείο 2+p−5 είναι ανάγωγο. ■

Το ακόλουθο Θεώρηµα χαρακτηρίζει τα ανάγωγα στοιχεία σε µια περιοχή κυρίων ιδεωδών και ιδιαίτερα
δείχνει ότι σε τέτοιους δακτυλίους, τα πρώτα και τα ανάγωγα στοιχεία συµπίπτουν.

Θεώρηµα 11.4.6. ΄Εστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών, και p ∈ R ένα µη µηδενικό στοιχείο της. Τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το στοιχείο p είναι ανάγωγο.

2. Το ιδεώδες (p) είναι µεγιστοτικό.

3. Το ιδεώδες (p) είναι πρώτο.

4. Το στοιχείο p είναι πρώτο.
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Ιδιαίτερα κάθε µη µηδενικό πρώτο ιδεώδες µιας περιοχής κυρίων ιδεωδών είναι µεγιστοτικό ιδεώδες.

Απόδειξη. (α) «1. =⇒ 2.» ΄Εστω ότι το στοιχείο p είναι ανάγωγο, και ϑεωρουµε το κύριο ιδεώδες (p) του R.
Επειδή το p είναι ανάγωγο, έπεται ότι το p δεν είναι αντιστρέψιµο, και εποµένως το ιδεώδες (p) είναι
γνήσιο. Επειδή κάθε γνήσιο ιδεώδες περιέχεται σε ένα µεγιστοτικό ιδεώδες και επειδή ο δακτύλιος
R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, έπεται ότι υπάρχει ένα στοιχείο q ∈ R έτσι ώστε (p) ⊆ (q) ⊆ R και
το (q) είναι µεγιστοτικό ιδεώδες. Επειδή p ∈ (p) ⊆ (q), έπεται ότι p = qa, για κάποιο στοιχείο a ∈ R.
Επειδή το p είναι ανάγωγο, έπεται ότι είτε το q είναι αντιστρέψιµο είτε το q είναι συντροφικό στοιχείο
του p. Επειδή το ιδεώδες (q), ως µεγιστοτικό, είναι γνήσιο, έπεται ότι το q δεν είναι αντιστρέψιµο
και εποµένως τα p, q είναι συντροφικά στοιχεία. Επειδή συντροφικά στοιχεία παράγουν το ίδιο κύριο
ιδεώδες, ϑα έχουµε (p) = (q) και άρα το (p) είναι µεγιστοτικό.

(β) «2. =⇒ 3.» Η απόδειξη είναι άµεση διότι κάθε µεγιστοτικό ιδεώδες σε έναν µεταθετικό δακτύλιο µε
µονάδα είναι πρώτο.

[(γ) «3. =⇒ 4.» ΄Εστω ότι το κύριο ιδεώδες (p) είναι πρώτο. Τότε το (p) είναι γνήσιο και εποµένως το
στοιχείο p δεν είναι αντιστρέψιµο. Αν a,b ∈ R είναι δύο µη µηδενικά στοιχεία του R, έτσι ώστε p | ab,
τότε ab = pc, για κάποιο c ∈ R. Προφανώς τότε ϑα έχουµε ab ∈ (p) και επειδή το (p) είναι πρώτο,
έπεται ότι είτε a ∈ (p) είτε b ∈ (p). Ισοδύναµα, ϑα έχουµε ότι είτε p | a είτε p | b. Εποµένως το στοιχείο
p είναι πρώτο.

(δ) «4. =⇒ 1.» Προκύπτει από την Πρόταση 11.4.5. ■

Παρατήρηση 11.4.7. Η ισοδυναµία

«Το στοιχείο p ∈ R είναι πρώτο αν και µόνο αν το ιδεώδες (p) του R είναι πρώτο»

του Θεωρήµατος 11.4.6 ισχύει σε κάθε ακέραια περιοχή, όχι κατ΄ ανάγκην περιοχή κυρίων ιδεωδών. Πράγ-
µατι, η απόδειξη ότι, αν το ιδεώδες (p) είναι πρώτο, τότε το στοιχείο p είναι πρώτο, ισχύει χωρίς καµία
αλλαγή στο πλαίσιο των ακέραιων περιοχών. Αντίστροφα, αν το στοιχείο p είναι πρώτο και ab ∈ (p), τότε
ab = pc για κάποιο c ∈ R. Τότε p | ab και άρα, επειδή το p είναι πρώτο, ϑα έχουµε p | a ή p | b, δηλαδή
a ∈ (p) ή b ∈ (p). ΄Αρα το ιδεώδες (p) είναι πρώτο. N

11.4.2 Περιοχές Μονοσήµαντης Ανάλυσης

Στον δακτύλιο Z των ακεραίων έχουµε τις ακόλουθες παραγοντοποιήσεις του αριθµού 10:

10 = 2 ·5 = 5 ·2 = (−2) · (−5) = (−5)(−2)

Τα στοιχεία τα οποία εµφανίζονται στις παραπάνω παραγοντοποιήσεις είναι πρώτα και ανάγωγα στοιχεία του
Z, και, όπως ϐλέπουµε, αυτά διαφέρουν µόνο ως προς τη σειρά αναγραφής τους και ως προς τον πολλαπλα-
σιασµό µε αντιστρέψιµα στοιχεία του Z. Με ϐάση αυτή την παρατήρηση, οι παραπάνω παραγοντοποιήσεις
του 10 σε γινόµενο ανάγωγων στοιχείων δεν ϑεωρούνται διαφορετικές.

Από την άλλη πλευρά, στον δακτύλιο Z[
p−5], έχουµε

9 = 3 ·3 = (2+p−5) · (2−p
5)

και τα στοιχεία 3,2+p−5 και 3,2−p−5 δεν είναι αντιστρέψιµα, και δεν διαφέρουν κατά αντιστρέψιµο
στοιχείο του Z[

p−5] (τα αντιστρέψιµα στοιχεία του R είναι τα ±1). Επιπλέον τα στοιχεία 3,2+p−5,2−p−5
είναι ανάγωγα. Πράγµατι, είδαµε στην Πρόταση 11.4.5 ότι το στοιχείο 2+p−5 είναι ανάγωγο, και παρόµοιο
επιχείρηµα δείχνει ότι το στοιχείο 2−p−5 είναι ανάγωγο. Το στοιχείο 3 δεν είναι αντιστρέψιµο, και, αν
3 = (x + y

p−5)(z +w
p−5), όπου τα στοιχεία (x + y

p−5), (z +w
p−5) δεν είναι αντιστρέψιµα, τότε ϑα έχουµε

9 = N (3) = N
(
(x + y

p−5)(z +w
p−5)

)= N (x + y
p−5)N (z +w

p−5) = (x2 +5y2)(z2 +5w2), από όπου έπεται ότι
x2 + 5y2 = 3 και αυτό είναι άτοπο διότι x, y ∈ Z. ΄Αρα το 3 είναι ανάγωγο στοιχείο στον δακτύλιο Z[

p−5].
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Εποµένως οι παραπάνω παραγοντοποιήσεις του 9 είναι διαφορετικές µε την έννοια ότι τα ανάγωγα στοιχεία
τα οποία εµφανίζονται δεν είναι συντροφικά.

Η παραπάνω διαφοροποίηση µας οδηγεί στην εισαγωγή και µελέτη δακτυλίων στους οποίους η παρα-
γοντοποίηση σε γινόµενο ανάγωγων στοιχείων είναι µοναδική, µε την έννοια ότι η µόνη διαφοροποίηση
εντοπίζεται στη σειρά εµφάνισης και σε γινόµενα των παραγόντων µε αντιστρέψιµα στοιχεία.

Ορισµός 11.4.8. Μια ακέραια περιοχή R καλείται περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης, αν :

(ΠΜΑ1) Κάθε µη µηδενικό στοιχείο του R είναι είτε αντιστρέψιµο είτε (πεπερασµένο) γινόµενο ανάγωγων
στοιχείων.

(ΠΜΑ2) ΄Εστω
{

pi
}n

i=1 και
{

q j
}m

j=1 είναι δύο σύνολα ανάγωγων στοιχείων του R και ισχύει ότι :

a := p1p2 · · ·pn = q1 ·q2 · · ·qm

τότε n = m, υπάρχει µια µετάθεση σ ∈ Sn και αντιστρέψιµα στοιχεία ui , 1 ≤ i ≤ n, του R, έτσι ώστε :
qσ(i ) = ui pi , 1 ≤ i ≤ n.

Τότε ϑα λέµε ότι η ανάλυση ή παραγοντοποίηση του a σε γινόµενο ανάγωγων στοιχείων είναι µοναδική.

Οι ιδιότητες (ΠΜΑ1) και (ΠΜΑ2) διατυπώνονται ισοδύναµα ως εξής : κάθε µη µηδενικό στοιχείο a ∈ R
έχει µοναδική ανάλυση ή µοναδική παραγοντοποίηση σε γινόµενο ανάγωγων στοιχείων. Το πλήθος των
ανάγωγων στοιχείων σε µια παραγοντοποίηση του a σε ανάγωγα στοιχεία εξαρτάται µόνο από το στοιχείο a
και καλείται µήκος παραγοντοποίησης του a.

Με ϐάση την ανάλυση που προηγήθηκε, η ακέραια περιοχή Z[
p−5] δεν είναι περιοχή µονοσήµαντης

ανάλυσης. Αντίθετα, όπως προκύπτει από το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής (και ϑα αποδείξουµε
σε λίγο), ο δακτύλιος των ακεραίων είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

Σκοπός µας στο υπόλοιπο αυτής της ενότητας είναι να αποδείξουµε κάποιους χαρακτηρισµούς περιοχών
µονοσήµαντης ανάλυσης και να δείξουµε ότι κάθε περιοχή κυρίων ιδεωδών είναι περιοχή µονοσήµαντης
ανάλυσης. Ξεκινάµε δείχνοντας ότι σε µια περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης, τα πρώτα στοιχεία συµπίπτουν
µε τα ανάγωγα στοιχεία.

Πρόταση 11.4.9. Σε µια περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης, ένα στοιχείο είναι πρώτο αν και µόνο αν είναι
ανάγωγο.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 11.4.5 γνωρίζουµε ότι σε µια ακέραια περιοχή R κάθε πρώτο στοιχείο είναι
ανάγωγο. Θα δείξουµε ότι, αν η περιοχή R είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης, τότε κάθε ανάγωγο
στοιχείο p της R είναι πρώτο. ΄Εστω a,b ∈ R \ {0}, και υποθέτουµε ότι p | ab, δηλαδή ab = pc, για κάποιο
c ∈ R το οποίο είναι µη µηδενικό διότι, επειδή ο R είναι ακέραια περιοχή, ϑα έχουµε ab 6= 0. Αν το
στοιχείο a είναι αντιστρέψιµο, τότε pca−1 = b και άρα p | b. Παρόµοια, αν το b είναι αντιστρέψιµο, τότε
p | a. Υποθέτουµε τώρα ότι τα στοιχεία a,b δεν είναι αντιστρέψιµα. Τότε από την ιδιότητα (ΠΜΑ1), έπεται
ότι µπορούµε να γράψουµε a = a1a2 · · ·an και b = b1b2 · · ·bm , όπου τα στοιχεία ai και b j είναι ανάγωγα,
1 ≤ i ≤ n και 1 ≤ j ≤ m. ΄Ετσι ϑα έχουµε:

ab = pc = a1a2 · · ·an ·b1b2 · · ·bm

Αν το στοιχείο c είναι αντιστρέψιµο, τότε το στοιχείο pc είναι προφανώς ανάγωγο και άρα, χρησιµοποιώντας
την ιδιότητα (ΠΜΑ2), το στοιχείο pc ή ισοδύναµα το συντροφικό του p είναι συντροφικό µε ένα εκ των
a1, a2, · · ·an ,b1,b2, · · ·bm , δηλαδή είτε υπάρχει i = 1,2, · · · ,n και αντιστρέψιµο στοιχείο u έτσι ώστε pu = ai είτε
υπάρχει j = 1,2, · · · ,m και αντιστρέψιµο στοιχείο v έτσι ώστε pv = b j . Προφανώς, στην πρώτη περίπτωση ϑα
έχουµε p | a = a1 · · ·ai−1puai+1 · · ·an , και στην δεύτερη περίπτωση ϑα έχουµε p | b = b1 · · ·b j−1pvb j+1 · · ·bm .
Αν το στοιχείο c δεν είναι αντιστρέψιµο, τότε από την ιδιότητα (ΠΜΑ1), µπορούµε να γράψουµε c = c1c2 · · ·ck

για κάποια ανάγωγα στοιχεία ci ∈ R, 1 ≤ i ≤ k. Τότε ϑα έχουµε

ab = a1a2 · · ·an ·b1b2 · · ·bm = pc = pc1c2 · · ·ck

και άρα από την ιδιότητα (ΠΜΑ2), το στοιχείο p είναι συντροφικό µε κάποιο από τα ανάγωγα στοιχεία
a1, a2, · · ·an ,b1,b2, · · ·bm . Τότε, όπως και παραπάνω, το στοιχείο p ϑα διαιρεί ένα εκ των a και b. Εποµένως
το ανάγωγο στοιχείο p είναι πρώτο. ■
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Ορισµός 11.4.10. ΄Ενας µεταθετικός δακτύλιος R ικανοποιεί τη συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για κύρια
ιδεώδη, αν για κάθε αύξουσα ακολουθία

(a1) ⊆ (a2) ⊆ ·· · (an) ⊆ (an+1) ⊆ ·· ·
κύριων ιδεωδών του R, υπάρχει δείκτης m ≥ 1, έτσι ώστε : (am) = (am+1) = ·· · .

Το ακόλουθο Θεώρηµα παρουσιάζει κάποιες σηµαντικές ιδιότητες οι οποίες αφορούν την ύπαρξη και
µοναδικότητα παραγοντοποίησης στοιχείων σε ανάγωγους παράγοντες.

Θεώρηµα 11.4.11. ΄Εστω R µια ακέραια περιοχή.

1. Αν ο R είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης, τότε ο R ικανοποιεί τη συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για
κύρια ιδεώδη.

2. Αν ο R ικανοποιεί τη συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για κύρια ιδεώδη, τότε ο R ικανοποιεί την ιδιότητα
(ΠΜΑ1).

3. Αν ο R ικανοποιεί την ιδιότητα (ΠΜΑ1) και κάθε ανάγωγο στοιχείο του R είναι πρώτο, τότε ο R είναι
περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

Απόδειξη. 1. Θεωρούµε µια αύξουσα ακολουθία

(a1) ⊆ (a2) ⊆ ·· · (an) ⊆ (an+1) ⊆ ·· ·
κύριων ιδεωδών. Επειδή γενικά ισχύει ότι (b) ⊆ (c) αν και µόνο αν c | b, έπεται ότι ϑα έχουµε:

∀n ≥ 1 : an+1 | an και άρα ∃xn ∈ R : an = xn an+1

Εποµένως στην ανάλυση του an+1 σε ανάγωγους παράγοντες, τα ανάγωγα στοιχεία τα οποία εµφανί-
Ϲονται ϑα αποτελούνται από κάποια (µπορεί και όλα) από τα ανάγωγα στοιχεία τα οποία εµφανίζονται
στην ανάλυση του an σε ανάγωγους παράγοντες. Επειδή το στοιχείο a1 διαιρείται από όλα τα στοιχεία
an , n ≥ 1, και επειδή το στοιχείο a1 γράφεται µοναδικά ως γινόµενο πεπερασµένου πλήθους αναγώγων
στοιχείων, έπεται ότι υπάρχει κάποιος δείκτης m ≥ 1, έτσι ώστε τα ανάγωγα στοιχεία τα οποία εµφανί-
Ϲονται στις αναλύσεις των στοιχείων ak , k ≥ m είναι τα ίδια. Αυτό σηµαίνει ότι τα στοιχεία ak , k ≥ m,
διαφέρουν µόνο ως προς τον πολλαπλασιασµό µε αντιστρέψιµα στοιχεία, δηλαδή είναι συντροφικά.
Επειδή συντροφικά στοιχεία παράγουν το ίδιο κύριο ιδεώδες, έπεται ότι (am) = (am+k ), ∀k ≥ 1, και
εποµένως η αύξουσα ακολουθία σταθεροποιείται.

2. Υποθέτουµε ότι ο R ικανοποιεί τη συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για κύρια ιδεώδη. ΄Εστω a1 ένα µη
µηδενικό στοιχείο του R. Αν το a1 είναι ανάγωγο, δεν υπάρχει τίποτα να αποδείξουµε. Αν το a1 δεν
είναι ανάγωγο, τότε µπορούµε να γράψουµε a1 = a2b2, όπου τα στοιχεία a2,b2 δεν είναι αντιστρέψιµα.
Επειδή a2 | a1, ϑα έχουµε (a1) ⊆ (a2) και µάλιστα (a1) 6= (a2) διότι αν (a1) = (a2), τότε τα στοιχεία a1, a2

ϑα ήταν συντροφικά, και άρα a1 = a2u, όπου το u είναι αντιστρέψιµο. Τότε a2b2 = a1 = a2u και άρα
a2(b2 −u) = 0. Επειδή a2 6= 0 (αν a2 = 0, τότε a1 = 0 και αυτό είναι άτοπο), ϑα έχουµε b2 = u και άρα
το b2 είναι αντιστρέψιµο. Αυτό είναι άτοπο διότι το b2 είναι ανάγωγο. ΄Αρα (a1) á (a2). Αν το στοιχείο
a2b2 είναι ανάγωγα, τότε έχουµε το Ϲητούµενο. Αν αυτό δεν ισχύει, τότε ένα εκ των a2 και b2, έστω
χωρίς ϐλάβη της γενικότητας το a2, δεν είναι ανάγωγο. Τότε µπορούµε να γράψουµε a2 = a3b3, όπου
τα στοιχεία a3 και b3 δεν είναι αντιστρέψιµα, και όπως παραπάνω ϑα έχουµε µια γνήσια έγκλειση
κύριων ιδεωδών (a2) á (a3). Η διαδικασία αυτή, η οποία µπορεί να συνεχιστεί όταν κάποιος από τους
παράγοντες δεν είναι ανάγωγο στοιχείο, παράγει µια ακολουθία στοιχείων a1, a2, a3, · · · του R στην
οποία κάθε στοιχείο είναι γνήσιος διαιρέτης του προηγούµενου. Η ακολουθία αυτή µε τη σειρά της
παράγει µια αύξουσα ακολουθία κύριων ιδεωδών

(a1) á (a2) á ·· · (an) á (an+1) ⊆ ·· ·
για την οποία, από την υπόθεση, υπάρχει δείκτης m ≥ 1 έτσι ώστε : (am) = (am+1) = (am+2) = ·· · . Αυτό
όµως είναι άτοπο διότι (an) 6= (an+1) από την κατασκευή της ακολουθίας κύριων ιδεωδών. Εποµένως
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σε κάποιο ϐήµα της διαδικασίας όλοι οι παράγοντες της ανάλυσης του a1 είναι ανάγωγοι. Εποµένως
ϑα έχουµε µια παραγοντοποίηση του a1 σε γινόµενο αναγώγων στοιχείων και έτσι ικανοποιείται η
ιδιότητα (ΠΜΑ1).

3. Αρκεί να δείξουµε ότι η παραγοντοποίηση ενός µη µηδενικού στοιχείου σε γινόµενο ανάγωγων στοι-
χείων είναι µοναδική. Υποθέτουµε ότι

{
pi

}n
i=1 και

{
q j

}m
j=1 είναι δύο σύνολα ανάγωγων στοιχείων του

R, και ισχύει ότι :
a := p1p2 · · ·pn = q1 ·q2 · · ·qm

Θα δείξουµε τον ισχυρισµό, δηλαδή ότι ισχύει στον δακτύλιο R η ιδιότητα (ΠΜΑ2), µε χρήση της
Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής. Αν n = 1, τότε a = p1 είναι ανάγωγο στοιχείο του R. Εποµένως
αναγκαστικά m = 1 και q1 = a = p1. Υποθέτουµε ότι η ιδιότητα (ΠΜΑ2) είναι αληθής, για n − 1
ανάγωγους παράγοντες, δηλαδή κάθε στοιχείο το οποίο µπορεί να γραφεί ως γινόµενο n−1 το πλήθος
ανάγωγων στοιχείων έχει µοναδική παραγοντοποίηση, και ϑεωρούµε το στοιχείο a όπως παραπάνω.
Επειδή το στοιχείο p1 είναι ανάγωγο, από την υπόθεση ϑα είναι πρώτο, και άρα από το Λήµµα 11.4.4
έπεται ότι p1 | q j για κάποιο j = 1,2, · · · ,m. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, εν ανάγκη µετά από κάποια
αναδιάταξη των στοιχείων q1, q2, · · · , qm , µπορούµε να υποθέσουµε ότι j = 1 και άρα p1 | q1. Επειδή
το q1 είναι ανάγωγο, έπεται ότι τα στοιχεία p1 και q1 είναι συντροφικά, και άρα q1 = u1p1, όπου το
στοιχείο u1 είναι αντιστρέψιµο. Τότε ϑα έχουµε p1p2 · · ·pn = u1p1 · q2 · · ·qm . Επειδή ο δακτύλιος R
είναι ακέραια περιοχή, ισχύει ο Νόµος ∆ιαγραφής και εποµένως η παραπάνω σχέση γράφεται

b := p2 · · ·pn = u1 ·q2 · · ·qm = q ′
2 · · ·q ′

m

όπου q ′
2 = u1q2, και q ′

j = q j , 3 ≤ j ≤ m, είναι ανάγωγα στοιχεία του R. Από την επαγωγική υπόθεση
έπεται ότι ϑα έχουµε n − 1 = m − 1 και µετά από κάποια αναδιάταξη των στοιχείων p2, · · · , pn και
q ′

2, · · · , q ′
m , ϑα έχουµε ότι τα στοιχεία pk και q ′

k είναι συντροφικά, 2 ≤ k ≤ n. Τότε όµως ϑα έχουµε
n = m και τα στοιχεία pk και qk είναι συντροφικά, 1 ≤ k ≤ n. Εποµένως από την Αρχή Μαθηµατικής
Επαγωγής, η ιδιότητα (ΠΜΑ2) ισχύει για κάθε πεπερασµένο γινόµενο αναγώγων στοιχείων του R.
Συνεπώς ο δακτύλιος R είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης. ■

Ως άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 11.4.11 και της Πρότασης 11.4.9, έχουµε το ακόλουθο Θεώρηµα
το οποίο χαρακτηρίζει τις περιοχές µονοσήµαντης ανάλυσης.

Θεώρηµα 11.4.12. Για µια ακέραια περιοχή R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η R είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

2. (αʹ) Η R ικανοποιεί την ιδιότητα (ΠΜΑ1), δηλαδή κάθε µη-µηδενικό στοιχείο του R είναι είτε αντιστρέψιµο
είτε (πεπερασµένο) γινόµενο ανάγωγων στοιχείων, και

(ϐʹ) κάθε ανάγωγο στοιχείο της R είναι πρώτο.

3. (αʹ) Η R ικανοποιεί την συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για κύρια ιδεώδη και

(ϐʹ) κάθε ανάγωγο στοιχείο της R είναι πρώτο.

Το ακόλουθο Θεώρηµα δείχνει ότι µια σηµαντική κλάση ακέραιων περιοχών είναι περιοχές µονοσήµα-
ντης ανάλυσης.

Θεώρηµα 11.4.13. Κάθε περιοχή κυρίων ιδεωδών είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

Απόδειξη. ΄Εστω R µια περιοχή κυρίων ιδεωδών. Τότε από την Πρόταση 11.1.9, ο δακτύλιος R είναι δακτύ-
λιος της Noether και εποµένως ικανοποιείται η συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για κύρια ιδεώδη του R. Από το
Θεώρηµα 11.4.6 έπεται ότι κάθε ανάγωγο στοιχείο της R είναι πρώτο. Εποµένως από το Θεώρηµα 11.4.12,
η περιοχή R είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης. ■

Επειδή κάθε Ευκλείδεια περιοχή είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, ϑα έχουµε την ακόλουθη συνέπεια.
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Πόρισµα 11.4.14. Κάθε Ευκλείδεια περιοχή είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

Τα ακόλουθα παραδείγµατα δείχνουν την ευρύτητα εφαρµογής του Θεωρήµατος 11.4.13.

Παράδειγµα 11.4.15. Το πρώτο παράδειγµα µας είναι οικείο από τη στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών.

1. Ο δακτύλιος των ακεραίων, ως περιοχή κυρίων ιδεωδών, είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης. Τα
πρώτα στοιχεία συµπίπτουν µε τα ανάγωγα, και είναι τα στοιχεία του συνόλου

{±p ∈Z | p : πρώτος
}
.

Παρατηρούµε ότι τα στοιχεία p,−p είναι συντροφικά, και κάθε ϑετικός ακέραιος a > 1 µπορεί να γρα-
ϕεί µοναδικά ως γινόµενο : a = p1p2 · · ·pn , όπου οι αριθµοί p1, p2, · · · , pn είναι πρώτοι, όπου κάποιοι
από αυτούς µπορεί να συµπίπτουν. Ισοδύναµα µπορούµε να γράψουµε µοναδικά a = pa1

1 pa2
2 · · ·pak

k ,
όπου οι πρώτοι p1, p2, · · · , pk είναι διακεκριµένοι, και ai ≥ 1. Η παραπάνω ανάλυση του a είναι γνωστή
ως η πρωτογενής ανάλυση του a.

2. Ο δακτύλιος πολυωνύµων K[t ], όπου ο δακτύλιος K είναι σώµα, ως περιοχή κυρίων ιδεωδών, είναι
περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης. Τα πρώτα στοιχεία του K[t ] συµπίπτουν µε τα ανάγωγα, και είναι
τα ανάγωγα πολυώνυµα. Κάθε µη µηδενικό πολυώνυµο είναι είτε αντιστρέψιµο, δηλαδή σταθερό
µη µηδενικό πολυώνυµο, ή µπορεί να γραφεί µοναδικά ως P (t ) = P1(t )a1 P2(t )a2 · · ·Pk (t )ak , όπου τα
πολυώνυµα Pi (t ) είναι ανάγωγα και ak ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k.

3. Θεωρούµε το σύνολο
R = {

P (t ) ∈Q[t ] | P (0) ∈Z}
των πολυωνύµων υπεράνω του Q µε σταθερό όρο από τον δακτύλιο Z των ακεραίων. Εύκολα ϐλέπουµε
ότι το σύνολο R είναι ένας υποδακτύλιος του K[t ] και άρα είναι µια ακέραια περιοχή. Ο δακτύλιος R
δεν είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης διότι δεν ικανοποιεί την συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για
κύρια ιδεώδη. Για παράδειγµα, η ακολουθία

(t ) ⊆ ( t

2

) ⊆ ( t

22

) ⊆ ·· · ⊆ ( t

2n

) ⊆ ( t

2n+1

) ⊆ ·· ·

είναι µια ακολουθία κύριων ιδεωδών του R η οποία δεν σταθεροποιείται. Κατ΄ αρχήν, επειδή t
2n =

t
2n+1 2 ∈ ( t

2n+1

)
και άρα

( t
2n

) ⊆ ( t
2n+1

)
. Αν

( t
2n

) = ( t
2n+1

)
, τότε t

2n+1 = t
2n P (t ) για κάποιο πολυώνυµο

P (t ) = a0 + a1t + ·· ·ak t k ∈ K[t ], όπου a0 ∈ Z. Εποµένως t
2 = t (a0 + a1t + ·· ·+ ak t k και άρα a0 = 1

2 το
οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα ο δακτύλιος R δεν ικανοποιεί τη συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για κύρια ιδεώδη
και εποµένως από το Θεώρηµα 11.4.12 έπεται ότι ο R δεν είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

4. Υπάρχουν περιοχές µονοσήµαντης ανάλυσης οι οποίες δεν είναι περιοχές κυρίων ιδεωδών. Πράγµατι,
έχουµε δει ότι ο δακτύλιος πολυωνύµων K[t1, t2, · · · , tn], n ≥ 2, όπου K είναι σώµα, και ο δακτύλιος
Z[t ] δεν είναι περιοχές κυρίων ιδεωδών. Θα δούµε στην επόµενη ενότητα ότι ο δακτύλιος πολυωνύ-
µων K[t1, t2, · · · , tn], όπου K είναι σώµα, και ο δακτύλιος πολυωνύµων Z[t1, t2, · · · , tn] είναι περιοχές
µονοσήµαντης ανάλυσης, ∀n ≥ 1.

p

Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης σε Περιοχές Μονοσήµαντης Ανάλυσης

΄Εστω R µια περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης και a,b ∈ R. Αν ένα εκ των στοιχείων a,b είναι αντιστρέψιµο,
τότε προφανώς ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης (a,b) των στοιχείων a,b είναι το στοιχείο a και ένα ελάχιστο
κοινό πολλαπλάσιο [a,b] των στοιχείων a,b είναι το στοιχείο b. Υποθέτουµε ότι τα στοιχεία a,b δεν είναι
αντιστρέψιµα. Τότε το a γρέφεται µοναδικά ως γινόµενο ανάγωγων στοιχείων a = p1p2 · · ·pn . Συλλέγοντας
τους ανάγωγους παράγοντες οι οποίοι εµφανίζονται στην παραπάνω παραγοντοποίηση και αντικαθιστώντας
συντροφικά στοιχεία µε έναν αντιπρόσωπό τους πολλαπλασιασµένο µε κατάλληλο αντιστρέψιµο στοιχείο,
µπορούµε να γράψουµε για το a, και παρόµοια για το b:

a = upa1
1 pa2

2 · · ·pak
k και b = vqb1

1 qb2
2 · · ·qbl

l
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όπου τα στοιχεία u, v είναι αντιστρέψιµα και τα p1, p2, · · · , pk και q1, q2, · · · , ql είναι ανά δύο µη συντροφικά
ανάγωγα στοιχεία, και οι αριθµοί ai και b j είναι ϑετικοί ακέραιοι, όπου 1 ≤ i ≤ k και 1 ≤ j ≤ l . Αν

d = u′pa′
1

1 p
a′

2
2 · · ·p

a′
k

k , όπου a′
i είναι ακέραιοι µε 0 ≤ a′

i ≤ ai , 1 ≤ i ≤ k, τότε είναι άµεσο ότι το στοιχείο d είναι
διαιρέτης του a. Αντίστροφα, αν d είναι διαιρέτης του a, γράφουµε τη µοναδική ανάλυσή του ως γινόµενο
ανάγωγων στοιχείων του d = wr d1

1 r d2
2 · · ·r dt

t , όπου το στοιχείο w είναι αντιστρέψιµο, τα r1,r2, · · · ,rt είναι ανά
δύο µη συντροφικά ανάγωγα στοιχεία, και di ≥ 1, 1 ≤ i ≤ t . Επειδή ri | d και d | a, έπεται ότι r1 | a, 1 ≤ i ≤ t .
Επειδή τα ανάγωγα στοιχεία του R συµπίπτουν µε τα πρώτα στοιχεία, έπεται ότι κάθε ri διαιρεί ένα από τα
ανάγωγα στοιχεία p j , και άρα τα στοιχεία ri και p j είναι συντροφικά. Προφανώς τότε 1 ≤ t ≤ k και dl ≤ al ,
1 ≤ l ≤ t . Συνοψίζοντας, έχουµε ότι οι διαιρέτες του a = upa1

1 pa2
2 · · ·pak

k είναι της µορφής d = wr d1
1 r d2

2 · · ·r dt
t ,

όπου το στοιχείο w είναι αντιστρέψιµο, τα r1,r2, · · · ,rt είναι ανά δύο µη συντροφικά ανάγωγα στοιχεία, και
di ≤ ai ≥ 1, 1 ≤ i ≤ t .

Αν κάποιο ανάγωγο στοιχείο pi είναι διαφορετικό από ένα ανάγωγο στοιχείο q j , τότε, εισάγοντας τα
ανάγωγα στοιχεία που λείπουν στις παραπάνω παραγοντοποιήσεις µε µηδενικούς εκθέτες, µπορούµε να
γράψουµε:

a = upa1
1 pa2

2 · · ·pam
m και b = v pb1

1 pb2
2 · · ·pbm

m

όπου τα στοιχεία u, v είναι αντιστρέψιµα και τα p1, p2, · · · , pm και q1, q2, · · · , ql είναι ανά δύο µη συντροφικά
ανάγωγα στοιχεία, και οι αριθµοί ai και b j είναι µη αρνητικοί ακέραιοι, όπου 1 ≤ i , j ≤ m.

Ισχυρισµός: Θέτοντας :

d = upmin{a1,b1}
1 pmin{a2,b2

2 · · ·pmin{ak ,bk }
k και e = v pmax{a1,b1}

1 pmax{a2,b2}
2 · · ·pmax{am ,bm

m

έπεται ότι το στοιχείο c είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των a και b, και το στοιχείο c είναι ένα ελάχιστο
κοινό πολλαπλάσιο των a και b.

Πράγµατι ϑα έχουµε προφανώς ότι d | a και d | b. ΄Εστω c ∈ R και υποθέτουµε ότι c | a και c | b. Τότε
µπορούµε να γράφουµε όπως παραπάνω c = w pc1

1 pc2
2 · · ·pcm

m , όπου το w είναι αντιστρέψιµο και 0 ≤ ci ≤ ai ,bi ,
όπου 1 ≤ i ≤ m. Οι παραπάνω ανισότητες δείχνουν ότι ci ≤ min

{
ai ,bi

}
και εποµένως c | d . ∆ηλαδή το στοιχείο

d είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των a,b. Παρόµοια προκύπτει ότι το στοιχείο e είναι ένα ελάχιστο
κοινό πολλαπλάσιο των a,b.

Συνοψίζοντας την παραπάνω ανάλυση, ϑα έχουµε ότι :

Πρόταση 11.4.16. Για κάθε δύο µη µηδενικά στοιχεία µιας περιοχής µονοσήµαντης ανάλυσης, υπάρχει ένας
µέγιστος κοινός διαιρέτης και ένα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο.

Είναι εύκολο να αποδειχθεί µε χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής ότι σε µια περιοχή µονοσήµα-
ντης ανάλυσης κάθε πεπερασµένο σύνολο a1, a2, · · · , an ∈ R µη µηδενικών στοιχείων έχει έναν µέγιστο κοινό
διαιρέτη (a1, a2, · · · , an), ϐλέπε την ΄Ασκηση 11.5.24.

Για τον µέγιστο κοινό διαιρέτη στοιχείων σε µια περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης R ισχύουν ανάλογες
ιδιότητες µε τις γνωστές µας ιδιότητες µέγιστου κοινού διαιρέτη ακεραίων αριθµών, όπου συνήθως η ισότητα
αντικαθίσταται από τη σχέση συντροφικότητας.

Για παράδειγµα ισχύει ότι :
∀a,b,c ∈ R∗ : (ca,cb) ∼ c(a,b)

Πράγµατι, έστω d = (a,b) και e = (ca,cb). Επειδή d | a και d | b, ϑα έχουµε dc | ca και dc | cb. Εποµένως
ϑα έχουµε dc | (ca,cb) = e, και άρα e = dcu για κάποιο στοιχείο u ∈ R. Επειδή e | ca, έπεται ότι ca = ex για
κάποιο στοιχείο x ∈ R, και τότε ca = cdux. Επειδή σε µια ακέραια περιοχή ισχύει ο Νόµος ∆ιαγραφής και
c 6= 0, ϑα έχουµε a = dux, δηλαδή du | a. Ακριβώς παρόµοια ϑα έχουµε du | b. Εποµένως du | d και άρα
d = duz για κάποιο z ∈ R. Τότε, επειδή d 6= 0, πάλι από τον Νόµο ∆ιαγραφής ϑα έχουµε xu = 1 και άρα το
u είναι αντιστρέψιµο. Αυτό σηµαίνει ότι τα στοιχεία e και cd είναι συντροφικά, δηλαδή: (ca,cb) ∼ c(a,b).

Με χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής, εύκολα ϐλέπουµε ότι, αν a1, a2, · · · , an ,c ∈ R είναι µη
µηδενικά στοιχεία, τότε : (

ca1, ca2, · · · ,can
) ∼ c

(
a1, a2, · · · , an

)
(11.2)
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Η µέχρι τώρα ιεραρχία ακέραιων περιοχών που έχουµε µελετήσει είναι :

Ευκλείδειες Περιοχές ⊆ Περιοχές Κυρίων Ιδεωδών ⊆ Περιοχές Μονοσήµαντης Ανάλυσης ⊆ Ακέραιες Περιοχές

και κάθε έγκλειση είναι γνήσια :

1. Ο δακτύλιος R του Παραδείγµατος 11.4.15 είναι µια ακέραια περιοχή η οποία δεν είναι περιοχή
µονοσήµαντης ανάλυσης.

2. Ο δακτύλιος πολυωνυµων Z[t ] είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης η οποία δεν είναι περιοχή
κυρίων ιδεωδών, διότι, για παράδειγµα, το ιδεώδες (2, t ) του Z[t ] το οποίο παράγεται από το σταθερό
πολυώνυµο 2 και το πολυώνυµο t δεν είναι κύριο, ϐλέπε την ΄Ασκηση 11.5.1.

Παρόµοια, το ιδεώδες (t1, t2) του δακτυλίου πολυωνύµων K[t1, t2], όπου K είναι σώµα, το οποίο παρά-
γεται από τα πολυώνυµα t1 και t2, δεν είναι κύριο, ϐλέπε την ΄Ασκηση 11.5.2.

3. Ο δακτύλιος Z[ 1+p−19
2 ] είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών η οποία δεν είναι Ευκλείδεια περιοχή, ϐλέπε

την Παρατήρηση 11.3.6.

Οι περιοχές µονοσήµαντης ανάλυσης διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στην Αλγεβρική Θεωρία Αριθµών
καθώς, όπως αποδεικύεται, η αριθµητική τους έχει πολλά κοινά σηµεία µε την αριθµητική στον δακτύλιο Z
των ακεραίων. Επίσης οι ακέραιες περιοχές και οι περιοχές µονοσήµαντης ανάλυσης διαδραµατίζουν σηµα-
ντικό ϱόλο στην Αλγεβρική Γεωµετρία, καθώς αυτοί οι δακτύλιοι, ως δακτύλιοι συναρτήσεων, περιγράφουν
ιδιότητες γεωµετρικών σχηµάτων, όπως το αν ένα γεωµετρικό σχήµα είναι ανάγωγο ή αν µπορεί να οριστεί
µε µια εξίσωση.

11.4.3 Πολυωνυµικές Επεκτάσεις Περιοχών Μονοσήµαντης Ανάλυσης

Βασικός σκοπός της παρούσας ενότητας είναι να αποδείξουµε ότι πολυωνυµικές επεκτάσεις περιοχών µο-
νοσήµαντης ανάλυσης παραµένουν περιοχές µονοσήµαντης ανάλυσης.

Από τώρα και µέχρι το τέλος της παρούσας ενότητας, R συµβολίζει µια περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.
Χάριν ευκολίας ϑα γράφουµε a = b, αντί «a ∼ b», όταν a ∼ b, a,b ∈ R. Αν a1, a2, · · · , an είναι µη-µηδενικά
στοιχεία µιας ακέραιας περιοχής, τότε ϑα συµβολίζουµε µε (a1, a2, · · · , an) έναν µέγιστο κοινό διαιρέτη τους.
Συµβατικά ϑα ϑέτουµε (a1, a2, · · · , an) = 0, αν όλα τα στοιχεία ai = 0.

΄Εστω P (t ) = a0+a1t+·· ·+an t n ένα µη µηδενικό πολυώνυµο µε στοιχεία από την περιοχή µονοσήµαντης
ανάλυσης R.

Ορισµός 11.4.17. Η περιεκτικότητα του µη µηδενικού πολυωνύµου P (t ) = ∑n
k=0 ak t k ∈ R[t ] ορίζεται να

είναι το στοιχείο
c(P (t )) = (a0, a1, a2, · · · , an)

΄Εστω P (t ) = ∑n
k=0 ak t k ∈ R[t ] ένα µη µηδενικό πολυώνυµο υπεράνω του R µε περιεκτικότητα d =

c(P (t )) = (a0, a1, a2, · · · , an). Επειδή d | ak , έπεται ότι ϑα έχουµε ak = a′
k d , για κάποια στοιχεία a′

k ∈ R,
0 ≤ k ≤ n. Τότε, από τη σχέση (11.2) ϑα έχουµε d = (d a′

0,d a′
1, · · · ,d a′

n) = d(a′
0, a′

1, · · · , a′
n), από όπου έπε-

ται ότι (a′
0, a′

1, · · · , a′
n) = 1. Θεωρούµε το πολυώνυµο P1(t ) = ∑n

k=0 a′
k t k ∈ R[t ] µε περιεκτικότητα c(P1(t )) =

(a′
0, a′

1, a′
2, · · · , a′

n) = 1. Το πολυώνυµο P1(t ) είναι πρωταρχικό µε την έννοια του ακόλουθου ορισµού:

Ορισµός 11.4.18. ΄Ενα πολυώνυµο P (t ) =∑n
k=0 ak t k καλείται πρωταρχικό, αν c(P (t )) = 1.

Εποµένως κάθε πολυώνυµο P (t ) ∈ R[t ] γράφεται ως P (t ) = c(P (t ))P1(t ), όπου c(P (t )) ∈ R και το πολυώ-
νυµο P1(t ) είναι πρωταρχικό. Αυτή η γραφή είναι «µοναδική» µε την ακόλουθη έννοια : έστω P (t ) = dP2(t ),
όπου d ∈ R και το πολυώνυµο P2(t ) = ∑m

k=0 bk t k είναι πρωταρχικό, τότε d ∼ c(P (t )). Πράγµατι ϑα έχου-
µε a0 + a1t + ·· · + an t n = db0 + db1t + ·· · + dbm t m , απ΄ όπου επειδή ο δακτύλιος είναι ακέραια περιοχή
έπεται ότι n = m και ak = dbk , 0 ≤ k ≤ n. Επειδή το πολυώνυµο P2(t ) είναι πρωταρχικό, έπεται ότι
c(P (t )) = (a0, a1, · · · , an) = (db0,db1, · · · ,dbn) = d(b0,b1, · · · ,bn) = d , δηλαδή τα στοιχεία c(P (t )) και d είναι
συντροφικά.
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Η επόµενη ϐοηθητική Πρόταση περιγράφει τι συµβαίνει όταν ξεκινήσουµε µε ένα πολυώνυµο µε συντε-
λεστές στο σώµα κλασµάτων της ακέραιας περιοχής R.

Λήµµα 11.4.19. ΄Εστω Q(R) το σώµα κλασµάτων της περιοχής µονοσήµαντης ανάλυσης R, και P (t ) ∈Q(R)[t ]
ένα ένα µη µηδενικό πολυώνυµο υπεράνω του σώµατος Q(R). Τότε P (t ) = ωP1(t ), όπου ω ∈ Q(R) και το
πολυώνυµο P1(t ) ∈ R[t ] είναι πρωταρχικό. Αν P (t ) = ρP2(t ), όπου ρ ∈ Q(R) και το πολυώνυµο P2(t ) ∈ R[t ]
είναι πρωταρχικό, τότε : ω= uρ, όπου u ∈U(R).

Απόδειξη. ΄Εστω P (t ) = ∑n
k=0 ak t k , ένα πολυώνυµο ϐαθµού n, οπότε an 6= 0, µε συντελεστές στο σώµα

Q(R). Τότε ϑα έχουµε ai = ri s−1
i , όπου ri , si ∈ R, 0 ≤ i ≤ n. Θέτοντας s = s1s2 · · · sn , ϑα έχουµε sP (t ) =

s
∑n

k=0 rk s−1
k t k ∈ R[t ] και εποµένως, σύµφωνα µε την παραπάνω ανάλυση, µπορούµε να γράψουµε sP (t ) =

cP1(t ), όπου c ∈ R και το πολυώνυµο P1(t ) ∈ R[t ] είναι πρωταρχικό. Τότε ω := cs−1 ∈Q(R) και P (t ) =ωP1(t ).
Υποθέτουµε ότι P (t ) = ρP2(t ), όπου ρ ∈ Q(R) και το πολυώνυµο P2(t ) ∈ R[t ] είναι πρωταρχικό. Επειδή

ρ ∈ Q(R), µπορούµε να γράψουµε ρ = f g−1, όπου f , g ∈ R, και τότε P (t ) = cs−1P1(t ) = f g−1P2(t ), δηλαδή
cg P1(t ) = s f P2(t ). Επειδή τα πολυώνυµα P1(t ) και P2(t ) είναι πρωταρχικά, όπως παραπάνω εύκολα ϐλέ-
πουµε ότι τα στοιχεία cg και s f είναι συντροφικά, και άρα υπάρχει αντιστρέψιµο στοιχείο u ∈ R έτσι ώστε
us f = cg και τότε u f g−1 = cs−1 στο σώµα Q(R), δηλαδή ω= uρ. ■

Πόρισµα 11.4.20. ΄Εστω P (t ) και Q(t ) πρωταρχικά πολυώνυµα υπεράνω του R. Αν τα P (t ) και Q(t ) είναι
συντροφικά ως στοιχεία του Q(R)[t ], τότε είναι και συντροφικά ως στοιχεία του R[t ].

Απόδειξη. ΄Εστω ότι τα P (t ) και Q(t ) είναι συντροφικά ως στοιχεία του Q(R)[t ]. Τότε P (t ) =ωQ(t ) για κάποιο
µη-µηδενικό στοιχείο ω = ab−1 ∈ Q(R), όπου a,b ∈ R. Τότε P (t ) = ωQ(t ) και P (t ) = 1P (t ), και άρα επειδή
τα πολυώνυµα P (t ) και Q(t ) είναι πρωταρχικά, από το Λήµµα 11.4.19 έπεται ότι υπάρχει αντιστρέψιµο
στοιχείο u ∈ R έτσι ώστε ωab−1 = u ·1 = u. ΄Αρα τα P (t ) και Q(t ) είναι συντροφικά ως στοιχεία του R[t ]. ■

Το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα είναι γνωστό ως Λήµµα του Gauss.

Λήµµα 11.4.21 (Λήµµα του Gauss). Αν P (t ) και Q(t ) είναι µη µηδενικά πολυώνυµα υπεράνω του R, τότε

c
(
P (t )Q(t )

)= c(P (t ))c(R(t ))

Ιδιαίτερα το γινόµενο πρωταρχικών πολυωνύµων είναι πρωταρχικό πολυώνυµο.

Απόδειξη. Μπορούµε να γράψουµε P (t ) = cP1(t ) και Q(t ) = c ′Q1(t ), όπου c := c(P (t )), c ′ := c(Q(t )), και
c(P1(t )) = 1 = c(Q1(t )). Τότε P (t )Q(t ) = cc ′P1(t )Q1(t ), και αρκεί να δείξουµε ότι c(P1(t )Q1(t )) = 1, διότι τότε
ϑα έχουµε c(P (t )Q(t )) = c(cc ′P1(t )Q1(t )) = cc ′c(P1(t )Q1(t )) = cc ′ = c(P (t ))c(Q(t )). ΄Αρα αρκεί να δείξουµε ότι
το γινόµενο P (t )Q(t ) µη µηδενικών πρωταρχικών πολυωνύµων P (t ) και Q(t ) είναι πρωταρχικό πολυώνυµο.
Υποθέτουµε ότι το πολυώνυµο H(t ) = P (t )Q(t ) δεν είναι πρωταρχικό. Αυτό σηµαίνει ότι η περιεκτικότητα του
H(t ) δεν είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του R, και άρα υπάρχει ανάγωγο, και εποµένως πρώτο, στοιχείο p ∈ R
έτσι ώστε p | H(t ) και προφανώς p - P (t ) και p -Q(t ) διότι τα πολυώνυµα P (t ),Q(t ) είναι πρωταρχικά. Από
την Παρατήρηση 11.4.7 έπεται ότι το κύριο ιδεώδες (p) είναι πρώτο και άρα ο δακτύλιος πηλίκο R/(p) είναι
ακέραια περιοχή. Αυτό έχει ως συνέπεια ότι και ο δακτύλιος πολυωνύµων R/(p)[t ] είναι ακέραια περιοχή.
Θεωρούµε την απεικόνιση

φ : R[t ] −→ R/(p)[t ], φ
( n∑

k=0
ak t k)= n∑

k=0
(ak + (p))t k )

η οποία εύκολα ϐλέπουµε ότι είναι επιµορφισµός δακτυλίων (η απεικόνιση φ είναι η επέκταση του κανονικού
επιµορφισµού π : R −→ R/(p), π(a) = a+ (p), όπως εξασφαλίζεται από την Πρόταση 8.2.22). Επειδή p - P (t ),
p -Q(t ) και p | H(t ), ϑα έχουµε αντίστοιχα φ(P (t )) 6= 0R/(p)[t ]0, φ(Q(t )) 6= 0R/(p)[t ]0, και φ(H(t )) = 0R/(p)[t ].
Επειδή

φ(P (t ))φ(Q(t )) =φ(P (t )Q(t )) =φ(
H(t )

)= 0R/(p)[t ]

και ο δακτύλιος R/(p)[t ] είναι ακέραια περιοχή, ϑα πρέπει είτε φ(P (t )) = 0 είτε φ(Q(t )) = 0 το οποίο είναι
άτοπο. ΄Αρα το πολυώνυµο H(t ) είναι πρωταρχικό. ■
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Λήµµα 11.4.22. Αν P (t ),Q(t ) ∈ R[t ] και P (t ) | Q(t ) στον δακτύλιο Q(R)[t ], και το πολυώνυµο P (t ) είναι
πρωταρχικό, τότε P (t ) |Q(t ) στον δακτύλιο R[t ].

Απόδειξη. Επειδή P (t ) | Q(t ) στον δακτύλιο Q(R)[t ], υπάρχει πολυώνυµο A(t ) ∈ Q(R)[t ] έτσι ώστε Q(t ) =
A(t )P (t ). Προφανώς υπάρχει d ∈ R έτσι ώστε d A(t ) ∈ R[t ] (µπορούµε να ϑωρήσουµε d να είναι το γινόµενο
των παρονοµαστών των συντελεστών του A(t )). Τότε ϑα έχουµε dQ(t ) = d A(t )P (t ) και

c(dQ(t )) = dc(Q(t )) = c(dP (t )A(t )) = c(P (t ))c(d A(t )) = c(d A(t ))

και άρα d | c(d A(t )), δηλαδή το d διαιρεί στον δακτύλιο R όλους τους συντελεστές του d A(t ). Αν A(t ) =∑n
k=0

ak
bk

t k , τότε d A(t ) =∑n
k=0 d ak

bk
t k , και άρα υπάρχουν στοιχεία ri ∈ R, έτσι ώστε d ak

bk
= drk , 0 ≤ k ≤ n. Τότε

d ak = dbk rk , δηλαδή d(ak−bk rk ) = 0 και εποµένως, επειδή ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή, ϑα έχουµε
ak = bk rk , 0 ≤ k ≤ n. Αυτό σηµαίνει ότι οι συντελεστές του A(t ) ανήκουν στον δακτύλιο R και άρα A(t ) ∈ R[t ],
δηλαδή P (t ) |Q(t ) στον δακτύλιο R[t ]. ■

Πόρισµα 11.4.23. Κάθε πρώτο στοιχείο του δακτυλίου R είναι πρώτο ϑεωρούµενο ως στοιχείο του δακτυλίου
πολυωνύµων R[t ].

Απόδειξη. ΄Εστω p ∈ R ένα πρώτο στοιχείο, και υποθέτουµε ότι p | P (t )Q(t ), όπου P (t ),Q(t ) είναι µη-µηδενικά
στοιχεία του R[t ]. Προφανώς τότε το στοιχείο p διαιρεί κάθε συντελεστή του πολυωνύµου P (t )Q(t ) και άρα
p | c(P (t )Q(t )). Από το Λήµµα του Gauss 11.4.21, έπεται ότι p | c(P (t ))c(Q(t )), και επειδή το στοιχείο p είναι
πρώτο στον δακτύλιο R, έπεται ότι είτε p | c(P (t )) είτε p | c(Q(t )). ∆ηλαδή είτε το p διαιρεί κάθε συντελεστή
του P (t ) είτε το p διαιρεί κάθε συντελεστή του Q(t ). Αυτό προφανώς σηµαίνει ότι είτε p | P (t ) είτε p |Q(t ),
και εποµένως το p είναι πρώτο ϑεωρούµενο ως στοιχείο του R[t ]. ■

Λήµµα 11.4.24. Για ένα πολυώνυµο P (t ) ∈ R[t ] ϐαθµού ≥ 1, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το P (t ) είναι πρώτο στοιχείο του R[t ].

2. Το P (t ) είναι ανάγωγο στοιχείο του R[t ].

3. Το P (t ) είναι ανάγωγο πρωταρχικό στοιχείο του Q(R)[t ].

Απόδειξη. «1. =⇒ 2.» Από την Πρόταση 11.4.5 γνωρίζουµε ότι σε µια ακέραια περιοχή κάθε πρώτο
στοιχείο είναι ανάγωγο.

«2. =⇒ 3.» Αν το P (t ) είναι ανάγωγο στοιχείο του R[t ] και δεν είναι πρωταρχικό, τότε η περιεκτικότητα
του c := c(P (t )) δεν είναι αντιστρέψιµο στοιχείο. ΄Ετσι µπορούµε να γράψουµε P (t ) = cP1(t ) και
αναγκαστικά degP (t ) = degP1(t ). Επειδή degP (t ) ≥ 1, αυτό σηµαίνει ότι το P (t ) δεν είναι ανάγωγο,
καθώς τα c και P1(t ) δεν είναι αντιστρέψιµα. ΄Αρα το c είναι αντιστρέψιµο και χωρίς ϐλάβη της
γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι c = 1. Υποθέτουµε ότι το P (t ) δεν είναι ανάγωγο ϑεωρούµενο
ως πολυώνυµο του Q(R)[t ], και τότε µπορούµε να γράψουµε P (t ) =Q(t )R(t ), όπου Q(t ) και R(t ) είναι
πολυώνυµα ϐαθµού ≥ 1 υπεράνω του Q(R). ΄Οπως και στην απόδειξη του Λήµµατος 11.4.19, ϑα
έχουµε ότι aQ(t ) ∈ R[t ] και bR(t ) ∈ R[t ], όπου a και b είναι τα γινόµενα των παρονοµαστών των
συντελεστών των πολυωνύµων Q(t ) και R(t ) αντίστοιχα. Τότε abP (t ) = abQ(t )R(t ) και c(abP (t )) =
abc(P (t )) = c(aQ(t )bR(t )) = c(aP (t ))c(bR(t )), και µπορούµε να γράψουµε aQ(t ) = c(aQ(t ))Q1(t ) και
bR(t ) = c(bR(t ))R1(t ) και τα πολυώνυµα Q1(t ) ∈ R[t ] και R1(t ) ∈ R[t ] είναι πρωταρχικά και ϐαθµού ≥ 1.
Τότε όµως ϑα έχουµε P (t ) =Q1(t )R1(t ) και αυτό είναι άτοπο διότι το P (t ) είναι ανάγωγο υπεράνω του
R[t ].

«3. =⇒ 1.» Υποθέτουµε ότι το P (t ) είναι ανάγωγο πρωταρχικό στοιχείο του Q(R)[t ], και έστω
Q(t ),R(t ) ∈ R[t ] έτσι ώστε P (t ) |Q(t )R(t ). Τότε προφανώς P (t ) |Q(t )R(t ) στην ακέραια περιοχή Q(R)[t ].
Επειδή ο δακτύλιος Q(R) είναι σώµα, έπεται ότι η ακέραια περιοχή Q(R)[t ] είναι περιοχή κυρίων
ιδεωδών, και άρα το ανάγωγο στοιχείο P (t ) είναι πρώτο και εποµένως P (t ) | Q(t ) ή P (t ) | R(t ) στον
δακτύλιο Q(R)[t ]. ■
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Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το ακόλουθο σηµαντικό Θεώρηµα το οποίο πιστοποιεί ότι δακτύλιοι
πολυωνύµων υπεράνω περιοχών µονοσήµαντης ανάλυσης είναι περιοχές µονοσήµαντης ανάλυσης.

Θεώρηµα 11.4.25. Αν ο δακτύλιος R είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης, τότε ο δακτύλιος πολυωνύµων
R[t ] είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

Απόδειξη. Από τα Λήµµατα 11.4.23 και 11.4.24, έπεται ότι κάθε ανάγωγο στοιχείο του R[t ] είναι πρώτο.
Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 11.4.12, για να δείξουµε ότι ο δακτύλιος R[t ] είναι περιοχή µονοσήµα-
ντης ανάλυσης, αρκεί να δείξουµε ότι κάθε µη µηδενικό στοιχείο του R[t ] το οποίο δεν είναι αντιστρέψιµο,
µπορεί να γραφεί ως γινόµενο πεπερασµένου πλήθους ανάγωγων, ή ισοδύναµα πρώτων, στοιχείων.

Υποθέτουµε ότι αυτό δεν ισχύει, δηλαδή υπάρχουν µη µηδενικά µη αντιστρέψιµα στοιχεία του R[t ]
τα οποία δεν µπορούν να γραφούν ως γινόµενο πεπερασµένου πλήθους ανάγωγων, ή ισοδύναµα πρώτων,
στοιχείων. Από όλα αυτά τα πολυώνυµα, έστω P (t ) εκείνο το πολυώνυµο µε τον µικρότερο δυνατό ϐαθµό.
Προφανώς το P (t ) δεν είναι σταθερό πολυώνυµο, διότι διαφορετικά το P (t ) ϑα ανήκε στον δακτύλιο R ο
οποίος είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης και άρα κάθε στοιχείο του είναι γινόµενο πεπερασµένου
πλήθους ανάγωγων, ή ισοδύναµα πρώτων, στοιχείων. Εποµένως degP (t ) ≥ 1 και όπως παραπάνω µπορούµε
να γράψουµε P (t ) = cP1(t ), όπου c = c(P (t )) είναι η περιεκτικότητα του P (t ), και c(P1(t )) = 1. Επειδή ο
δακτύλιος R είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης, έπεται ότι το στοιχείο c είναι είτε αντιστρέψιµο είτε
γινόµενο πεπερασµένου πλήθους ανάγωγων στοιχείων, τα οποία είναι ανάγωγα και στον δακτύλιο R[t ].
΄Ετσι το P1(t ) δεν µπορεί να γραφεί ως γινόµενο πεπερασµένου πλήθους ανάγωγων, ή ισοδύναµα πρώτων,
στοιχείων του R[t ], καθώς διαφορετικά το P (t ) ϑα είχε αυτή την ιδιότητα, και αυτό είναι άτοπο από την
επιλογή του. Ιδιαίτερα το P1(t ) δεν είναι ανάγωγο και άρα µπορεί να γραφεί ως γινόµενο P1(t ) = A(t )B(t ),
όπου τα πολυώνυµα A(t ),B(t ) δεν είναι αντιστρέψιµα. ΄Οµως, από το Λήµµα του Gauss 11.4.21, ϑα έχουµε
1 = c(P1(t )) = c(A(t )B(t )) = c(A(t ))c(B(t )) και άρα οι περιεκτικότητες των A(t ) και B(t ) είναι αντιστρέψιµα
στοιχεία του R. Αυτό σηµαίνει ότι τα πολυώνυµα A(t ) και B(t ) είναι ϐαθµού ≥ 1, καθώς διαφορετικά, ένα
εξ αυτών ϑα ήταν αντιστρέψιµο στον δακτύλιο R[t ] και αυτό είναι άτοπο από την κατασκευή τους. Επειδή
deg A(t ) ≤ degP1(t ) = degP (t ) και degB(t ) ≤ degP1(t ) = degP (t ), από την επιλογή του P (t ), τα πολυώνυµα
A(t ) και B(t ) µπορούν να γραφούν ως πεπερασµένα γινόµενα πεπερασµένου πλήθους ανάγωγων στοιχείων.
Αυτό όµως είναι άτοπο από την επιλογή του P (t ). Εποµένως το πολυώνυµο P (t ) µπορεί να γραφεί ως
γινόµενο πεπερασµένου πλήθους ανάγωγων, ή ισοδύναµα πρώτων, στοιχείων του R[t ] και άρα ο δακτύλιος
R[t ] είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης. ■

Τα επόµενα πορίσµατα είναι άµεσες συνέπειες του Θεωρήµατος 11.4.25.

Πόρισµα 11.4.26. Αν ο δακτύλιος R είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης, τότε ο δακτύλιος πολυωνύµων
R[t1, t2, · · · , tn], ∀n ≥ 1, είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

Πόρισµα 11.4.27. 1. Ο δακτύλιος Z[t1, t2, · · · , tn], ∀n ≥ 1, είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

2. Αν K είναι ένα σώµα, τότε ο δακτύλιος K[t1, t2, · · · , tn], ∀n ≥ 1, είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

Παρατήρηση 11.4.28. Αν και δακτύλιοι πολυωνύµων υπεράνω περιοχών µονοσήµαντης ανάλυσης είναι
περιοχές µονοσήµαντης ανάλυσης, δεν συµβαίνει το ίδιο για δακτυλίους τυπικών δυναµοσειρών. Πράγµα-
τι υπάρχει παράδειγµα7 περιοχής µονοσήµατης ανάλυσης R, η οποία επιπλέον είναι τοπικός δακτύλιος,
αλλά η ακέραια περιοχή R�t� των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω του R δεν είναι περιοχή µονοσήµαντης
ανάλυσης. Ο δακτύλιος R του παραδείγµατος δεν µπορεί να είναι σώµα, διότι, σύµφωνα µε την Πρόταση
11.1.5, για κάθε σώµα K, ο δακτύλιος K�t� των τυπικών δυναµοσειρών είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών και
άρα περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης. N

Κλείνουµε την παρούσα ενότητα µε την ακόλουθη εφαρµογή της εκτεθείσας ϑεωρίας στη στοιχειώδη
Θεωρία Αριθµών.

7Βλέπε P. Samuel: “On unique factorization domains”, Ill. J. Math. 5 (1961), 1–17.
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Θεώρηµα 11.4.29. ΄Εστω p ένας περιττός πρώτος αριθµός. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο p είναι άθροισµα δύο τετραγώνων.

2. Ο p είναι της µορφής 4n +1, n ≥ 1.

Απόδειξη. «1. =⇒ 2.» Υποθέτουµε ότι ο πρώτος p είναι άθροισµα δύο τετραγώνων: p = a2+b2, a,b ∈Z.
Αν a = 2k, τότε a2 = 4k2 και αν a = 2k +1, τότε a2 = 4k2 +4k +1 = 4(k2 +k)+1. Παρόµοια, αν b = 2l ,
τότε b2 = 4l 2, και αν b = 2l +1, τότε b2 = 4l 2 +4l +1 = 4(l 2 + l )+1. ΄Αρα, αν a = 2k και b = 2l , τότε
p = a2 +b2 = 4(k2 + l 2), το οποίο είναι άτοπο διότι ο p είναι πρώτος. Αν a = 2k +1 και b = 2l +1, τότε
p = a2+b2 = 4(k2+k)+1+4(l 2+l )+1 = 4(k2+k+l 2+l )+2, το οποίο είναι άτοπο διότι ο p είναι πρώτος.
Αν a = 2k+1 και b = 2l , τότε p = a2+b2 = 4(k2+k)+1+4l 2 = 4(k2+k+ l 2)+1, και παρόµοια, αν a = 2k
και b = 2l +1, τότε p = a2+b2 = 4(k2+ l 2+ l )+1. ΄Αρα, αν ο p είναι άθροισµα δυο τετραγώνων, τότε ο p
είναι της µορφής 4n +1.

«2. =⇒ 1.» Υποθέτουµε ότι ο πρώτος p είναι της µορφής 4n + 1, όπου n ≥ 1. Τότε (p − 1)! =
(2n)! · (2n +1)(2n +2) · · ·4n = (2n)! · (p −2n) · · · (p −1). Θεωρώντας αυτή τη σχέση mod p, ϑα έχουµε:

(p −1)! ≡ 1 ·2 · · · (2n)! · (−2n) · · · (−1)(mod p) ≡ (1 ·2 · · ·2n)2(−1)2n (mod p) = (2n)!(−1)n (mod p)

Θέτοντας x = (2n)!(−1)n , χρησιµοποιώντας ότι από το Θεώρηµα του Wilson, ϐλέπε το Θεώρηµα 3.8.3,
έχουµε (p −1)! ≡ −1(mod p), έπεται ότι : x2 ≡ −1(mod p), και εποµένως p | x2 +1. Τότε εργαζόµενοι
στην περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης Z[i ], ϑα έχουµε p | (x + i )(x − i ). Αν p | x + i , τότε ϑα έχουµε
p(a +bi ) = x + i , για κάποιο a +bi ∈ Z[i ], δηλαδή pa +pbi = x + i , από όπου pb = 1 και αυτό είναι
άτοπο διότι p > 2. Παρόµοια, αν p | x − i , τότε ϑα έχουµε p(c +di ) = x − i , για κάποιο c +di ∈ Z[i ],
δηλαδή pc + pdi = x − i , από όπου pd = −1 και αυτό είναι άτοπο διότι p > 2. ΄Αρα το στοιχείο p
δεν είναι πρώτο και εποµένως δεν είναι ανάγωγο. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν µη-αντιστρέψιµα
στοιχεία a + bi ,c + di ∈ Z έτσι ώστε p = (a + bi )(c + di ) και τότε χρησιµοποιώντας την Ευκλείδεια
στάθµη δ : Z[i ] −→N0, δ(a +bi ) = a2 +b2, έπεται ότι

δ(p) = p2 = δ(
(a +bi )(c +di )

)= δ(a +bi )δ(c +di ) = (a2 +b2)(c2 +d 2)

΄Αρα p ·p = (a2 +b2)(c2 +d 2), από όπου ϑα έχουµε ότι p = a2 +b2 = c2 +d 2. ■

11.5 Ασκήσεις

΄Ασκηση 11.5.1. Να δειχθεί ότι το ιδεώδες (2, t ) του δακτυλίου πολυωνύµων Z[t ] το οποίο παράγεται από το
σταθερό πολυώνυµο 2 και το πολυώνυµο t δεν είναι κύριο.

΄Ασκηση 11.5.2. Να δειχθεί ότι το ιδεώδες (t1, t2) του δακτυλίου πολυωνύµων K[t1, t2], όπου K είναι ένα
σώµα, το οποίο παράγεται από τα πολυώνυµα t1 και t2, δεν είναι κύριο.

΄Ασκηση 11.5.3. ΄Εστω ότι R είναι µια ακέραια περιοχή και υποθέτουµε ότι κάθε Ϲεύγος µη µηδενικών
στοιχείων της R αποτελείται από συντροφικά στοιχεία. Να δειχθεί ότι η ακέραια περιοχή R είναι σώµα.

΄Ασκηση 11.5.4. ΄Εστω p είναι ένας πρώτος αριθµός και ϑεωρούµε τον υποδακτύλιο

Qp =
{ a

b
∈Q

∣∣∣ p - b
}

του Q. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος είναι τοπικός και περιοχή κυρίων ιδεωδών, και Qp /m∼=Zp , όπου m είναι το
µοναδικό µεγιστοτικό ιδεώδες του Qp .
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΄Ασκηση 11.5.5. ΄Εστω p ένας πρώτος ακέραιος αριθµός. Θεωρούµε το σύνολο

Zp (i ) = {
[a]p + [b]p i | [a]p , [b]p ∈Zp

}
στο οποίο ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης «+» και πολλαπλασιασµού «·» ως εξής :(

[a]p + [b]p i
)+ (

[c]p + [d ]p i
)= (

[a]p + [c]p
)+ (

[b]p + [d ]p
)
i

([a]p + [b]p i ) · ([c]p + [d ]p i ) = (
[a]p [c]p − [b]p [d ]p

)+ (
[a]p [d ]p + [b]p [c]p

)
i

1. Να δειχθεί ότι το σύνολο Zp (i ) είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα.

2. Να δειχθεί ότι το σύνολο R :=Zp ×Zp το οποίο είναι εφοδιασµένο µε τις ακόλουθες πράξεις πρόσθεσης
«+» και πολλαπλασιασµού «·»(

[a]p , [b]p
)+ (

[c]p , [d ]p
)= (

[a]p + [c]p , [b]p + [d ]p
)

([a]p , [b]p ) · ([c]p , [d ]p ) = (
[a]p [c]p − [b]p [d ]p , [a]p [d ]p + [b]p [c]p

)
είναι ένας δακτύλιος ισόµορφος µε τον δακτύλιο Zp (i ), µέσω ενός ισοµορφισµού ο οποίος στέλνει το
στοιχείο ([0]p , [1]p ) ∈Zp ×Zp στο στοιχείο i ∈Zp (i ).

3. Να εξεταστεί αν ο δακτύλιος Zp (i ) είναι ακέραια περιοχή η σώµα.

΄Ασκηση 11.5.6. Αν p είναι ένας πρώτος αριθµός, να δειχθεί ότι υπάρχουν ισοµορφισµοί δακτυλίων :

Zp (i ) ∼= Z[i ]/(p) ∼= Zp [t ]/(t 2 +1)

΄Ασκηση 11.5.7. Αν p είναι ένας πρώτος αριθµός, να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ο πρώτος αριθµός p είναι πρώτο στοιχείο του δακτυλίου Z[i ].

2. Το κύριο ιδεώδες (p) ⊆Z[i ] είναι µεγιστοτικό ιδεώδες του Z[i ].

3. Ο δακτύλιος Zp (i ) είναι σώµα.

΄Ασκηση 11.5.8 (Ο Ευκλείδειος Αλγόριθµος). ΄Εστω (R,δ) µια Ευκλείδεια περιοχή, και a1, a2 δύο µη µηδενικά
στοιχεία του R. Ορίζουµε στοιχεία ak , ∀k ≥ 3, ως εξής :

a1 = a2q2 +a3, 0 ≤ δ(a3) < δ(a2)

a2 = a3q3 +a4, 0 ≤ δ(a4) < δ(a3)

...

ak = ak+1qk+1 +ak+2, 0 ≤ δ(ak+2) < δ(ak+1)

...

1. Να δειχθεί ότι υπάρχει n ≥ 2 έτσι ώστε an 6= 0 και an+1 = 0, και τότε

an = (a1, a2)

2. Να χρησιµοποιηθούν οι παραπάνω σχέσεις για να γραφεί ο µέγιστος κοινός διαιρέτης (a1, a2) στη µορφή
(a1, a2) = x1a1 +x2a2, όπου x1, x2 ∈ R.

΄Ασκηση 11.5.9. Να ϐρεθεί ο µέγιστος κοινός διαιρέτης (11+7i ,18− i ) των στοιχείων 11+7i , 18− i ∈Z[i ].
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΄Ασκηση 11.5.10. Να ϐρεθεί ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των πολυωνύµων

P (t ) = t 3 + t 2 + t −3 και Q(t ) = t 4 − t 3 +3t 2 + t −4

στην Ευκλείδεια περιοχή Q[t ].

΄Ασκηση 11.5.11. ΄Εστω ότι R είναι µια περιοχή κυρίων ιδεωδών, και 0 6= a ∈ R. Να δειχθεί ότι αν, το στοιχείο
a είναι πρώτο, τότε ο δακτύλιος πηλίκο R/(a) είναι σώµα, και, αν το στοιχείο a δεν είναι πρώτο, τότε ο δακτύλιος
πηλίκο R/(a) δεν είναι ούτε ακέραια περιοχή.

΄Ασκηση 11.5.12. Να δειχθεί ότι οι ακόλουθοι δακτύλιοι είναι Ευκλείδειες περιοχές, όπου ζ= e
2πi

3 :

Z[ζ] και Z[
p−2]

΄Ασκηση 11.5.13. Να γραφεί το πολυώνυµο P (t ) = 4t 2−4t+8 ως γινόµενο ανάγωγων στοιχείων στις ακέραιες
περιοχές :

Z[t ], Q[t ], Z11[t ]

΄Ασκηση 11.5.14. Να δειχθεί ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης (m,n) δύο ακεραίων m,n στο Z συµπίπτει µε τον
µέγιστο κοινό διαιρέτη των m,n στο Z[i ].

΄Ασκηση 11.5.15. Να δειχθεί ότι οι ακέραιες περιοχές Z[
p

2] και Z[
p

3] είναι Ευκλείδειες περιοχές.

Υπόδειξη: Θεωρήστε την απεικόνιση δ(x + y
p

d) = |x2 −d y2|, όπου d = 2,3.

΄Ασκηση 11.5.16. ΄Εστω I ένα µη µηδενικό ιδεώδες του δακτυλίου Z[i ]. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος πηλίκο
Z[i ]/I έχει πεπερασµένο πλήθος στοιχείων. Πόσα στοιχεία έχουν οι δακτύλιοι

Z[i ]/(3), Z[i ]/(1+ i ), Z[i ]/(1+2i );

Ποιοι από τους παραπάνω δακτύλιους είναι σώµατα ;

΄Ασκηση 11.5.17. Να δειχθεί ότι στην ακέραια περιοχή Z[
p−3] το στοιχείο 2 είναι ανάγωγο αλλά όχι πρώτο.

Να συµπεράνετε ότι ο δακτύλιος Z[
p−3] δεν είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

΄Ασκηση 11.5.18. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Z[
p

d ], όπου d < 1 είναι ένας περιττός ακέραιος, δεν είναι
περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

Υπόδειξη: ∆είξτε ότι το 2 είναι ανάγωγο αλλά όχι πρώτο στοιχείο του Z[
p

d ].

΄Ασκηση 11.5.19. Να δειχθεί ότι ο πυρήνας του µοναδικού οµοµορφισµού δακτυλίων

f : Z[t ] −→R, έτσι ώστε t 7−→ 1+p
2

είναι ένα κύριο ιδεώδες.

΄Ασκηση 11.5.20. Να δειχθεί ότι σε µια ακέραια περιοχή R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Ικανοποιείται η συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για κύρια ιδεώδη.

2. ∆εν υπάρχει άπειρη ακολουθία µη µηδενικών στοιχείων a1, a2, · · · , του R έτσι ώστε το στοιχείο an+1 να
είναι γνήσιος διαιρέτης του an , ∀n ≥ 1.
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΄Ασκηση 11.5.21. ΄Εστω ότι R είναι µια ακέραια περιοχή έτσι ώστε κάθε µη-µηδενικό στοιχείο της είναι είτε
ανάγωγο είτε αντιστρέψιµο. Να δειχθεί ότι η ακέραια περιοχή R είναι σώµα.

΄Ασκηση 11.5.22. Να γραφεί ο αριθµός 30 ως γινόµενο πρώτων στοιχείων στον δακτύλιο Z[i ].

΄Ασκηση 11.5.23. Να δειχθεί ότι τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου πολυωνύµων Z[t ] είναι της µορφής

(p)+(A(t )) = {
pP (t )+Q(t )A(t ) ∈Z[t ] | p : πρώτος ακέραιος, A(t ) : µονικό πολυώνυµο, ανάγωγο στο σώµα Zp

}
όπου ένα πολυώνυµο P (t ) = ∑n

k=0 ak t k ∈ Z[t ] καλείται ανάγωγο στο σώµα Zp αν το πολυώνυµο P̃ (t ) =∑n
k=0[ak ]p t k ∈Zp [t ] είναι ανάγωγο στο σώµα Zp .

Οι επόµενες πέντε ασκήσεις αποτελούν τα ϐήµατα για την απόδειξη του ακόλουθου χαρακτηρισµού
περιοχών µονοσήµαντης ανάλυσης :

• Μια ακέραια περιοχή R είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης αν και µόνο αν : (α) ο R ικανοποιεί τη
συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για κύρια ιδεώδη, και (β) κάθε δύο στοιχεία του R∗ έχουν µέγιστο κοινό διαιρέτη.

Πρώτα υπενθυµίζουµε ότι στο σύνολο των µη µηδενικών στοιχείων µιας ακέραιας περιοχής R έχουµε
ορίσει τη σχέση συντροφικότητας «∼»: a ∼ b αν και µόνο αν τα στοιχεία είναι συντροφικά, δηλαδή υπάρχει
αντιστρέψιµο στοιχείο u έτσι ώστε a = ub. Στις επόµενες πέντε ασκήσεις R συµβολίζει µια ακέραια περιοχή

στην οποία κάθε δύο µη µηδενικά στοιχεία του R έχουν µέγιστο κοινό διαιρέτη. Αν a1, a2, · · · , an ∈ R∗, τότε, χάριν
ευκολίας, συµβολίζουµε µε (a1, a2, · · · , an) έναν µέγιστο κοινό διαιρέτη των στοιχείων a1, a2, · · · , an .

Οι ιδιότητες οι οποίες περιγράφονται στις επόµενες ασκήσεις είναι οικείες από τη ϑεωρία διαιρετότητας
στην στοιχειώδη Θεωρία Αριθµών.

΄Ασκηση 11.5.24. Κάθε πεπερασµένο πλήθος µη µηδενικών στοιχείων του R έχει έναν µέγιστο κοινό διαιρέτη.

΄Ασκηση 11.5.25. ∀a,b,c ∈ R∗: ((a,b),c) ∼ (a, (b,c)).

΄Ασκηση 11.5.26. ∀a,b,c ∈ R∗: c(a,b) ∼ (ca,cb).

΄Ασκηση 11.5.27. ∀a,b,c ∈ R∗: (a,b) ∼ 1 και (a,c) ∼ 1 =⇒ (a,bc) ∼ 1.

΄Ασκηση 11.5.28. Κάθε ανάγωγο στοιχείο της ακέραιας περιοχής R είναι πρώτο.

΄Ασκηση 11.5.29. Για µια ακέραια περιοχή R τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η ακέραια περιοχή R είναι περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης.

2. (αʹ) Η ακέραια περιοχή R ικανοποιεί τη συνθήκη αύξουσας αλυσίδας για κύρια ιδεώδη.

(ϐʹ) Κάθε δύο µη µηδενικά στοιχεία της ακέραιας περιοχής R έχουν µέγιστο κοινό διαιρέτη.

΄Ασκηση 11.5.30. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος R�t� των τυπικών δυναµοσειρών υπεράνω του R είναι περιοχή
µονοσήµαντης ανάλυσης.

΄Ασκηση 11.5.31. Να δειχθεί ότι ο δακτύλιος Zpn , όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός, είναι δακτύλιος
µονοσήµαντης ανάλυσης ο οποίος δεν είναι ακέραια περιοχή.
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΄Ασκηση 11.5.32. ΄Εστω ότι R είναι ένας δακτύλιος ο οποίος περιέχει τον δακτύλιο Z των ακεραίων ως
υποδακτύλιο, και έστω n,m ∈N. Αν n,m ∈ I , όπου I είναι ένα γνήσιο ιδεώδες του R, τότε οι n,m έχουν έναν
ακέραιο κοινό παράγοντα ≥ 2.

΄Ασκηση 11.5.33. Να δειχθεί ότι, αν R είναι µια ακέραια περιοχή η οποία δεν είναι σώµα, τότε ο δακτύλιος
πολυωνύµων R[t ] δεν είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

΄Ασκηση 11.5.34. Να δειχθεί ότι υπάρχει άπειρο πλήθος ανάγωγων (= πρώτων) στοιχείων στην Ευκλείδεια
περιοχή Z[i ].

΄Ασκηση 11.5.35. ΄Εστω R µια περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης η οποία περιέχει πεπερασµένο πλήθος
αντιστρέψιµων στοιχών, π.χ. R =Z ή R =Z[i ] ή R = F[t ], όπου F είναι ένα πεπερασµένο σώµα.

Να δειχθεί ότι η περιοχή R περιέχει άπειρο πλήθος ανάγωγων (= πρώτων) στοιχείων.

Υπόδειξη: Υπενθυµίζουµε ότι, σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Ευκλείδη, το πλήθος των πρώτων ϑετικών
ακέραιων αριθµών είναι άπειρο. Προσπαθήστε να ακολουθήσετε την απόδειξη του Ευκλείδη.



Παράρτηµα Αʹ

Μεγιστοτικά Ιδεώδη σε ∆ακτύλιους
Συνεχών Συναρτήσεων

Στό παρόν Παράρτηµα ϑα µελετήσουµε µεγιστοτικά ιδεώδη δακτυλίων συνεχών συναρτήσεων επί ενός κλει-
στού διαστήµατος της πραγµατικής ευθείας.

Υπενθυµίζουµε ότι το σύνολο

C ([0,1],R) = {
f : [0,1] −→R | f : συνεχής

}
εφοδιασµένο µε τις πράξεις

∀ f , g ∈C ([0,1],R) : ( f + g )(x) = f (x)+ g (x)

∀ f , g ∈C ([0,1],R) : ( f · g )(x) = f (x)g (x)

είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα την σταθερή συνάρτηση 1 : [0,1] −→R, 1(x) = 1.
Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι το άθροισµα και το γινόµενο συνεχών συναρτήσεων [0,1] −→R είναι

συνεχής συνάρτηση, και εποµένως το σύνολο C ([0,1],R) είναι ένας υποδακτύλιος του δακτυλίου F ([0,1],R)
όλων των συναρτήσεων από το διάστηµα [0,1] στο R. Γενικά ο δακτύλιος C ([0,1]) περιέχει διαιρέτες του
µηδενός και εποµένως ο δακτύλιος C ([0,1]) δεν είναι ούτε σώµα ούτε ακέραια περιοχή.

Θα προσδιορίσουµε τα µεγιστοτικά ιδεώδη του δακτυλίου

C ([0,1],R) = {
f : [0,1] −→R | f : συνεχής

}
Θέτουµε R :=C ([0,1],R), και τότε για κάθε πραγµατικό αριθµό r ∈ [0,1], ϑεωρούµε την σταθερή συνάρτηση

r : [0,1] −→R, r(x) = r

Προφανώς η r είναι συνεχής και άρα r ∈ R, ∀r ∈ [0,1]. Θεωρούµε την απεικόνιση

Φr : R −→R, Φr ( f ) = f (r )

Τότε Φr (1) = 1(r ) = 1, και, αν f , g ∈ R, τότε ϑα έχουµε:

Φr ( f + g ) = ( f + g )(r ) = f (r )+ g (r ) =Φr ( f )+Φr (g )

Φr ( f · g ) = ( f · g )(r ) = f (r ) · g (r ) =Φr ( f ) ·Φr (g )

΄Αρα η απεικόνιση Φr είναι ένας οµοµορφισµός δακτυλίων και ο οποίος είναι επιµορφισµός, διότι, αν s ∈R,
τότε για την σταθερή συνάρτηση s : [0,1] −→R, s(x) = s, ϑα έχουµε: Φr (s) = s(r ) = s. Από το Πρώτο Θεώρηµα
Ισοµορφισµών δακτυλίων, ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό δακτυλίων

R/Mr
∼= R, όπου Mr =

{
f ∈ R | Φr ( f ) = f (r ) = 0

}
521
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Εποµένως, για κάθε r ∈ [0,1], το υποσύνολο Mr είναι ένα µεγιστοτικό ιδεώδες του R. Το ακόλουθο Θεώρηµα
δείχνει ότι κάθε µεγιστοτικό ιδεώδες του R είναι της µορφής Mr για κατάλληλο r ∈R.

Υπενθυµίζουµε ότι µε

Max(R) = {
I ⊆ R | I : µεγιστοτικό ιδελωδες του R

}
συµβολίζουµε το σύνολο όλων των µεγιστοτικών ιδεωδών του δακτυλίου R.

Θεώρηµα Αʹ.0.1. ΄Εστω R =C ([0,1],R) ο δακτύλιος των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων επί του κλειστού
διαστήµατος [0,1] της πραγµατικής ευθείεας. Τότε η απεικόνιση

Ω : [0,1] −→ Max(R), Ω(r ) = Mr =
{

f ∈ R | f (r ) = 0
}

είναι «1-1» και «επί».

Απόδειξη. Η ανάλυση που προηγήθηκε δείχνει ότι η απεικόνιση Ω είναι καλά ορισµένη. Αν Ω(r ) =Ω(s),
όπου r, s ∈ [0,1], τότε ϑα έχουµε Mr = Ms . Θεωρούµε τις συναρτήσεις φr ,φs : [0,1] −→ R, όπου φr (x) = x − r
και φs (x) = x − s. Επειδή προφανώς οι συναρτήσεις φr ,φs είναι συνεχείς, ϑα έχουµε φr ,φs ∈ R. Επειδή
προφανώς φr (r ) = r − r = 0, ϑα έχουµε φr ∈ Mr , και επειδή Mr = Ms , ϑα έχουµε φr ∈ Ms και εποµένως
φr (s) = 0, δηλαδή s − r = 0, και άρα s = r . Αυτό σηµαίνει ότι η απεικόνιση Ω είναι «1-1».

΄Εστω M ένα µέγιστο ιδεώδες του R. Θα δείξουµε πρώτα ότι υπάρχει r ∈ [0,1] έτσι ώστε M ⊆ Mr , δηλαδή
ϑα δείξουµε ότι :

∃r ∈ [0,1] : f ∈ M =⇒ f ∈ Mr

Ισοδύναµα ϑα δείξουµε ότι :
∃r ∈ [0,1] : ∀ f ∈ M : f (r ) = 0 (†)

΄Εστω ότι ο ισχυρισµός (†) δεν ισχύει. Τότε ϑα έχουµε ότι :

∀x ∈ [0,1], ∃ fx ∈ M : fx (x) 6= 0 (††)

− Μεσω µιας σειρας 4 βηµατων θα δουµε οτι ο ισχυρισµος (††) µας οδηγει σε ατοπο:

Βήµα 1: Επειδή, ∀x ∈ [0,1], η συνάρτηση fx ανήκει στο ιδεώδες M , έπεται ότι η fx είναι συνέχης. Επειδή
fx (x) 6= 0, λόγω της συνέχειας της fx , έπεται ότι υπάρχει ένα ανοιχτό διάστηµα Ix το οποίο περιέχει το
x: x ∈ Ix , έτσι ώστε fx (y) 6= 0, ∀y ∈ Ix :

∀x ∈ [0,1], ∃ ανοιχτό διάστηµα Ix ⊆ [0,1] έτσι ώστε x ∈ Ix και ∀y ∈ Ix : fx (y) 6= 0 (1)

Προφανώς τότε ϑα έχουµε ότι η ένωση όλων των ανοιχτών διαστηµάτων Ix τα οποία περιέχουν τα
στοιχεία x του [0,1] ϑα µας δίνει το διάστηµα [0,1]:

[0,1] = ⋃
x∈[0,1]

Ix (2)

Βήµα 2: Από τη σχέση (2) ϐλέπουµε ότι η συλλογή ανοιχτών διαστηµάτων

I = {
Ix ⊆ [0,1] | x ∈ [0,1]

}
την οποία ορίσαµε στη σχέση (1)

αποτελεί µια ανοιχτή κάλυψη του κλειστού διαστήµατος [0,1].
Από το Θεώρηµα των Heine-Borel 1 της Πραγµατικής Ανάλυσης : «κάθε ανοιχτή κάλυψη ενός κλειστού
διαστήµατος της πραγµατικής ευθείας, περιέχει µια πεπερασµένη υποκάλυψη», έπεται ότι υπάρχει πεπε-
ϱασµένο πλήθος στοιχείων x1, x2, · · · , xn ∈ [0,1], έτσι ώστε η ένωση των ανοιχτών διαστηµάτων Ix1 , · · · , Ixn ,
όπου κάθε ανοιχτό διάστηµα Ix j περιέχει το στοιχείο x j , µας δίνει το κλειστό διάστηµα [0,1]:

∃x1, x2, · · · , xn ∈ [0,1] : Ix j ∈ I , j = 1,2, · · · ,n, και [0,1] =
n⋃

j=1
Ix j (3)

1 - Félix Édouard Justin Émile Borel (7 Ιανουαρίου 1871 - 3 Φεβρουαρίου 1956) [https://en.wikipedia.org/wiki/
?mile_Borel]: Γάλλος µαθηµατικός και πολιτικός, γνωστός για τη συµβολή του στην Ανάλυση, και ιδιαίτερα στη Θεωρία Μέτρου,
και στη Θεωρία Πιθανοτήτων.

- Heinrich Eduard Heine (16 Μαρτίου 1821 - 21 Οκτωβρίου 1881) [https://en.wikipedia.org/wiki/Eduard_Heine]:
Γερµανός µαθηµατικός µε συµβολή στην Πραγµατική Ανάλυση (υπεργεωµετρικές σειρές, ειδικές συναρτήσεις).

https://en.wikipedia.org/wiki/?mile_Borel
https://en.wikipedia.org/wiki/?mile_Borel
https://en.wikipedia.org/wiki/Eduard_Heine
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Βήµα 3: Θεωρούµε την συνάρτηση

f = f 2
x1
+ f 2

x2
+·· ·+ f 2

xn
: [0,1] −→ R, f (x) = f 2

x1
(x)+ f 2

x2
(x)+·· ·+ f 2

xn
(x)

Σηµειώνουµε ότι f 2
x j

(x) = fx j (x) fx j (x) = ( fx j (x))2, 1 ≤ j ≤ n.

Η συνάρτηση f είναι προφανώς συνεχής και εποµένως f ∈C ([0,1],R). Επιπρόσθετα επειδή οι συναρ-
τήσεις fx , x ∈ [0,1], ανήκουν εκ κατασκευής στο ιδεώδες M έπεται ότι προφανώς ϑα έχουµε:

f = f 2
x1
+ f 2

x2
+·· ·+ f 2

xn
∈ M

Βήµα 4: Θα δείξουµε ότι η συνάρτηση f είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου C ([0,1],R) και

M =C ([0,1],R)

Για να το δείξουµε αυτό, δείχνουµε πρώτα ότι η f δεν µηδενίζεται πουθενά στο διάστηµα [0,1]:

f (z) 6= 0, ∀z ∈ [0,1]

Πραγµατικά: έστω ότι υπάρχει z ∈ [0,1] έτσι ώστε f (z) = 0. Τότε :

f (z) = 0 =⇒ f 2
x1

(z)+ f 2
x2

(z)+·· ·+ f 2
xn

(z) = 0 =⇒ ( fx j (z))2 = 0, 1 ≤ j ≤ n

και άρα
fx j (z) = 0, ∀ j = 1,2, · · · ,n (4)

Επειδή z ∈ [0,1] και επειδή από τη σχέση (3) έχουµε [0,1] =⋃n
j=1 Ix j , έπεται ότι

z ∈ Ixk , για κάποιο k = 1,2, · · · ,n

΄Οµως τότε από τον ορισµό τουµ διαστήµατος Ixk , έπεται ότι

fxk (z) 6= 0 (5)

Εποµένως οι σχέσεις (4), (5) µας οδηγούν σε άτοπο, και άρα πράγµατικά έχουµε:

f (z) 6= 0, ∀z ∈ [0,1] (6)

Επειδή η f δεν µηδενίζεται σε κανένα σηµείο του [0,1], έπεται ότι µπορούµε να ορίσουµε µια συνάρ-
τηση

g : [0,1] −→ R, g (x) = 1

f (x)

και εύκολα ϐλέπουµε ότι η g είναι συνεχής και άρα ανήκει στον δακτύλιο C ([0,1],R). Επειδή

( f · g )(x) = f (x)g (x) = 1 = g (x) f (x) = (g · f )(x), ∀x ∈ [0,1]

έπεται ότι η f είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του δακτυλίου C ([0,1],R) και g = f −1.

Εποµένως το ιδεώδες M περιέχει το αντιστρέψιµο στοιχείο f και άρα το ιδεώδες M συµπίπτει µε τον
δακτύλιο C ([0,1],R). Αυτό όµως είναι ατοπο διότι το M είναι µεγιστοτικό και άρα εξ ορισµού είναι
γνήσιο.

Τα ϐήµατα (1) - (4) µας οδηγήσαν σε άτοπο, υποθέτοντας ότι ισχύει η σχέση (††). Εποµένως η σχέση
(††) δεν ισχύει, και άρα ϑα έχουµε:

∃r ∈ [0,1] : ∀ f ∈ M : f (r ) = 0 (†)

΄Οπως είδαµε, αυτό σηµαίνει ότι :
M ⊆ Mr ⊆ C ([0,1]) (7)

Επειδή το ιδεώδες M είναι µεγιστοτικό, και επειδή κάθε ιδεώδες της µορφής Mr είναι µεγιστοτικό,
και άρα γνήσιο, ϑα έχουµε από τη σχέση (7) ότι :

M = Mr =Ω(r )
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Εποµένως η απεικόνιση Ω είναι «επί». ■

Παρατήρηση Αʹ.0.2. Το αποτέλεσµα του Θεωρήµατος Αʹ.0.1 έχει ενδιαφέρουσες γενικεύσεις. Θα δούµε εν
συντοµία µια από αυτές.

(I) ΄Ενας από τους λόγους που εξηγούν γιατί το αποτέλεσµα του Θεωρήµατος Αʹ.0.1 είναι σηµαντικό,
είναι γιατί µας επιτρέπει να «ανακαλύψουµε» το κλειστό διάστηµα [0,1] αλγεβρικά ως το σύνολο των
µεγιστοτικών ιδεωδών του δακτυλίου των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων οι οποίες ορίζονται επί
του [0,1]. Αυτή η παρατήρηση µπορεί να γίνει περισσότερο ακριβής :

Το σύνολο Max(R) των µέγιστων ιδεωδών του δακτυλίου R =C ([0,1],R) µπορεί να εφοδιαστεί µε κατάλ-
ληλη τοπολογία (ϐλέπε παρακάτω το Θεώρηµα των Gelfand-Kolmogorov), και έτσι να γίνει τοπολογικός
χώρος. Αποδεικνύεται τότε ότι η απεικόνιση την οποία ορίσαµε στο Θεώρηµα Αʹ.0.1

Ω : [0,1] −→ Max(R), Ω(r ) = Mr

είναι οµοιοµορφισµός µεταξύ τοπολογικών χώρων, δηλαδή η Ω είναι «1-1» και «επί», συνεχής και η
αντίστροφή της φ είναι συνεχής. Εποµένως οι τοπολογικοί χώροι [0,1] και Max(R) είναι (τοπολογικά)
ίδιοι.

(II) Προσεκτική παρατήρηση της απόδειξης του Θεωρήµατος Αʹ.0.1 δείχνει ότι ένα από τα κρίσιµα σηµεία
στην απόδειξη είναι η δυνατότητα εφαρµογής του Θεωρήµατος των Heine-Borel (κάθε ανοιχτή κάλυψη
ενός κλειστού διαστήµατος της πραγµατικής ευθείας περιέχει µια πεπερασµένη υποκάλυψη), και αυτό
είναι εφικτό διότι εργαζόµαστε στο κλειστό διάστηµα [0,1], το οποίο ως τοπολογικός χώρος είναι χώρος
Hausdorff,2, και συµπαγής, δηλαδή κάθε ανοιχτή του κάλυψη έχει µια πεπερασµένη υποκάλυψη.

Γενικότερα, ισχύει το ακόλουθο σηµαντικό Θεώρηµα των Kolmogorov-Gelfand.3 Πριν το διατυπώ-
σουµε, χρειαζόµαστε κάποιους ορισµούς (ότι ακολουθεί προαπαιτεί από τον αναγνώστη στοιχειώδεις
γνώσεις τοπολογίας):

΄Εστω X ένας συµπαγής τοπολογικός χώρος Hausdorff, και έστω

C (X ,R) = {
f : X −→R | f : συνεχής

}
Μπορούµε να δούµε εύκολα ότι το σύνολο C (X ,R) εφοδιασµένο µε τις ακόλουθες πράξεις

∀ f , g ∈C (X ,R) : ( f + g )(x) = f (x)+ g (x)

∀ f , g ∈C (X ,R) : ( f · g )(x) = f (x) · g (x)

είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα την σταθερή συνάρτηση 1 : X −→R, 1(x) = 1.

Για κάθε στοιχείο x ∈ X , ϑεωρούµε το σύνολο

Mx = {
f ∈C (X ,R) | f (x) = 0

}
Θεώρηµα [Kolmogorov-Gelfand (1939)] ΄Εστω X ένας συµπαγής τοπολογικός χώρος Hausdorff, και
έστω4

C (X ,R) = {
f : X −→R | f : συνεχής

}
ο δακτύλιος των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων επί του X .

2Felix Hausdorff (8 Νοεµβρίου 1868 - 26 Ιανουαρίου 1942) [https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Hausdorff]: Γερ-
µανός µαθηµατικός, εκ των ιδρυτών της σύγχρονης Τοπολογίας, µε συµβολή στη Θεωρία Συνόλων, στη Συναρτησιακή Ανάλυση, στη
Θεωρία Μέτρου, και στη Θεωρία Συναρτήσεων.

3Israel Moiseevich Gelfand (2 Σεπτεµβρίου 1913 - 5 Οκτωβρίου 2009) [https://en.wikipedia.org/wiki/Israel_
Gelfand]: Ρώσος, εκ των επιφανέστερων µαθηµατικών του 20ού αιώνα. Το έργο του σε πολλούς κλάδους ϑεωρείται ϑεµελιώδες
και εκτείνεται από την ΄Αλγεβρα και τη Θεωρία Οµάδων, τη Θεωρία Αναπαραστάσεων, µέχρι την Συναρτησιακή Ανάλυση, τη Γεωµετρία,
και τις ∆ιαφορικές Εξισώσεις.

4Σε ό, τι ακολουθεί το σώµα R µπορεί να αντικατασταθεί µε το σώµα των µιγαδικών αριθµών C.

https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Hausdorff
https://en.wikipedia.org/wiki/Israel_Gelfand
https://en.wikipedia.org/wiki/Israel_Gelfand


ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Αʹ. ΜΕΓΙΣΤΟΤΙΚΑ Ι∆ΕΩ∆Η ΣΕ ∆ΑΚΤΥΛΙΟΥΣ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 525

(1) Το σύνολο Max(R) των µέγιστων ιδεωδών του δακτυλίου R =C (X ,R), εφοδιασµένο µε κατάλληλη
τοπολογία,5 είναι ένας τοπολογικός χώρος και η απεικόνιση

Ω : X −→ Max(R), Ω(x) = Mx

είναι οµοιοµορφισµός.

(2) Κάθε συνεχής απεικόνιση φ : X −→ Y µεταξύ συµπαγών τοπολογικών χωρών Hausdorff επάγει
έναν οµοµορφισµό δακτυλίων

φ∗ : C (Y ,R) −→ C (X ,R), φ∗( f ) = f ◦φ

και κάθε οµοµορφισµός δακτυλίων C (Y ,R) −→ C (X ,R), προκύπτει µε τον παραπάνω τρόπο από
µια συνεχή απεικόνιση φ : X −→ Y .

(3) ∆ύο συµπαγείς τοπολογικοί χώροι Hausdorff X και Y είναι οµοιοµορφικοί αν και µόνο αν οι
δακτύλιοι C (X ,R) και C (Y ,R) είναι ισόµορφοι.

Το Θεώρηµα των Kolmogorov-Gelfand, ιστορικά, αποτέλεσε ένα απο τα πρώτα αποτελέσµατα τα οποία
συσχετίζουν µε γόνιµο τρόπο γενικές ιδιότητες τοπολογικών χώρων µε ανάλογες αλγεβρικές ιδιότητες κα-
τάλληλων δακτυλίων. Προς αυτή την κατεύθυνση υπάρχει πληθώρα αποτελεσµάτων µε µεγάλο ενδιαφέρον,
αναφέρουµε για παράδειγµα ανάλογα αποτελέσµατα των Gelfand-Naimark,6 Banach-Stone7 κτλ.

Ιδιαίτερα το ακόλουθο Θεώρηµα των Banach-Stone χρησιµοποιεί το γεγονός ότι ο δακτύλιος C (X ,R),
όπου X είναι ένας συµπαγής τοπολογικός χώρος Hausdorff, είναι και χώρος Banach8 µε στάθµη

∀ f ∈C (X ,R) : ‖ f ‖ = sup
{| f (x)| | x ∈ X

}
Θεώρηµα [Banach (1932) - Stone (1935)] ΄Εστω X και Y συµπαγείς τοπολογικοί χώροι Hausdorff, και

έστω
C (X ,R) = {

f : X −→R | f : συνεχής
}

και C (Y ,R) = {
f : Y −→R | f : συνεχής

}
οι δακτύλιοι των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων επί των X και Y αντίστοιχα, ϑεωρούµενοι ως χώροι
Banach µε στάθµη όπως παραπάνω. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Οι χώροι Banach C (X ,R) και C (Y ,R) είναι ισοµετρικά ισόµορφοι.

2. Οι τοπολογικοί χώροι X και Y είναι οµοιοµορφικοί. N

5Τη λεγόµενη τοπολογία του Stone της οποίας τα ανοιχτά υποσύνολα είναι τα σύνολα της µορφής M(I ) = {
M ∈Max(R) | I *M

}
,

όπου I είναι ένα ιδεώδες του δακτυλίου C (X ,R).
6Mark Naimark (5 ∆εκεµβρίου 1909 - 30 ∆εκεµβρίου 1978) [https://en.wikipedia.org/wiki/Mark_Naimark]: Ρώσος

µαθηµατικός, µε συµβολή στη Συναρτησιακή Ανάλυση και στη Θεωρία Αναπαραστάσεων.
7 - Stefan Banach (30 Μαρτίου 1892 - 31 Αυγούστου 1945) [https://en.wikipedia.org/wiki/StefanBanach]: Πολωνός

µαθηµατικός, από τους επιδραστικότερους Μαθηµατικούς του 20ου αιώνα, µε σηµαντική συµβολή στην Συναρτησιακή Ανάλυση, όπου
υπήρξε εκ των ϑεµελιωτών της.

- Marshall Harvey Stone (8 Απριλίου 1903 - 9 Ιανουαρίου 1989) [https://en.wikipedia.org/wiki/Marshall_Harvey_
Stone]: Σηµαντικός Αµερικανός µαθηµατικός, µε συµβολή στην Πραγµατική Ανάλυση, στη Συναρτησιακή Ανάλυση, στην Τοπολογία,
και στη Θεωρία των αλγεβρών Boole.

8Ακριβέστερα είναι µια (µεταθετική) άλγεβρα Banach. Για την έννοια της άλγεβρας Banach ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στο
κλασικό ϐιβλίο «Real and complex analysis» του Walter Rudin.

https://en.wikipedia.org/wiki/Mark_Naimark
https://en.wikipedia.org/wiki/Stefan Banach
https://en.wikipedia.org/wiki/Marshall_Harvey_Stone
https://en.wikipedia.org/wiki/Marshall_Harvey_Stone


Παράρτηµα Βʹ

Πότε µια Ακέραια Περιοχή είναι
Περιοχή Κυρίων Ιδεωδών;

Στην παρούσα υποενότητα ϑα χαρακτηρίσουµε τις περιοχές κυρίων ιδεωδών ως εκείνες τις ακέραιες
περιοχές οι οποίες µπορούν να δεχθούν µια στάθµη του Hasse στο σώµα κλασµάτων τους.

Ορισµός Βʹ.0.1. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος. Μια απεικόνιση

δ : R −→N0, a 7−→ δ(a)

καλείται ασθενής πολλαπλασιαστική στάθµη, αν ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. δ(0) = 0 και δ(a) ≥ 1, ∀a ∈ R \
{
0
}
.

2. ∀a,b ∈ R: δ(ab) = δ(a)δ(b).

Η ασθενής πολλαπλασιαστική στάθµη δ καλείται πολλαπλασιαστική στάθµη, αν η απεικόνιση δ ικανοποιεί
επιπλέον την ιδιότητα :

3. ∀a ∈ R: δ(a) = 1 =⇒ a ∈U(R).

Η επόµενη Πρόταση καταγράφει κάποιες στοιχεώδεις ιδιότητες (ασθενών) πολλαπλασιαστικών σταθµών.

Πρόταση Βʹ.0.2. ΄Εστω R ένας µεταθετικός δακτύλιος.

1. Ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή αν και µονο αν η απεικόνιση

δ0 : R −→N0, δ0(0) = 0 και δ0(a) = 1, ∀a 6= 0

είναι µια ασθενής πολλαπλασιαστική στάθµη επί του R.

2. Αν στον δακτύλιο R µπορεί να οριστεί µια ασθενής πολλαπλασιαστική στάθµη, τότε ο R είναι ακέραια
περιοχή.

3. Ο δακτύλιος R είναι σώµα αν και µόνο αν η απεικόνιση δ0 είναι µια πολλαπλασιαστική στάθµη επί του
R.

4. Αν δ είναι µια ασθενής πολλαπλασιαστική στάθµη επί του R, τότε : a ∈U(R) =⇒ δ(a) = 1.

Απόδειξη. 1. ΄Εστω ότι ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή, και έστω a,b ∈ R. Αν ένα εκ των a,b είναι ίσο
µε 0, για παράδειγµα το a = 0, τότε 0 = 0δ0(b) = δ0(a)δ0(b) = δ0(0) = δ0(ab). Αν a,b 6= 0, τότε, επειδή ο
δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή, ϑα έχουµε ab 6= 0, και εποµένως 1 = 1 ·1 = δ0(a)δ0(b) = δ0(ab) = 1.
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΄Αρα η απεικόνιση δ0 είναι µια ασθενής πολλαπλασιαστική στάθµη. Αντίστροφα, αν αυτό ισχύει,
έστω a,b ∈ R τέτοια ώστε ab = 0, οπότε δ0(ab) = 0. Αν a 6= 0 6= b, τότε δ0(a) = 1 = δ0(b) και άρα ϑα
καταλήξουµε στο άτοπο: 0 = δ0(ab) = δ0(a)δ0(b) = 1 ·1 = 1. ΄Αρα τουλάχιστον ένα εκ των a,b είναι ίσο
µε 0 και εποµένως ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή.

2. ΄Εστω δ µια ασθενής πολλαπλασιαστική στάθµη ορισµένη επί του R. Αν a,b ∈ R είναι τέτοια ώστε
ab = 0, τότε δ(ab) = 0. Αν a 6= 0 6= b, τότε δ(a) 6= 0 6= δ(b) και άρα ϑα καταλήξουµε στο άτοπο:
0 = δ(ab) = δ(a)δ(b) 6= 0. ΄Αρα τουλάχιστον ένα εκ των a,b είναι ίσο µε 0 και εποµένως ο δακτύλιος R
είναι ακέραια περιοχή.

3. Αν ο δακτύλιος R είναι σώµα, τότε είναι ιδιαίτερα ακέραια περιοχή και έτσι από το µέρος 1. η απει-
κόνιση δ0 είναι µια ασθενής πολλαπλασιαστική στάθµη επί του R. Αν a ∈ R είναι τέτοιο ώστε δ0 = 1,
τότε προφανώς a 6= 0 και, επειδή ο δακτύλιος R είναι σώµα, έπεται ότι a ∈U(R). ΄Ετσι η απεικόνιση δ0

είναι µια πολλαπλασιαστική στάθµη. Αντίστροφα, αν αυτό ισχύει, έστω 0 6= a ∈ R. Τότε δ0(a) = 1 και
άρα από την υπόθεση a ∈U(R). Εποµένως ο δακτύλιος R είναι σώµα.

4. ΄Εστω δ µια ασθενής πολλαπλασιαστική στάθµη επί του R. Τότε δ(1) = δ(1 ·1) = δ(1)δ(1), από όπου
δ(1) = 1. Αν το στοιχείο a είναι αντιστρέψιµο, τότε ab = 1, για κάποιο b ∈ R. Τότε 1 = δ(1) = δ(ab) =
δ(a)δ(b) και άρα δ(a) = 1 = δ(b). ■

΄Εστω R µια ακέραια περιοχή µε σώµα κλασµάτων Q(R). Αν δ : R −→ N0 είναι µια πολλαπλασιαστική
στάθµη επί της R, τότε µπορούµε να επεκτείνουµε την απεικόνιση δ σε µια απεικόνιση

δ∗ : Q(R) −→ Q, δ∗
( a

b

)= δ(a)

δ(b)

Η απεικόνιση δ∗ είναι καλά ορισµένη διότι, αν a
b = c

d , τότε ϑα έχουµε ad = bc και άρα δ(a)δ(d) = δ(ad) =
δ(bc) = δ(b)δ(c), από όπου, χρησιµοποιώντας ότι δ(b) 6= 0 6= δ(d), έπεται ότι :

δ∗
( a

b

)= δ(a)

δ(b)
= δ(b)

δ(c)
= δ∗( c

d

)
Επιπλέον η δ∗ είναι επίσης πολλαπλασιαστική (χρησιµοποιούµε ότι αν b,d 6= 0, τότε bd 6= 0 και άρα
δ(b),δ(d) 6= 0):

δ∗
( a

b
· c

d

)= δ∗( ac

bd

)= δ(ac)

δ(bd)
= δ(a)δ(c)

δ(b)δ(d)
= δ(a)

δ(b)
· δ(c)

δ(d)
= δ∗( a

b

) ·δ∗( c

d

)
Η πολλαπλασιαστική συνάρτηση δ∗ : Q(R) −→ N0 καλείται επέκταση της πολλαπλασιαστικής στάθµης
δ : R −→N0 στο σώµα κλασµάτων της ακέραιας περιοχής R.

Ορισµός Βʹ.0.3. ΄Εστω R µια ακέραια περιοχή µε σώµα κλασµάτων Q(R) και δ : R −→ N0 µια πολλαλα-
σιαστική στάθµη. Η δ καλείται στάθµη του Hasse επί της R, αν η επέκτασή της δ∗ : Q(R) −→N0 στο σώµα
κλασµάτων της R ικανοποποιεί την ακόλουθη ιδιότητα :

∀x ∈Q(R) \ R, ∃ a,b ∈ R : 0 < δ∗(ax −b) < 1

΄Οταν γραφουµε x ∈Q(R) \ R, ϕυσικά εννοούµε ότι x ∈Q(R) \φ(R), όπου φ : R −→Q(R), φ(r ) = r
1 , είναι ο

ϕυσικός µονοµορφισµός.

Παράδειγµα Βʹ.0.4. Η συνήθης απόλυτη τιµή | · | : Z−→N0 είναι µια πολλαπλασιαστική στάθµη επί του Z
και η επέκτασή της στο σώµα κλασµάτων Q είναι η συνήθης απόλυτη τιµή επί του Q, και είναι µια στάθµη
Hasse επί του Z. Πράγµατι, για κάθε ϱητό αριθµό x ο οποίος δεν είναι ακέραιος, µπορούµε να ϑέσουµε
a = 1 και b να είναι το ακέραιο µέρος του x, δηλαδή ο µαγαλύτερος ακέραιος ο οποίος είναι µικρότερος ή
ίσος µε τον x. Τότε προφανώς ϑα έχουµε 0 < |x −b| < 1.

p

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα το οποίο χαρακτηρίζει τις περιοχές κυρίων
ιδεωδών ως εκείνες τις ακέραιες περιοχές επί των οποίων µπορεί να οριστεί µια στάθµη Hasse.
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Θεώρηµα Βʹ.0.5 (Θεώρηµα του Hasse). Για µια ακέραια περιοχή R, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η ακέραια περιοχή R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών.

2. Υπάρχει µια στάθµη Hasse ορισµένη επί της R.

Απόδειξη. 1. Υποθέτουµε ότι η περιοχή R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. Αν x είναι ένα τυχόν στοιχείο
του R, τότε ϑα ορίσουµε µια στάθµη του Hasse δ : R −→ N0 επί του R. Πρώτα ορίζουµε δ(0) = 0.
Αν u ∈ U(R) είναι ένα αντιστρέψιµο στοιχέιο του R, ορίζουµε δ(u) = 1. Αν 0 6= x ∈ R \U(R), επειδή ο
δακτύλιος R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών, από το Θεώρηµα 11.4.13, έπεται ότι ο δακτύλιος R είναι
περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης, και άρα µπορούµε να γράψουµε µοναδικά x = x1 · x2 · · ·xn , όπου
κάθε xi είναι ανάγωγο στοιχείο του R, 1 ≤ i ≤ n. Ορίζουµε τότε δ(x) = 2n . Αν 0 6= y ∈ R \U(R), και
y = y1 · y2 · · · ym είναι η µοναδική γραφή του (µετρώντας πολλαπλότητες) ως γινόµενο πεπερασµένου
πλήθους ανάγωγων στοιχείων του R, τότε προφανώς ϑα έχουµε δ(x · y) = 2n+m = 2n2m = δ(x)δ(y). Η
τελευταία σχέση ισχύει προφανώς και αν ένα ή και τα δύο εκ των x, y είναι ίσα µε µηδέν ή είναι
αντιστρέψιµα στοιχεία. ΄Ετσι η απεικόνιση δ είναι µια καλά ορισµένη πολλαπλασιαστική στάθµη επί
του R. Μένει να δείξουµε ότι η δ είναι στάθµη του Hasse.

΄Εστω x ∈ Q(R) \ R, και τότε µπορούµε να γράψουµε x = a
b , όπου a,b ∈ R, b 6= 0, και (a,b) = 1 και

b ∈ R \U(R). Τότε όµως από τον ορισµό της δ, έπεται ότι δ(b) > 1. Επειδή (a,b) = 1, έπεται ότι
υπάρχουν στοιχεία k, l ∈ R: ka+l b = 1 ή ισοδύναµα ka−tb = 1, όπου t =−b. Από την τελευταία σχέση
ϑα έχουµε 1

b (ka − tb) = k a
b − t = kx − t = 1

b . Τότε ϑα έχουµε:

0 < δ
(
kx − t

)= δ(
1

b

) < 1

΄Αρα η δ είναι στάθµη του Hasse.

2. ΄Εστω δ : R −→N0 µια στάθµη του Hasse ορισµένη επί της ακέραιας περιοχής R, και έστω δ∗ : Q(R) −→
Q η επέκτασή της στο σώµα κλασµάτων της R. Αν I είναι το µηδενικό ιδεώδες του R, τότε το I είναι
κύριο : I = (0). ΄Εστω I ένα µη µηδενικό ιδεώδες του R. Τότε το I περιέχει µη µηδενικά στοιχεία και
εποµένως το I περιέχει και στοιχεία στα οποία η στάθµη δ λαµβάνει ϑετικές τιµές. ΄Εστω d ∈ I ένα
στοιχείο για το οποίο δ(d) > 0 και το d είναι ελάχιστο µεταξύ των στοιχείων του I στα οποία η στάθµη
λαµβάνει ϑετικές τιµές. Θα δείξουµε ότι I = (d). Επειδή d ∈ I , ϑα έχουµε (d) ⊆ I και αρκεί να δείξουµε
ότι I ⊆ (d). ΄Εστω a ένα στοιχείο του I και ϑέτουµε x = a

d ∈ Q(R). Αν d | a, τότε προφανώς x ∈ R.
Υποθέτουµε ότι x ∉ R και άρα x ∈Q(R)\R. Επειδή η στάθµη δ είναι στάθµη του Hasse, ϑα έχουµε για
κάποια στοιχεία c,b ∈ R:

0 < δ∗
(
c

a

d
−b

) < 1

Πολλαπλασιάζοντας µε δ(d) = δ∗(d), ϑα έχουµε:

0 < δ∗(d)δ∗(c
a

d
−b) = δ∗(dc

a

d
−db) = δ(ca −db) < δ(d)

Το στοιχείο ca−db ανήκει στο ιδεώδες I , διότι d , a ∈ I , και έχει στάθµη γνήσια µικρότερη της στάθµης
του στοιχείου d . Αυτό είναι άτοπο από την επιλογή του I . ΄Αρα x = a

d ∈ R το οποίο σηµαίνει ότι d | a,
και άρα a ∈ (d), δηλαδή I ⊆ (d). Εποµένως ϑα έχουµε I = (d), δηλαδή το I είναι κύριο. ΄Αρα η περιοχή
R είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών. ■
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δακτυλίου, 331
Μοναδική παραγοντοποίηση

σε έναν δακτύλιο, 507
Μονικός γεννήτορας, 443
Μονοειδές, 76

αντίθετο, 76
αντιστρέψιµων στοιχείων, 78
µεταθετικό, 76
πηλίκο, 77
τετριµµένο, 77

Μονοµορφισµός
δακτυλίων, 389
κανονικής έγκλεισης δακτυλίων, 392
µονοειδών, 85
οµάδων, 157

Οδηγών συντελεστής πολυωνύµου, 434
Οµάδα, 98

άπειρη, 104, 177
(ευθέως) αναλύσιµη, 173
(ευθέως) µη αναλύσιµη, 173
Hamilton, 284
Prüfer, 188
αβελιανή (µεταθετική), 99
αντίθετη, 168, 313
αντιστρέψιµων στοιχείων ενός δακτύλιου, 356
απλή, 148, 271
αυτοµορφισµών, 299
διεδρική, 112

ειδική γραµµική, 126
ειδική µοναδιαία, 127
ειδική ορθογώνια, 127
εκθέτης, 240
ελεύθερης στρέψης, 187
ενελικτικά αντιστρέψιµων αριθµητικών συναρ-

τήσεων, 115
εξωτερικών αυτοµορφισµών, 301
γενική γραµµική, 111
γενικευµένη των τετρανίων του Hamilton, 138
κυκλική, 177
µεικτή, 187
µεταθέσεων, 108, 245
µοναδιαία, 127
µονοσειραϊκή, 221
ορθογώνια, 126
πεπεραµένα παραγόµενη, 137
πεπερασµένα παραγόµενη, 188
πεπερασµένη, 104, 177
πηλίκο, 286
πολλαπλασιαστική

αντιστρέψιµων κλάσεων υπολοίπωνmod n, 108
σώµατος, 105

προσθετική
διανυσµατικού χώρου, 105
κλάσεων υπολοίπων mod n, 108
σώµατος, 105

στρέψης, 187
συµµετρική, 108, 245
τετριµµένη, 104
του Klein, 118
του κύκλου, 125
των n-οστών ϱιζών της µονάδας, 125
των τετρανίων του Hamilton, 129

Οµάδες
ισόµορφες, 160

Οµοµορφισµός
δακτυλίων, 389
ευθύ γινόµενο

µονοειδών, 83
ηµιοµάδων, 81
κανονική προβολή

µονοειδών, 82
µονοειδών, 81

τετριµµένος, 81
οµάδων, 157, 289

ευθύ γινόµενο, 165
πολυωνυµικής επέκτασης, 395

Πίνακας Cayley
αλγεβρικής δοµής, 57
µονοειδούς, 76
οµάδας, 115
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Περιεκτικότητα πολυωνύµου, 512
Περιοχή, 355

Ακέραια, 355
Ευκλείδεια, 502
κυρίων ιδεωδών, 491

Περιοχή µονοσήµαντης ανάλυσης, 507
Πλευρική κλάση

αριστερή, 195
δεξιά, 195

Πολλαπλασιαστική στάθµη, 526
ασθενής, 526

Πολυώνυµο, 342, 349
Laurent, 462
ανάγωγο, 439
ελάχιστο, 444
µονικό, 434
πρωταρχικό, 512
σταθερό, 434

Πράξη
επαγόµενη, 69
µεταθετική, 52
προσεταιριστική, 52

Πράξη (διµελής), 51
Πρόσηµο

µετάθεσης, 266
Πρώτα µεταξύ τους ανά δύο

στοιχεία σε έναν δακτύλιο, 500
Πρώτο

στοιχείο σε έναν δακτύλιο, 504
Πρωτόσωµα, 416
Πρωταρχική ϱίζα mod n, 441
Πρωτοδακτύλιος, 345
Πρωτογενής ανάλυση ακεραίου, 21
Πυρήνας

οµοµορφισµού
µονοειδών, 85
οµάδων, 290

οµοµορφισµού δακτυλίων, 391

Χαρακτηριστική δακτυλίου, 360

Ρίζα
πολυωνύµου, 439
πρωταρχική n-οστή της µονάδας, 136

Ριζικό ιδεώδους, 431

Σύµπλοκο
αριστερό, 195
δεξιό, 195

Σύνδεσµος, 31
πλήρης, 31

Σύνολα
ξένα, 5

Σύνολο, 4
άπειρο, 13
αριθµήσιµο, 13
δεικτών, 6
γεννητόρων οµάδας, 137

ελάχιστο, 138
κενό, 5
κλάσεων υπολοίπων mod n, 38
µερικώς διατεταγµένο, 29
µη κενό, 5
ολικώς διατεταγµένο, 29
πεπερασµένο, 13
πηλίκο, 34
πολλαπλασιαστικό σε έναν δακτύλιο, 462

Σύνολο πηλίκο (αριστερών) πλευρικών κλάσεων, 199
Σώµα, 242, 357

κλασµάτων, 454
των ϱητών συναρτήσεων, 456
των τυπικών δυναµοσειρών Laurent, 459

Σχέση
από το σύνολο X στο σύνολο Y , 7, 27
επί ενός συνόλου X , 7
επί του συνόλου X , 27
ισοδυναµίας, 34

επαγόµενη από απεικόνιση, 46
παραγόµενη από σχέση, 49
συµβιβαστή µε µια πράξη, 72

ισοµορφίας
µονοειδών, 86
οµάδων, 160

µερικής διάταξης, 28
ολικής διάταξης, 29

Σχέση ισοδυναµίας
πηλίκο, 48

Σχετικώς πρώτα
στοιχεία σε έναν δακτύλιο, 500

Στάθµη του Hasse, 527
Στοιχεία

συζυγή σε µια οµάδα, 143
Στοιχείο

αλγεβρικό, 444
αντίστροφο (αντίθετο) ως προς µια πράξη, 53
αντιστρέψιµο ως προς µια πράξη, 53
Μηδενοδύναµο σε έναν δακτύλιο, 365
ουδέτερο (ταυτοτικό) ως προς µια πράξη, 52
ταυτοδύναµο σε έναν δακτύλιο, 364
υπερβατικό, 444

Συµπλήρωµα συνόλου, 6
Συνάρτηση του Euler, 183, 213
Συνθήκη αύξουσας αλυσίδας, 492

για κύρια ιδεώδη, 508
Συνθήκη ελαχίστου
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για υποοµάδες, 171
Συνθήκη ϕθίνουσας αλυσίδας

για υποοµάδες, 171
Συντροφικά στοιχεία, 494

Τάξη
οµάδας, 104, 177
στοιχείου οµάδας, 178

Ταυτοδύναµο
στοιχείο σε έναν δακτύλιο, 383

Τοµή οικογένειας συνόλων, 6
Τοµή συνόλων, 5
Τροχιά

στοιχείου ως προς µια µετάθεση, 247
Τυπική δυναµοσειρά, 342, 349, 434

Υπόσωµα, 416
Υποδακτύλιος, 338

ο οποίος παράγεται από ένα υποσύνολο, 344
χωρίς µονάδα, 340

Υποµονοειδές, 77
κυκλικό, 78

Υποοµάδα, 121
(µη-)γνήσια, 121
εναλλάσσουσα, 266
κανονική, 145, 280
κυκλική, 135, 177
µέγιστη κανονική, 299
µεταθέτρια, 144
παραγόµενη από υποσύνολο, 137
χαρακτηριστική, 326
τετριµµένη, 121

Υποοµάδες
συζυγείς, 143

Υποσύνολα
συζυγή σε µια οµάδα, 143

Υποσύνολο, 5
γνήσιο, 5
κλειστό σε µια πράξη, 69

Ξένοι κύκλοι, 68, 252
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