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ΘΕΜΑ 1ο: (α) ΄Εστω μετρικός χώρος (X, d) και A,B υποσύνολα του X. Είναι
αλήθεια ότι

A ∩B = A ∩B ?

Αιτιολογείστε την απάντησή σας.

(β) ΄Εστω (xn)n ακολουθία στον R ώστε xn φυσικός αριθμός για κάθε n. Αν η
(xn)n συγκλίνει δείξτε ότι είναι τελικά σταθερή.

ΘΕΜΑ 2ο: (α) ΄Εστω (X, d) μετρικός χώρος και f : X → R συνεχής συνάρτηση.
Δείξτε ότι το σύνολο

A = {x ∈ X : f(x) ∈ {0, 1}}

είναι κλειστό στον X.
(β) ΄Εστω μετρικός χώρος (X, d) και A υποσύνολο του X. Αν x ∈ A0

και η

ακολουθία (xn)n συγκλίνει στο x δείξτε ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε xn ∈ A0, ∀ n ≥ n0.

ΘΕΜΑ 3ο: (α) Να εξεταστεί ως προς την κατά σημείο και ομοιόμορφη σύγκλιση

η ακολουθία συναρτήσεων

fn(x) =
nx

n+ x
, x ∈ [0,+∞), n ∈ N.

(β)Δείξτε ότι η σειρά
∑∞

n=1(−1)n
n+x2

n2 , x ∈ R συγκλίνει κατά σημείο και ότι δεν
συγκλίνει απολύτως για κανένα x.

ΘΕΜΑ 4ο:

(α) ΄Εστω (X, d) συμπαγής μετρικός χώρος, f : X → R συνεχής συνάρτηση και
(An)n φθίνουσα ακολουθία κλειστών συνόλων του X ώστε diam(An) → 0. Δείξτε
ότι

f(∩∞n=1An) = ∩∞n=1f(An) = {a}.

(β)΄Εστω K = [0, 1] × [0, 1], (xn)n ακολουθία στο [0, 1] και f : K → R συνεχής
συνάρτηση. Ορίζουμε

g : [0, 1]→ R, g(x) =
∞∑
n=1

f((xn, x))

n2

Δείξτε ότι η g είναι καλά ορισμένη και ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση.
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