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JEMA 1o: (a) Ston R2 me thn EukleÐdeia nìrma (‖(x, y)‖ =

√
x2 + y2) jewroÔme

ta sÔnola A = {(x, y) : y > 0}, B = {(x, y) : ‖(x, y)‖ > ε} ìpou ε > 0. (i) 'Estw
(x0, y0) ∈ A na prosdioristeÐ r > 0 ¸ste h mp�la B((x0, y0), r) ⊆ A. 'Estw
(x0, y0) ∈ B na prosdioristeÐ r > 0 ¸ste h mp�la B((x0, y0), r) ⊆ B. EÐnai ta A,B
anoikt� sÔnola? (ii) 'Estw O h arq  twn axìnwn, deÐxte ìti to O ∈ A,O 6∈ B

(b) 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc, A ⊆ X anoiktì, a ∈ A kai (xn)n akoloujÐa
stoiqeÐwn tou X pou sugklÐnei sto a. DeÐxte ìti ∃n0 ∈ N ¸ste xn ∈ A,∀n ≥ n0.

JEMA 2o: (a) Na exet�sete an up�rqei suneq c mh stajer  sun�rthsh f : R → R
¸ste f(x) ∈ Q,∀x ∈ R, ìpou Q to sÔnolo twn rht¸n.

(b) DeÐxte ìti to sÔnolo N eÐnai kleistì sÔnolo. EÐnai al jeia ìti h arijm simh
ènwsh kleist¸n sunìlwn eÐnai kleistì sÔnolo?

(g) Na oristeÐ h apìstash d(A,B) dÔo sunìlwn A ⊆ R, B ⊆ R kai na upolo-
gisteÐ to d(A,B) ìtan A = N kai B = {n2 + 1

n2 : n ∈ N}.

JEMA 3o: (a) DÐnetai h sun�rthsh τoξεφ(x) =
∫ x
0

1
1+t2

dt. Na anaptuqjeÐ se

dunamoseir� se perioq  tou 0 kai na deiqjeÐ ìti 1√
3

∑∞
n=0(−

1
3)n 1

2n+1 = π
6 .

(b) Na deiqjeÐ ìti h seir�
∑∞

n=1
(−1)n

n e
x
n , x ∈ [−1, 1] sugklÐnei omoiìmorfa.

JEMA 4o:
(a) DÔo metrikèc d1, d2 sto X lègontai isodÔnamec an k�je d1−anoiktì sÔnolo

eÐnai kai d2-anoiktì kai antÐstrofa. 'Estw d metrik  sto X ¸ste k�je sun�rthsh
f : X → R na eÐnai suneq c. DeÐxte ìti h d eÐnai isodÔnamh me thn diakrit  metrik .

(b) Na exetasteÐ wc proc thn kat� shmeÐo kai omoiìmorfh sÔgklish h akoloujÐa
sunart sewn

fn(x) =
sin(n2x)

nx
+ 2x, x > 0, n ∈ N.

JEMA 5o:
(a) 'Estw f : R → R suneq c sun�rthsh. DeÐxte ìti an K ⊆ R sumpagèc mh

kenì sÔnolo tìte to f(K) eÐnai epÐshc sumpagèc kai ìti h sun�rthsh f |K paÐrnei
mègisth kai el�qisth tim .

(b) 'Estw f : [0,+∞) → R suneq c sun�rthsh ¸ste limx→+∞ f(x) = 0. Na
exetasteÐ wc proc thn kat� shmeÐo kai omoiìmorfh sÔgklish h seir� sunart sewn

∞∑
n=1

f(nx)
n2

, x ≥ 0.
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