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Η κυµατική εξίσωση σε πεπερασµένο διάστηµα

Η κυµατική εξίσωση σε πεπερασµένο διάστηµα (συνέχεια)

Είδαµε ότι για το πρόβληµα αρχικών-συνοριακών τιµών

ut t = c2uxx , 0 < x < `, t > 0

u(x,0) =φ(x), ut (x,0) =ψ(x), 0 < x < `
u(0, t ) = u(`, t ) = 0 t > 0,

(1)

όπου φ(0) = φ(`) = 0 και ψ(0) =ψ(`) = 0, υποθέτοντας ότι u(x, t ) = X (x)T (t )
ϐρήκαµε ότι οι X και T είναι λύσεις των

X ′′+λX = 0, 0 < x < `, X (0) = X (`) = 0 (2)

T̈ +λc2T = 0. (3)

Οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις του X -προβλήµατος είναι

λ=λn =
(nπ

`

)2
, X (x) = Xn(x) =Cn sin

nπx

`
, n = 1,2, . . . (4)

ενώ οι αντίστοιχες λύσεις της T -εξίσωσης είναι

T (t ) = Tn(t ) = An cos
nπct

`
+Bn sin

nπct

`
, n = 1,2, . . . (5)
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Η κυµατική εξίσωση σε πεπερασµένο διάστηµα

Κατά συνέπεια για κάθε n = 1,2, . . . και σταθερές An , Bn η

un(x, t ) =
(

An cos
nπct

`
+Bn sin

nπct

`

)
sin

nπx

`

είναι λύση της κυµατικής εξίσωσης η οποία επιπλέον ικανοποιεί τις συνοριακές

συνθήκες, όπως και κάθε άθροισµα πεπερασµένου πλήθους τέτοιων λύσεων

είναι επίσης λύση που ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες. Το τυπικό άθροισµα

u(x, t ) =
∞∑

n=1
cnun(x, t ) =

∞∑
n=1

(
An cos

nπct

`
+Bn sin

nπct

`

)
sin

nπx

`
(6)

είναι ‘‘λύση’’ του προβλήµατος (1) αν οι συντελεστές An και Bn(nπc/`) είναι οι

συντελεστές Fourier των φ και ψ, αφού προς ικανοποίηση των αρχικών συνθηκών

ϑα πρέπει

u(x,0)=φ(x) =
∞∑

n=1
An sin

nπx

`
(7)

ut (x,0)=ψ(x) =
∞∑

n=1
Bn

nπc

`
sin

nπx

`
. (8)
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Η κυµατική εξίσωση σε πεπερασµένο διάστηµα

Παρατήρηση

Σχετικά µε τη λύση του προβλήµατος αρχικών-συνοριακών τιµών για την κυµατική

εξίσωση, µέσω της λύσης του d’ Alembert ϐλέπουµε ότι αν οι φ και ψ είναι C 2

και C 1 αντίστοιχα, τότε το πρόβληµα έχει C 2 λύση, αυτή του d’ Alembert, η οποία

επιπλέον είναι µοναδική, ϐλέπε Πρόταση 2.2 [Ακρίβης-Αλικάκος].

Θεωρούµε λοιπόν ότι οι φ′′ και ψ′ είναι συνεχείς και οι φ′′′ και ψ′′ κατά τµήµατα

συνεχείς επιπλέον των φ(0) =φ(`) =ψ(0) =ψ(`) = 0, και έστω

u(x, t ) =
∞∑

n=1

(
An cos

nπct

`
+Bn sin

nπct

`

)
sin

nπx

`
(9)

όπου οι συντελεστές δίνονται από τις σχέσεις

An = 2

`

∫ `

0
φ(x)sin

nπx

`
dx, Bn = 2

nπc

∫ `

0
ψ(x)sin

nπx

`
dx (10)

n = 1,2,3, . . . . ∆είχνουµε ότι η (9) είναι η λύση του προβλήµατος (1).
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Η κυµατική εξίσωση σε πεπερασµένο διάστηµα

Εκτίµηση των An , Bn . Υπολογίζουµε

An = 2

`

∫ `

0
φ(x)sin

nπx

`
dx = 2

`

∫ `

0
φ(x)

(
− `

nπ
cos

nπx

`

)′
dx

= 2

`

{
−φ(x)

`

nπ
cos

nπx

`

]`
0
+ `

nπ

∫ `

0
φ′(x)cos

nπx

`
dx

}
= 2

nπ

∫ `

0
φ′(x)cos

nπx

`
dx = 2

nπ

∫ `

0
φ′(x)

( `

nπ
sin

nπx

`

)′
dx

= 2

nπ

{
φ′(x)

`

nπ
sin

nπx

`

]`
0
− `

nπ

∫ `

0
φ′′(x)sin

nπx

`
dx

}
= 2`

n2π2

∫ `

0
−φ′′(x)sin

nπx

`
dx

= 2`2

n3π3

{
φ′′(x)cos

nπx

`

]`
0
−

∫ `

0
φ′′′(x)cos

nπx

`
dx

}
εποµένως

|An | ≤ 2`2

n3π3

(
|φ′′(0)|+ |φ′′(`)|+

∫ `

0
|φ′′′(x)|dx

)
≤ A

n3 (11)
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Η κυµατική εξίσωση σε πεπερασµένο διάστηµα

΄Οµοια

nπc

`
Bn = 2`

n2π2

∫ `

0
−ψ′′(x)sin

nπx

`
dx

οπότε

|Bn | ≤ 2`2

n3π3c

∫ `

0
|ψ′′(x)|dx ≤ B

n3 (12)

Από τις (11), (12) και το κριτήριο του Weierstrass έπεται ότι η σειρά (9) συγκλίνει

οµοιόµορφα και απολύτως κατά συνέπεια το όριο, η u(x, t ) είναι συνεχής και

ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες αφού κάθε όρος της σειράς τις ικανοποιεί.

Επιπλέον

u(x,0) =
∞∑

n=1
An sin

nπx

`
=φ(x)

από τον ορισµό των An . Οι σειρές των µερικών παραγώγων των όρων

ut (x, t ) ∼
∞∑

n=1

nπc

`

(
−An sin

nπct

`
+Bn cos

nπct

`

)
sin

nπx

`

ux (x, t ) ∼
∞∑

n=1

nπ

`

(
An cos

nπct

`
+Bn sin

nπct

`

)
cos

nπx

`

και πάλι από το κριτήριο του Weierstrass συγκλίνουν οµοιόµορφα, κατά συνέπεια,
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Η κυµατική εξίσωση σε πεπερασµένο διάστηµα

ϐλέπε Θεώρηµα 3, Πόρισµα, και Θεώρηµα 4 Κεφάλαιο 23 [Spivak], οι µερικές

παράγωγοι ut και ux της u υπάρχουν και είναι τα αντίστοιχα όρια

ut (x, t ) =
∞∑

n=1

nπc

`

(
−An sin

nπct

`
+Bn cos

nπct

`

)
sin

nπx

`

ux (x, t ) =
∞∑

n=1

nπ

`

(
An cos

nπct

`
+Bn sin

nπct

`

)
cos

nπx

`
.

΄Ετσι

ut (x,0) =
∞∑

n=1

nπc

`
Bn sin

nπx

`
=ψ(x)

από την επιλογή των Bn . Αποµένει να δείξουµε ότι οι σειρές των δεύτερων

µερικών παραγώγων συγκλίνουν και ότι ικανοποιούν την εξίσωση. Οι σειρές των

δεύτερων µερικών παραγώγων των όρων είναι

ut t (x, t ) ∼−c2π
2

`2

∞∑
n=1

n2
(

An cos
nπct

`
+Bn sin

nπct

`

)
sin

nπx

`

uxx (x, t ) ∼−π
2

`2

∞∑
n=1

n2
(

An cos
nπct

`
+Bn sin

nπct

`

)
sin

nπx

`
.
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Η κυµατική εξίσωση σε πεπερασµένο διάστηµα

Οι εκτιµήσεις (11), (12) δεν εξασφαλίζουν σύγκλιση των σειρών. Απαιτούµε

επιπλέον να ισχύει η συνθήκη φ′′(0) =φ′′(`) = 0. Τότε ϑα έχουµε

An =− 2`2

n3π3

∫ `

0
φ′′′(x)cos

nπx

`
dx.

Θέτουµε

A∗
n =

∫ `

0
φ′′′(x)cos

nπx

`
dx

και από τη σχέση

0 ≤
(
|A∗

n |−
1

n

)2 = |A∗
n |2 −

2|A∗
n |

n
+ 1

n2 ⇒ |A∗
n |

n
≤ 1

2

(
|A∗

n |2 +
1

n2

)
ϐρίσκουµε

∞∑
n=1

|A∗
n |

n
≤ 1

2

( ∞∑
n=1

|A∗
n |2 +

∞∑
n=1

1

n2

)
≤C1

∫ `

0
|φ′′′(x)|2 dx + 1

2

π2

6
<+∞

από την ανισότητα του Bessel.
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Η κυµατική εξίσωση σε πεπερασµένο διάστηµα

όµοια για

B∗
n =

∫ `

0
ψ′′(x)cos

nπx

`
dx

παίρνουµε

∞∑
n=1

|B∗
n |

n
≤ 1

2

( ∞∑
n=1

|B∗
n |2 +

∞∑
n=1

1

n2

)
≤C2

∫ `

0
|ψ′′(x)|2 dx + 1

2

π2

6
<+∞.

΄Ετσι ∞∑
n=1

n2(|An |+ |Bn |) = 2`2

π3

∞∑
n=1

( |A∗
n |

n
+ |B∗

n |
cn

)
<+∞

γεγονός που έχει σαν αποτέλεσµα οι σειρές των δεύτερων µερικών παραγώγων

να συγκλίνουν οµοιόµορφα και να παριστούν τις ut t και uxx αντίστοιχα. Επιπλέον

από τις εκφράσεις αυτές ϐλέπουµε ότι η κυµατική εξίσωση ικανοποιείται κατά

συνέπεια η (9) να είναι η λύση του προβλήµατος (1).
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Η κυµατική εξίσωση σε πεπερασµένο διάστηµα

Παρατήρηση (Προς αποφυγή της περιπτοσιολογίας)

Ας ϑεωρήσουµε το πρόβληµα ιδιοτιµών Sturm-Liouville

(p(x)y ′)′+ [q(x)+λr (x)]y = 0, a < x < b, (13)

y(a) = 0 είτε y ′(a) = 0, y(b) = 0 είτε y ′(b) = 0 (14)

όπου p(x) > 0 και r (x) > 0 στο (a,b) και p ′, q και r είναι συνεχείς στο [a,b],

και A και B σταθερές. Αν λ είναι ιδιοτιµή του προβλήµατος και φ η αντίστοιχη

ιδιοσυνάρτηση, πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση Lφ+λrφ= 0 µε φ και ολοκλη-

ϱώνοντας παίρνουµε∫ b

a
[(pφ′)′+qφ]φdx +λ

∫ b

a
rφ2 dx = 0 ⇒∫ b

a
p[φ′]2dx −

∫ b

a
qφ2 dx =λ

∫ b

a
rφ2 dx ⇒λ≥−

∫ b
a qφ2 dx∫ b
a rφ2 dx

από τις συνοριακές συνθήκες και την υπόθεση για τις p , r και φ.
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Η κυµατική εξίσωση σε πεπερασµένο διάστηµα

Πόρισµα

Ειδικά για το πρόβληµα

X ′′+λX = 0, 0 < x < `, X (0) = X (`) = 0.

εάν λ και X αποτελούν ιδιοζεύγος, τότε∫ `

0
(X ′)2 dx =λ

∫ `

0
X 2 dx ⇒λ≥ 0.

Είναι δε

λ= 0 ⇔ X ′ = 0 ⇔ X = ax +b.

Παρατηρούµε επίσης ότι αν λn και φn είναι ιδιοζεύγος, τότε

λn =
∫ `

0 (φ′
n)2∫ `

0 φ
2
n

.

Η ανάλογη έκφραση ισχύει και για το γενικό πρόβληµα.
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