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3. Σειρές Fourier

Γύρω στο 1807 ο Jean Batist Joseph Fourier ανακοίνωσε ξαφνιάζοντας τον κύκλο

των µαθηµατικών της εποχής ότι µια τυχαία συνάρτηση µπορεί να παρασταθεί µε

µια σειρά ηµιτόνων και συνηµιτόνων. Να ϑυµηθούµε στο σηµείο αυτό ότι στην

προσπάθειά µας να ϐρούµε τη λύση της κυµατικής εξίσωσης σε πεπερασµένο

διάστηµα είδαµε ότι η αρχική συνθήκη φ παρίσταται ως

φ(x) =
∞∑

n=1
An sin

nπx

`
.

Ας υποθέσουµε ότι η σειρά συγκλίνει στη φ οµοιόµορφα στο διάστηµα [−`,`].

Πολλαπλασιάζοντας µε sin(kπx/`) και ολοκληρώνοντας παίρνουµε∫ `

−`
φ(x)sin

kπx

`
dx =

∞∑
n=1

An

∫ `

−`
sin

nπx

`
sin

kπx

`
dx,

λόγω της οµοιόµορφης σύγκλισης. Υπολογίζοντας∫ `

−`
sin

nπx

`
sin

kπx

`
dx = `

2π

∫ π

−π

[
cos(k−n)x−cos(k+n)x

]
dx =

{
0, k 6= n
`, k = n
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3. Σειρές Fourier

ϐρίσκουµε∫ `

−`
φ(x)sin

kπx

`
dx = Ak` ⇒ Ak = 1

`

∫ `

−`
φ(x)sin

kπx

`
dx

Ορισµός

΄Εστω f µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο [−`,`], µια συνάρτηση δηλαδή για

την οποία
∫ `
−` | f (x)|dx <+∞, η σειρά

S[ f ](x) = a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos

nπx

`
+bn sin

nπx

`

)
(1)

µε συντελεστές

an = 1

`

∫ `

−`
f (x)cos

nπx

`
dx, n = 0,1,2, . . . (2)

bn = 1

`

∫ `

−`
f (x)sin

nπx

`
dx, n = 1,2, . . . (3)

λέγεται σειρά Fourier της f . Συνήθως γράφουµε f (x) ∼ S[ f ](x).
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3. Σειρές Fourier

Εσωτερικό γινόµενο και ορθογωνιότητα

Η σχέση

〈 f , g 〉 =
∫ `

−`
f (x)g (x)dx (4)

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο των συνεχών συναρτήσεων στο διά-

στηµα [−`,`], ϐλέπε Παράρτηµα. ∆ύο τέτοιες συναρτήσεις f και g ϑα λέγονται

οθογώνιες και ϑα γράφουµε f ⊥ g αν 〈 f , g 〉 = 0. Ισχύουν οι σχέσεις∫ `

−`
sin

nπx

`
sin

kπx

`
dx =

∫ `

−`
cos

nπx

`
cos

kπx

`
dx =

{
0, k 6= n
`, k = n

(5)∫ `

−`
sin

nπx

`
cos

kπx

`
dx =

∫ `

−`
cos

nπx

`
dx =

∫ `

−`
sin

nπx

`
dx = 0 (6)

΄Ετσι το σύστηµα

O =
{

1, cos
πx

`
, sin

πx

`
, cos

2πx

`
, sin

2πx

`
, . . . , cos

nπx

`
, sin

nπx

`
, . . .

}
είναι ένα ορθογώνιο σύστηµα, δηλαδή τα στοιχεία του είναι ανά δύο ορθογώνια

µεταξύ τους.
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3. Σειρές Fourier

Παράδειγµα (∆11-01)

Να ϐρεθεί η σειρά Fourier της f (x) = x, −π≤ x ≤π.

Υπολογίζουµε τους συντελεστές της σειράς

an = 1

π

∫ π

−π
x cos(nx)dx = 0 (περιττή συνάρτηση) n = 0,1,2, . . .

bn = 1

π

∫ π

−π
x sin(nx)dx = 1

π

∫ π

−π
x
(
− 1

n
cos(nx)

)′
dx

=− x

nπ
cos(nx)

]π
−π

+ 1

nπ

∫ π

−π
cos(nx)dx =−2cos(nπ)

n

= (−1)n+1 2

n
n = 1,2, . . .

΄Ετσι

S[ f ](x) = 2sin x − 2

2
sin2x + 2

3
sin3x −·· ·+ (−1)n+1 2

n
sinnx +·· ·

Γράφουµε επίσης

x ∼ 2sin x − 2

2
sin2x + 2

3
sin3x −·· ·+ (−1)n+1 2

n
sinnx +·· ·

Νοέµβριος 2019 5 / 17

V
S
te
fa
n
-P
D
E



3. Σειρές Fourier

Σύγκλιση της σειράς Fourier

Κάποα από τα ερωτήµατα που µας απασχολούν είναι (ι) για ποιές f στο [−`,`]
η σειρά Fourier S[ f ] της f συγκλίνει και µε ποιά έννοια ; (ιι) αν η S[ f ] συγκλίνει

είναι το όριο της σειράς η f ;

Αν Sn[ f ](x) είναι το n-τάξης µερικό άθροισµα της S[ f ] ϑα λέµε ότι

1 Η S[ f ] συγκλίνει σηµειακά στην f στο x ∈ [−`,`] αν για ε> 0 υπάρχει

N = N (ε, x) ώστε

| f (x)−Sn[ f ](x)| < ε αν n ≥ N .

2 Η S[ f ] συγκλίνει οµοιόµορφα στην f στο [−`,`] αν για ε> 0 υπάρχει

N = N (ε) ώστε

| f (x)−Sn[ f ](x)| < ε αν n ≥ N για κάθε x ∈ [−`,`].

3 Η S[ f ] συγκλίνει µε την L2 έννοια στην f στο [−`,`] αν για ε> 0 υπάρχει

N = N (ε) ώστε ∫ `

−`
| f (x)−Sn[ f ](x)|2 dx < ε αν n ≥ N .
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3. Σειρές Fourier

Ορισµός

Η f λέγεται κατά τµήµατα συνεχής στο [a,b] εάν υπάρχει πεπερασµένο

πλήθος σηµείων a = x1 < x2 < ·· · < xn < xn+1 = b ώστε η f να είναι συνεχής

σε κάθε διάστηµα (xk , xk+1) και τα πλευρικά όρια f (xk+) και f (xk+1−)
υπάρχουν και είναι πεπερασµένα για όλα τα k . Η f λέγεται κατά τµήµατα C 1

στο [a,b] εάν οι f και f ′ είναι κατά τµήµατα συνεχείς στο [a,b].

Θυµίζουµε ότι

f (x−) = lim
ε→0+ f (x −ε), f (x+) = lim

ε→0+ f (x +ε).

1 Κάθε συνεχής συνάρτηση στο [−`,`] είναι κατά τµήµατα συνεχής.

2 Εάν η f είναι κατά τµήµατα συνεχής στο [−`,`] και f (x) = f (x +2`), τότε

η f είναι κατά τµήµατα συνεχής στο R.

3 Εάν οι f και g είναι κατά τµήµατα συνεχείς στο [−`,`], τότε και οι f ± g και

f g είναι κατά τµήµατα συνεχείς στο [−`,`].
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3. Σειρές Fourier

Παρατήρηση

Εάν η f είναι κατά τµήµατα συνεχής στο [−`,`], τότε το
∫ `
−` f (x)dx υπάρχει και

είναι ανεξάρτητο των τιµών της f στα σηµεία ασυνέχειας. Ειδικά αν οι f και g
είναι τµηµατικά συνεχείς στο [−`,`] και ταυτίζονται εκτός από τα σηµεία

ασυνέχειας τότε ∫ `

−`
f (x)dx =

∫ `

−`
g (x)dx.

Για µια συνάρτηση f η αντίστοιχη σειρά Fourier υπάρχει αν οι f (x)cosnx και

f (x)sinnx είναι απλά ολοκληρώσιµες. Το γεγονός όµως αυτό επ΄ ουδενί εξα-

σφαλίζει ότι η σειρά σύγκλινει. Υπάρχουν συναρτήσεις για τις οποίες η παραγό-

µενη σειρά Fourier είτε δεν συγκλίνει σε αυτές, ή δεν συγκλίνει. Η κλάση των

τµηµατικά C 1 συναρτήσεων συµπεριφέρεται καλά όσον αφορά την σηµειακή

ή οµοιόµορφη σύγκλιση. Η συνθήκη είναι ικανή αλλά όχι αναγκαία αφού, για

παράδειγµα, η |x|1/2 ενώ δεν είναι τµηµατικά C 1 σε διάστηµα γύρω από το 0 η

αντίστοιχη σειρά Fourier συγκλίνει.

Κάθε όρος µιας σειράς Fourier είναι µια 2`-περιοδική συνάρτηση, κατά συνέπεια

εκεί όπου η σειρά συγκλίνει παριστάνει µια 2`-περιοδική συνάρτηση.
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3. Σειρές Fourier

Θεώρηµα (σηµειακή σύγκλιση)

Αν η f είναι κατά τµήµατα C 1 στο [−`,`] και f (x) = f (x +2`), τότε η σειρά

Fourier της f συγκλίνει σηµειακά για όλα τα x. Το άθροισµα της σειράς στο x
είναι το f (x), αν το x είναι σηµείο συνεχείας της f , και

1
2 ( f (x−)+ f (x+)) αν το

x είναι σηµείο ασυνέχειας της f .

Θεώρηµα (οµοιόµορφη σύγκλιση)

Αν η f είναι συνεχής στο [−`,`], f (−`) = f (`), η f ′ είναι κατά τµήµατα

συνεχής στο [−`,`] και f (x) = f (x +2`) για όλα τα x, τότε η σειρά Fourier της

f συγκλίνει απολύτως και οµοιόµορφα στην f σε κάθε πεπερασµένο διάστηµα.

Θεώρηµα (L2 σύγκλιση)

Εάν
∫ `
−` | f (x)|2 dx <∞, τότε η σειρά Fourier της f συγκλίνει µε την L2 έννοια

στην f , δηλαδή

lim
n→∞

∫ `

−`
| f (x)−Sn[ f ](x)|2 dx = 0.
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3. Σειρές Fourier

Θεώρηµα

Αν η f είναι συνεχής στο [−`,`], f (x +2`) = f (x), και η f ′ είναι τµηµατικά C 1

στο [−`,`], τότε για τη σειρά Fourier της f ισχύει

d

dx
S[ f ](x) =

∞∑
n=1

nπ

`

(
−an sin

nπx

`
+bn cos

nπx

`

)
και η οποία συγκλίνει σηµειακά στο f ′(x) οποτεδήποτε η f ′′(x) υπάρχει.

Θεώρηµα

Αν η f είναι κατά τµήµατα συνεχής στο [−`,`] και f (x +2`) = f (x), τότε η

σειρά Fourier της f ολοκληρώνεται όρο προς όρο και παράγει µια σειρά η

οποία συγκλίνει σηµειακά στο ολοκλήρωµα της f∫ x

−`
f (s)ds = a0

2
(x +`)+ `

π

∞∑
n=1

( an

n
sin

nπx

`
− bn

n
cos

nπx

`
+ (−1)n bn

n

)
.
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3. Σειρές Fourier

Παράδειγµα (∆11-02)

Να ϐρεθεί η σειρά Fourier της f (x) =
{

0, −π≤ x ≤ 0
x, 0 ≤ x ≤π .

x

y

0 π 2π 3π 4π−π−2π

Υπολογίζουµε τους συντελεστές της σειράς

a0 = 1

π

∫ π

−π
f (x)dx = 1

π

[
0+

∫ π

0
x dx

]
= π

2

an = 1

π

∫ π

0
x cos(nx)dx = 1

π

[ x sinnx

n
+ cosnx

n2

]π
0
= (−1)n −1

n2π
n = 1,2, . . .

bn = 1

π

∫ π

0
x sin(nx)dx = 1

π

[−x cosnx

n
+ sinnx

n2

]π
0
= (−1)n+1

n
n = 1,2, . . .
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3. Σειρές Fourier

΄Ετσι

f (x) ∼ π

4
+

∞∑
n=1

[ (−1)n −1

n2π
cosnx + (−1)n+1

n
sinnx

]
= π

4
−

∞∑
n=1

[ 2

(2n −1)2π
cos(2n −1)x + (−1)n

n
sinnx

]
Η f είναι συνεχής στο [−π,π] και η f ′ είναι τµηµατικά συνεχής στο ίδιο διάστηµα

κατά συνέπεια η σειρά Fourier συγκλίνει σηµειακά στην f στο (−π,π), δηλαδή

π

4
−

∞∑
n=1

[ 2

(2n −1)2π
cos(2n −1)x + (−1)n

n
sinnx

]
=

{
0, −π< x ≤ 0
x, 0 ≤ x <π

΄Εξω από το διάστηµα αυτό και εκτός των σηµείων x = ±(2n −1)π η σειρά συ-

γκλίνει στην 2π-περιοδική επέκταση της f , για παράδειγµα στο x = 7π/2 η σειρά

συγκλίνει στο f (−π/2) = 0, αφού 7π/2 =−π/2+4π. Στα σηµεία x =±(2n−1)π
η σειρά συγκλίνει στο

1

2
( f (−π+)+ f (π−)) = 0+π

2
= π

2
.
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3. Σειρές Fourier

Ειδικά για x =π έχουµε

π

2
= π

4
−

∞∑
n=1

2cos(2n −1)π

(2n −1)2π
⇒ π2

8
=

∞∑
n=1

1

(2n −1)2 = 1+ 1

32 + 1

52 +·· ·

Παράδειγµα (∆11-03)

Να ϐρεθεί η σειρά Fourier της f (x) = |x|, −π≤ x ≤π.

x

y

0 π 2π 3π−π−2π

Υπολογίζουµε τους συντελεστές της σειράς

a0 = 1

π

∫ π

−π
|x|dx = 2

π

∫ π

0
x dx = 2

π

π2

2
=π

an = 2

π

∫ π

0
x cos(nx)dx = 2

π

[ x sinnx

n
+ cosnx

n2

]π
0
= 2((−1)n −1)

n2π
n = 1,2, . . .
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3. Σειρές Fourier

bn = 1

π

∫ π

−π
|x|sin(nx)dx = 0 (περιττή συνάρτηση) n = 1,2, . . .

Η f είναι συνεχής, η f ′ είναι τµηµατικά συνεχής και επιπλέον f (−π) = f (π) κατά

συνέπεια η σειρά Fourier

S[ f ] = π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n −1)x

(2n −1)2

συγκλίνει οµοιόµορφα στην f στο [−π,π] και στην 2π περιοδική επέκταση της f
στην πραγµατική ευθεία. Εποµένως

|x| = π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n −1)x

(2n −1)2 , −π≤ x ≤π.

Για το παράδειγµα ∆11-01 έχουµε ότι για κάθε −π< x <π είναι

x = 2sin x − 2

2
sin2x + 2

3
sin3x −·· ·+ (−1)n+1 2

n
sinnx +·· · (σηµειακά)

ενώ για x =±π η σειρά συγκλίνει στο 0 = (−π+π)/2. Παρατηρήστε ότι

∞∑
n=1

(−1)n+1 2

n
sinnx = x = π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n −1)x

(2n −1)2 , 0 ≤ x <π.
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3. Σειρές Fourier

Παράρτηµα

Στο χώρο C [a,b] των πραγµατικών συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα [a,b] η

σχέση

〈 f , g 〉 =
∫ b

a
f (x)g (x)dx (7)

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο.

Πράγµατι αν f , g ,h ∈C [a,b] και λ ∈R, τότε

(1)

〈 f , f 〉 =
∫ b

a
f 2(x)dx ≥ 0

από τις ιδιότητες του ολοκληρώµατος αφού f 2(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a,b].

Επιπλέον από τις ιδιότητες των συνεχών συναρτήσεων και του

ολοκληρώµατος έπεται ότι

〈 f , f 〉 =
∫ b

a
f 2(x)dx = 0 ⇔ f (x) = 0 ∀x ∈ [a,b] ⇔ f = 0.
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3. Σειρές Fourier

(2) Από τη γραµµικότητα του ολοκληρώµατος

〈 f + g ,h〉 =
∫ b

a

(
f (x)+ g (x)

)
h(x)dx

=
∫ b

a

(
f (x)h(x)+ g (x)h(x)

)
dx

=
∫ b

a
f (x)h(x)dx +

∫ b

a
g (x)h(x)dx = 〈 f ,h〉+〈g ,h〉.

(3) ΄Οµοια

〈λ f , g 〉 =
∫ b

a
λ f (x)g (x)dx =λ

∫ b

a
f (x)g (x)dx =λ〈 f , g 〉.

(4) Τέλος

〈 f , g 〉 =
∫ b

a
f (x)g (x)dx =

∫ b

a
g (x) f (x)dx = 〈g , f 〉.

Κατά συνέπεια η (7) ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο C [a,b].
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3. Σειρές Fourier

Στην απόδειξη του (1) χρησιµοποιήσαµε το εξής αποτέλεσµα :

Λήµµα

΄Εστω ότι η h είναι συνεχής στο [a,b], h(x) ≥ 0 και
∫ b

a h(x)dx = 0, τότε h(x) = 0
στο [a,b].

Απόδειξη.

Πράγµατι υποθέτοντας ότι υπάρχει c ∈ [a,b] µε h(c) = ε> 0, µπορούµε να

υποθέσουµε ότι c ∈ (a,b) (γιατί;) και από τη συνέχεια της h έπεται ότι υπάρχει

δ> 0 ώστε (c −δ,c +δ) ⊂ [a,b] και h(x) ≥ ε/2 στο (c −δ,c +δ), οπότε αφού

h(x) ≥ 0 ϑα είναι∫ b

a
h(x)dx ≥

∫ c+δ

c−δ
h(x)dx ≥

∫ c+δ

c−δ
ε

2
dx = εδ> 0

το οποίο είναι άτοπο αφού
∫ b

a h(x)dx = 0. Καταλήξαµε σε άτοπο γιατί

υποθέσαµε ότι υπάρχει c µε h(c) 6= 0, κατά συνέπεια h(x) = 0 για κάθε x στο

[a,b].
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