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1.6 Κρουστικά κύµατα

Η εξίσωση του Burgers

ut +uux = 0 (1)

είναι ένας νόµος ο οποίος περιγράφει την εξέλιξη συγκεκριµένων ϕαινοµένων.

Με αυτή την έννοια σε σχέση µε το Παράδειγµατην ∆5-1 µπορούµε να πούµε ότι

η λύση του προβλήµατος για t < 1 περιγράφει την εξέλιξη του αρχικού κύµατος

φ(x) σύµφωνα µε τον νόµο (1). Στο Σχήµα δίνονται τρία στιγµιότυπα της εξέλιξης

αυτής τις χρονικές στιγµές 0< t1 < t2 < t3 < 1.

u(x, t1) u(x, t2) u(x, t3)

t1 1 t2 1 t3 1

Παρατηρούµε ότι το επάνω τµήµα του κύµατος κινείται πιο γρήγορα από το κάτω,

καθώς ο χρόνος µεταβάλλεται, και τη χρονική στιγµή t = 1 το επάνω µέρος ϕτάνει

το κάτω, το κύµα ‘‘σπάει’’ και δηµιουργείται κρουστικό κύµα (shock wave), όπως

λέγεται. Είναι αυτό που περιγράφει η ασθενής µη συνεχής λύση που παίρνουµε

για t ≥ 1.
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1.6 Κρουστικά κύµατα

Κρουστικά κύµατα παρατηρούνται συνήθως σε εκρήξεις, στην οδική ϱοή, σε α-

εροπλάνα που σπάνε το ϕράγµα του ήχου ή στην κίνηση των παγετώνων. Το

απλούστερο τυπικό µοντέλο που χρησιµοποιείται για την περιγραφή τέτοιων ϕαι-

νοµένων είναι συνήθως µια πρωτοτάξια εξίσωση

ut +a(u)ux = 0. (2)

όπου a είναι µία µετρήσιµη συνάρτηση.

Παράδειγµα (∆6-1)

Να ϐρεθεί η λύση κρουστικό κύµα για το πρόβληµα Cauchy

ut +uux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0)=φ1(x), x ∈R,

όπου

φ1(x)=
{

1, x < 0

0, x > 0
.
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1.6 Κρουστικά κύµατα

Εδώ η a(φ1(x)) = φ1(x) είναι ϕθίνουσα συνάρτηση του x , κατά συνέπεια δεν

υπάρχει συνεχής λύση ορισµένη σε ολόκληρο το ηµιεπίπεδο R× (0,∞), ϐλέπε

Παράδειγµα ∆4-7. Υπάρχει όµως η ασθενής λύση κρουστικό κύµα του οποίου η

ταχύτητα σ δίνεται από τη συνθήκη άλµατος (Runkine-Hugoniot)

σ= dx

dt
= A(u+)−A(u−)

u+−u− = 02/2−12/2

0−1
= 1

2

και είναι, κατά συνέπεια, η

u1(x, t)=
{

1, x < t/2

0, x > t/2
.

x

t

0

x = t +ξ,

αν ξ< 0

x = ξ,

αν ξ> 0
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1.6 Κρουστικά κύµατα

Παράδειγµα (∆6-2 Αραιωτικό κύµα (expansion wave) )

Ας ϑεωρήσουµε το πρόβληµα Cauchy

ut +uux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0)=φ2(x), x ∈R,

όπου

φ2(x)=
{

0, x < 0

1, x > 0
.

Εδώ η a(φ2(x)) = φ2(x) είναι αύξουσα συνάρτηση του x , κατά συνέπεια οι

χαρακτηριστικές δεν τέµνονται

x

t

0

x = ξ,

αν ξ< 0

x = t +ξ,

αν ξ> 0
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1.6 Κρουστικά κύµατα

Οι χαρακτηριστικές ευθείες δεν καλύπτουν ολόκληρο το ηµιεπίπεδο. Θεωρητικά

το κενό µπορεί να καλυφθεί µε µια ‘‘βεντάλια’’ ηµιευθειών που εκτείνονται από

την x = 0, έως την x = t και είναι οι x = ξt µε 0< ξ< 1.

x

t

0

Επιπλέον υπάρχει συνεχής λύση ορισµένη σε ολόκληρο το ηµιεπίπεδοR×(0,∞),

το αραιωτικό κύµα

u2(x, t)=


0, x ≤ 0
x

t
, 0< x < t

1, x ≥ t

,

µιας και

∂

∂t

(
x

t

)
+ x

t

∂

∂x

(
x

t

)
=− x

t2
+ x

t

1

t
= 0.
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1.6 Κρουστικά κύµατα

Παράδειγµα (∆6-3)

Σε σχέση µε το Παράδειγµα ∆6-2

Παρατηρούµε ότι επιλέγοντας u− = 0 και u+ = 1 η συνθήκη Runkine-Hugoniot

σ= A(u+)−A(u−)
u+−u− = 02/2−12/2

0−1
= 1

2
(⇒ x =σt +0)

δίνει τη λύση κρουστικό κύµα (ασυνεχή)

u3(x, t)=
{

0, x < t/2

1, x > t/2
.

Οι χαρακτηριστικές ευθείες στη περίπτωση αυτή είναι

x

t

0
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1.6 Κρουστικά κύµατα

Παρατήρηση

Υπό το πρίσµα των Παραδειγµάτων ∆6-2 και ∆6-3 συµπεραίνουµε ότι ένα

πρόβληµα αρχικών τιµών µπορεί να έχει περισσότερες της µιας λύσεις. Το

ερώτηµα είναι ποιά από αυτές είναι αποδεκτή, και µιας και προβλήµατα αυτού

του τύπου είναι µοντέλα ϕυσικών ϕαινοµένων το ερώτηµα διατυπώνεται ως

εξής : ποιά από τις λύσεις είναι ϕυσικά αποδεκτή;

Το ϕυσικό µέγεθος που υπαγορεύει µία τέτοια επιλογή είναι αυτό της

εντροπίας. Σύµφωνα µε την αρχή αυτή η ταχύτητα του κύµατος προ της ϑραύσης

είναι µεγαλύτερη από αυτή του κύµατος µετά, έτσι ώστε το κύµα πρό να

προλαβαίνει αυτό µετά. Αυτό σηµαίνει ότι πάνω στη καµπύλη κρούσης ϑα είναι

a(u−)>σ> a(u+). (3)

Τη σχέση (3) ϑα τη λέµε κριτήριο της εντροπίας για τη λύση. Η συνθήκη αυτή

ικανοποιείται από τη λύση u1 του Παραδείγµατος ∆6-1 αλλά όχι από την u3 του

Παραδείγµατος ∆6-3. Συµπερασµατικά, ϑα έχουµε ότι κατά µήκος των

καµπύλων ασυνέχειας ενός κρουστικού κύµατος οι δύο συνθήκες αυτή του

άλµατος και η (3) ικανοποιούνται.
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