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2.1. Ταξινόµηση Μ∆Ε 2ης τάξης

2.1. Ταξινόµηση Μ∆Ε 2ης τάξης

Η γενική γραµµική εξίσωση 2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές, σε δύο µετα-

ϐλητές έχει τη µορφή

a11uxx +2a12ux y +a22uy y +a1ux +a2uy +au = f . (1)

Τυπικά και αντιπροσωπευτικά παραδείγµατα τέτοιων εξισώσεων είναι

1 Η εξίσωση του Laplace: uxx +uy y = 0.

2 Η εξίσωση του κύµατος : uxx −ut t = 0.

3 Η εξίσωση της ϑερµότητας : uxx −ut = 0.

Η εξίσωση (1) αντιστοιχεί στη γενική αλγεβρική εξίσωση 2ης τάξης

a11x2 +2a12x y +a22 y2 +a1x +a2 y +a = 0 (2)

η οποία µε κατάλληλη αλλαγή µεταβλητών (στροφή των αξόνων) ανάγεται σε µία

από τις κωνικές τοµές

1 ΄Ελλειψη : b2(ξ−ξ0)2 + c2(η−η0)2 = 1.

2 Υπερβολή: b2(ξ−ξ0)2 − c2(η−η0)2 = 1.

3 Παραβολή: b(ξ−ξ0)2 + (η−η0) = 0.
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2.1. Ταξινόµηση Μ∆Ε 2ης τάξης

Θεώρηµα

Με µια γραµµική αλλαγή των µεταβλητών (x, y) → (ξ,η) και U (ξ,η) = u(x, y), η

εξίσωση στην (1) µε f = 0 µπορεί να αναχθεί σε έναν από τους τρεις τύπους

(1) ελλειπτικου τυπου: Αν a2
12 < a11a22

Uξξ+Uηη+όροι χαµηλότερης τάξης= 0.

(2) υπερβολικου τυπου: Αν a2
12 > a11a22

Uξξ−Uηη+όροι χαµηλότερης τάξης= 0.

(3) παραβολικου τυπου: Αν a2
12 = a11a22

Uξξ+όροι χαµηλότερης τάξης= 0.

Απόδειξη. Η εξίσωση είναι 2ης τάξης συνεπώς είναι a11 6= 0, ή a22 6= 0, ή a12 6= 0.

Ας υποθέσουµε ότι a11 = 1, τότε η εξίσωση γίνεται

uxx +2a12ux y +a22uy y +a1ux +a2uy +au = 0.
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2.1. Ταξινόµηση Μ∆Ε 2ης τάξης

Επειδή ο τύπος της εξίσωσης καθορίζεται από τις δεύτερης τάξης παραγώγους

µπορούµε επιπλέον να υποθέσουµε ότι a1 = a2 = a = 0. Παρατηρώντας ότι

uxx +2a12ux y +a2
12uy y = (ux +a12uy )x +a12(ux +a12uy )y

= (∂x +a12∂y )(∂x +a12∂y )u

= (∂x +a12∂y )2u

η εξίσωση γράφεται ως

(∂x +a12∂y )2u + (a22 −a2
12)∂2

y u = 0. (3)

(1) ΄Εστω a2
12 < a22, ϑέτουµε b = (a22 −a2

12)1/2 > 0 και ορίζουµε

∂ξ = ∂x +a12∂y & ∂η = b∂y ⇒ x = ξ & y = a12ξ+bη

οπότε η (3) γίνεται Uξξ+Uηη = 0.
(2) ΄Εστω a2

12 > a22, ϑέτουµε b = (a2
12 −a22)1/2 > 0 και ορίζουµε

∂ξ = ∂x +a12∂y & ∂η = b∂y ⇒ x = ξ & y = a12ξ+bη

οπότε η (3) γίνεται Uξξ−Uηη = 0.
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2.1. Ταξινόµηση Μ∆Ε 2ης τάξης

(3) ΄Εστω a2
12 = a22, τότε η (3) γίνεται (∂x +a12∂y )2u = 0. Ορίζοντας, όπως πριν

∂ξ = ∂x +a12∂y µπορούµε να πάρουµε x = ξ & y = a12ξ+η
οπότε η (3) γίνεται Uξξ = 0.

Στην περίπτωση τώρα όπου a11 = a22 = 0, η εξίσωση είναι ux y = 0 η οποία είναι

υπερβολικού τύπου. Πράγµατι γράφοντας

∂x∂y = (∂ξ+∂η)(∂ξ−∂η) = ∂2
ξ−∂2

η

η αλλαγή µεταβλητών

x = ξ+η y = ξ−η
µετατρέπει την εξίσωση στην Uηη−Uξξ = 0. ä
Παράδειγµα (∆7-1)

Να προσδιοριστεί ο τύπος καθεµιάς από τις εξισώσεις

1 uxx −λux y = 0, όπου λ είναι µια πραγµατική παράµετρος.

2 4ux x −12ux y +9uy y +u = 0.

3 4ux x +6ux y +9uy y +u = 0.
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2.1. Ταξινόµηση Μ∆Ε 2ης τάξης

Θεωρούµε την διακρίνουσα (σε αντιστοιχία µε το τριώνυµο)

D = a2
12 −a11a22

σηµειώνοντας ότι ο συντελεστής της µικτής παραγώγου ux y είναι 2a12. ΄Ετσι

1 D = (−λ/2)2 ≥ 0, οπότε για λ 6= 0 η εξίσωση είναι υπερβολικού τύπου, ενώ

για λ= 0 είναι παραβολικού τύπου.

2 D = 62 − (4)(9) = 0, κατά συνέπεια η εξίσωση είναι παραβολικού τύπου.

3 D = 32 − (4)(9) < 0, κατά συνέπεια η εξίσωση είναι ελλειπτικού τύπου.

Παρατήρηση

Αν οι συντελεστές της εξίσωσης είναι συναρτήσεις, τότε και πάλι το πρόσηµο

της διακρίνουσας καθορίζει τον τύπο της εξίσωσης, αλλά όπως στο Παράδειγµα

∆7-1 η εξίσωση µπορεί να αλλάζει τύπο σε διάφορες περιοχές του επιπέδου.

Τυπικό παράδειγµα είναι η εξίσωση του Tricomi

uy y − yuxx = 0 µε D = y,

οπότε είναι ελλειπτική για y < 0, υπερβολική αν y > 0 και παραβολική αν y = 0.
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2.2. Η κυµατική εξίσωση στην ευθεία

2.2. Η κυµατική εξίσωση στην ευθεία

Θεωρούµε την εξίσωση του κύµατος σ΄ ολόκληρη την ευθεία

ut t = c2uxx , −∞< x <+∞, −∞< t <+∞, (4)

όπου c > 0 είναι η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος. ΄Οπως στην απόδειξη του

ϑεωρήµατος γράφοντας την εξίσωση ως

(∂2
t − c2∂2

x )u = (∂t − c∂x )(∂t + c∂x )u = 0

και ορίζοντας τις µεταβλητές

ξ= x + ct , η= x − ct

η κυµατική εξίσωση µέσω των

∂ξ = xξ∂x + tξ∂t = 1

2
∂x + 1

2c
∂t = 1

2c
(∂t + c∂x )

∂η = xη∂x + tη∂t = 1

2
∂x − 1

2c
∂t =− 1

2c
(∂t − c∂x )

γίνεται

(−2c∂η)(2c∂ξ)U = 0 ή Uξη = 0.
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2.2. Η κυµατική εξίσωση στην ευθεία

Επιλύοντας ϐρίσκουµε

Uξ = h(ξ) ⇒U =
∫

h(ξ)dξ+ g (h) = f (ξ)+ g (η)

όπου f και g είναι οµαλές συναρτήσεις. ΄Ετσι στις αρχικές µεταβλητές η λύση

της (4) είναι

u(x, t ) = f (x + ct )+ g (x − ct ) (5)

η οποία παριστάνει δύο κύµατα, το ένα κινείται προς την ϑετική κατεύθυνση και

το άλλο προς την αρνητική κατεύθυνση µε ταχύτητα c .

2.2.1. Το πρόβληµα αρχικών τιµών στην ευθεία. Θεωρούµε το πρόβληµα

αρχικών τιµών για την εξίσωση του κύµατος στην ευθεία

ut t = c2uxx , −∞< x <+∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), ut (x,0) =ψ(x), −∞< x <+∞ (6)

όπου φ, ψ είναι οµαλές συναρτήσεις και c > 0. Η λύση της εξισώσης δίνεται από

την (5), εποµένως ϑα πρέπει να ισχύει αφενός

u(x,0) = f (x)+ g (x) =φ(x) (7)

και αφετέρου
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2.2. Η κυµατική εξίσωση στην ευθεία

ut (x, t ) = c f ′(x + ct )− cg ′(x − ct ) ⇒ ut (x,0) = c f ′(x)− cg ′(x) =ψ(x)

Ολοκληρώνοντας την τελευταία ισότητα ϐρίσκουµε

f (x)− g (x) = 1

c

∫ x

0
ψ(s)ds +b (8)

Λύνοντας το σύστηµα (7) – (8) ϐρίσκουµε

f (x) = 1

2
φ(x)+ 1

2c

∫ x

0
ψ(s)ds + b

2
, g (x) = 1

2
φ(x)− 1

2c

∫ x

0
ψ(s)ds − b

2

ενώ από την (5) παίρνουµε

u(x, t ) = 1

2
φ(x + ct )+ 1

2c

∫ x+ct

0
ψ(s)ds + 1

2
φ(x − ct )− 1

2c

∫ x−ct

0
ψ(s)ds

έτσι τελικά η

u(x, t ) = 1

2
(φ(x + ct )+φ(x − ct ))+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
ψ(s)ds. (9)

είναι η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών για την εξίσωση του κύµατος.
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Παράδειγµα

Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

ut t = c2uxx , −∞< x <+∞, t > 0

u(x,0) = 0, ut (x,0) = cos x, −∞< x <+∞

Από την (9) ϐρίσκουµε

u(x, t ) = 1

2c

∫ x+ct

x−ct
cos ds = 1

2c
(sin(x + ct )− sin(x − ct )) = 1

c
cos x sinct .

−1

1

0−π π 2π x

u(x, t ) = cos x sin t

Σχήµα: Στο σχήµα αποτυπώνονται πέντε διαφορετικά στιγµιότυπα της λύσης, για c = 1.
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2.2. Η κυµατική εξίσωση στην ευθεία

Σηµείωση

Η λύση (9) του προβλήµατος αρχικών τιµών (6) για την εξίσωση του κύµατος

αποδείχθηκε από τον d’ Alembert το 1746 και αναφέρεται ως τύπος του d’

Alembert.

Παρατήρηση (Συνεχής εξάρτηση από τα αρχικά δεδοµένα)

Από την (9) έπεται ότι η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών ικανοποιεί τη

σχέση

|u(x, t )| ≤ sup
s∈R

|φ(s)|+ t sup
s∈R

|ψ(s)|.

΄Αµεση συνέπεια αυτής της σχέσης είναι ότι αν u και ũ είναι λύσεις των

προβληµάτων αρχικών τιµών µε αντίστοιχα αρχικά δεδοµένα φ, ψ και φ̃, ψ̃, τότε

|u(x, t )− ũ(x, t )| ≤ sup
s∈R

|φ(s)− φ̃(s)|+ t sup
s∈R

|ψ(s)− ψ̃(s)|. (10)

Η τελευταία σχέση εκφράζει τη συνεχή εξάρτηση της λύσης από τα αρχικά

δεδοµένα.
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