
ΑΜ 436 Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

∆ιάλεξη 4

Τµήµα Μαθηµατικών, Πανεπιστήµιο Πατρών

Ε. Στεφανόπουλος

Τµήµα Μηχανικών Η/Υ & Πληροφορικής, Πανεπιστήµιο Πατρών

9 Οκτωβρίου 2019

Οκτώβριος 2019 1 / 20

V
S
te
fa
n
-P
D
E



1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

Ας ϑεωρήσουµε το τυπικό παράδειγµα µιας µη γραµµικής εξίσωσης πρώτης

τάξης δύο µεταβλητών.

Παράδειγµα (∆4-1)

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +c(u)ux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0)= u0(x), x ∈R,

όπου c(u) δοσµένη οµαλή συνάρτηση του u.

Υποθέτουµε ότι το πρόβληµα έχει οµαλή C
1 λύση u = u(x, t). ΄Οπως και στη

γραµµική περίπτωση οι χαρακτηριστικές δίνονται από την εξίσωση

dx

dt
= c(u), u = u(x, t). (1)

Η εξίσωση (1) δεν µπορεί να λυθεί µιας και η u είναι άγνωστη. Κατά µήκος

όµως κάθε χαρακτηριστικής καµπύλης γ: x = x(t) υπολογίζουµε

d
dt

u(x(t), t)= ut + dx

dt
ux = ut +c(u)ux = 0. (2)

Οκτώβριος 2019 2 / 20

V
S
te
fa
n
-P
D
E



1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

Συνεπώς η u παραµένει σταθερή επάνω σε κάθε χαρακτηριστική καµπύλη, έτσι

οι χαρακτηριστικές καµπύλες είναι ευθείες µιας και

d2
x

dt2
= d

dt

(dx

dt

)
(1)= d

dt
c(u)= 0,

και δίνονται από τη σχέση

x = c(u0(ξ))t +ξ (3)

ενώ η λύση της εξίσωσης είναι

u(x, t)= u(ξ,0)= u0(ξ),

όπου το ξ= ξ(x, t) δίνεται πεπλεγµένα από την (3).

Επαλήθευση: Παραγωγίζοντας την έκφραση της u παίρνουµε

ut = u
′
0(ξ)ξt , ux = u

′
0(ξ)ξx , (4)

ενώ από την (3) προκύπτει ότι

0= c
′(u0(ξ))u

′
0(ξ)ξt t +c(u0(ξ))+ξt

οπότε

ξt(1+c
′(u0(ξ))u

′
0(ξ)t)=−c(u0(ξ)) (5)
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

1= c
′(u0(ξ))u

′
0(ξ)ξx t +ξx

έτσι

ξx(1+c
′(u0(ξ))u

′
0(ξ)t)= 1. (6)

Θέτοντας D = 1+c
′(u0(ξ))u

′
0
(ξ)t και υποθέτοντας ότι D 6= 0 έχουµε δια µέσου

των (3), (5), (6)

ut =−c(u0(ξ))u
′
0
(ξ)

D
, ux =

u
′
0
(ξ)

D
.

Κατά συνέπεια

ut +c(u)ux =−c(u0(ξ))u
′
0
(ξ)

D
+c(u0(ξ))

u
′
0
(ξ)

D
= 0.

΄Ετσι µια συνθήκη για την ύπαρξη της λύσης στη c και u0 είναι

1+c
′(u0(ξ))u

′
0(ξ)t 6= 0. (7)
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

Παράδειγµα (∆4-2)

Να λυθεί το µη γραµµικό πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +uux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0)=−x, x ∈R.

Εδώ είναι c(u)= u, u0(ξ)=−ξ, και

D = 1+c
′(u0(ξ))u

′
0(ξ)t = 1− t .

Οι δε χαρακτηριστικές είναι

x = c(u0(ξ))t +ξ=−ξt +ξ= ξ(1− t).

΄Ετσι η λύση του προβλήµατος είναι

u(x, t)= u(ξ,0)= u0(ξ)=−ξ= x

t −1
,

η οποία υπάρχει για 0≤ t < 1.
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

x

t

0

t = 1

u(x, t)= x

t−1

1 2 3−1−2−3ξ

Οι χαρακτηριστικές καµπύλες είναι οι ευθείες

x =−ξt +ξ= ξ(1− t),

οι οποίες διέρχονται από το σηµείο (x = 0, t = 1). Αν ξ→±∞ οι ευθείες αυτές

τείνουν στην t = 1, ενώ αν ξ→ 0 στην x = 0. Η λύση u ορίζεται παντού στην

λωρίδα 0≤ t < 1. Επιπλέον επάνω σε κάθε χαρακτηριστική η u είναι σταθερή

συνεπώς δεν µπορεί να ορισθεί και να είναι συνεχής στην t = 1.
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

Παρατήρηση

Για το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +uux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0)= g(x), x ∈R.

έχουµε ότι
dx

dt
= u,

du

dt
= 0

δηλαδή οι χαρακτηριστικές είναι ευθείες και η u είναι σταθερή κατά µήκος των

χαρακτηριστικών. ΄Ετσι ϑα είναι

x = u(x, t)t +ξ ⇒ ξ= x −u(x, t)t

εποµένως

u(x, t)= u(ξ,0)= g(ξ)= g(x −ut),

δηλαδή η λύση δίνεται σε πεπλεγµένη µορφή. Ας δεχτούµε ότι η λύση είναι

οµαλή. Παραγωγίζοντας την τελευταία σχέση ως προς x παίρνουµε

Οκτώβριος 2019 7 / 20

V
S
te
fa
n
-P
D
E



1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

ux = g
′(x −ut)(1−ux t) ⇒ (1+g

′(ξ)t)ux = g
′(ξ),

οπότε ϑα είναι

ux =
g
′(ξ)

1+g′(ξ)t
.

Κατά συνέπεια η λύση είναι οµαλή µέχρι την πρώτη χρονική στιγµή t = tc για την

οποία µηδενίζεται ο παρονοµαστής, δηλαδή

tc =− 1

g′(ξ)
. (8)

Αναφερόµενοι στο Παράδειγµα ∆4-2 ϐλέπουµε ότι g(ξ)=−ξ, εποµένως tc = 1

όπως πράγµατι ϐρήκαµε απαιτώντας να ισχύει D 6= 0.
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

Θεωρούµε στη συνέχεια το πιο γενικό µη γραµµικό πρόβληµα

ut +c(x, t ,u)ux = f(x, t ,u), x ∈R, t > 0

u(x,0)= u0(x), x ∈R,

όπου c και f είναι συνεχείς συναρτήσεις. Υποθέτουµε ότι το πρόβληµα έχει

οµαλή λύση. Τότε κατά µήκος των χαρακτηριστικών

dx

dt
= c(x, t ,u)

η εξίσωση ανάγεται στην
du

dt
= f(x, t ,u).

Το σύστηµα των δύο αυτών διαφορικών εξισώσεων το ονοµάζουµε

χαρακτηριστικό σύστηµα και το λύνουµε µε αρχικές συνθήκες

t = 0 : x = ξ, u = u0(ξ),

µε ξ δηλαδή παραµετρικοποιούµε την ευθεία t = 0 στην οποία περιγράφονται

τα αρχικά δεδοµένα.
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

Παράδειγµα (∆4-3)

Να λυθεί το µη γραµµικό πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +uux =−u, x ∈R, t > 0

u(x,0)=λx, x ∈R,

όπου λ είναι µία πραγµατική παράµετρος.

Το χαρακτηριστικό σύστηµα είναι το

dx

dt
= u,

du

dt
=−u

µε αρχικά δεδοµένα

t = 0 : x = ξ, u =λξ.

Λύνοντας, λοιπόν, ϐρίσκουµε

u =λξe
−t , x = ξ(−λe

−t +1+λ),

απ΄ όπου απαλλείφοντας την παράµετρο ξ παίρνουµε τη λύση
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

u(x, t)= λxe
−t

1+λ−λe−t
, x ∈R, t > 0.

΄Ετσι ϑα είναι

u(x, t)=


−x, λ=−1

x

(λ−1 +1)et −1
, λ 6= 0, λ 6= −1

0, λ= 0

Για λ 6= −1,0 η λύση είναι οµαλή αν λ−1 +1< 0, ισοδύναµα αν −1<λ< 0, ενώ

για λ<−1 ή λ> 0 ο παρονοµαστής στην έκφραση του u µηδενίζεται όταν

e
t = λ

λ+1
(> 0).

Κατά συνέπεια η λύση είναι οµαλή αν −1≤λ≤ 0, ενώ αν λ<−1, ή λ> 0 η

λύση είναι οµαλή για 0≤ t < log(λ−1 +1).
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

Σαν τυπικά παραδείγµατα µη γραµµικών εξισώσεων είδαµε διάφορες

παραλλαγές της εξίσωσης

ut + (f(u))x = g(u)

ειδικά την περίπτωση όπου f(u)= u
2/2. Ο λόγος είναι ότι µια εξίσωση της

µορφής

ρt +qx = 0

εκφράζει ένα νόµο διατήρησης. Θα επανέλθουµε αργότερα.

Ας δούµε όµως τώρα µια άλλου τύπου µη γραµµική εξίσωση, την εξίσωση της

εικόνας. Η εξίσωση αυτή εµφανίζεται στη γεωµετρική οπτική.

Παράδειγµα (∆4-4)

Να επιλυθεί η εξίσωση

u
2
x
+u

2
y
= n

2. (9)

Εδώ n= n(x,y) είναι ο δείκτης διάθλασης του υλικού.
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

Η εξίσωση µπορεί να ειδωθεί σαν

uxux +uyuy = n
2

κατά συνέπεια, ακολουθώντας τη µέθοδο των χαρακτηριστικών, το σχετικό

χαρακτηριστικό σύστηµα είναι

dx

dt
= ux

dy

dt
= uy

du

dt
= n

2. (10)

Επειδή ux και uy είναι άγνωστοι, υπολογίζουµε δια µέσου της (10)

d2
x

dt2
= d

dt
ux = uxx

dx

dt
+uxy

dy

dt
= uxxux +uxyuy = 1

2

(
u

2
x

)
x
+ 1

2

(
u

2
y

)
x
= 1

2

(
u

2
x
+u

2
y

)
x

΄Ετσι έχουµε

d2
x

dt2
= 1

2

(
n

2(x,y)
)
x

(11)

και κατ΄ αναλογία

d2
y

dt2
= 1

2

(
n

2(x,y)
)
y

. (12)

Οι x και y υπολογίζονται από τις (11) και (12), ενώ από την du/dt = n
2 ϐρίσκουµε
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

u(x(t),y(t))= u(x(0),y(0))+
∫

t

0

n
2(x(s),y(s))ds. (13)

Σηµειώνουµε εδώ ότι για την εύρεση των χαρακτηριστικών παραγωγίζουµε τις

dx/dt και dy/dt , προκειµένου να χρησιµοποιηθεί η διαφορική εξίσωση. ΄Ετσι για

την επίλυσή τους στη συνέχεια ϑα πρέπει να γνωρίζουµε τις επιπλέον αρχικές

τιµές x
′(0) και y

′(0). Σε πολλές περιπτώσεις όµως, όπως στο παράδειγµα που

ακολουθεί, η πληροφορία αυτή παρέχεται από την γεωµετρία του προβλήµατος.

Παράδειγµα (∆4-5)

Να λυθεί η εξίσωση της εικόνας σε υλικό µε σταθερό δείκτη διάθλασης n= n0

u
2
x
+u

2
y
= n

2
0

και αρχική συνθήκη u(x,2x)= 1.

Από τις (11), (12) ϐρίσκουµε

d2
x

dt2
= 1

2

dn0

dx
= 0= 1

2

dn0

dy
= d2

y

dt2
,
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

άρα οι χαρακτηριστικές είναι ευθείες οι οποίες ξεκινούν από την y = 2x . Η u

είναι σταθερή πάνω στην αρχική ευθεία y = 2x , οπότε το ∇u για t = 0 είναι

ορθογώνιο στο διάνυσµα (1,2), κατά συνέπεια

∇u(0)=
(

2p
5

,− 1p
5

)
n0.

x

y

0

∇u(0)

΄Ετσι ϑα είναι
dx

dt
(0)= 2p

5
n0

dy

dt
(0)=− 1p

5
n0.
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1.3. Μη Γραµµικές Εξισώσεις

Υπό το πρίσµα των αρχικών συνθηκών (αρχική καµπύλη)

t = 0 : x = ξ, y = 2ξ, u = 1

οι λύσεις του χαρακτηριστικού συστήµατος δίνονται από

x(t)= 2p
5

n0t +ξ, y(t)= −1p
5

n0t +2ξ, u(t)= n
2
0t +u0,

απ΄ όπου έπεται ότι

t = 2x −y

n0

p
5

, u(x,y)= 1+ n0p
5
(2x −y).

Η ϕυσική σηµασία του αποτελέσµατος είναι ότι σε ένα οµοιογενές υλικό οι

χαρακτηριστικές καµπύλες είναι ευθείες (κλασσικές ακτίνες ϕωτός) και ένα

αρχικό επίπεδο ϕωτεινό κύµα διαδίδεται σε κατεύθυνση κάθετη σε αυτές.
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1.4. Ασυνεχείς Λύσεις

Παρουσιάζουµε στη συνέχεια δύο περιπτώσεις όπου η λύση ενός

προβλήµατος αρχικών τιµών, λόγω µη συνεχούς αρχικής κατάστασης αυτή τη

ϕορά και σε αντιπαραβολή µε τα Παραδείγµατα ∆4-2 και ∆4-3, είναι ασυνεχής.

Παράδειγµα (∆4-6)

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών για την εξίσωση µεταφοράς

ut +cux = 0, x ∈R, t > 1

u(x,0)= u0(x), x ∈R.

όπου c είναι µία ϑετική σταθερά και

u0(x)=
{

1, x < 0

0, x > 0
.

΄Οπως δείξαµε (2η ∆ιάλεξη) η λύση του προβλήµατος δίνεται από τη σχέση

u(x, t)= u0(x −ct),

Οκτώβριος 2019 17 / 20

V
S
te
fa
n
-P
D
E



1.4. Ασυνεχείς Λύσεις

κατά συνέπεια η λύση είναι η

u(x, t)=
{

1, x < ct

0, x > ct
.

x

t

u = 1 u = 0

0

Οι χαρακτηριστικές είναι οι ευθείες

x = ct +ξ, ξ ∈R

και καλύπτουν το ολόκληρο το ηµιεπίπεδο t ≥ 0, και η ασυνέχεια στο x = 0, t = 0

µεταδίδεται κατά µήκος της χαρακτηριστικής x = ct .
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1.4. Ασυνεχείς Λύσεις

Παράδειγµα (∆4-7)

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών για την εξίσωση του Burgers

ut +uux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0)= u0(x), x ∈R,

όπου

u0(x)=
{

1, x < 0

0, x > 0
.

Το χαρακτηριστικό σύστηµα είναι το

dx

dt
= u,

du

dt
= 0

µε αρχικά δεδοµένα

t = 0 : x = ξ, u = u0(ξ).

Βλέπουµε λοιπόν ότι η λύση u είναι σταθερή κατά µήκος των χαρακτηριστικών

x = u0(ξ)t +ξ.
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1.4. Ασυνεχείς Λύσεις

x

t

0

(x0, t0)

ξ0 = x0 − t0 x0

x = t +ξ,

αν ξ< 0

x = ξ,

αν ξ> 0

Οι χαρακτηριστικές τέµνονται στο εσωτερικό της γωνίας 0< x < t και κάθε

σηµείο (x0, t0) µε 0< x0 < t0, ϐρίσκεται επάνω σε δύο χαρακτηριστικές, τις

x − t = x0 − t0 = ξ0 µε ξ0 < 0 και x = x0. ΄Ετσι ϑα πρέπει να ισχύει

u(x0, t0)= u0(ξ0)= 1 και u(x0, t0)= u0(x0)= 0. Αυτό όµως δεν µπορεί να

συµβαίνει. ΄Ενας τρόπος επίλυσης του προβλήµατος είναι να επιλέξουµε µία

ηµιευθεία x =mt µε 0<m < 1 και να ορίσουµε τη λύση όπως στο Παράδειγµα 6

u(x, t)=
{

1, x <mt

0, x >mt

και η ασυνέχεια στο x = 0 µεταδίδεται κατά µήκος της χαρακτηριστικής x =mt .

Θα δείξουµε παρακάτω πως µπορούµε να ορίσουµε µιά τέτοια λογική λύση.
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