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Συµπλήρωµα

Αν οι µερικές παράγωγοι µιας u = u(x, y, z) υπάρχουν τότε η Λαπλασιανή της u είναι

∆u = uxx +uy y +uzz

έτσι στις τρεις χωρικές διαστάσεις οι τυπικές εξισώσεις γράφονται ως

1. Η εξίσωση της ϑερµότητας : ut =∆u, u = u(x, y, z, t ).

2. Η κυµατική εξίσωση: ut t = c2∆u, u = u(x, y, z, t ).

3. Η εξίσωση του Laplace: ∆u = 0, u = u(x, y, z).

4. Η εξίσωση του Schrödinger: iψt =∆ψ, ψ=ψ(x, y, z, t ).

Η µορφή των εξισώσεων είναι η ίδια για οποιοδήποτε πλήθος χωρικών µεταβλητών.

1. Μ∆Ε 1ης τάξης

Εισαγωγή

Οι εξισώσεις
ux +uy = 0, uux = f (x, y), ux +uuy = 0, u2

x +u2
y = f (x, y),

είναι παραδείγµατα µερικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης δύο ανεξάρτητων µεταβλητών. Μια
µερική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, στις δύο µεταβλητές, µπορεί να παρασταθεί ως

F (x, y,u,ux ,uy ) = 0 (1)

όπου F είναι µια πραγµατική συνάρτηση ορισµένη σε κάποιο χωρίο του R5. Θα περιορίσουµε τη
µελέτη µας, κυρίως, στις δύο διαστάσεις και ο λόγος για την επιλογή µας αυτή είναι η γεωµετρική
ϑεώρηση της σχέσης (1). Η z = u(x, y) είναι µία επιφάνεια στο R3

S = {(x, y, z) :Φ(x, y, z) = 0} µε Φ(x, y, z) = u(x, y)− z

και το κανονικό κάθετο διάνυσµα σ΄ αυτή είναι το (ux ,uy ,−1)

∇Φ⊥ S και ∇Φ= (Φx ,Φy ,Φz ),

κατά συνέπεια η (1) είναι µία σχέση η οποία συνδέει την άγνωστη επιφάνεια µε το κανονικό κάθετο
διάνυσµά της. Η γεωµετρική αυτή προσέγγιση ϑα µας επιτρέψει να λύσουµε κάποιες εξισώσεις.
Οπωσδήποτε οι ιδέες αυτές γενικεύονται σε περισσότερες διαστάσεις.
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1.1. Γραµµικές Εξισώσεις

Η εξίσωση (1) µπορεί να γραφεί στη µορφή

L[u] = f (x, y),

όπου L είναι ένας διαφορικός τελεστής πρώτης τάξης. Η (1) ϑα λέγεται γραµµική εάν ο L είναι
γραµµικός. ΄Ετσι η εξίσωση

a(x, y)ux +b(x, y)uy = 0 ⇔ L[u] :=
[

a(x, y)
∂

∂x
+b(x, y)

∂

∂y

]
u = 0,

είναι γραµµική ενώ η
ux +uuy = 0

δεν είναι γραµµική µιας και για τον αντίστοιχο τελεστή L ισχύει (γιατί ;)

L[u1 +u2] = L[u1]+L[u2]+ ∂

∂y
(u1u2).

Η απλούστερη γραµµική εξίσωση πρώτης τάξης στις δύο διαστάσεις είναι η

ux (x, t ) = 0. (2)

Η γενική λύση της προκύπτει µε απλή ολοκλήρωση ως προς x και είναι η u(x, t ) =φ(t ), όπου φ είναι
µια αυθαίρετη συνάρτηση του t . ΄Οµοια η ut (x, t ) = 0 έχει λύση την u(x, t ) =φ(x), όπου τώρα η φ είναι
µια αυθαίρετη συνάρτηση του x.

Ας ϑεωρήσουµε στη συνέχεια την εξίσωση

aut (x, t )+bux (x, t ) = 0, x ∈R, t > 0, (3)

όπου a και b είναι πραγµατικές σταθερές. Εάν a = 0, ή b = 0, τότε αναγόµαστε στις προηγούµενες
περιπτώσεις. Υποθέτοντας λοιπόν ότι a 6= 0 και b 6= 0 η εξίσωση (3) γράφεται

ut (x, t )+ cux (x, t ) = 0, x ∈R, t > 0, (4)

όπου c είναι µια πραγµατική µη µηδενική σταθερά. Η εξίσωση (4) λέγεται εξίσωση µεταφοράς.

1ος τρόπος επίλυσης της (4): Γεωµετρική µέθοδος. Εάν c = (c,1), τότε η ποσότητα ut + cux

στην (4) είναι η παράγωγος της u κατά την διεύθυνση του διανύσµατος c µιας και

Dcu =∇u ·c=
(∂u

∂x
,
∂u

∂t

)
· (c,1) = cux +ut ,

όπου ‘‘·’’ είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο. Κατά συνέπεια η (4) εκφράζει το γεγονός ότι ο ϱυθµός
µεταβολής της u κατά την διεύθυνση του διανύσµατος c ισούται µε µηδέν, ή ισοδύναµα ότι η u είναι
σταθερή πάνω σε κάθε ευθεία στο xt επίπεδο παράλληλη του c. Η εξίσωση µιας τέτοιας ευθείας είναι
x = ct +ξ, ξ ∈R. Εποµένως εάν (x, t ) ∈R2 υπάρχει µοναδικό ξ ώστε x = ct +ξ και

u(x, t ) = u(ξ,0) =φ(ξ),
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όπου φ είναι µια αυθαίρετη πραγµατική συνάρτηση. Η λύση συνεπώς της (4) είναι

u(x, t ) =φ(x − ct ), (5)

όπου φ είναι µια αυθαίρετη πραγµατική συνάρτηση.

2ος τρόπος επίλυσης της (4): Η µέθοδος των χαρακτηριστικών. Εάν γ : x = x(t ) είναι µια
καµπύλη στο xt επίπεδο, δηλαδή γ(t ) = (x(t ), t ) και u(x, t ) είναι µια συνάρτηση ορισµένη πάνω στην
γ, τότε η παράγωγος της u(x, t ) κατά µήκος της γ δίνεται από τη σχέση

du

dt
= d

dt
u(x(t ), t ) = ux

dx

dt
+ut . (6)

Κατά συνέπεια η (4) δηλώνει ότι η u(x, t ) κατά µήκος της καµπύλης γ : x = x(t ) µε

dx

dt
= c (7)

έχει ϱυθµό µεταβολής
du

dt
= 0. (8)

Οι λύσεις της (7) είναι όλες οι ευθείες x = ct +ξ, ξ ∈R. Συµπεραίνουµε λοιπόν από την (8) ότι η u είναι
σταθερή πάνω σε κάθε τέτοια ευθεία. ΄Ετσι αν (x, t ) ∈R2 υπάρχει µοναδική ευθεία µε κλίση c η οποία
το περιέχει, ισοδύναµα υπάρχει µοναδικό ξ ώστε x = ct +ξ και

u(x, t ) = u(ξ,0) =φ(ξ) =φ(x − ct ).

Οι καµπύλες γ που ικανοποιούν την (7) λέγονται χαρακτηριστικές καµπύλες της εξίσωσης.

΄Ενα τρίτο τρόπο επίλυσης της (4) µε τη µέθοδο των συντεταγµένων παρουσιάζουµε στις ασκή-
σεις.

Μία διαφορική εξίσωση F (x, t ,ux ,ut ) = 0 µε x ∈ R, t > 0 µε καθορισµένη συµπεριφορά της λύσης
για t = 0, δηλαδή u(x,0) = g (x), όπου η g είναι µία δοσµένη συνάρτηση αποτελεί ένα πρόβληµα
αρχικών τιµών ή πρόβληµα Cauchy. ΄Ετσι σχετικά µε το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut + cux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) = g (x), x ∈R.
(9)

έχοντας δείξει ότι η λύση της εξίσωσης είναι η u(x, t ) = φ(x − ct ), όπου η φ είναι µία αυθαίρετη
συνάρτηση και επειδή u(x,0) = g (x), έπεται ότι φ = g . Κατά συνέπεια η λύση του προβλήµατος
αρχικών τιµών (9) είναι η

u(x, t ) = g (x − ct ). (10)

Από τη µορφή της λύσης έπεται ότι το αρχικό προφίλ διατηρείται και ότι απλά µετακινείται κατά
µήκος του x-άξονα στη ϑετική κατεύθυνση µε ταχύτητα c.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα την εξίσωση

ut (x, t )+ c(x, t )ux (x, t ) = 0, x ∈R, t > 0, (11)
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όπου ο συντελεστής c είναι συνάρτηση των µεταβλητών x και t . Και πάλι η ποσότητα ut + c(x, t )ux

είναι η παράγωγος της u κατά µήκος της καµπύλης γ που ορίζεται από τη σχέση

dx

dt
= c(x, t ).

Και σε αυτή την περίπτωση οι παραπάνω καµπύλες λέγονται χαρακτηριστικές καµπύλες.

Παράδειγµα 1. Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut −2xtux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) = u0(x), x ∈R.

Οι χαρακτηριστικές δίνονται από την εξίσωση

dx

dt
=−2xt ⇒

∫ dx

x
=−

∫
2t dt ⇒ x = ξe−t 2

, ξ ∈R,

ενώ πάνω σε κάθε χαρακτηριστική καµπύλη η u παραµένει σταθερή, εποµένως

u(x, t )
t=0= u(ξ,0) = u0(ξ) = u0(xe t 2

).
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