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Εισαγωγή στις Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

ut = uxx, ut t = uxx, uxx +uy y = 0
Οι Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις (Μ∆Ε) εµφανίζονται σε όλες σχεδόν τις επι-

στήµες και είναι µοντέλα τα οποία περιγράφουν την εξέλιξη διάφορων ϕαινοµέ-

νων. Σαν τέτοιες προκύπτουν ϕυσιολογικά από ϕυσικούς νόµους.

Μαθηµατικά µια Μ∆Ε είναι ένας νόµος ο οποίος συνδέει µερικές παραγώγους

διάφορων τάξεων µιας άγνωστης συνάρτησης περισσοτέρων της µιας µεταβλη-

τών. Επιδίωξή µας είναι η επίλυση, εάν αυτό είναι δυνατό, αυτής της εξίσωσης, η

εύρεση δηλαδή λύσης ή λύσεων αυτής.

ut +uux = 0, ut = uxx + f (u)
Τυπικά παραδείγµατα Μερικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων είναι οι
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Εισαγωγή στις Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

1 Η εξίσωση της ϑερµότητας (ή διάχυσης)

∂u

∂t
= ∂2u

∂x2 , ή ut = uxx , u = u(x, t ). (1)

2 Η κυµατική εξίσωση

∂2u

∂t 2 = c2 ∂
2u

∂x2 , ή ut t = c2uxx , u = u(x, t ). (2)

3 Η εξίσωση του Laplace

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0, ή uxx +uy y = 0, u = u(x, y). (3)

4 Η εξίσωση του Schrödinger της Κβαντοµηχανικής

i
∂ψ

∂t
= ∂2ψ

∂x2 , ή iψt =ψxx , ψ=ψ(x, t ), (4)

όπου i =p−1 είναι η ϕανταστική µονάδα.

5 Η εξίσωση της µεταφοράς

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0, ή ut + c2ux = 0, u = u(x, t ). (5)
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Εισαγωγή στις Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

Αναφέραµε ότι οι Μ∆Ε προκύπτουν από ϕυσικούς νόµους. Ας δούµε για παρά-

δειγµα πως προκύπτει η κυµατική εξίσωση. Μας ενδιαφέρει να µελετήσουµε την

κίνηση µιας ταλαντευόµενης χορδής. Τα δυο άκρα µιας χορδής µήκους L είναι

στερεοµένα σε δυο σηµεία ενός άξονα, ας πούµε του x-άξονα. Αποµακρύνο-

ντας τη χορδή από τη ϑέση ισορροπίας την αφήνουµε να κινηθεί. Η u = u(x, t )
δίνει τη ϑέση του σηµείου x, της χορδής, τη χρονική στιγµή t .

x

u

u(x, t )

0 L

Σχήµα: Το προφίλ της u(x, ·) τη χρονική στιγµή t .
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Εισαγωγή στις Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

Για τη διαµόρφωση του νόµου που διέπει την κίνηση κάνουµε τις παραδοχές :

(1) Η τάση T της χορδής είναι τόσο µεγάλη ώστε η ϐαρύτητα παραβλέπεται.

(2) Η µάζα της χορδής είναι οµοιόµορφα κατανεµηµµένη µε σταθερή

πυκνότητα ρ.

(3) Η αποµάκρυνση u(x, t ) είναι µικρή συγκρινόµενη µε το µήκος της χορδής.

Μελετάµε την κίνηση του τµήµατος µεταξύ x και x +∆x. Οι δυνάµεις οι οποί-

ες προκαλούν την κίνηση της χορδής σύµφωνα µε τις υποθέσεις µας, είναι οι

κατακόρυφες συνιστώσες της τάσης στα σηµεία x και ∆x,

x x +∆x

T
T sinθ1

TT sinθ2

tanθ = ∂u

∂x

sinθ ≈ tanθ

θ1

θ2
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Εισαγωγή στις Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

T sinθ1 ≈ T tanθ1 = Tux (x, t )

T sinθ2 ≈ T tanθ2 = Tux (x +∆x, t )

οπότε από τον 2ο νόµο του Newton

∆~F = m~a

αν m = ρ∆x είναι η µάζα του τµήµατος µεταξύ x και x +∆x, ϐρίσκουµε

T [ux (x +∆x, t )−ux (x, t )] = ρ(∆x)ut t (x̄, t )

όπου x̄ είναι το κέντρο µάζας του τµήµατος της χορδής µεταξύ x και x +∆x, απ΄

όπου έπεται ότι
ux (x +∆x, t )−ux (x, t )

∆x
= ρ

T
ut t (x̄, t ).

Παίρνοντας το όριο ∆x → 0 ϐρίσκουµε

uxx (x, t ) = ρ

T
ut t (x, t )

η οποία είναι η εξίσωση (2) µε c =√
T /ρ.
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Εισαγωγή στις Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

Στη συνέχεια δείχνουµε πως µια Μ∆Ε εµφανίζεται ϕυσιολογικά στο περιεχόµενο

της Μιγαδικής Ανάλυσης. Το αντικείµενο µελέτης της Μιγαδικής Ανάλυσης είναι

οι αναλυτικές συναρτήσεις. Θυµίζουµε ότι µια συνάρτηση f : U → C, όπου U
είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του C, λέγεται αναλυτική στο U αν η παράγωγος

f ′(z) υπάρχει για κάθε z ∈U . Αν

f (z) = u(x, y)+ i v(x, y), z = x + i y

και η f είναι αναλυτική στο U τότε το πραγµατικό µέρος u και το ϕανταστικό

µέρος v της f ικανοποιούν τις εξισώσεις Cauchy-Riemann

∂u

∂x
= ∂v

∂y
και

∂u

∂y
=−∂v

∂x
(6)

στο U . ΄Ετσι οι u και v είναι λύσεις ενός συστήµατος Μ∆Ε 1ης τάξης. Επειδή µια

αναλυτική συνάρτηση έχει παραγώγους όλων των τάξεων παραγωγίζοντας στην

(6) ως προς x και ως προς y ϐρίσκουµε ότι επιπλέον οι u και v ικανοποιούν την

εξίσωση του Laplace, δηλαδή
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Εισαγωγή στις Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0 και
∂2v

∂x2 + ∂2v

∂y2 = 0.

΄Ετσι τα πραγµατικά και ϕανταστικά µέρη αναλυτικής συνάρτησης είναι αρµονικές

συναρτήσεις, όπως ονοµάζονται οι συνεχείς λύσεις της εξίσωσης του Laplace,

και η καθεµιά από τις u και v λέγεται αρµονική συζυγής της άλλης.

΄Ασκηση

Από τη Μιγαδική Ανάλυση γνωρίζουµε ότι αν οι µερικές παράγωγοι των u και v
υπάρχουν σε κάθε σηµείο ενός ανοικτού συνόλου U και ικανοποιούν τις συν-

ϑήκες Cauchy-Riemann τότε η f = u + i v είναι αναλυτική στο U (Θεώρηµα

Looman-Menchoff). Αν u(x, y) = x3 −3x y2, δείξτε ότι η u είναι αρµονική συ-

νάρτηση, δηλαδή είναι συνεχής και ικανοποιεί την εξίσωση (3). Στη συνέχεια

χρησιµοποιήστε τις εξισώσεις Cauchy-Riemann (6) για να ϐρήτε µια v = v(x, y)
ώστε η f = u + i v να είναι αναλυτική συνάρτηση. Αναγνωρίζετε την f = f (z);

■ Αν η υψηλότερης τάξης µερική παράγωγος που εµφανίζεται σε µια εξίσωση

είναι η n-οστή, µε n ≥ 1, τότε η εξίσωση λέγεται τάξης n. Για παράδειγµα οι

εξισώσεις (1) – (4) είναι εξισώσεις 2ης τάξης, ενώ η εξίσωση (5) είναι 1ης τάξης.
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Εισαγωγή στις Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

■ Μια Μ∆Ε µπορεί να γραφεί στη µορφή L[u] = f , όπου L είναι ένας διαφο-

ϱικός τελεστής και f µια συνάρτηση. Για παράδειγµα για την εξίσωση (1) της

ϑερµότητας έχουµε

L = ∂

∂t
− ∂2

∂x2 ,

έτσι ώστε η L[u] = 0 είναι η (1), ενώ η εξίσωση (4) του Schrödinger γράφεται

L[u] = 0, µε

L = i
∂

∂t
− ∂2

∂x2 .

Ειδικά η εξίσωση του Laplace γράφεται ως ∆u = 0, όπου

∆= ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 ,

είναι ο τελεστής του Laplace, ή η Λαπλασιανή. Εάν ο τελεστής L είναι γραµµικός,

δηλαδή για σταθερές a,b και συναρτήσεις u, v ισχύει

L[au +bv] = aL[u]+bL[v]

η εξίσωση λέγεται γραµµική, διαφορετικά ϑα λέγεται µη γραµµική.

Σεπτέµβριος 2019 9 / 12

V
S
te
fa
n
-P
D
E



Εισαγωγή στις Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

Οι εξισώσεις (1) – (5) είναι γραµµικές εξισώσεις. Παραδείγµατα µη γραµµικών

εξισώσεων είναι οι

1 Η κυµατική εξίσωση µε διασπορά, u = u(x, t )

∂u

∂t
+u

∂u

∂x
+ ∂3u

∂x3 = 0, ή ut +uux +uxxx = 0. (7)

2 Η µη γραµµική εξίσωση του Schrödinger , ψ=ψ(x, t ).

i
∂ψ

∂t
= ∂2ψ

∂x2 +|ψ|2ψ, ή iψt =ψxx +|ψ|2ψ. (8)

3 Η εξίσωση του Burgers, u = u(x, t )

∂u

∂t
+u

∂u

∂x
= 0, ή ut +uux = 0. (9)

4 Η εξίσωση της εικόνας, u = u(x, y)(∂u

∂x

)2 +
(∂u

∂y

)2 = 1, ή (ux )2 + (uy )2 = 1. (10)
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Εισαγωγή στις Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

Αν οι δεύτερες µερικές παράγωγοι µιας u = u(x, y, z) υπάρχουν τότε η Λαπλα-

σιανή της u είναι

∆u = uxx +uy y +uzz

έτσι στις τρεις χωρικές διαστάσεις οι τυπικές εξισώσεις γράφονται ως

1 Η εξίσωση του Laplace:

∆u = 0, u = u(x, y, z).

2 Η εξίσωση της ϑερµότητας :

ut =∆u, u = u(x, y, z, t ).

3 Η κυµατική εξίσωση :

ut t = c2∆u, u = u(x, y, z, t ).

4 Η εξίσωση του Schrödinger:

iψt =∆ψ, ψ=ψ(x, y, z, t ).

Η µορφή των εξισώσεων είναι η ίδια για οποιοδήποτε πλήθος χωρικών µεταβλη-

τών, δηλαδή στο Rn η (1), ή στο Rn+1 οι (2) – (4).
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Περιγραφή του µαθήµατος

Ι. Ενότητες (αισιόδοξο σενάριο)

(Αʹ) Μ∆Ε πρώτης τάξης

1 Γραµµικές εξισώσεις.

2 Μέθοδοι επίλυσης.

3 Μη γραµµικές εξισώσεις.

4 Μη συνεχείς λύσεις, κρουστικά κύµατα, αραιωτικά κύµατα.

(Βʹ) Μ∆Ε δεύτερης τάξης

1 Ταξινόµηση γραµµικών εξισώσεων 2ης τάξης.

2 Η κυµατική εξίσωση στην ευθεία.

3 Χωρισµός µεταβλητών για τις εξισώσεις της ϑερµότητας, του κύµατος και του

Laplace.

4 Σειρές Fourier και προβλήµατα Sturm-Liouville.

5 Η µέθοδος της ενέργειας για την κυµατική εξίσωση και την εξίσωση της

ϑερµότητας.

6 Η αρχή του µεγίστου για την εξίσωση της ϑερµότητας και την εξίσωση του

Laplace.

7 Θεµελιώδεις λύσεις, Συναρτήσεις του Green.
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Περιγραφή του µαθήµατος
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