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�¨æ¢¦�¦ª

� ç¢� «¦¬ � �¢å¦¬ �¬«¦ç � �á©¡�«�  ©«¦¬ª «�«�¨«¦�«�åª ¦ «�«âª «¦¬
����£�« ¡¦ç �£ã£�«¦ª ©�¤ £á��£� �§ ¢¦�ãª. � ©«á�£� «¦¬ � �¢å¦¬ �å¤� 
� ©��à� ¡ã ¡�  �å¤�«�  â£�©� ©«¦¤ £���£�« ¡æ «£ã£� «�ª ��à¨å�ª §¦¬ �å¤� 
¡�  ¦ ©«æ®¦ª «¦¬ £��ã£�«¦ª.

�«¦ §¨é«¦ ¡�á¢� ¦ �å¤�«�  £ � £ ¡¨ã  ©«¦¨ ¡ã � ©��à�ã ©«�¤ ¡��-
¤«¦£�®�¤ ¡ã. ��¨ �¨á¦¤«�  ©¬¤¦§« ¡á «� §¨é«� ¬© ¡á §� ¨á£�«� §¦¬
�£�¤å©«�¡�¤ ¡�  ��¤ £§¦¨¦ç©�¤ ¤� ¢¬�¦ç¤ £� « ª £��æ�¦¬ª «�ª ¡¢�©© ¡ãª
¬© ¡ãª. �«¦ ��ç«�¨¦ ¡�  «¨å«¦ ¡�á¢� ¦ �¤�§«ç©©¦¤«�  ¦  �¢á® ©«�ª �¡�å-
¤�ª £���£�« ¡âª â¤¤¦ �ª, §¦¬ �å¤�  �§�¨�å«�«�ª � � «�¤ �¬©«�¨ã � �«ç§à©�
«�ª £� ©®�« ¡ ©« ¡ãª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª. �¦¢¢á ��à¨ã£�«� �å¤¦¤«�  ®à¨åª
�§æ�� ¥� ¡�  §¦¢¢âª â¤¤¦ �ª �¤�â¨¦¤«�  ©¬¤¦§« ¡á ã ��à¨¦ç¤«�  æ«  �å¤� 
�¤à©«âª. �«¦ «â«�¨«¦ ¡�á¢� ¦ � �«¬§é¤¦¤«�  «� §â¤«� ��© ¡á �¥ é£�«�,
§á¤à ©«� ¦§¦å� ®«å��«�  æ¢� � ��à¨å�. �«� �ç¦ «�¢�¬«�å� ¡�á¢� � ¢ç¤¦¤«� 
¦¨ ©£â¤� �§æ «� §¨¦�¢ã£�«�, §¦¬ £§¦¨¦ç¤ ¤� ¢¬�¦ç¤ �¡¨ �éª ¡�  ¤� �é©¦¬¤
�¤�¢¬« ¡âª ¢ç©� ª ¡�  �å¤¦¤«�  §¦ ¦« ¡âª �¤�¢ç©� ª «à¤ �§¦«�¢�©£á«à¤.

�¦ � �¢å¦, æ§àª ¡á�� �¤�¨é§ ¤¦ ¡�«�©¡�ç�©£�, ¬© ¡á ��¤ �å¤�  «â¢� ¦.
��¨�¡�¢é «¦¬ª �¤��¤é©«�ª ¤� £�¤ � ©«á©¦¬¤ ¤� £¦¬ ¬§¦��å¥¦¬¤ «¬®æ¤
¨�©« ¡á ¡�  ¬§¦¢¦� ©« ¡á ¢á�� �¢¢á ¡�  §�¨�¢�å¯� ª §¦¬ �� ¬§¦§â©¦¬¤
©«�¤ �¤«å¢�¯� «¦¬ª. �� «¦¬ª �å£�  ¢å�¤ ¬§¦®¨�à£â¤¦ª ¡�  �� «� ¢á�à
©¦��¨á ¬§æ¯� £¦¬ ©� £ � �§æ£�¤� â¡�¦©�.
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� ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã �å¤�  ¦ ¡¢á�¦ª «�ª £���£�« ¡ãª ¬© ¡ãª §¦¬ �©®¦-
¢�å«�  £� «�¤ ¡å¤�©� «à¤ ©«¦ ®� à�é¤ ©à£�« �åà¤ æ§àª �å¤�  � � §�¨á�� �£�
«� �¢�¡«¨æ¤ �, «� §¨à«æ¤ � ¡�  «� ¤�«¨æ¤ �. � ��à¨å� ��©å��«�  ©«�¤ �¤«å-
¢�¯� «¦¬ �¢�¤¡ æ«  � �¤â¨�� � �å¤�  ¡��¤« ©£â¤�, ��¢��ã �§¦«�¢�å«�  �§æ
�¡â¨� � §¦¢¢�§¢á© � £ �ª £¦¤�� �å�ª §¦©æ«�«�ª �¤â¨�� �ª §¦¬ ¦¤¦£á��«� 
¡�á¤«¦ �¤â¨�� �ª.

� �¨®ã «�ª �«¦£ ¡ãª ��à¨å�ª §¨â§�  ¬© ¡á ¤� �¤���«���å ©«�¤ �¨®�å�
�¢¢á��. � ©¡â¯� æ«  «� á«¦£� â®¦¬¤ ©®�£�« ©«�å �§æ ©«¦ ®� é�� ©à£�«å� �
§¦¬ ��¤ £§¦¨¦ç¤ ¤� � �©§�©«¦ç¤ á¢¢¦, � é¤ � ¡�  �¤�¢¢¦åà«� �¨å©¡�«� 
� � §¨é«� ¦¨á � �«¬§à£â¤� ©«� â¨�� «¦¬ ��ç¡ §§¦¬ ¡�  «¦¬ ��£æ¡¨ «¦¬.
��«á «¦¤ ��£æ¡¨ «¦ «� £æ¤� §¨á�£�«� §¦¬ ¬§á¨®¦¬¤ §¨��£�« ¡á �å¤�  «�
á«¦£� ¡�  ¦ ¡�¤æª ®é¨¦ª. �¤� � é¤� �¨�æ«�¨� ¦ �§å¡¦¬¨¦ª â�à©� ¤â� §¤¦ã
©«�¤ �«¦£ ¡ã ��à¨å�, � ¬© ¡ã � ��©¡�¢å� «¦¬ ¦§¦å¦¬ �å®� ©�¤ �¤« ¡� £�¤ ¡æ
©¡¦§æ ¤� �§�¢¢á¥�  «¦¬ª �¤�¨é§¦¬ª �§æ « ª §¨¦¢ã¯� ª ¡�  « ª �� © �� £¦¤å�ª.
�   �â�ª �¬«âª �§¦¨¨å��¡�¤ �§æ «¦¤ �¨ ©«¦«â¢� ¡�  ©¬¡¦�¤«ã��¡�¤ �§æ
«¦¬ª ��¦¢æ�¦¬ª �¨£�¤�¬«âª «�ª �¨ ©«¦«�¢ ¡ãª  ¢¦©¦å�ª.

� � §¦¢ç ©�£�¤« ¡ã £�¢â«� \§�¨å ç©�àª" §�¨ â®�«�  ©«¦¤ �¢�«à¤ ¡æ
� á¢¦�¦ �å£� ¦ª. �� ©«¦ ®� é�� ©à£á« � «�ª ©ç�®¨¦¤�ª ¬© ¡ãª �¤« ©«¦ -
®¦ç¤ ©«� «â©©�¨� §¨à«�¨® ¡á ©«¦ ®�å� «¦¬ �£§��¦¡¢ã, «� à« á, «¦¤ �â¨�,
«¦ ¤�¨æ, ¡�  «� ��. ��«á «¦¤ �¢á«à¤� «� ©«¦ ®�å� �¬«á ��¤ �§¦«�¢¦ç¤«� 
�§æ ¡á§¦ � ¦¬©å� �¢¢á �å¤�  £���£�« ¡âª £¦¨âª æ§àª �å¤�  � � §�¨á�� �£�
«� ¡�¤¦¤ ¡á ©«�¨�á, «¦ «�«¨á��¨¦, «¦ ¦¡«á��¨¦, «¦ � ¡¦©á��¨¦ ¡�  ¦ ¡ç-
�¦ª. �� §á¤«� �å¤�  �¨ �£¦å æ§àª â¢���¤ ¡�  ¦  �¬���æ¨� ¦  ¡�  «� ©«¦ ®�å�
�¬«á £� ¡á§¦ � ���¦£â¤� �¤�¢¦�å� �§¦«�¢¦ç¤ «¦¤ ¡æ©£¦ £�ª. � á§¦¯� �¬«ã
�å¤�«�  ¤� ©¬£§å§«�  £� «� ©ç�®¨¦¤� �¬© ¡ã æ§¦¬ «� ©«¦ ®� é�� ©à£á« �
§�¨ �¨á¦¤«�  �§æ £ � ©¬¤á¨«�©� ¡ç£�«¦ª �å¤�  ��¢��ã �§å©�ª £���£�« ¡âª
£¦¨âª.

�« ª �¨®âª «¦¬ � é¤� á¨® ©�¤ ¤� �£�¤å�¦¤«�  §� ¨á£�«�, ©� §�¨ ¦®âª
�¤�¥�¨�ç¤�«�ª £â®¨  «æ«�, ©«�¤ §�¨ ¦®ã «¦¬ �«¦£ ¡¦ç £ ¡¨æ¡¦©£¦¬. � �§â-
¡«�©� «�ª ¡¢�© ¡ãª ��à¨å�ª ©«¦¤ £ ¡¨æ¡¦©£¦ ¦���¦ç©� ©� ©¬£§�¨á©£�«�
�¤«å��«� £� «� §� ¨á£�«�. �� ¬§¦�«¦£ ¡á ©à£�«å� � §¦¬ �§�¨«å�¦¬¤ «�
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á«¦£� ¡�  «� £æ¨ � �å¤�«�  æ«  ��¤ ¬§�¡¦ç¦¬¤ ©«¦¬ª ¤æ£¦¬ª «�ª ¡¢�©© -
¡ãª £�®�¤ ¡ãª. �¬«æ «¦ �� â¥¦�¦ ¢ç��¡� «�¢ ¡á £� £ � ¡� ¤¦ç¨� � ��à¨å�
«�¤ ���¤«¦£�®�¤ ¡ã. �¨ ¤ «�¤ �¤�¡á¢¬¯� «à¤ �¨®é¤ «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ -
¡ãª, ¦  ¬© ¡¦å ��à¨¦ç©�¤ ���¦£â¤¦ æ«  � ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã £§¦¨¦ç©�
¤� §�¨ �¨á¯�  §¢ã¨àª æ¢� «� � ¤æ£�¤�. � ¨æ¢¦ª «à¤ ¬© ¡é¤ ã«�¤ ¤�
��¨£æ©¦¬¤ «¦¬ª �¤à©«¦çª ã�� ¤æ£¦¬ª � � ¤� �¥��ã©¦¬¤ æ¢� «� §� ¨á£�«�.
� �¬¡¨ ¤å�¦¬£� æ«  � ¡��¤« ¡ã ��à¨å� ��¤ ¡�«�¨��å «�¤ ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã
§¦¬ � �§¨��£�«�ç�«�  «�¤ ¡å¤�©� «à¤ £��á¢à¤ ©à£á«à¤. �¦ §�¨ �®æ£�¤¦
«�ª ¡¢�©© ¡ãª ¬© ¡ãª ©¬¤¦¯å��«�  ©«¦¬ª ¤æ£¦¬ª «¦¬ ��ç«à¤�, §¦¬ �§ ��-
�� é��¡�¤ §¢ã¨àª ©«�¤ ¡å¤�©� «à¤ ¬¢ ¡é¤ ©à£á«à¤ ©¬¤ã�¦¬ª £��â�¦¬ª.

�«©  � ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã §�¨ ¦¨å��«�  ©«¦ ¤� §�¨ �¨á�  £æ¤¦ £�¡¨¦©¡¦-
§ ¡á ©é£�«�, æ§àª �å¤�  «� ¦¬¨á¤ � ©é£�«�, �¤é � � «� �¢�¡«¨æ¤ � ©«á��¡�
��ç¤�«¦ ¤� �é©�  ¦§¦ ��ã§¦«� �§á¤«�©�. �«�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã � � §�-
¨á�� �£� ¦  â¤¤¦ �ª ©à£á« ¦ ¡�  ¡ç£� �å¤�  «�¢�åàª � �¦¨�« ¡âª. �«�¤
¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã �¤« �â«àª �¬«âª ¦  �ç¦ �©¬£�å��©«�ª â¤¤¦ �ª «�ª ¡¢�©© -
¡ãª £�®�¤ ¡ãª �å¤�  ©¬£§¢�¨à£�« ¡âª. �¬«æª ¦ §�¨å�¨�¦ª ¡¬£�«¦©à£�« -
� �¡æª �¬ä©£æª ¡�  «à¤ ¬¢ ¡é¤ ©à£�« �åà¤ �¢¢á ¡�  «�ª �¡« ¤¦�¦¢å�ª â®� 
�§¦�� ®«�å §� ¨�£�« ¡á. � ¢ç©� �¬«¦ç «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª, æ§àª �å¤�  �¤à©«ã
©ã£�¨�, �å¤�  ¡�  «¦ §�¨ �®æ£�¤¦ «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª.

� ¡��¤« ¡ã ��à¨å� �å¤�  §¨¦äæ¤ �¨�¬¤é¤ §¦¬ â� ¤�¤ ©«¦ §¨é«¦ «â«�¨«¦
«¦¬ 20−� é¤� �§æ £ � ¦£á�� £��á¢à¤ ¬© ¡é¤ æ§àª ¦ �¢�¤¡, ¦ �á ��¤-
£§�¨�¡, ¦ �§¦¨, ¦ �¨â¤« ¤�¡�¨, ¦ ¤«� �§¨¦¢å, ¦ �§¦¨¤, ¦ �ä¤©«á ¤, ¦
�« ¨á¡, ¦ �á¬¤£�¤ ¡�  á¢¢¦ . � ���¤«¦£�®�¤ ¡ã �¨®å��  ¦¬© �©« ¡á «¦
â«¦ª 1925 £� �ç¦ ©®��æ¤ ©¬�®¨æ¤¦¬ª �¤�¡¦ ¤é©� ª, «à¤ �á ��¤£§�¨�¡ ¡� 
�¨â¤« ¤�¡�¨. � §¨é«� �å¤�  � £���£�« ¡ã ��£�¢åà©� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª
£� «� �¦ã�� � «à¤ £�«¨é¤, £�®�¤ ¡ã «à¤ £�«¨é¤ ¡�  � ��ç«�¨� � ��£�¢åà©�
«�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª £� «� �¦ã�� � «à¤ ¡¬£á«à¤ ¡�  «à¤ � �¦¨ ¡é¤ «�¢�-
©«é¤, ¡¬£�«¦£�®�¤ ¡ã. �¨�æ«�¨� �§¦��å®«�¡� æ«  ¦  �ç¦ �¬«âª §�¨ �¨�âª
«�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª.

� ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã ��¤ �å¤�  � ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã \� ¦¨�à£â¤�", â«© 
é©«� ¤�  ©®ç�  ©«¦¤ £ ¡¨æ¡¦©£¦, ¡á«  «â«¦ ¦ �§¦��å®«�¡� �¤â ¡«¦. �å-
¤�  £ � ¡� ¤¦ç¨� � ©ç¤��©�. �¦ £æ¤¦ ¡¦ ¤æ §¦¬ â®¦¬¤ ¦  �ç¦ �¬«âª ��à¨å�ª,
�å¤�  � �¢é©©� §¦¬ ®¨�© £¦§¦ ¦ç¤, §¦¬ « á®«�¡� �§æ «� ¡���£�¨ ¤ã £�ª
�£§� ¨å�. � � �£§� ¨å� §¦¬ ©«�¨å��«�  ©«�¤ ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã. �¦ ���¦¤æª
�¬«æ �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� ¦���ã©�  ©� §�¨�¤¦ã©� ª. �«©  ��¤ £§¦¨¦ç£� ¤� §¦ç£�
«  �¡¨ �éª �å¤�  â¤� á«¦£¦, �¢¢á ©å�¦¬¨� ��¤ �å¤�  � £ ¡¨¦�¨�å� «¦¬ �¢ �-
¡¦ç £�ª ©¬©«ã£�«¦ª. �â«¦ �ª �§� ¡¦¤å©� ª ��¤� ©£â¤�ª �§æ «�¤ ¡���£�¨ ¤ã
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£�ª �£§� ¨å� §¨â§�  ¤� �§¦�ç�¦¤«� . � £æ¤� �¢é©©� §¦¬ ��¤ �â®�«�  §�¨�-
¤¦ã©� ª, �å¤�  «� £���£�« ¡á ¡�  §á¤à �¡�å �� §¨¦©§��ã©¦¬£� ¤� ®«å©¦¬£�
«�¤ ¡� ¤¦ç¨� � ��à¨å�.

�å¤�  ©®��æ¤ ��ç¤�«¦ ¤� §�¨ �¨��å � ��à¨å�, ®à¨åª «�¤ ®¨�© £¦§¦å�©�
§¨¦®à¨�£â¤à¤ £���£�« ¡é¤ £��æ�à¤ «�ª ©¬¤�¨«�© �¡ãª �¤á¢¬©�ª. � � �-
«ç§à©� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª, ©�¤ ¢¦� ©£æª «�¢�©«é¤ ©� â¤�¤ �§�å¨à¤ � �-
©«á©�à¤ ®é¨¦ �å¢£§�¨« �å¤�  £ � £��á¢� ¡� ¤¦«¦£å� ©«�¤ ©ç�®¨¦¤� ¬© ¡ã
¡�  §¨â§�  £á¢¢¦¤ ¤� �§¦�¦��å ©«¦¤ ¦¤-�æ¬£�¤.

�¤ ¡�  � ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã �å¤�  «�¢�åàª � �¦¨�« ¡ã �¤¤¦ ¦¢¦� ¡á �§æ
«�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã, ¦  �ç¦ �¬«âª ��à¨å�ª â®¦¬¤ §¦¢¢á ¡¦ ¤á ®�¨�¡«�-
¨ ©« ¡á �§æ ¡���¨á «¬§ ¡ã \£���£�« ¡ã" ©¡¦§ á. �§àª � ©®�« ¡ ©« ¡ã £�-
®�¤ ¡ã §¨â§�  ¤� ©¬£§å§«�  £� «�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã � � «�®ç«�«�ª §¦¢ç
£ ¡¨æ«�¨�ª �§æ «�¤ «�®ç«�«� «¦¬ à«æª, â«©  ¡�  � ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã §¨â§� 
¤� �å¤�  «� å� � �§¦«�¢â©£�«� ©� ¡�«�©«á©� ª §¦¬ � ©«���¨á «�ª �¨á©�ª
h «¦¬ �¢�¤¡ £§¦¨�å ¤� ��à¨���å �£�¢�«â�. �£àª ¡á§¦ � §�¨�«�¨ã©�£�
£��â�� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª æ§àª �å¤�  «¦ ©§ ¤ � � §�¨á�� �£� ��¤ â®¦¬¤
¡¢�©© ¡æ �¤á¢¦�¦.

�¦¢¢âª �å¤�  ¦  ��¨£¦�âª «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª ©� §¦¢¢¦çª �§ ©«�£¦-
¤ ¡¦çª «¦£�åª. �«�¤ �«¦£ ¡ã ¡�  £¦¨ �¡ã ¬© ¡ã ¡�  ©«�¤ ¬© ¡¦®�£�å�,
©«�¤ §¬¨�¤ ¡ã ¬© ¡ã ¡�  «�¤ ¬© ¡ã «à¤ ©«¦ ®� à�é¤ ©à£�« �åà¤ ã «à¤
¬¯�¢é¤ �¤�¨�� é¤, ©«�¤ ¡��¤« ¡ã �¢�¡«¨¦�¬¤�£ ¡ã ¡�  ©«�¤ ¡��¤« ¡ã ��à-
¨å� §��åà¤, ©«�¤ ¡��¤« ¡ã ©«�« ©« ¡ã £�®�¤ ¡ã ¡�  ©«�¤ ��à¨å� «�ª ©«�¨�áª
¡�«á©«�©�ª, ©«�¤ ©®�« ¡ ©« ¡ã ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã ¡�  ©«�¤ ¡��¤« ¡ã ��¨ç-
«�«�. � ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã â®�  �§å©�ª ��¨£¦�âª ¡�  ©� §¦¢¢¦çª á¢¢¦¬ª
�§ ©«�£¦¤ ¡¦çª «¦£�åª §¦¬ ��¤ �¤ã¡¦¬¤ ©«�¤ ©�å¨� «�ª ¬© ¡ãª æ§àª �å¤� 
� ®�£�å�, � �©«¨¦¬© ¡ã ¡�  � � ¦¢¦�å�. �¢¢á ¡�  ©� §�¨ ©©æ«�¨¦ §¨�¡« ¡æ
�§å§��¦ � «�®¤¦¢¦�å� «¨¦¦�¦«�å«�  ©¬¤�®éª �§æ «�¤ ¡��¤« ¡ã ��à¨å� £�
¤â�ª §¨�¡« ¡âª ¡�  ¡� ¤¦«¦£å�ª. �à¨åª «�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã � � §�¨á�� �£�
��¤ �� �å®�£� «¦¬ª �¢�¡«¨¦¤ ¡æª ¬§¦¢¦� ©«âª, «¦ �¢�¡«¨¦¤ ¡æ £ ¡¨¦©¡æ§ ¦
®¨�© £æ«�«¦ �¨��¢�å¦ � � «¦¬ª � ¦¢æ�¦¬ª, «� ¨�� ¦ä©æ«¦§� � � «�¤ ¡�«�§¦-
¢â£�©� «¦¬ ¡�¨¡å¤¦¬ �¢¢á ¡�  «� ¢â ��¨ §¦¬ ®¨�© £¦§¦ ¦ç¤«�  ©ã£�¨� � �
¢�§«æ«�«�ª ��®� ¨ã©� ª.

� ©�£�¤« ¡æ«�¨� æ£àª §¢�¬¨á «�ª ¡��¤« ¡ãª ��à¨å�ª ��¤ �å¤�  «æ©¦ ¦ 
¬© ¡âª ��¨£¦�âª «�ª, æ©¦ ¦ ¦��¨æª �¤«å¡«¬§¦ª §¦¬ �å®� � ��à¨å� �¬«ã
©«� �¤¤¦ ¦¢¦� ¡á ��£â¢ � «�ª �§ ©«ã£�ª ¡�  «�ª  ¢¦©¦å�ª. �¬«æª �å¤�  ¡� 
¦ ¢æ�¦ª §¦¬ «�¤ ¡á¤�  §¦¢ç § ¦ \�§�¤�©«�« ¡ã" �§æ «�¤ ©®��æ¤ ©ç�®¨¦¤�
«�ª ��à¨å� «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª. � ¡��¤« ¡ã ��à¨å� â��©� ¬§æ �£ ©�ã«�©�
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�¡æ£� ¡�  ¦¨ ©£â¤�ª ���� æ«�«�ª «�ª ¡¦ ¤ãª ¢¦� ¡ãª. �¦ §¨æ�¢�£� «�ª
£â«¨�©�ª � � §�¨á�� �£� §¨â§�  ¤� �§�¤�¥�«�©«�å ¡�  ¤� «���å ©� � �¦¨�« -
¡âª �á©� ª. ��¤ £§¦¨¦ç£� ¤� §�¨�«�¨ã©¦¬£� «�¤ ¡�«á©«�©� ¦§¦ ¦¬�ã§¦«�
�¤« ¡� £â¤¦¬ ®à¨åª ¤� «�¤ £�«��á¢¦¬£�. �¦ §¨æ�¢�£� �¬«æ ��¤ �å¤�  «�-
®¤ ¡æ �å¤�  ¦¬© �©« ¡æ ¡�  ¦����å ©«�¤ �¨®ã «�ª ����� æ«�«�ª. � �¨®ã
�¬«ã � á¢¬©� «�¤  ¢¦©¦ ¡ã ��à¨å� «¦¬ \¤«�«�¨£ ¤ ©£¦ç" ¡�«á «�¤ ¦§¦å�
æ¢� ¢� «¦¬¨�¦ç¤ £� �¬©«�¨ã � « ¦¡¨�«å�. �  § ��¤æ«�«�ª � ©á�¦¤«�  ©� £ �
¬© ¡ã ��à¨å� £� �¨�£�« ¡âª  ¢¦©¦ ¡âª §¨¦�¡«á©� ª ¡�  ©¬¤â§� �ª. ��
�§¦«�¢â©£�«� «à¤ §�¨�«�¨ã©�à¤ â®¦¬¤ §¢â¦¤ ©«�« ©« ¡æ ®�¨�¡«ã¨�.

�¦¢¢á �§æ «� �â£�«� §¦¬ �¤�â¨¦¤«�  ©« ª  ¢¦©¦ ¡âª §¨¦�¡«á©� ª
«�ª ��à¨å�ª �å¤�  �¡æ£� �¤¦ ¡«á. �¤à©«¦å �å¤�  ¦  ¦£�¨ ¡¦å ¡�¬�á��ª «¦¬
�§¦¨ ¡�  «¦¬ �ä¤©«á ¤. � � «¦ £���£�« ¡æ £â¨¦ª «�ª ��à¨å�ª ��¤ ¬§á¨®� 
�£ ©�ã«�©�. �¢�ª ¦  � �à¤å�ª �å¤�   ¢¦©¦ ¡¦ç ®�¨�¡«ã¨�. � ¡��¤«¦£�-
®�¤ ¡ã â�à©� ©à©«á �§¦«�¢â©£�«� æ§¦¬ ¡�  �¤ ��¨£æ©«�¡� £â®¨  ©ã£�¨�
¡�  ¬© ¡á ¦  ��¨£¦�âª ¡�  � �¥ã��©� «à¤ §� ¨�£�« ¡é¤ ���¦£â¤à¤, �å¤� 
«¦ � ¡�  «¦ � £ �ª ©à©«ãª ¬© ¡ãª ��à¨å�ª. �� �å«�¨� ¦  §¨¦�¢â¯� ª «�ª
¡��¤« ¡ãª �¢�¡«¨¦�¬¤�£ ¡ãª � � §�¨á�� �£� �§�¢���ç«�¡�¤ £� §¦¢ç £��á¢�
�¡¨å�� �.

� � ¡� ¤¦ç¨� � ��à¨å� §¦¬ �� ©¬¤�¬á��  «�¤ ©®�« ¡ ©« ¡ã ¡�  «�¤ ¡��-
¤« ¡ã £�®�¤ ¡ã �å¤�  «¦ �¤« ¡�å£�¤¦ «�ª ©ç�®¨¦¤�ª â¨�¬¤�ª. �  �ç¦ ��à¨å�ª
�å¤�«�  æ«  ��¤ �å¤�  ©¬£� ��©«âª £�«�¥ç «¦¬ª ¡�  «¦ §¨æ�¢�£� §�¨�£â¤� 
�¤¦ ¡«æ. �á§¦ � §¨æ¦�¦ª â®�  �å¤�  � � «¦ §��å¦ «�ª ��¨ç«�«�ª §¦¬ �å¤� 
©¬¤�§âª ¡�  £� «�¤ ¡��¤« ¡ã ¡�  £� «�¤ ©®�« ¡ ©« ¡ã £�®�¤ ¡ã. �â¢¦ª �
¡��¤« ¡ã ��à¨å� «à¤ §��åà¤ â®�  ¡á¤�  ©§¦¬��å� §¨æ¦�¦ ©«�¤ §¨¦©§á�� �
� � «�¤ ¡�«�¤æ�©� «�ª ç©�ª.
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�¨ ¡æª �£¤¦ª �æ£¦¬

���¤á«à¤ ¡�¢âà ¡�  �¨¦©¡�¢é «à¤ ���¤á«à¤ ¡�  «à¤
�¤�«é¤ ��¤æ¤ á¤�¡«�, �¤�«é¤ «¦¤ ��¤æ á¤�¡«�, «¦¤ �§¦¬¨á¤ ¦

�¬¨á¤ ¦¤ �æ£¦¤, �©«¨¦- �æ£¦ �¬«æ¤ §¦¬ �â«�  ©� «á¥� «� á©«¨�
�â«�¤, ©¨��å�� � ¡�å�¤ £� �å¡� � ©¨��å�� ¡�  «¦¬ ��¢�©©å¦¬

§æ¤«¦¬ «' � ¤�¢å¦¬ ¡�  §æ¤«¦¬ ¡�  «�ª ��ª �¬«æ¤ §¦¬
��ª, ç©�àª «¦ �â�� ¦¤ ¨¦¤«å��  §á¤«¦«� ¤� �å¤�  � ç©�

�¡¢ ¤âª �©«�©å�©«¦¤ ©«���¨ã �©á¢�¬«� �� �«á¨�¡«� £�
��å «�¨¦ç¤«� ¤æ£¦ © ¤, � � ¡¦çª ¤æ£¦¬ª, §¦¬ £� �¬«¦çª

¦å© ¤ á¤à�� â¨à¤ £â��¤ ¡�«�¬�ç¤�  «� §á¤«� �§æ ¯�¢á ¡� 
¦¬¨�¤æ¤ �¬«æª ¦��ç�  ¡�  � �«¨â®�  ¡�  ¡¬¨ �¨®�å �¬«æª «¦¤
�æ¤¦¤ ¦¬ �å¡� ¦¤ ¨¦å�¦¬ £â�� ¦¬¨�¤æ ¡�  «¦¤ á� ¡¦ �æ¤¦

«¨æ§¦¬ �¬«æª �¢�ç¤� . ©�¤ ¦¨£�« ¡ã �ç¤�£� �§¦� é®¤� ,
¦ª ¡�  �¤�«¦å© ¤ � ¦«ãª �¬«æ¤ §¦¬ ¥¬§¤á�  ©«¦¬ª �¤�¨é§¦¬ª

«â¢¦ª â©�¢¦¤ ���å¨� . «¦ ¡�¢æ «â¢¦ª «¦¬ �å¦¬,
�¬«æª ��¨ £¦ç¤¦ª � æ«  £æ¤¦ �¬«æª ¡¨�«á�  «¦ §��á¢ ¦

�é à¤ ¦å�¡� ¡¨�«ç¤� , «à¤ �à¤«�¤é¤, � æ«  �å¤� 
�¤é£� ª ¦¨�¦«á«�©  ©ç£¬«¦ª £� ¦¨�æ«�«�ª �¤é£�ª

©¬¤é¤ �� á©«¨¦¦ª ��å, �å¤�  §á¤«¦«� �£�«�¡å¤�«¦ª,
à�ç� ¦ª, §¦¢ç§� ¨¦ª, §�¤á¨®� ¦ª £� £��á¢� §�å¨�

��¢á§«àª §á©  ©¬¤¦ ¡é¤ ©¬�¡�«¦ ¡�å ��¢��éª £� æ¢¦¬ª «¦¬ª
«¦ ª ¤æ£ £¦ ª, �¤æ£¦ ª �� �å¡� ¦¬ª �¢¢á ©«¦¬ª á¤¦£¦¬ª
â¨à¤ ¡�¡æ«�«� ��¨�å�¤ �§ â¨�  ��¨ á ©¬£¦¨á,

�¢¢á £á¡�¨ §á¤« £�, �¢¢á à £�¡á¨ �, §¦¢ç« £� ©¬ §¦¬
�¨æ¢� �, §á©  §¦�� ¤â â¨� ª �¬«¬®å� ©� æ¢¦¬ª §�¨ §æ��«�,

�¬��¤âª ã«¦¨ â®¦¤ £¤ã£� â®¦¤«�ª �¬£�¤ã ¡�¨� á
©â¦ §â£§�, â¨ ©«� £� £�ª ¢�©£¦¤�åª à á¨ ©«�
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� �¢�©© ¡ã �¬© ¡ã

��á¢� ¦ 1

� �¬£�«¦©à£�« � �¡æª �¬ä©£æª
«�ª ç¢�ª

�«¦ ¡�á¢� ¦ �¬«æ �� §�¨ �¨á¯¦¬£� ¦¨ ©£â¤�
§� ¨á£�«� §¦¬ �å¤�«�  � ��¬¤�£å� «�ª ¡¢�©-
© ¡ãª ¬© ¡ãª ¤� �¨£�¤�ç©�  «� §� ¨�£�« ¡á
���¦£â¤�.

1.1 � �¢�©© ¡ã �¬© ¡ã
� ¬© ¡ã �å¤�  � �§ ©«ã£� §¦¬ â®�  ©¡¦§æ ¤� �¤�¡�¢ç¯�  ¡�  ¤� � �«¬-

§é©�  «¦¬ª \¤æ£¦¬ª «�ª ç©�ª". �å¤�  � �§ ©«ã£� §¦¬ �¥�«á��  «�¤ ç¢� ¡� 
«�¤ �¤â¨�� �. � �¢é©©� «�ª ¬© ¡ãª �å¤�  «� £���£�« ¡á. �� £���£�« ¡á
®¨�© £¦§¦ ¦ç¤«�  � � ¤� � �«¬§é©¦¬£� £� �¡¨å�� � ¡�  ®à¨åª §�¨�¤¦ã©� ª
«�¤ ��à¨å�. �£àª � ¬© ¡ã �å¤�  ¦¬© �©« ¡á £ � §� ¨�£�« ¡ã �§ ©«ã£� ¡�  �
¦¨�æ«�«� «�ª ��à¨å�ª �¢â�®�«�  �§æ «¦ §�å¨�£�. �¡¦§æª «�ª �¬© ¡ãª �å¤� 
¤� �¨���å â¤� �¤¦§¦ �£â¤¦ ©ç¤¦¢¦ ¤æ£à¤ §¦¬ ¤� ¬§�¡¦ç�  � ç¢�.

� �¬© ¡ã §¦¬ �¤�§«ç®��¡� ©¬©«�£�« ¡á �§æ «¦¬ª �¢¢�¤�ª � ¢¦©æ¦¬ª
£â®¨  «� «â¢� «¦¬ 19¦¬ � é¤� �å¤�  �¤à©«ã ©�¤ ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã. �§¦¨�å
¤� §�¨ �¨á¯�  £�  ¡�¤¦§¦ �« ¡ã �¡¨å�� � « ª ¡ ¤ã©� ª «à¤ £�¡¨¦©¡¦§ ¡é¤
©à£á«à¤ §¦¬ ¡ ¤¦ç¤«�  �¨�á ©®�« ¡á £� «�¤ «�®ç«�«� «¦¬ à«æª. �®� 
�§å©�ª �§ «ç®�  ©� � ¤æ£�¤� §¦¬ ©®�«å�¦¤«�  £� «�¤ ��¨£æ«�«� «¦¤ ã®¦, «¦
àª, «¦¤ �¢�¡«¨¦£��¤�« ©£æ ¡�  á¢¢�.

� ¡¢�©© ¡ã �¬© ¡ã ®à¨å��«�  ©� «¨� ª ��£�¢ é�� ª �¤æ«�«�ª. ��¤ ¡¢�©-
© ¡ã £�®�¤ ¡ã, «�¤ ¡¢�©© ¡ã ��à¨å� «à¤ §��åà¤ ¡�  «�¤ ¡¢�©© ¡ã ©«�« ©« ¡ã
£�®�¤ ¡ã. �«¦ ¡¢�©© ¡æ ¦ ¡¦�æ£�£� £� ¡á§¦ �ª «¨¦§¦§¦ ã©� ª £§¦¨�å ¤�
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��á¢� ¦ 1

«¦§¦��«���å ¡�  � � � ¡ã ��à¨å�ª «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª.

�¦ §�¨ �®æ£�¤¦ «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª �å¤�  � £�¢â«� «�ª ¡å¤�©�ª
«à¤ ¬¢ ¡é¤ ©à£á«à¤ ¬§æ «�¤ �§å�¨�©� ���¦£â¤à¤ �¬¤á£�à¤. � ��£�¢ é��ª
¤æ£¦ª «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª �å¤�  ¦ ¤æ£¦ª «¦¬ ��ç«à¤�

~F = m~� = m
d2~r

dt2

æ§¦¬ ~F �å¤�  � �ç¤�£� §¦¬ �§ �¨á ©� â¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ ¡�  ~� � �§ «á®¬¤©�
§¦¬ §¨¦¡�¢�å«�  �§æ «�¤ �ç¤�£�.

�¦ §¨æ�¢�£� ©«�¤ ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã �å¤�  «¦ �¥ãª:
�å¤�«�  � �ç¤�£� ~F ¡�  ��«�å«�  ¤� �¨���å � �â©� ~r(t) ¡�  � «�®ç«�«�

~v(t) = d~r/dt (ã � ¦¨£ã ~p = m~v) ©� ¡á�� ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã. �  « £âª «à¤
£����é¤ �¬«é¤ �å¤�  �¤à©«âª «�¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t = 0, ~r(0) = ~r0 ¡� 
~v(0) = ~v0.

��¢��ã ¤� ¢¬��å «¦ �¡æ¢¦¬�¦ §¨æ�¢�£� �¨® ¡é¤ « £é¤.

~F = m
d2~r

dt2
~r(0) = ~r0 ~_r(0) = ~v0

�«�¤ � � ¡ã ©®�« ¡æ«�«� ¦  ¤æ£¦  «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª §¨â§�  ¤�
«¨¦§¦§¦ ��¦ç¤ â«©  é©«� ¤�  ©®ç�  � �§�å«�©� §àª � «�®ç«�«� «¦¬ à«æª
©«¦ ¡�¤æ �å¤�  £ � ¦¨ �¡ã «�®ç«�«� ¡�  ¡�¤â¤� ©à£á« ¦ ��¤ £§¦¨�å ¤� «�¤
¥�§�¨á©� . � �§�å«�©� �¬«ã £�«�â¨�«�  ©«¦ ���¦¤æª æ«  ¦  �¥ ©é©� ª �å¤� 
�¤�¢¢¦åà«�ª �§æ «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª �æ¨�¤«ª.

� ©®�« ¡ ©« ¡ã � æ¨�à©� «¦¬ ¤�¬«é¤� ¦¬ §��å¦¬ ¦����å ©« ª �¡æ¢¦¬��ª
�¥ ©é©� ª «�ª � � ¡ãª ��à¨å�ª «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª.

~f =
d~p

dt
m =

m0√
1− v2

c2

� ¡¢�©© ¡ã ��à¨å� «à¤ §��åà¤ �©®¦¢�å«�  £� «¦¬ª ¤æ£¦¬ª «à¤ ��£�¢ à-
�é¤ �¬¤�£ ¡é¤ §��åà¤ «¦¬ §��å¦¬ «�ª ��¨ç«�«�ª ¡�  «¦¬ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡¦ç
§��å¦¬.

� �ç¤�£� «�ª §��¡¦©£å¦¬ â¢¥�ª ©«¦ §��å¦ «�ª ��¨ç«�«�ª �å¤� 

~F = G
m1m2

r2 ~r
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� ¡��¤« ¡ã £�®�¤ ¡ã

� ©®�« ¡ ©« ¡ã \� æ¨�à©�" «¦¬ §��å¦¬ «�ª ��¨ç«�«�ª ¦�ã��©� ©«�¤
��¤ ¡ã ��à¨å� «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª.

�¦ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦ �å¤�  §¢¦¬© æ«�¨¦ ©� �¦£ã. �  �¥ ©é©� ª
«¦¬ �¢�¡«¨¦£��¤�« ©£¦ç �å¤�  ¦  �¥ ©é©� ª «¦¬ �á¥�¦¬�¢

~∇ · ~E = 4π¨ ~∇× ~E = −1
c

∂ ~B

dt

~∇ · ~B = 0 ~∇× ~B =
1
c

∂ ~E

dt
+

4π

c
~J

�  �¥ ©é©� ª �å¤�  �¤�¢¢¦åà«�ª �§æ «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦ç «¦¬ �æ¨�¤«ª ¡� 
á¨�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®�« ¡ ©« ¡âª �§� «ã©� ª ¡�  ��¤ ®¨� á�¦¤«�  ©®�« ¡ -
©« ¡ã «¨¦§¦§¦å�©�.

� �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å«�  ©� â¤� ¦¨«å¦ e £â©� ©«¦ §��å¦ �å¤�«�  �§æ «�¤
©®â©� «¦¬ �æ¨�¤«ª

~F = e

(
~E +

1
c
~v × ~B

)

�¦ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦ � ��å��«�  ¡�  ©«¦ ¡�¤æ æ§¦¬ ¨ = 0 ¡� 
~J = 0. �� �ç¦ §��å�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ¡¢�©© ¡ã ¡¬£�« ¡ã �¥å©à©�.

(
~∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
~E = 0

(
~∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
~B = 0

��¨�«ã¨�©�: � ¢ç©� «à¤ §�¨�§á¤à ¡¬£�« ¡é¤ �¥ ©é©�à¤ � � â¤�
©«á© £¦ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ ¡ç£�, �å¤�  � � «� ¡¬£�« ¡á £��â�� æ§àª � ©¬-
®¤æ«�«� ¡�  «¦ £ã¡¦ª ¡ç£�«¦ª � �¡¨ «âª « £âª �å¤�  ��¢��ã £��â�� ¡��¤« -
©£â¤�.

�â¢¦ª � ¡¢�©© ¡ã ©«�« ©« ¡ã £�®�¤ ¡ã � �§¨��£�«�ç�«�  £�¡¨¦©¡¦-
§ ¡á �¤« ¡�å£�¤� æ§¦¬ ¦ �¨ �£æª «à¤ ©à£�« �åà¤ §¦¬ «� �§�¨«å�¦¬¤ �å¤� 
§¦¢ç £��á¢¦ª. � ©«�« ©« ¡ã £�®�¤ ¡ã â®�  àª �¤« ¡�å£�¤¦ «�¤ �¨£�¤�å� «à¤
£�¡¨¦©¡¦§ ¡é¤  � ¦«ã«à¤ «�ª ç¢�ª æ§àª � � §�¨á�� �£� ¦ æ�¡¦ª, � §å�©�,
� ��¨£¦¡¨�©å� ¡.¢.§. £� �á©� « ª £ ¡¨¦©¡¦§ ¡âª «�ª  � æ«�«�ª. � ¢ç©� «à¤
�¥ ©é©�à¤ � � ¡á�� ©à£�«å� ¦ �å¤�  ��ç¤�«¦ª ¢æ�à «¦¬ §¢ã�¦¬ª «¦¬ª. �§æ
«�¤ á¢¢� £�¨ á ¦¨ ©£â¤� � ¤æ£�¤� æ§àª ¦ ¤æ£¦ª «�ª �ç¥�©�ª «�ª �¤«¨¦§å�ª
��¤ £§¦¨�å ¤� �§¦�� ®«�å �§æ « ª �¥ ©é©� ª «à¤ £ ¡¨¦©¡¦§ ¡é¤ ©à£�« �åà¤.
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��á¢� ¦ 1

1.2 � ¡��¤« ¡ã £�®�¤ ¡ã
�¦ §�¨ �®æ£�¤¦ «�ª ¡��¤« ¡ãª ��à¨å�ª ©¬¤å©«�«�  ©«�¤ � �§å©«à©� æ« 

æ¢� «� ©à£á« � ¡�  æ¢� «� §��å� â®¦¬¤ «�¬«æ®¨¦¤� ©à£�« � �¡æ ¡�  ¡¬£�-
« ¡æ ®�¨�¡«ã¨�. � ¡¢�©© ¡ã � �å¨�©� ©� ©à£á« � ¡�  ¡ç£�«�, ��¤ �å¤�«� 
¤� �¤«�§¦¡¨å¤�«�  ©«�¤ §¨��£�« ¡æ«�«� «¦¬ £ ¡¨æ¡¦©£¦¬. �  �ç¦ ��à-
¨�« ¡âª �§� ¡¦¤å©� ª, � ©à£�« � �¡ã ¡�  � ¡¬£�« ¡ã, �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª ¡� 
©¬£§¢�¨à£�« ¡âª §�¨ �¨�âª «�ª å� �ª §¨��£�« ¡æ«�«�ª. �¬«æª ¦ �¬ä©£æª
«�ª ç¢�ª â®�  ©�¤ ©¬¤â§� � ��© ¡á ®�¨�¡«�¨ ©« ¡á «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª
¡�  «�ª ¡���£�¨ ¤ãª £�ª �£§� ¨å�ª, ¤� £�¤  ©®ç¦¬¤ ©«¦¤ £ ¡¨æ¡¦©£¦.

��© ¡æ ®�¨�¡«�¨ ©« ¡æ «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª �å¤�  � ¡å¤�©� §á¤à
©� ¡�¢á ¡��¦¨ ©£â¤�ª «¨¦® âª. � ¡�«á©«�©� �¤æª ¡¢�©© ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª
§¨¦©� ¦¨å��«�  §¢ã¨àª, �¤ ¥â¨¦¬£� «�¤ �â©� ¡�  «�¤ ¦¨£ã «¦¬ �¤á §á©� ®¨¦-
¤ ¡ã ©« �£ã. �«�¤ §�¨ ¦®ã «¦¬ £ ¡¨æ¡¦©£¦¬ �å¤�  �¥ ¦¨ ©£¦ç ��ç¤�«¦ ¤�
£�«¨��¦ç¤ «�¬«æ®¨¦¤� � �â©� ¡�  � ¦¨£ã ¡�  ©¬¤�§éª £ � «â«¦ � §�¨ �¨�ã
«�ª ¡�«á©«�©�ª �¤æª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  ��ç¤�«�. �©¦ §�-
¨ ©©æ«�¨¦ �¤à¨å�¦¬£� «� �â©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª «æ©¦ ¢ �æ«�¨¦ £§¦¨¦ç£� ¤�
¥â¨¦¬£� «�¤ ¦¨£ã «¦¬. �¬«ã � � �§å©«à©� §¨â§� , ¤� «¦¤å©¦¬£�, æ«  ��¤ ¦�å-
¢�«�  ©«�¤ �¤�§á¨¡� � «à¤ §� ¨�£�« ¡é¤ � �«á¥�à¤, �¢¢á �å¤�  â¤�ª \¤æ£¦ª
«�ª ç©�ª". �«�¤ §�¨ ¦®ã «¦¬ £ ¡¨æ¡¦©£¦¬, ¦  ¤æ£¦  «�ª ¬© ¡ãª æ§àª
«¦¬ª �¤à¨å�¦¬£� �§æ «�¤ ¡���£�¨ ¤ã £�ª �£§� ¨å� §�ç¦¬¤ ¤�  ©®ç¦¬¤. ��
���¦¤æ«� ¡¬��¨¤é¤«�  �§æ § ��¤æ«�«�ª. �� ©à£�«å� � «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª
�å¤�  §¨��£�« ¡á �¢¢á §�¨ �¨á¦¤«�  �§æ â¤� ¡ç£�. � â¤«�©� «¦¬ ¡ç£�«¦ª
©� ¡á§¦ ¦ ©�£�å¦ «¦¬ ®é¨¦¬, �å¤�  â¤� £â«¨¦ «�ª § ��¤æ«�«�ª ¤� �¨���å «¦
©à£�«å� ¦ ©� �¡�å¤¦ «¦ ©¬�¡�¡¨ £â¤¦ ©�£�å¦.

�¤� á¢¢¦ �§å©�ª ��© ¡æ ®�¨�¡«�¨ ©« ¡æ «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª, �å¤� 
«¦ ���¦¤æª æ«  ¬© ¡á £��â�� æ§àª � � §�¨á�� �£� � �¤â¨�� � � ¦¨£ã ¡� 
� ©«¨¦¦¨£ã, §�å¨¤¦¬¤ æ¢�ª « ª �¬¤�«âª « £âª ©«¦ �§ «¨�§æ£�¤¦ � á©«�£�.
�«�¤ §�¨ ¦®ã «¦¬ £ ¡¨æ¡¦©£¦¬ «� £��â�� �¬«á �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� §�å¨¤¦¬¤
¦¨ ©£â¤�ª £æ¤¦ « £âª. �¦ � ¤æ£�¤¦ ¦¤¦£á��«�  ¡�á¤«à©�. � â¤¤¦ � «�ª
¡�á¤«à©�ª æ£àª ��¤ �å¤�  ¦¢æ«�¢� ¥â¤� §¨¦ª «�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã. �¤�
«¬§ ¡æ §�¨á�� �£� �å¤�  «� ©«á© £� ¡ç£�«� £ �ª ®¦¨�ãª. �¦ £ã¡¦ª ¡ç£�«¦ª
«�ª ®¦¨�ãª £§¦¨�å ¤� §á¨�  ¦¨ ©£â¤�ª £æ¤¦ « £âª. �«©  £§¦¨¦ç£� ¤� §¦ç£�
æ«  � ¡�á¤«à©� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª, ¦�å¢�«�  ©«�¤ ¡¬£�« ¡ã ©¬£§�¨ ¦¨á
«�ª ç¢�ª.

� � �� ¡�©å� «�ª £â«¨�©�ª §�å��  ©«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã â¤�¤ ¡�¤«¨ ¡æ
¨æ¢¦. �� «¦¤ æ¨¦ £â«¨�©� �¤¤¦¦ç£� «�¤ �¢¢�¢�§å�¨�©� �¤æª �¤« ¡� £â-
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� �¡« ¤¦�¦¢å� «¦¬ £�ç¨¦¬ ©é£�«¦ª

¤¦¬ «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª � � §�¨á�� �£� â¤� �¢�¡«¨æ¤ ¦ £� â¤� ¡¢�©© ¡æ
�¤« ¡�å£�¤¦ §¦¬ ¦¤¦£á��«�  ©¬©¡�¬ã £â«¨�©�ª. � £â«¨�©� �§�¨�á��  «�¤
¡�«á©«�©� «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬ ¡�  �å¤�  ��ç¤�«¦ ¤� £���¤å©¦¬£� «�¤ �§å�¨�©�
�¬«ã. �ç«� �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� «�¤ ¬§¦¢¦�å©¦¬£� ¡�  «�¤ �� ¨â©¦¬£� �§æ «¦
�§¦«â¢�©£�. �á�� §¨¦©§á�� � ¤� £� é©¦¬£� «�¤ �¢¢�¢�§å�¨�©� ©¬¤�§á��«� 
£ ¡¨æ«�¨� �¡¨å�� � ©«�¤ £â«¨�©�. ��å¤�«�  æ«  «� �¬¤�£ ¡á ®�¨�¡«�¨ ©« ¡á
«¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬ �£�¤å�¦¤«�  £æ¤¦ ©�¤ �§¦«�¢â©£�«� «�ª £â«¨�©�ª.

�� §�¨ �¨á¯¦¬£� §�¨�¡á«à ©¬¤¦§« ¡á «� §¨é«� §¨¦�¢ã£�«� §¦¬ �§�-
©®æ¢�©�¤ «¦¬ª ¬© ¡¦çª ¡�  ¦�ã��©�¤ ©«�¤ �¤�¡á¢¬¯� «�ª ¡��¤«¦£�®�-
¤ ¡ãª. � ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã � � «� §� ¨á£�«� �¬«á ¦���¦ç©� ©� �§¦«�¢â-
©£�«� �¤«�¢éª � �¦¨�« ¡á �§æ «� §� ¨�£�« ¡á ���¦£â¤�.

1.3 � �¡« ¤¦�¦¢å� «¦¬ £�ç¨¦¬ ©é£�«¦ª
��ç¨¦ ©é£� �å¤�  ¡á�� ¬¢ ¡æ §¦¬ â®�  «�¤  � æ«�«� ¤� �§¦¨¨¦á «�¢�åàª

«�¤ �¡« ¤¦�¦¢å�, ¦§¦ �©�ã§¦«� ©¬®¤æ«�«�ª §¦¬ §¨¦©§å§«�  �§á¤à «�ª. � �
£ ¡¨ã ¦§ã ©«¦ «¦å®à£� £ �ª ¡¦ ¢æ«�«�ª �å¤�  � \�§ á¤� �" �¤æª £�ç¨¦¬ ©é-
£�«¦ª, � æ«  � �¡« ¤¦�¦¢å� §¦¬ �� §â©�  ©«�¤ ¦§ã �� �§¦¨¨¦���å �¤«�¢éª
¢æ�à §¦¢¢�§¢é¤ �¤�¡¢á©�à¤. � �¡« ¤¦�¦¢å� §¦¬ �¤��ç�«�  �§æ £ � ¦§ã
©«¦ «¦å®à£� £ �ª ¡¦ ¢æ«�«�ª, §¦¬ «�¤ ¡¨�«á£� ©� ¡á§¦ � ¯�¢ã ��¨£¦¡¨�-
©å�, ¦¤¦£á©«�¡� �¡« ¤¦�¦¢å� £�ç¨¦¬ ©é£�«¦ª. �¦ á©£� «�ª �¡« ¤¦�¦¢å�ª
�¬«ãª �å¤�  ©¬¤�®âª.

� � ¤� ��á¢¦¬£� �§æ «� £â©� �§¦¬© é�� ª §�¨�£â«¨¦¬ª ©«¦ §¨æ�¢�£�
�¬«æ, �¨å©¡¦¬£� «�¤ �©£�« ¡ã §¬¡¤æ«�«� ¬(¤, T ) §¦¬ �å¤�«�  �§æ «¦¤ «ç§¦

u(¤, T ) =
��
V �¤

æ§¦¬ �� �å¤�  «¦ £â¨¦ª «�ª �¡« ¤¦�¦¢å�ª §¦¬ �¤« ©«¦ ®�å ©«¦ � á©«�£�
©¬®¤¦«ã«à¤ �§æ ¤ £â®¨  ¤ + �¤, V ¦ æ�¡¦ª «�ª ¡¦ ¢æ«�«�ª ¡�  T � ��¨£¦-
¡¨�©å�.

�¢�ª ¦  §¨¦©§á�� �ª ¤� �¥�����å «¦ á©£� «¦¬ £�ç¨¦¬ ©é£�«¦ª, ¡�«â-
¢�¥�¤ ©� �§¦«¬®å�. � ¡¢�©© ¡ã §¨æ�¢�¯� �å¤�  � � «�¤ �©£�« ¡ã §¬¡¤æ«�«�
«¦¤ «ç§¦

u(¤, T ) =
8π¤2

c2 ¡T ∼ ¤2

� ©®â©� �¬«ã �å¤�  £ � §�¨��¦¢ã ¡�  �å¤�  ©à©«ã £æ¤¦ ©«�¤ §�¨ ¦®ã «à¤
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��á¢� ¦ 1

®�£�¢é¤ ©¬®¤¦«ã«à¤. �¨�æ«�¨� �¨â��¡� �£§� ¨ ¡á ¡�  á¢¢¦ª «ç§¦ª §¦¬
ã«�¤ ©à©«æª ©«�¤ §�¨ ¦®ã «à¤ ¬¯�¢é¤ ©¬®¤¦«ã«à¤.

�¦ 1900 ¦ �¢�¤¡ ¡�«á�¨� ¤� �¥��ã©�  «¦ §¨æ�¢�£� �¬«æ £� «�¤ §�¨�-
�¦®ã æ«  � �¤â¨�� � ��¤ � ��å��«�  ¡�«á ©¬¤�®ã «¨æ§¦ �¢¢á £� � �¡�¡¨ £â¤�
§¦©á �¤â¨�� �ª, «� �¤�¨�� �¡á ¡�á¤«�. �«©  � �¡« ¤¦�¦¢å� �§¦¡«á�  ¡á§¦ ¦
©à£�« � �¡æ ¬§æ���¨¦.

\� �¤â¨�� � �¤æª ¡ç£�«¦ª £â©� ©«�¤ ¡¦ ¢æ«�«� �å¤�  ¡��¤« ©£â¤�. � 
£æ¤�ª �§ «¨�§æ£�¤�ª « £âª � � «�¤ �¤â¨�� �, �å¤�  «� �¡â¨� � §¦¢¢�§¢á© �
«�ª §¦©æ«�«�ª h¤".

� ©«���¨á h â®�  � �©«á©� ª �¨á©�ª ¡�  ¦¤¦£á��«�  ©«���¨á �¨á©�ª «¦¬
�¢�¤¡. �¦¢¢âª ¦¨âª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� «�¤ ©«���¨á �h = h/2π.

h = 6, 625 · 10−27erg · sec �h =
h

2π
= 1.054 · 10−27erg · sec

�� «�¤ §�¨��¦®ã �¬«ã ¦ �¢�¤¡ ¡�«á�¨� ¤� �§¦��å¥�  «¦¤ ¤æ£¦ «�ª
�¡« ¤¦�¦¢å�ª «¦¬ £�ç¨¦¬ ©é£�«¦ª §¦¬ �å®� ã�� �¨�  �£§� ¨ ¡á �§æ «� §� -
¨�£�« ¡á ���¦£â¤�. � ¤æ£¦ª �¬«æª §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

u(¤, T ) =
8πh

c3
¤3

eh¤/¡T − 1

� ©«���¨á k �å¤�  � ©«���¨á «¦¬ �§æ¢«©£�¤.

0 1 2 3 4 5 6 ¤

u(¤, T )
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�®ã£� 1.1
� �©£�« ¡ã §¬¡¤æ«�«� � � «â©©�¨ ª

� �¦¨�« ¡âª ��¨£¦¡¨�©å�ª.
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�¦ à«¦�¢�¡«¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦

� �§ «¬®å� �¬«ã «¦¬ �¢�¤¡ ©�£� é¤�  ¡�  «�¤ �¨®ã «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ -
¡ãª. � ©«���¨á h �§¦«�¢�å «¦¤ ��© ¡æ §¬¨ã¤� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª, æ§àª
�¡¨ �éª ¡�  � «�®ç«�«� «¦¬ à«æª � � «�¤ ��à¨å� «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª.

1.4 �¦ à«¦�¢�¡«¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦
�«�¤ àª ã �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡ã �¡« ¤¦�¦¢å� §â©�  §á¤à ©� £ � £�«�¢-

¢ ¡ã §¢á¡�, «æ«� §¨¦¡�¢�å«�  �¡§¦£§ã �¢�¡«¨¦¤åà¤ �§æ «�¤ �§ á¤� � «�ª
§¢á¡�ª. �¬«æ §¦¬ §¨¦¡�¢�å â¡§¢�¥� ¡�  ��¤ £§¦¨�å ¤� �¥�����å �§æ «�¤
¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã, �å¤�  «¦ ���¦¤æª æ«  � ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � «à¤ �¢�¡«¨¦¤åà¤
§¦¬ � ��ç�¦¬¤ �§æ «�¤ ¡á�¦�¦ �å¤�  �¤�¥á¨«�«� �§æ «�¤ â¤«�©� «¦¬ à«æª.
�¥�¨«á«�  �§æ «�¤ ©¬®¤æ«�«� ¡�«á â¤� §¦¢ç �§¢æ «¨æ§¦. �¬¥á¤�  �¨�££ ¡á
£� «�¤ ©¬®¤æ«�«�. �¤ �¬¥ã©¦¬£� «�¤ â¤«�©� «¦¬ à«æª, �§¢éª �¬¥á¤¦¬£�
«¦¤ �¨ �£æ «à¤ �¢�¡«¨¦¤åà¤ §¦¬ �¡§â£§¦¤«�  �¢¢á æ®  «�¤ �¤â¨�� � «¦¬ª.
�§å©�ª «¦ à«¦�¢�¡«¨ ¡æ ¨�ç£� �£�¤å��«�  £æ¤¦ æ«�¤ � ©¬®¤æ«�«� ¤ �å-
¤�  £���¢ç«�¨� �§æ £ � �¢á® ©«� « £ã ¤min, ®�¨�¡«�¨ ©« ¡ã «�ª £�«�¢¢ ¡ãª
§¢á¡�ª. �á«à �§æ �¬«ã «�¤ ©¬®¤æ«�«� ��¤ �¡§â£§�«�  ¡�¤â¤� �¢�¡«¨æ¤ ¦,
æ©¦ ¡�  �¤ �¬¥ã©¦¬£� «�¤ â¤«�©� «�ª §¨¦©§å§«¦¬©�ª �¡« ¤¦�¦¢å�ª.

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←

↘↘↘↘↘↘↘↘↘

�â©£� à«æª

�¢�¡«¨æ¤ �

�¬¢¢â¡«�ª
�á�¦�¦ª

+V −V

�®ã£� 1.2
� §� ¨�£�« ¡ã � á«�¥� � � «�¤ £�¢â«�

«¦¬ à«¦�¢�¡«¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬.

�¦ � ¤æ£�¤¦ �¥��ã��¡� �§æ «¦¤ �ä¤©«á ¤ £� «�¤ §�¨��¦®ã æ«  «¦ �¢�-
¡«¨¦£��¤�« ¡æ ¡ç£� �§¦«�¢�å«�  �§æ à«æ¤ � £� �¤â¨�� �

� = h¤

�¤� à«æ¤ ¦ �§¦¨¨¦á«�  �§æ â¤� �¢�¡«¨æ¤ ¦ «�ª §¢á¡�ª �å¤¦¤«�ª «¦¬
�¤â¨�� �. �¤� £â¨¦ª �§æ «�¤ �¤â¨�� � �¬«ã �¥¦¬��«�¨é¤�  «¦ â¨�¦ �¥��à�ãª
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��á¢� ¦ 1

w «�ª £�«�¢¢ ¡ãª §¢á¡�ª ¡�  «¦ ¬§æ¢¦ §¦ £�«�«¨â§�«�  ©� ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� �
«¦¬ �¥�¨®æ£�¤¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬. ��¢��ã

�¡ ¤ =
1
2
m¬2 = h¤− w =⇒ h¤min = w

�«©  ¦ �ä¤©«á ¤ �§ ����åà©� æ«  §¨â§�  ¤� �§¦�¦��å ¡�  ©à£�« � �¡æª
®�¨�¡«ã¨�ª �å§¢� ©«¦¤ ¡¬£�« ¡æ � � «¦ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦. �  ©®â©� ª

� = h¤ p =
h

¢
©¬¤�â¦¬¤ «� ¡¬£�« ¡á ®�¨�¡«�¨ ©« ¡á «¦¬ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡¦ç §��å¦¬ ©¬-
®¤æ«�«�, £ã¡¦ª ¡ç£�«¦ª, £� «� ©à£�« � �¡á ®�¨�¡«�¨ ©« ¡á �¤â¨�� �, ¦¨£ã
«¦¬ à«¦¤å¦¬.

�â¢¦ª £� «�¤ �¥ã��©� «¦¬ � ¤¦£â¤¦¬ �æ£§«¦¤ ¡�  ¦  «�¢�¬«�å�ª �¤« ¨-
¨ã©� ª � � «¦ �¬�� ¡æ ®�¨�¡«ã¨� «�ª �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡ãª �¡« ¤¦�¦¢å�ª ¡�-
«�¨¨â¦¬¤. ��«á «¦ � ¤æ£�¤¦ �¬«æ, «¦ £ã¡¦ª ¡ç£�«¦ª «à¤ �¡« ¤é¤ � ¡� 
á¢¢à¤ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡é¤ �¡« ¤¦�¦¢ é¤ £� £��á¢� �¤â¨�� �, �¬¥á¤�  £�«á
�§æ «�¤ �¢�©« ¡ã ©¡â��©� «à¤ à«¦¤åà¤ «¦¬ª §á¤à ©� �¢�¡«¨æ¤ �. � ¬§æ-
��©� «¦¬ ©à£�« � �¡¦ç �¬ä©£¦ç «�ª �¡« ¤¦�¦¢å�ª �§¦¡«á £ � �¡¢æ¤�«� §� -
¨�£�« ¡ã �á©�.

1.5 � ©«���¨æ«�«� «à¤ �«æ£à¤
�� �§æ£�¤� ®¨æ¤ � «� §� ¨�£�« ¡á ���¦£â¤� ¦�ã��©�¤ «¦¬ª ¬© ¡¦çª

©«�¤ �¤«å©«¨¦� §¦¨�å�. �¦ç � �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡ã �¡« ¤¦�¦¢å� ¡�  «� à-
«� ¤á ¡ç£�«� ©¬£§�¨ â¨¦¤«�  ¡�  ©�¤ ©à£�«å� �, � �«å ��¤ �� â§¨�§� ¡�  «�
©à£�«å� � ¤� ©¬£§�¨ â¨¦¤«�  ©�¤ ¡ç£�«�.

� �§ ©«é��¡� �§æ «¦¤ �§¦¨, æ«  ¦  �¤�¨�� �¡âª ¡�«�©«á©� ª «à¤ �¢�-
¡«¨¦¤åà¤ £â©� ©«� á«¦£� �å¤�  �¤��¡�©« ¡á ¡��¤« ©£â¤�ª. �  �§ «¨�§æ£�¤�ª
�¤â¨�� �ª �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�n = −h¤n

¡�  ¦¨å�¦¬¤ £ � ©«á© £� ¡�«á©«�©� ©«�¤ ¦§¦å� «¦ á«¦£¦ ��¤ �¡« ¤¦�¦¢�å.
�¡« ¤¦�¦¢å� �¡§â£§�«�  £æ¤¦ ¡�«á «�¤ £�«á��©� «¦¬ �«æ£¦¬ �§æ £ � �¤é-
«�¨� ©� £ � ¡�«é«�¨� �¤�¨�� �¡ã ©«á�£�. � �¨®ã � �«ã¨�©�ª «�ª �¤â¨�� �ª
§¨¦©� ¦¨å��  «�¤ ©¬®¤æ«�«� «¦¬ �¡§�£§æ£�¤¦¬ à«¦¤å¦¬

� = �n − �m =⇒ ¤ = ¤m − ¤n
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� ©«���¨æ«�«� «à¤ �«æ£à¤

�§å©�ª �§ «¨â§¦¤«�  £æ¤¦ �¡�å¤�ª ¦  ¡¬¡¢ ¡âª «¨¦® âª, � � « ª ¦§¦å�ª
� ©«¨¦¦¨£ã «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬ �å¤�  �¡â¨� ¦ §¦¢¢�§¢á© ¦ «�ª ©«���¨áª «¦¬
�¢�¤¡. ��¢��ã

ln = �hn æ§¦¬ �h =
h

2π
¡�  n = 0, 1, 2, . . .

�� « ª §�¨��¦®âª �¬«âª ¦ �§¦¨ ¡�«á�¨� ¤� �§¦��å¥�  ¡�  «¦¤ ��ç«�¨¦
�£§� ¨ ¡æ «ç§¦ «�ª �©£�«¦©¡¦§å�ª, æ«  ��¢��ã � �¡¦¢¦¬�å� «à¤ �©£�« -
¡é¤ æ¨à¤ �å¤� 

¤n =
R

n2 n = 1, 2, 3, . . .

æ§¦¬ R £ � �£§� ¨ ¡ã ©«���¨á, �¤à©«ã ©�¤ ©«���¨á �ç¤«£§�¨�¡.
�¨�æ«�¨� ¦ ¤«� �§¨¦¢å £§æ¨�©� ¤� �� , æ«  � � ¤� �¥����¦ç¤ «� � ¤æ-

£�¤� �¬«á §¨â§�  ¤� �§¦�¦�¦ç¤ ©«� �¢�¡«¨æ¤ � ¡�  ¡¬£�« ¡âª  � æ«�«�ª �å§¢�
©« ª ©à£�« � �¡âª. �«©  ¦  ©®â©� ª «¦¬ �ä¤©«á ¤ � � «� à«æ¤ � �§¦¡«¦ç¤
§��¡æ©£ ¦ ®�¨�¡«ã¨�.

� ª ©®â©� ª �¬«âª £§¦¨¦ç£� ¤� « ª �¨á¯¦¬£� £� «�¤ £¦¨ã

� = �hà p = �hk ã � �¤¬©£�« ¡á ~p = �h~k

æ§¦¬ â®¦¬£� �â©� 

¤ =
1
T

à =
2§
T

k =
2§
¢

�¦ ¤ �å¤�  � ©¬®¤æ«�«� «¦ � � §�¨å¦�¦ª ¡�  «¦ à � ¡¬¡¢ ¡ã ©¬®¤æ«�«� «¦¬
¡ç£�«¦ª. � «�¢�¬«�å� ©®â©� k = 2π/¢ ¦¨å��  «¦ ¡¬£�«á¤¬©£� k ¡�  �å¤� 
�¤á¢¦�� £� «�¤ §¨¦��¦ç£�¤� ©®â©� à = 2π/¢.

�  ©®â©� ª �¬«âª ©¬¤�â¦¬¤ «� ©à£�« � �¡á £� «� ¡¬£�« ¡á ®�¨�¡«�-
¨ ©« ¡á «�ª ç¢�ª ¡�  �å¤�  ¦  å� �ª «æ©¦ � � «� à«æ¤ � æ©¦ ¡�  � � «�
©à£�«å� � «�ª ç¢�ª, æ§àª «� �¢�¡«¨æ¤ � ¡�  «� §¨à«æ¤ �. �«©  �¤ §�¨�©«ã-
©¦¬£� â¤� �¢�¡«¨æ¤ ¦ ©�¤ â¤� ©«á© £¦ ¡ç£�, � ©¬¤�ã¡� � � ¤� � �«�¨¦ç¤«� 
©«á© £� ¡ç£�«� £� £ã¡¦ª ¡ç£�«¦ª ¢ ©� £ � §�¨ â¨� � �¡«å¤�ª r �å¤� 

2πr = n¢ n = 1, 2, . . .

�¢¢á  ©®ç�  � ©®â©� ¢ = h
p ¡�  �§¦£â¤àª �¨å©¡¦¬£�

2πr =
nh

p
pr = �hn
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��á¢� ¦ 1

� «�¢�¬«�å� ©®â©� ��å®¤�  æ«  � ©«¨¦¦¨£ã pr �å¤�  �¡â¨� ¦ §¦¢¢�§¢á-
© ¦ «�ª ©«���¨áª �h ¡�  �§¦«�¢�å «�¤ ��ç«�¨� ©¬¤�ã¡� «�ª ¡�á¤«à©�ª «¦¬
�§¦¨.
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�®ã£� 1.3
�ç£�¦¢¦ «�ª �«¦£ ¡ãª ¬© ¡ãª §¦¬ ��¤ â®� 

¡��æ¢¦¬ ©®â©� £� «�¤ �¦£ã «à¤ �«æ£à¤.

� � «�¤ §¢�¨â©«�¨� ¡�«�¤æ�©� «à¤ §¨¦�¢�£á«à¤ §¦¬ �£�¤å�¦¤«�  �§æ
«¦¤ ¡¬£�«¦©à£�« � �¡æ �¬ä©£æ «�ª ç¢�ª, §�¨ �¨á¦¬£� â¤� ¤¦�«æ §�å¨�£�,
§¦¬ �å¤�«�  ¡���¨á � ��¬¤�£å� £�ª ¤� «¦ �¨£�¤�ç©¦¬£� £� «�¤ ¡¢�©© ¡ã
¬© ¡ã. �¦ §�å¨�£� �¬«æ â®�  �å¤�  �§æ «¦¬ª �«â � ©¦¤, �æ£©¦¤ £� § ¦
§¦¢ç§¢¦¡�ª � �«á¥� ª �§æ �¬«ã §¦¬ §�¨ �¨á�«� , £� �â©£�ª �¢�¡«¨¦¤åà¤
§¦¬ � �©¡¦¨§å�¦¤«�  �§æ «� á«¦£� ¡á§¦ ¦¬ ¡¨ç©«�¢¢¦¬.

1.6 �¦ §�å¨�£� «à¤ �ç¦ ¦§é¤
��à¨¦ç£� ©� â¤� ©�£�å¦ � £ � §��ã � ¦§¦å� �¡§â£§�  ¡ç£�«� ã ©à£�«å-

� � §¨¦ª æ¢�ª « ª ¡�«�¬�ç¤©� ª. �� ¡á§¦ � �§æ©«�©� �§æ «�¤ §��ã �¨å©¡�«� 
â¤� ¨á�£� £� �ç¦ ¦§âª � ¡�  �. �§æ « ª ¦§âª �¬«âª §�¨¤¦ç¤ ¡ç£�«� ã ©à-
£�«å� � §å©à �§æ «¦ ¨á�£� ¡�  �á¤¦¬¤ ©«¦ �§å§��¦ �. �á¤à ©«¦ �§å§��¦
�¬«æ ¬§á¨®�  â¤�ª ¡�«á¢¢�¢¦ª �¤ ®¤�¬«ãª, §¦¬ §¨¦©� ¦¨å��  «�¤ â¤«�©� «¦¬
¡ç£�«¦ª ã «¦ §¢ã�¦ª «à¤ ©à£�« �åà¤ §¦¬ §â«¦¬¤ ©� ¡á�� §�¨ ¦®ã «¦¬ �§ -
§â�¦¬ �.

�� ¡á¤¦¬£� «¨å� §� ¨á£�«�. �«¦ â¤� � §��ã �¡§â£§�  ¡¢�©© ¡á ©à£�-
«å� �, ©«¦ ��ç«�¨¦ �¡§â£§�  ¡¢�©© ¡á ¡ç£�«� ¡�  ©«¦ «¨å«¦ �¡§â£§�  ©à£�-
«å� � «¦¬ £ ¡¨æ¡¦©£¦¬. �� ¡�«��¨á¯¦¬£� «� �§¦«�¢â©£�«� ¡�  �� §¨¦©§�-
�ã©¦¬£� ¤� «� �¨£�¤�ç©¦¬£�.
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�¦ §�å¨�£� «à¤ �ç¦ ¦§é¤

�¤ � §��ã �¡§â£§�  ©� ¨å� � £�¡¨¦©¡¦§ ¡é¤ � �©«á©�à¤, «æ«� «¦ §¢ã-
�¦ª «à¤ ©� ¨ �åà¤ P12 §¦¬ §â«¦¬¤ ©� ¡á§¦ � §�¨ ¦®ã «¦¬ �§ §â�¦¬ æ«�¤
¡�  ¦  �ç¦ ¦§âª �å¤�  �¤¦ ¡«âª, �å¤�  å©¦ £� «¦ á�¨¦ ©£� «¦¬ §¢ã�¦¬ª «à¤
©� ¨ �åà¤ P1 §¦¬ §â«¦¬¤ ©«�¤ å� � §�¨ ¦®ã æ«�¤ £æ¤¦ � � �å¤�  �¤¦ ¡«ã,
©¬¤ «¦ §¢ã�¦ª P2 æ«�¤ £æ¤¦ � � �å¤�  �¤¦ ¡«ã

P12(x) = P1(x) + P2(x)

��¤ ¬§á¨®¦¬¤ � ¤æ£�¤� ©¬£�¦¢ãª ¡�  � �¤â¨�� � �á¤�  ©«¦ �§å§��¦ �
¡�«á �©¬¤�®ã §¦©á. �¦ �§¦«â¢�©£� �å¤�«�  ©«¦ ��ç«�¨¦ �§å§��¦ � «¦¬
©®ã£�«¦ª.

�¤ � §��ã �¡§â£§�  ¡ç£�«�, «æ«� ¡�«á «�¤ �¨®ã «¦¬ �æ¬®�¤ª «� ©�£�å�
� ¡�  � �å¤¦¤«�  ��¬«�¨¦��¤�åª §��âª ¡¬£á«à¤, §�¨å�¢�©�. �� ¡ç£�«� �¬«á
©¬£�á¢¦¬¤ ¡�  �å¤¦¬¤ §á¤à ©«¦ �§å§��¦ â¤� ©®�£�« ©£æ � �¦¨�« ¡æ �§æ
�¬«æ¤ §¦¬ �¨å©¡¦¬£� ��¨¦å�¦¤«�ª �¬«æ §¦¬ �¢â§¦¬£� ©«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬
�¤¦å��  � ¡á�� ¦§ã ¥�®à¨ ©«á. �¬£�¦¢å�¦¬£� £�

¥1(x, t) = |¥1(x)|ei1(x,t) ¡�  ¥2(x, t) = |¥2(x)|ei2(x,t)

«� ¡ç£�«� §¦¬ §��á�¦¬¤ �§æ «� ©�£�å� � ¡�  � ¡�  £�

�1(x) = |¥1(x)|2 ¡�  �2(x) = |¥2(x)|2

« ª �¤«á©� ª «à¤ ¡¬£á«à¤ �¬«é¤. � â¤«�©� «¦¬ ¡ç£�«¦ª §¦¬ §â«�  ©«¦
�§å§��¦ �, æ«�¤ ¡�  ¦  �ç¦ ¦§âª �å¤�  �¤¦ ¡«âª, �å¤� 

I12(x) =|¥1(x, t)|+ ¥2(x, t)|2 =
|¥1(x)|2 + |¥2(x)|2 + 2|¥1(x)| |¥2(x)|©¬¤ (1 − 2)

��¢��ã �å¤�  «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ �¤«á©�à¤ �1, �2 ©¬¤ â¤� �¡æ£� æ¨¦

�12 = �1 + �2 + 2
√

�1�2 ©¬¤ (1 − 2)

� «�¢�¬«�å¦ª �¬«æª æ¨¦ª ¦¤¦£á��«�  æ¨¦ª ©¬£�¦¢ãª ¡�  �å¤�  ©¬¤á¨-
«�©� «�ª � �¦¨áª á©�ª «à¤ �ç¦ ¡¬£á«à¤. �§å©�ª � �¤â¨�� � �á¤�  ©«¦
�§å§��¦ � ©¬¤�®éª ¡�  £§¦¨�å ¤� §á¨�  ¦§¦ ��ã§¦«� « £ã. �¦ �§¦«â¢�©£�
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��á¢� ¦ 1

«¦¬ §� ¨á£�«¦ª �å¤�«�  ©«¦ §¨é«¦ �§å§��¦ � «¦¬ ©®ã£�«¦ª. �â®¨  ��é «¦
§�å¨�£� £§¦¨�å ¤� �¥�����å £� æ¨¦¬ª «�ª ¡¢�©© ¡ãª ¬© ¡ãª.
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�®ã£� 1.4
�«�¤ � §��ã �¡§â£§�  �¢�¡«¨æ¤ � ¡�  ¦  �ç¦ ¦§âª
�å¤�  �¤¦ ¡«âª �£�¤å�¦¤«�  � ¤æ£�¤� ©¬£�¦¢ãª.

�§¦�â«¦¬£� «â¢¦ª æ«  � §��ã �¡§â£§�  ©à£�«å� � � � §�¨á�� �£� �¢�-
¡«¨æ¤ �. � �¤ ®¤�¬«ãª ©«¦ �§å§��¦ � �å¤�  â¤�ª �§�¨ �£�«ãª �¡á �¡�¨, £�
«¦¤ ¦§¦å¦ §¨¦©� ¦¨å�¦¬£� «¦ §¢ã�¦ª «à¤ �¢�¡«¨¦¤åà¤ §¦¬ §â«¦¬¤ ©� ¡á§¦ �
§�¨ ¦®ã «¦¬ �§ §â�¦¬ �.

�¦ §�å¨�£� ��å®¤�  æ«  � �¤â¨�� � £�«�â¨�«�  �§æ � �¡�¡¨ £â¤¦¬ª ©«¦ -
®� é�� ª ¦¨�åª, æ§àª ©«�¤ §�¨å§«à©� «à¤ ¡¢�©© ¡é¤ ©� ¨ �åà¤ �¢¢á �£-
�¤å�¦¤«�  � ¤æ£�¤� ©¬£�¦¢ãª, æ§àª ©«�¤ §�¨å§«à©� «à¤ ¡¢�©© ¡é¤ ¡¬-
£á«à¤. �� ¤æ£�¤� ©¬£�¦¢ãª §�¨�«�¨¦ç¤«�  �¡æ£� ¡�  æ«�¤ � §��ã �¡§â£§� 
�¢�¡«¨æ¤ � ©� «æ©¦ �¨�æ ¨¬�£æ, é©«� â¤� £æ¤¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦ ¤� �¨å©¡�«�  ©�
¡å¤�©� �¤á£�©� ©«�¤ §��ã ¡�  «¦¤ £�«¨�«ã. �«©  «¦ £¦¤�� ¡æ �¬«æ �¢�-
¡«¨æ¤ ¦ �å¤�«�  ¤� ©¬£�á¢¢�  £� «¦¤ ��¬«æ «¦¬ !

� §¨æ«�©� ¢¦ §æ¤ §¦¬ £�ª �å¤�«�  ©�¤ §¨¦�¤ãª æ«  ��¢��ã «¦ �¢�-
¡«¨æ¤ ¦ §â¨�©� ã �§æ «�¤ ¦§ã � ã �§æ «�¤ ¦§ã �, ��¤ £§¦¨�å ¤� �å¤�  ©à©«ã.
�¤ ��®«¦ç£� £ � �§æ « ª �ç¦ �¬«âª �¬¤�«æ«�«�ª, ��¤ �� £§¦¨â©¦¬£� ¤� �¨£�-
¤�ç©¦¬£� «� � ¤æ£�¤� «�ª ©¬£�¦¢ãª §¦¬ §�¨�«�¨¦ç¤«� . � §¨æ«�©� �¬«ã
�§¢éª ��¤ â®�  ¤æ�£� � � «�¤ ¬© ¡ã. �¦ ¤� ©¬£§�¨á¤¦¬£� æ«  §â¨�©� �§æ
«�¤ £ � ã «�¤ á¢¢� ¦§ã, æ«�¤ ��¤ «¦ §�¨�«�¨¦ç£�, �å¤�  ©á¢£� ¡�  ¦����å ©�
�§¦«â¢�©£� �¤«å��«¦ �§æ «¦ §�å¨�£�. �¤ �¦¡ £á©¦¬£� ¤� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£�
�§æ §¦ � ¦§ã §â¨�©� «¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦, à«å�¦¤«�ª ¡�«á¢¢�¢� «� �¢�¡«¨æ¤ �,
«æ«� «� � ¤æ£�¤� ©¬£�¦¢ãª �¥��¤å�¦¤«�  ¡�  � §¨æ«�©� æ«  «¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦
§â¨�©� �§æ «�¤ � ã «�¤ � ¦§ã �å¤�  ©à©«ã.
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�¦ §�å¨�£� «à¤ �ç¦ ¦§é¤

�¦ �§¢¦§¦ �£â¤¦ �¬«æ §�å¨�£� �å¤�  «¦ ¡���¨æ«�¨¦ §�¨á�� �£� «�ª �§å-
�¨�©�ª «¦¬ §�¨�«�¨�«ã §á¤à ©«¦ �¤« ¡�å£�¤¦ §¦¬ §�¨�«�¨¦ç£�. ��£ á §¨æ-
«�©� ��¤ â®�  ¤æ�£� � � «�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã, �¤ ��¤ §�¨ �¨á¯¦¬£� «¦ §�å-
¨�£� £� «¦ ¦§¦å¦ �� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «�¤ �¢ã�� � ã æ®  «�ª §¨æ«�©�ª. �§å©�ª
¡�  «� ¬© ¡á £��â�� §¨â§�  ¤� «� ¦¨å�¦¬£� §�¨ �¨á¦¤«�ª «¦ §�å¨�£�, £�
«¦ ¦§¦å¦ £§¦¨¦ç¤ ¤� £�«¨��¦ç¤ \¡�«' �¨®ã¤". �¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦ «¦¬ §� ¨á£�-
«¦ª �£�¤å��«�  ©�¤ ¡¢�©© ¡æ ©à£á« ¦ ©«¦ ©�£�å¦ � ¡�  ©� â¤� ©�£�å¦ «¦¬
�§ §â�¦¬ �, ¦§æ«� �å¤�  â¤� §�¢£æ ©«¦¤ �¤ ®¤�¬«ã. �¦ � ¤æ£�¤¦ «�ª ©¬£�¦-
¢ãª §¦¬ §�¨�«�¨�å«�  ¡á¤�  ��ç¤�«¦ «¦¤ §¨¦©� ¦¨ ©£æ, â©«à ¡�  ��à¨�« ¡á,
¦§¦ �©�ã§¦«� ©�éª ¡��¦¨ ©£â¤�ª «¨¦® áª. �§¦ ¦©�ã§¦«� ©¬¢¢¦� ©£æª §¦¬
®¨�© £¦§¦ �å «�¤ �¤é©� ¡á§¦ �ª «¨¦® áª, ��¢��ã «¦¤ §¨¦©� ¦¨ ©£æ «�ª �â-
©�ª ¡�  «�ª ¦¨£ãª ©� ¡á§¦ � ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã, §¨â§�  ¤� �å¤�  �©�¢£â¤¦ª.

� £æ¤¦ª «¨æ§¦ª � � ¤� ¡�«�¤¦ã©¦¬£� «¦ §�å¨�£� �¬«æ ©ç£à¤� £� «�¤
á§¦¯� «à¤ ¬© ¡é¤ «�ª ©®¦¢ãª «�ª �¦§��®á��ª �å¤�  £� �á©� « ª § ��¤æ-
«�«�ª.

�ç£à¤� £� �¬«ã «�¤ �¨£�¤�å�, «� �¢�¡«¨æ¤ � ©¬£§�¨ â¨¦¤«�  ©�¤
¤� ¬§á¨®�  â¤� £â���¦ª ¯(x, t), «â«¦ ¦ é©«� � § ��¤æ«�«� ¤� �¨���å â¤�
�¢�¡«¨æ¤ ¦ ©«�¤ §�¨ ¦®ã dx «¦¬ ®é¨¦¬ ¤� �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

P (x) = |¯(x)|2dx

� §¦©æ«�«� |¯(x)|2 ¦¤¦£á��«�  §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª. �®¦¬£� «æ«� ¡�«'
�¤�¢¦�å� £� «� ¡ç£�«� «�¤ §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª «à¤ �ç¦ ¡¬£á«à¤

P1(x) = |¯1(x)|2 ¡�  P2(x) = |¯2(x)|2

æ«�¤ � ¦§ã � ã � ¦§ã � �å¤�  �¤¦ ¡«âª �¤« ©«¦å®àª. �«�¤ ¡�  ¦  �ç¦ �å¤� 
�¤¦ ¡«âª � §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

P12(x) = |¯1(x) + ¯2(x)|2 = P1(x) + P2(x) + 2
√

P1(x)P2(x) ©¬¤ (1 − 2)

� «¨å«¦ª æ¨¦ª «¦¬ §�¨�§á¤à ��¨¦å©£�«¦ª �¥���å «� � ¤æ£�¤� «�ª ©¬£-
�¦¢ãª. �å¤�  ©¬¤�§éª ©�âª � �«å ¦¨å�¦¬£� ©�¤ §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª «¦
«�«¨á�à¤¦ «�ª ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©�ª.

�� «¦¤ «¨æ§¦ �¬«æ £§¦¨¦ç£� ¤� §¨¦�¢â¯¦¬£� £� �¡¨å�� � «�¤ � ¡æ¤� «�ª
©¬£�¦¢ãª §¦¬ §�¨�«�¨¦ç£� ©«¦ �§å§��¦ �, �¢¢á �å¤�  ��ç¤�«¦ ¤� §¨¦�¢���å
� §¦¨�å� ¡á§¦ ¦¬ ©¬�¡�¡¨ £â¤¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬. �§á¨®�  £ � ©¬�¡�¡¨ £â¤� § -
��¤æ«�«� «¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦ ¤� §�¨á©�  �§æ «�¤ £ � ¦§ã ¡�  £ � § ��¤æ«�«� ¤�
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��á¢� ¦ 1

§�¨á©�  �§æ «�¤ á¢¢�. �¬«á «� ¡ç£�«� § ��¤æ«�«�ª �å¤�  §¦¬ ©¬£�á¢¢¦¬¤
¡�  �å¤¦¬¤ «�¤ � ¡æ¤� §¦¬ §�¨�«�¨¦ç£� £� «¦¤ �¤ ®¤�¬«ã. �� ¡ç£�«� �¬«á
§ ��¤æ«�«�ª �å¤�  £ � ¡���¨á £���£�« ¡ã â¤¤¦ �, ��¤ �¡¨á�¦¬¤ ¡�¤â¤� ¬-
© ¡æ £â���¦ª ¡�  ©¬£§�¨ â¨¦¤«�  £� «¦¤ å� ¦ «¨æ§¦ æ§àª «� ¡ç£�«� ¤�¨¦ç
� � §�¨á�� �£�. �®�«å�¦¤«�  £� «� �¤é©� £�ª � � «�¤ ¡�«á©«�©� «¦¬ �¢�-
¡«¨¦¤å¦¬. �«©  � ¬© ¡ã ��¤ £�ª ¢â�  «å§¦«� � � «¦¤ ¡æ©£¦ �¬«æ¤ ¡��'
�¬«æ¤, £ ¢á £æ¤¦ � � « ª §�¨�«�¨ã©� ª �¬«¦ç «¦¬ ¡æ©£¦¬ §¦¬ �å¤¦¤«�  �§æ
«¦¤ á¤�¨à§¦. �� ©à£á« � �å¤¦¤«�  \§¨��£�« ¡á" £æ¤¦ æ«�¤ «� §�¨�«�-
¨¦ç£� ¡�   � æ«�«�ª æ§àª ¦¨£ã ã �â©� �§¦«�¢¦ç¤ å©àª ¡�«�©¡�¬á©£�«� «�ª
§�¨�«ã¨�©�ª.

�¨ ©£â¤¦  �§æ «¦¬ª £��á¢¦¬ª ¬© ¡¦çª §¦¬ ©¬�¡�¤«¨é��¡�¤ «�¤ ��¡�-
�«å� «¦¬ 1920 ©«�¤ �¦§��®á�� ¡�  â�à©�¤ £��å £� «¦¤ �§¦¨ «�¤ �¨£�¤�å�
�¬«ã �å¤�  ¦ �á ��¤£§�¨�¡, ¦ �á¦¬¢ , ¦ �¨�¤�©«, ¦ �§¢¦®, ¦ ��¤«á¦¬,
¦ �¨á£�¨ª, ¦ �¡�£æ ¡�  á¢¢¦ . �¦¢¢¦å ¬© ¡¦å §¨¦©§á��©�¤ ¤� �¨¦¬¤
� �¥æ�¦¬ª �§æ «�¤ �¨£�¤�å� �¬«ã «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª. �«¦¬ª �¤«å§�¢¦¬ª
«�ª �¨£�¤�å�ª «�ª �¦§��®á��ª ©¬�¡�«�¢â�¦¤«�  ¦ �ä¤©«á ¤, ¦ �¨â¤« ¤�¡�¨,
¦ ¤«� �§¨¦¢å, ¦ �á¦¬�, ¦ �§¦£, ¦ �§¦§, ¦ �¢�¥�¤«¨æ ¡�  á¢¢¦ .

� �ä¤©«á ¤ ¬§ã¨¥� ¦ §¢â¦¤ ¦¥çª �§æ «¦¬ª §¦¢â£ ¦¬ª «¦¬ § ��¤¦��à-
¨�« ¡¦ç ®�¨�¡«ã¨� «�ª ��à¨å�ª. ��¨�¡«�¨ ©« ¡ã �å¤�  � ¨á©� «¦¬ \��¤
£§¦¨é ¤� § ©«â¯à æ«  ¦ ��æª §�å��  �á¨ � £� «¦¤ ¡æ©£¦". �á�� æ£àª
§¨¦©§á�� � §¦¬ â� ¤� £â®¨  ©ã£�¨� � � ¤� �§�¢¢���å � ¬© ¡ã �§æ « ª § -
��¤æ«�«�ª ¦�ã��©� £á¢¢¦¤ ©«�¤ �¤å©®¬©� �¬«¦ç «¦¬ § ��¤¦¢¦� ¡¦ç ¡æ©£¦¬
«�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª. �¦ ¬© ¡æ §�¨ �®æ£�¤¦ «�ª ¡��¤« ¡ãª ��à¨å�ª ��¤
â®�  �£ ©��«���å §¦«â, â®�  á¢¢à©«� â¤� «�¨á©« ¦ æ�¡¦ §� ¨�£�« ¡é¤ �§�-
¢���ç©�à¤.

1.7 �  ©®â©� ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª
�  ©®â©� ª §¦¬ ©¬¤�â¦¬¤ «� ¡¬£�« ¡á £� «� ©à£�« � �¡á ®�¨�¡«�¨ -

©« ¡á «�ª ç¢�ª
� = �hà ~p = �h~k

 ©®ç¦¬¤ � � æ¢� «� ©à£�«å� � «¦¬ £ ¡¨æ¡¦©£¦¬ ¡�  â®¦¬¤ �§�¢���¬«�å �§æ
æ¢� «� §� ¨á£�«�. �  ©®â©� ª �¬«âª �§ «¨â§¦¬¤ ¤� �¦��å £ � §¦©¦« ¡ã â¡-
¨�©� ©«�¤ �¢á® ©«� �¬¤�«ã �§¨¦©� ¦¨ ©«å� §¦¬ §¨¦¡�¢�å � £â«¨�©� «�ª
�â©�ª ©«�¤ £â«¨�©� «�ª ¦¨£ãª �¤æª ©à£�« �å¦¬.

�§¦�â«¦¬£� æ«  � £â«¨�©� �¤æª £��â�¦¬ª � £� �¡¨å�� � �� §¨¦¡á¢�©�
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�  ©®â©� ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª

£ � � �«�¨�®ã ©«¦ ©ç©«�£�, â«©  é©«� �¤ £�«¨ã©¦¬£� �£â©àª £�«á â¤� á¢¢¦
£â���¦ª �, ®à¨åª ¤� �ã©¦¬£� «¦ ©ç©«�£� ¤� �¥�¢ ®��å àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦,
�¨å©¡¦¬£� £ � « £ã ©«¦ � á©«�£� (�+��, �−��). �¦ � ¤æ£�¤¦ (��)(��)
�å¤�  «¦ £â«¨¦ «�ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª.

�¤�¢ç¦¤«�ª «¦ §�¨�¡á«à ¤¦�«æ §� ¨á£�«�, ¦ �á ��¤£§�¨�¡ �§â�� ¥�
æ«  � � «�¤ �â©� ¡�  «�¤ ¦¨£ã �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª  ©®ç�  � ©®â©�

�x�px ≥ �h
2

� ©®â©� �¬«ã ©�£�å¤�  æ«  �â©� ¡�  ¦¨£ã �å¤�  ��ç¤�«¦ ¤� £�«¨��¦ç¤ «�¬-
«æ®¨¦¤�.

�¤ � �â©� � � §�¨á�� �£� â®�  £�«¨���å £� �¡¨å�� � �x §¦¬ §¢�© á�� 
«¦ £��â¤, «æ«� � §�¨�§á¤à ©®â©� ¢â�  æ«  � �¡¨å�� � �px � � «�¤ £â«¨�©�
«�ª ¦¨£ãª §¢�© á��  «¦ á§� ¨¦ �æ©¦¤ (�px) ≥ �h/2(�x). �¤«å©«¨¦� �¤
£�«¨ã©¦¬£� £� �¡¨å�� � «�¤ ¦¨£ã (�px = 0) «æ«� � �â©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª
�å¤�  �§¨¦©� æ¨ ©«�

�x ≥ �h
2(�px)

→∞

�¨� «¦ ©ç©«�£� �¨å©¡�«�  ©� £ á §�¨ ¦®ã «¦¬ ®é¨¦¬ ¡�  æ®  ©� â¤� ©�£�å¦.
�¤� «â«¦ ¦ ©ç©«�£� �å¤�  � � §�¨á�� �£� â¤� �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ ¡ç£�.

�� «�¤ �¦ã�� � �¤æª £ ¡¨¦©¡¦§å¦¬ §¨¦©� ¦¨å�¦¬£� «�¤ �â©� �¤æª �¢�-
¡«¨¦¤å¦¬ §¦¬ �¨�£�å ©� â¤� ©�£�å¦. � � «�¤ £â«¨�©� �¬«ã «¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦ �¦£-
��¨�å��«�  �§æ £ � �â©£� à«¦¤åà¤, £� �§¦«â¢�©£� «¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦ ¤� �§¦-
¡«ã©�  ¡á§¦ � ¦¨£ã. �¤ «¦ ©à£á« ¦ �å¤�  â¤� £�¡¨¦©¡¦§ ¡æ ©é£� ©å�¦¬¨�
��¤ �� ¡¦¬¤���å �§æ «�¤ �â©� «¦¬. �¤«å��«� �§� �ã � £á�� «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬
�å¤�  ©¬�¡¨å© £� £� �¬«ã «¦¬ à«¦¤å¦¬ � «�®ç«�«� §¦¬ �� �§¦¡«ã©�  «¦
�¢�¡«¨æ¤ ¦ ��¤ �å¤�  �£�¢�«â�.

�¦ �¢á® ©«¦ ©á¢£� §¦¬ £§¦¨�å ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«�å � �â©� «¦¬ ©à£�« �å¦¬
©«¦ §�å¨�£� �¬«æ, �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ � �¡¨ « ¡ã  ¡�¤æ«�«� «¦¬ £ ¡¨¦©¡¦§å¦¬
¡�  �å¤�«�  �§æ «¦¤ �¡æ¢¦¬�¦ «ç§¦ «�ª ¦§« ¡ãª

(1.1) �x =
¢

�£ �

�¦ ¢ �å¤�  «¦ £ã¡¦ª ¡ç£�«¦ª «¦¬ à«æª ¡�  «¦ � �å¤�  � �à¤å� «�ª ¡¦¨¬ãª
«¦¬ ¡é¤¦¬ £� �á©� «¦¤ �¤« ¡� £�¤ ¡æ �¡æ ¡�  ¡¦¨¬ã «¦ §�¨�«�¨¦ç£�¤¦
�¢�¡«¨æ¤ ¦ æ§àª â®�  ©®�� �©«�å ©«¦ ©®ã£�.
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��á¢� ¦ 1

�ª ¬§¦�â©¦¬£� æ«  â¤� £æ¤¦ à«æ¤ ¦ ©¡��á��«�  §á¤à ©«¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦.
� � ¤� �á©�  «¦ à«æ¤ ¦ �¬«æ ©«¦ £á«  «¦¬ §�¨�«�¨�«ã, §¨â§�  «¦ � á¤¬©£�
~p 

«�¢ «�ª ¦¨£ãª «¦¬ ¤� �¨å©¡�«�  ©«¦ �©à«�¨ ¡æ «¦¬ ¡é¤¦¬, £� ¡¦¨¬ã «¦
�¢�¡«¨æ¤ ¦ ¡�  �á©� «¦¤ �¡æ «¦¬ £ ¡¨¦©¡¦§å¦¬. �¦ à«æ¤ ¦ â�à©� £ �
¦¨£ã ©«¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦ å©� £� «�¤ � �¦¨á

(1.2) ~p = ~p 
«�¢ − ~p 
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0 x

•

��¡æª

�à«æ¤ ¦

�à«æ¤ ¦

�à£�«å� ¦

� �
~p 

�¨®

~p 
«�¢

~p

(~p 
«�¢)

x

�®ã£� 1.5
�¦ ¤¦�«æ §�å¨�£� � � «�¤ �§æ�� ¥�

«�ª ©®â©�ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª

�¦ � á¤¬©£� «�ª «�¢ ¡ãª ¦¨£ãª «¦¬ à«¦¤å¦¬ §¨â§�  ¤� �¨å©¡�«�  £â©�
©«¦¤ ¡é¤¦ «¦¬ ©®ã£�«¦ª ��¢��ã

� ≤ �

¡�  �§� �ã ¦  �à¤å�ª �¬«âª �å¤�  £ ¡¨æ«�¨�ª «¦¬ π/2, §¨â§�  ¤�  ©®ç�  � ©®â©�

�£ � ≤ �£ �

�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £�
(p 

«�¢)x = |~p 
«�¢| �£ �

«�¤ ©¬¤ ©«é©� «�ª ¦¨£ãª «¦¬ à«¦¤å¦¬ ©«�¤ x � �ç�¬¤©� â®¦¬£�

− |~p 
«�¢| �£ � ≤ (p 

«�¢)
x
≤ |~p 

«�¢| �£ �
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�  ©®â©� ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª

�¢¢á ¢æ�à «�ª (1.2) â®¦¬£�

|~p 
«�¢| ≤ |~p 

�¨®|
�§å §¢â¦¤ � � «¦ à«æ¤ ¦  ©®ç� 

|p 
�¨®| =

h

¢

¡�  �§¦£â¤àª � §�¨�§á¤à ©®â©� �å¤�«� 

−h

¢
�£ � ≤ (p 

«�¢)
x
≤ h

¢
�£ �

�¨� � ©¬¤ ©«é©� (p 
«�¢)x «�ª ¦¨£ãª «¦¬ à«¦¤å¦¬ ¡¬£�å¤�«�  �¤á£�©� ©«�

�ç¦ æ¨ � ±(h/¢) �£ � «�ª §�¨�§á¤à ©®â©�ª. H �§¨¦©� ¦¨ ©«å� �px «�ª x
©¬¤ ©«é©�ª «�ª ¦¨£ãª «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬ �å¤�  �§¦£â¤àª ¢æ�à «�ª (1.2)

2�px =
[(

p 
�¨®

)
x
−

(
−h

¢
�£ �

)]
−

[(
p 

�¨®
)

® −
(

+
h

¢
�£ �

)]
= 2

h

¢
�£ �

�¨� «�¢ ¡á �¨å©¡¦¬£� «�¤ �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª «�ª ¦¨£ãª «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬.

�px =
h

¢
�£ �

�¦¢¢�§¢�© á�¦¬£� «�¤ ©®â©� �¬«ã £� «�¤ ©®â©� (1.1) ¡�  �¨å©¡¦¬£�

�x�px = h

��¨�«�¨¦ç£� æ«  �¤ �¡¢â¥¦¬£� ¤� £�«¨ã©¦¬£� £� �¡¨å�� � «�¤ �â©�
«¦¬ ©à£�«å¦¬, £�«��á¢¢¦¤«�ª �¤á¢¦�� «¦ £ã¡¦ª ¡ç£�«¦ª ã «�¤ � �¡¨ « ¡ã
 ¡�¤æ«�«� � «¦¬ £ ¡¨¦©¡¦§å¦¬, «¦ �¤��¡á�¦¬£� ¤� �¤�§«ç¥�  £���¢ç«�¨�
�§¨¦©� ¦¨ ©«å� àª §¨¦ª «�¤ ¦¨£ã «¦¬ ¡�  �¤« ©«¨æàª. �¦ � ¤æ£�¤¦ æ£àª
�x�px �å¤�  å©¦ £� £ � ©«���¨á, §¦¬ ��¤ �å¤�  ©«¦ ®â¨  £�ª ¦ç«� ¤� «�¤
�¢�««é©¦¬£� ¦ç«� ¤� «�¤ �¬¥ã©¦¬£�.

� � «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� ¬§¦�â©�£� æ«  â¤� £æ¤¦ à«æ¤ ¦ ©¡��á��«� 
§á¤à ©«¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦. �«�¤ §¨��£�« ¡æ«�«� «¦ §�å¨�£� �å¤�«�  £� £ � �â©£�
à«¦¤åà¤. � ¡�«á©«�©� �å¤�  §¦¢ç ®� ¨æ«�¨� ¡�   ©®ç¦¬¤ «�¢ ¡á ¦  ©®â©� ª

�px�x ≥ �h
2

�py�y ≥ �h
2

�pz�z ≥ �h
2
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��á¢� ¦ 1

�  ©®â©� ª �¬«âª ¦¤¦£á�¦¤«�  ©®â©� ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª ã ©®â©� ª ���-
�� æ«�«�ª «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡.

�  ©®â©� ª �¬«âª ©�£�å¤¦¬¤ æ«  ��¤ £§¦¨¦ç£� ¤� £�«¨ã©¦¬£� «�¬«æ-
®¨¦¤� «�¤ �â©� ¡�  «�¤ ¦¨£ã �¤æª ©à£�« �å¦¬ «¦¬ £ ¡¨æ¡¦©£¦¬. � �â©�
�å¤�  £ �  � æ«�«� «à¤ ©à£�« �åà¤, «� ©à£�«å� � £§¦¨¦ç¤ ¤� �¤«¦§ ©«¦ç¤
�¡¨ �éª. �� ¡ç£�«� �§æ «�¤ á¢¢� £�¨ á ��¤ â®¦¬¤ ©¬�¡�¡¨ £â¤� �â©�,
�¢¢á «�å¤¦¬¤ ¤� ¡�«�¢á�¦¬¤ æ¢¦ «¦¤ ®é¨¦ §¦¬ «¦¬ �å¤�«� , â®¦¬¤ æ£àª
©¬�¡�¡¨ £â¤� ¦¨£ã. �«©  ¦  ©®â©� ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡ �å-
¤�  £ � �¤��¡�©« ¡ã ©¬¤â§� � «�ª ¡¬£�« ¡ãª ©¬£§�¨ ¦¨áª «à¤ ©à£�« �åà¤.
�©¦ §�¨ ©©æ«�¨� �¤à¨å�¦¬£� � � «�¤ ¡¬£�« ¡ã �¡�¦®ã «�ª §¨��£�« ¡æ«�-
«�ª, «æ©¦ ¢ �æ«�¨� �¤à¨å�¦¬£� � � «�¤ ©à£�« � �¡ã ¡�  �¤« ©«¨æàª.

� £â«¨�©� «�ª �â©�ª ©� ¡á§¦ � � �ç�¬¤©� ��¤ �§�¨�á��  ¡��æ¢¦¬ «�¤
¦¨£ã ©« ª á¢¢�ª �ç¦ � �¬�ç¤©� ª. � � §�¨á�� �£�  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

�py�x = 0 ¡�  �pz�x = 0

�®â©� ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª  ©®ç¦¬¤ ¡�  � � á¢¢� ��ç�� £����é¤. � �¤â¨-
�� � ¡�  ¦ ®¨æ¤¦ª � � §�¨á�� �£�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ �¡æ¢¦¬�� ©®â©� �§¨¦©-
� ¦¨ ©«å�ª

���t ≥ �h
2

� ©®â©� �¬«ã �å¤�  «�¢�åàª � �¦¨�« ¡ã �§æ « ª §¨¦��¦ç£�¤�ª, � æ«  ¦
®¨æ¤¦ª ��¤ �å¤�  â¤� �¬¤�£ ¡æ £â���¦ª �¢¢á £å� §�¨á£�«¨¦ª.

� ©®â©� �� §¨â§�  ¤�  ©®ç�  £æ¤¦ æ«�¤ ¦ ®¨æ¤¦ª �£�¤å��«�  �¤�¢¬« ¡á
©«�¤ �¤â¨�� �, æ§àª � � §�¨á�� �£� æ«�¤ «¦ �¬¤�£ ¡æ �¥�¨«á«�  �§æ «¦¤
®¨æ¤¦. �¤ £� �t ©¬£�¦¢å©¦¬£� «¦¤ ®¨æ¤¦ §¦¬ ®¨� á��«�  â¤� ©ç©«�£�
� � ¤� £�«��á¢¢�  «�¤ ¡�«á©«�©� «¦¬ ¡�  ¤� �¢¢á¥�  �¤â¨�� �, «æ«� �¬«ã �
�¢¢��ã «�ª �¤â¨�� �ª �å¤�  «�ª «á¥�ª

(��) ∼ �h/2(�t)

��¢��ã æ©¦ § ¦ �¨ã�¦¨� £�«��á¢¢�«�  â¤� ©ç©«�£� «æ©¦ £���¢ç«�¨� �å¤� 
� ����� æ«�«� «�ª �¤�¨��å�ª «¦¬. �¤« ©«¨æàª â¤� ©«á© £¦ ©ç©«�£� §¦¬
��¤ £�«��á¢¢�«�  ¡��æ¢¦¬ � �¤â¨�� � «¦¬ �� = 0, â®�  á§� ¨¦ ®¨æ¤¦ �àãª
�t →∞.

� ©®â©� «�ª ����� æ«�«�ª �¤�¨��å�ª ¡�  ®¨æ¤¦¬, §�¨ ¦¨å��  «�¤ �¡¨å-
�� � £� «�¤ ¦§¦å� £§¦¨�å ¤� �§�¢���¬«�å §� ¨�£�« ¡á � �¨®ã � �«�¨ã©�ª «�ª
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�  ©®â©� ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª

�¤â¨�� �ª. �¤ £�«¨���å � �¤â¨�� � �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª �ç¦ ¦¨âª, «æ«� «� �§¦-
«�¢â©£�«� �� � �â¨¦¬¤ ¡�«á

�� ≥ �h
2�t

æ§¦¬ �t ¦ ®¨æ¤¦ª §¦¬ � â¨¨�¬©� £�«�¥ç «à¤ �ç¦ £�«¨ã©�à¤.
��¨á�� �£�: � � «�¤ ��© ¡ã ¡�«á©«�©� «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬ «¦¬ �«æ-

£¦¬ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬ � � §�¨á�� �£� � �¤â¨�� � �å¤�  �§¦¢ç«àª ¦¨ ©£â¤� ¡� 
�§¦£â¤àª �� = 0. � ©®â©� �å¤�  �t → ∞ ��¢��ã «¦ ©ç©«�£� §�¨�£â¤� 
®¨¦¤ ¡á �£�«á�¢�«¦.

�§¦�â«¦¬£� «é¨� æ«  � £�«á��©� �§æ £ � � ���¨£â¤� ¡�«á©«�©� ©«�¤
��© ¡ã â®�  �ç¨¦ª �¤ = 1012sec−1. �¬«æ �å¤�  £ � ����� æ«�«� «�ª �¤â¨�� �ª
å©� £�

�� = h ·�¤ = 6, 625 · 10−27 · 1012 = 6, 625 · 10−15erg

� £â©¦ª ®¨æ¤¦ª �àãª �t �¬«ãª «�ª � ���¨£â¤�ª ¡�«á©«�©�ª �å¤�«�  �§æ «�¤
©®â©� ����� æ«�«�ª ¡�  �å¤�  §¦¢ç £ ¡¨æª. �¨å©¡¦¬£�

�t ∼ �h
�E

=
6, 625 · 10−27

6, 625 · 10−15 = 10−12sec

�¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦ £§¦¨�å ¤� �¨���å ©� �¬«ã¤ «�¤ � ���¨£â¤� ¡�«á©«�©�
®à¨åª ¡�£å� �¥à«�¨ ¡ã � �«�¨�®ã. � �¤â¨�� � §¦¬ ®¨� á©«�¡� � � «�¤ � �-
� ¡�©å� �¬«ã «�¤ \��¤�å©«�¡�" �§æ «¦ ¡�¤æ. �£â©àª £�«á «�¤ â�à©� §å©à
¡�  �ç¨ ©� ©«�¤ ��© ¡ã ¡�«á©«�©�, «æ©¦ �¨ã�¦¨� é©«� ¤� £�¤ §�¨�� á��-
«�  � ©®â©� �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª «�ª �¤â¨�� �ª ¡�  «¦¬ ®¨æ¤¦¬. �§� �ã «é¨�
� �¤â¨�� �  ©¦�¬¤�£�å £� ¡á§¦ � £á��, £§¦¨¦ç£� ¤� §¦ç£� æ«  � � â��¨©�
�¬«ã §¨¦ã¢�� �§æ «�¤ ©ç�¡¨¦¬©� «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬ £� ¡á§¦ ¦ ©à£�«å� ¦, £�
£á�� §¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©� E = mc2. �¦ �¤� á£�©¦ �¬«æ ©à£�«å� ¦
¦¤¦£á��«�  �¤ �¬¤á£�  (virtual) ©à£�«å� ¦.

��¨á�� �£�: �� §¨¦©§��å©¦¬£� «é¨� ¤� �¦ç£� ¡�  §¦©¦« ¡á « ª
©®â©� ª ����� æ«�«�ª �â©�ª ¡�  ¦¨£ãª. �§¦�â«¦¬£� æ«  â®¦¬£� £�«¨ã©� 
«�¤ �â©� �¤æª ©à£�« �å¦¬ £� ©á¢£� �x = 10−13 cm. � �§¨¦©� ¦¨ ©«å� � �
«�¤ ¦¨£ã «¦¬ �å¤� 

�p ≥ h

�x
=

10−27

10−13 = 10−14 erg · sec
cm
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��á¢� ¦ 1

�¤ «¦ ©à£á« ¦ â®�  £á�� 1 gr «æ«� «¦ ©á¢£� §¦¬ ¡á¤¦¬£� £�«¨é¤«�ª
«�¤ «�®ç«�«� «¦¬ �å¤�  «�ª «á¥�ª

�¬ =
1
m

�p = 10−14 cm

sec

�å¤�  ��¢��ã �£�¢�«â¦ ¡�  ¡�¤â¤� æ¨��¤¦ £â«¨�©�ª ��¤ £§¦¨�å ¤� £�«¨ã©� 
«â«¦ �ª «�®ç«�«�ª. � ©®â©� ����� æ«�«�ª ©«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã ��¤ â®� 
¡�£å� �§å§«à©� ©«�¤ �¡¨å�� � «�ª £â«¨�©�ª. �¤ æ£àª «¦ ©à£á« ¦ �å¤�  â¤�
�¢�¡«¨æ¤ ¦ £� me = 10−27gr, «æ«� � �§¨¦©� ¦¨ ©«å� «�ª «�®ç«�«�ª «¦¬ �å¤� 
«�¨á©« � «�ª «á¥�ª

�¬ = 1013 cm

sec

� �§¨¦©� ¦¨ ©«å� ©«�¤ «�®ç«�«� �å¤�  £���¢ç«�¨� ¡�  �§æ «�¤ «�®ç«�«� «¦¬
à«æª. �¨� �¤ £�«¨ã©¦¬£� «�¤ «�®ç«�«� �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� �¨¦ç£� ¦§¦ ��ã-
§¦«� « £ã £���¢ç«�¨� �§æ −1013 ¡�  £ ¡¨æ«�¨� �§æ +1013! � §¢�¨¦¦¨å�
�¬«ã £�ª �å¤�  ����åàª á®¨�©«� �æ©¦¤ «�®ç«�«� ±1013 �å¤�  £���¢ç«�¨�
�§æ «�¤ «�®ç«�«� «¦¬ à«æª.

� ©®â©� �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª �â«�  §�¨ ¦¨ ©£¦çª ©«¦¤ «�¬«æ®¨¦¤¦ §¨¦©-
� ¦¨ ©£æ «à¤ �ç¦ �¬«é¤ �¬¤�£ ¡é¤ £����é¤.

��£� é¤¦¬£� æ«  ©«�¤ £ã ©®�« ¡ ©« ¡ã ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã «� �¬¤�£ ¡á
£��â�� £æ¤� «¦¬ª £§¦¨¦ç¤ ¤� £�«¨��¦ç¤ �¡¨ �éª. � �â©� � � §�¨á�� �£�
£§¦¨�å ¤� £�«¨���å £� ¦§¦ ��ã§¦«� �¡¨å�� � �â¢¦¬£�. �¤ £�«¨ã©¦¬£� «�¤
�â©� �ç¦ ¦¨âª «� �§¦«�¢â©£�«� ��¤ �� � �â¨¦¬¤ ¡��æ¢¦¬ æ©¦ £ ¡¨æª ¡� 
�¤ �å¤�  ¦ ®¨æ¤¦ª �t §¦¬ � â¨¨�¬©� �¤á£�©� ©« ª �¬¦ £�«¨ã©� ª. � §�¨�«ã-
¨�©� â®�  £��á¢� ©�£�©å� � æ«  �¢¢ éª �� ã«�¤ �� ¡� ¦¢æ��«� � ®¨�© £¦-
§¦å�©� «�ª ©¬¤á¨«�©�ª ¯(~r, t) «�ª �â©�ª � � «�¤ §�¨ �¨�ã «à¤ ©¬©«�£á«à¤.
�¦ å� ¦ ©¬£��å¤�  ¡�  � � «�¤ ¦¨£ã £æ¤� «�ª ¡�  ©«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã ®¨�-
© £¦§¦ ¦ç£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� �(~p, t). �  ©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  ¦  «�¢�©«âª «�ª
¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª �¥�¨«é¤«�  �å«� �§æ «�¤ �â©� �å«� �§æ «�¤ ¦¨£ã.

��¨�«ã¨�©�: � ç§�¨¥� �¤é«�«¦¬ ¦¨å¦¬ ©«�¤ «�®ç«�«� §¦¬ �â«�  �
©®�« ¡æ«�«� §¨¦©�â«�  ¡� ¤¦ç¨� ¦¬ª §�¨ ¦¨ ©£¦çª ©«�¤ £â«¨�©� «à¤ �¬¤�-
£ ¡é¤ £����é¤. � � ¤� �§¢¦§¦ ã©¦¬£� « ª ©®â©� ª ¬§¦�â«¦¬£� æ«  p, p′ ¡� 
�, �′ �å¤�  � ¦¨£ã ¡�  � �¤â¨�� � �¤æª ©à£�«å¦¬ §¨ ¤ ¡�  £�«á £ � £â«¨�©�.
� ¦¨£ã £§¦¨�å ¤� £�«¨���å �¡¨ �éª �¤é � �¤â¨�� �  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ ©®â©�
����� æ«�«�ª £� «¦¤ ®¨æ¤¦. ��¢��ã â®¦¬£�

�p = �p′ (�E′ −�E) �t ∼ �h
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�  ©®â©� ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª

�©®ç�  æ£àª � ©®â©� �� = (∂E/∂p) �p = ¬�p ¡�  á¨� � §�¨�§á¤à ©®â©�
�å¤�«� 

(¬′ − ¬) �p�t ∼ �h

� ©®â©� ©�£�å¤�  æ«  � £â«¨�©� «�ª ¦¨£ãª £� �¡¨å�� � �p ©¬¤�§á��«�  £ �
�¢¢��ã «�ª «�®ç«�«�ª. � �¢¢��ã �¬«ã �å¤�  £���¢ç«�¨� æ©¦ £ ¡¨æ«�¨¦ �å¤� 
«¦ � á©«�£� �t «¦¬ ®¨æ¤¦¬ §¦¬ � â¨¨�¬©� �¤á£�©� ©« ª �ç¦ £�«¨ã©� ª. �
� �¦¨á æ£àª ©« ª «�®ç«�«�ª ¬ ¡�  ¬′ ��¤ £§¦¨�å ¤� ¬§�¨��å¤�  «�¤ «�®ç«�«�
c «¦¬ à«æª. �¨� � §�¨�§á¤à ©®â©� �¨á�«� 

�p�t ∼ �h
c

§¦¬ �å¤�  «�¤ �¡¨å�� � §¦¬ £§¦¨�å ¤� £�«¨���å � ¦¨£ã. �§¦£â¤àª � ¦¨£ã
��¤ �å¤�  £ � �¬¤�£ ¡ã £�«��¢�«ã �æ©¦¤ � � ¤� £�«¨���å �¡¨ �éª �p → 0
§¨â§�  ¤� � �¨¨�ç©�  á§� ¨¦ª ®¨æ¤¦ª �t →∞.

��¨æ£¦ �ª ©®â©� ª  ©®ç¦¬¤ ¡�  � � «�¤ �â©� «¦¬ ©à£�« �å¦¬. �¨å-
©¡¦¬£�

�q ∼ �h
mc

�q ∼ �hc

�
æ§¦¬ � �å¤�  � �¤â¨�� �.

�§æ «�¤ §�¨�«ã¨�©� �¬«ã �å¤�  �¤�¨æ æ«  ©� £ � ©®�« ¡ ©« ¡ã ��à-
¨å� ��¤ £§¦¨¦ç£� ¤� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¯(~r, t) £� «�¤
â¤¤¦ � «�ª £� ©®�« ¡ ©« ¡ãª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª.
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�©¡ã©� ª

�©¡ã©� ª

′�©¡�©� 1.1

�� ¢¬��å � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� «¦¬ ¡ç£�«¦ª ©� £ � � á©«�©�
(

∂2

∂x2 −
1
c2

∂2

∂t2

)
u(x, t) = 0

©« ª �¡æ¢¦¬��ª �ç¦ §�¨ §«é©� ª:
�) �� �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª

u(x, 0) = f(x) _u(x, 0) = g(x)

�) �� �¨® ¡âª ¡�  ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª

u(x, 0) = f(x) _u(x, 0) = g(x) u(0, t) = u(L, t) = 0

�ç©�: �«�¤ §¨é«� §�¨å§«à©� â®¦¬£� £æ¤¦ �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª. �¦
¡ç£� ��¤ §�¨ ¦¨å��«�  ©«¦ ®é¨¦ ¡�  £§¦¨�å ¤� «�¥ �â¯�  ©«¦ á§� ¨¦.

�á¤¦¬£� «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ

¥ = x + ct � = x− ct

�  £�¨ ¡âª §�¨á�à�¦  àª §¨¦ª x ¡�  t �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

∂

∂x
=

∂¥
∂x

∂

∂¥
+

∂�
∂x

∂

∂�
=

∂

∂¥
+

∂

∂�

∂

∂t
=

∂¥
∂t

∂

∂¥
+

∂�
∂t

∂

∂�
= c

∂

∂¥
− c

∂

∂�
¡�  � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� «¦¬ ¡ç£�«¦ª §�å¨¤�  «�¤ £¦¨ã

[(
∂

∂¥
+

∂

∂�

)2

− 1
c2

(
c

∂

∂¥
− c

∂

∂�

)2
]

u(x, t) = 4
∂2

∂¥∂�
u(¥, �) = 0
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��á¢� ¦ 1

�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «�¤ �¥å©à©� àª §¨¦ª � ¡�  �¨å©¡¦¬£�

∂

∂¥
u(¥, �) = c(¥)

�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «é¨� «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� àª §¨¦ª ¥ ¡�  �¨å©¡¦¬£�

u(¥, �) = c1(¥) + c2(�) æ§¦¬ c1(¥) =
∫

c(¥)d¥

�§¦£â¤àª � ��¤ ¡ã ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ ¡ç£�«¦ª �å¤� 

u(x, t) = c1(x + ct) + c2(x− ct)

æ§¦¬ c1 ¡�  c2 �å¤�  �ç¦ �¬��å¨�«�ª ©¬¤�¨«ã©� ª £� ©¬¤�®�åª §�¨��é�¦¬ª
��ç«�¨�ª «á¥�ª. ��¨�«�¨¦ç£� æ«  �¤é � ¢ç©� £ �ª ©¬¤ã�¦¬ª � �¦¨ ¡ãª
�¥å©à©�ª ��ç«�¨�ª «á¥�ª §�¨ â®�  �ç¦ �¬��å¨�«�ª ©«���¨âª ��é â®¦¬£� �ç¦
�¬��å¨�«�ª ©¬¤�¨«ã©� ª.
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x.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............................c1(x + ct)

................................................................................................ c2(x− ct)
...................................................................................... ......

....

�®ã£� 1.6
� � á�¦©� «�ª �¨® ¡ãª � �«�¨�®ãª

� «¬®¦ç©� ©¬¤á¨«�©� c1(x + ct) �å¤�  â¤� ¡ç£� §¦¬ � ��å��«�  §¨¦ª «�
�¨¤�« ¡á x, �¤é «¦ ¡ç£� c2(x− ct) � ��å��«�  §¨¦ª «�¤ ��« ¡ã � �ç�¬¤©� «¦¬
á¥¦¤� «à¤ x.

�� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «é¨� « ª «¬®¦ç©�ª ©¬¤�¨«ã©� ª c1 ¡�  c2 â«©  é©«�
¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤«�  ¦  �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª. �®¦¬£� � � «�¤
�¨® ¡ã �â©� «¦¬ ¡ç£�«¦ª

u(x, 0) = c1(x) + c2(x) = f(x)

¡�  � � «�¤ �¨® ¡ã «�®ç«�«�

_u(x, 0) = [ _c1(x + ct) + _c2(x− ct)]t=0 = cc′1(x)− cc′2(x) = g(x)
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�©¡ã©� ª

�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «�¤ ©®â©� �¬«ã ¡�  £��å £� «�¤ §¨¦��¦ç£�¤� ©®â©� ©®�-
£�«å�¦¬¤ â¤� ©ç©«�£� �ç¦ �¥ ©é©�à¤ £� ��¤é©«¦¬ª « ª ©¬¤�¨«ã©� ª c1(x)
¡�  c2(x). �¦ ©ç©«�£� �å¤� 

c1(x) + c2(x) =f(x)

c1(x)− c2(x) =
1
c

∫ x

x0

g(z)dz

� ¢ç©� «¦¬ §�¨�§á¤à ©¬©«ã£�«¦ª �å¤� 

c1(x) =
1
2
f(x) +

1
2c

∫ x

x0

g(z)dz c2(x) =
1
2
f(x)− 1

2c

∫ x

x0

g(z)dz

¡�  �§¦£â¤àª � ��¤ ¡ã ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ ¡ç£�«¦ª §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å ¡� 
« ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª �å¤� 

u(x, t) =
1
2

[f(x + ct) + f(x− ct)] +
1
2c

∫ x+ct

x−ct

g(z)dz

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � ¢ç©� �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ « £ã «�ª �¨® ¡ãª �â©�ª f(x) £æ¤¦
©«� ©�£�å� x±ct ¡�  �§æ « ª « £âª «�ª �¨® ¡ãª «�®ç«�«�ª ©«¦ � á©«�£� �§æ
«¦ ©�£�å¦ x + ct £â®¨  «¦ ©�£�å¦ x− ct.

� � «�¤ ��ç«�¨� §�¨å§«à©� §¦¬ â®¦¬£� �§ §¢â¦¤ ¡�  ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª
«¦ §¨æ�¢�£� �å¤�  «�¢�åàª � �¦¨�« ¡æ. �� ¢ç©¦¬£� «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�
£� «�¤ £â�¦�¦ «¦¬ ®à¨ ©£¦ç «à¤ �¤�¥á¨«�«à¤ £�«��¢�«é¤.

�¤���«¦ç£� ¢ç©� ª «�ª £¦¨ãª

u(x, t) = X(x)T (t)

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ §�¨�§á¤à ©¬¤á¨«�©� ©«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  � � -
¨¦ç£� £� «¦ � ¤æ£�¤¦ £� X(x)T (t) §¦¬ ����åàª ¬§¦�â«¦¬£� æ«  ��¤ �å¤� 
£��â¤. �¨å©¡¦¬£�

1
X(x)

d2X(x)
dx2 =

1
c2T (t)

d2T (t)
dt
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�¦ §¨é«¦ £â¢¦ª «�ª §�¨�§á¤à �¥å©à©�ª �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «¦ x ¡�  «¦ ��ç-
«�¨¦ £æ¤¦ �§æ «¦ t. �§� �ã æ£àª ¦  �ç¦ �¬«âª £�«��¢�«âª �å¤�  �¤�¥á¨«�«�ª
§¨â§�  ¡�  «� �ç¦ £â¢� ¤�  ©¦ç¤«�  £� £ � ©«���¨á. �¨� â®¦¬£�

1
X(x)

d2X(x)
dx2 =

1
c2T (t)

d2T

dt
= −¢

�§æ «�¤ ¦§¦å� §¨¦¡ç§«¦¬¤ ¦  �¡æ¢¦¬��ª �ç¦ ©¬¤ã�� ª � �¦¨ ¡âª �¥ ©é©� ª

d2

dx2 X(x) + ¢X(x) = 0
d2

dt2
T (t) + ¢c2T (t) = 0

�� ¢ç©¦¬£� §¨é«� «�¤ §¨é«� � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�. �§æ « ª ¦¨ �¡âª ©¬¤-
�ã¡�ª ©¬£§�¨�å¤¦¬£� æ«  � ©¬¤á¨«�©� �(x) §¨â§�  ¤� £���¤å��«�  ©«� ©�£�å�
0 ¡�  L ¡�  á¨� � ©¬¤á¨«�©� �¬«ã �å¤�  ¢ç©� «¦¬ �¡æ¢¦¬�¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª
 � ¦« £é¤.

d2

dx2 X(x) + ¢X(x) = 0 X(0) = X(L) = 0

�«� §¨¦�¢ã£�«� �¬«á �¤���«¦ç£� « ª « £âª «¦¬ ¢, �¤ ¬§á¨®¦¬¤, � �
« ª ¦§¦å�ª � �¥å©à©� â®�  £� £���¤ ¡ã ¢ç©�. �¨å©¡¦¬£� �§å©�ª ¡�  «�¤
á�¤à©«� ©¬¤á¨«�©� X(x). � ©¬¤á¨«�©� X(x) ¦¤¦£á��«�   � ¦©¬¤á¨«�©�
«�ª � �¦¨ ¡ãª �¥å©à©�ª ¡�  «¦ ¢ �å¤�  � �¤«å©«¦ ®� (£� £���¤ ¡ã)  � ¦« £ã.

� ��¤ ¡ã ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª �å¤� 

X(x) = c1e
√−¢x + c2e

−√−¢x

�§¦�â«¦¬£� «é¨� æ«  �  � ¦« £ã ¢ �å¤�  �¨¤�« ¡ã. �â«¦¬£� ¢ = −k2 ¡� 
� ¢ç©� �å¤�«� 

X(x) = c1e
kx + c2e

−kx

�å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �§¦�� ®«�å æ«  � ¢ç©� �¬«ã �å¤�  �§�¨á��¡«�. �¨��£�« ¡á
� � ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤«�  ¦  ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª §¨â§� 

c1 + c2 = 0 c1e
kL + c2e

−kL = 0

£� £¦¤�� ¡ã ¢ç©� c1 = c2 = 0 §¦¬ ¦����å ©«�¤ «�«¨ ££â¤� ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã-
£�«¦ª X(x) = 0.

40



�©¡ã©� ª

�� �¤���«ã©¦¬£� ¢ç©� ª «�ª �¥å©à©�ª  � ¦« £é¤ � � ��« ¡á ¢. �â«¦¬£�
¢ = k2 > 0 ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¤ �¥å©à©�  � ¦« £é¤

d2

dx2 X(x) + k2X(x) = 0 X(0) = X(L) = 0

� ¢ç©� «�ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©�ª �å¤� 

X(x) = A ©¬¤ (kx) + B �£ (kx)

�� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «é¨� « ª ©«���¨âª �, � ¡�  k é©«� ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤«�  ¦ 
¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª. �®¦¬£�

X(0) = B = 0 X(L) = A �£ (kL) + B ©¬¤ (kx) = A �£ (kL) = 0

� ��ç«�¨� �¥å©à©� �å¤�  « ª ¢ç©� ª B = 0 ¡�  �£ (kL) = 0. � ¢ç©� � = 0
�å¤�  �§�¨á��¡«� � �«å ¦����å ©«�¤ ¢ç©� X(x) = 0. �§¦£â¤àª

�£ (kL) = 0 =⇒ kL = nπ æ§¦¬ n = 0, 1, 2, · · ·

��¨�«�¨¦ç£� æ«  «¦ §¨æ�¢�£� â®�  ¢ç©� � � ¦¨ ©£â¤� £æ¤¦ k.
�¦ � ¤æ£�¤¦ �¬«æ §¦¬ ¡á§¦ ¦ £â���¦ª §�å¨¤�  � �¡�¡¨ £â¤�ª « £âª ¦¤¦-

£á©«�¡� ¡�á¤«à©�, £�«á «�¤ �¤á§«¬¥� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª. �«�¤ §¨é«�
§�¨å§«à©� §¦¬ ��¤ �å®�£� ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª ¡�¤â¤� £â���¦ª ��¤ ã«�¤ ¡��-
¤« ©£â¤¦.

�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� «¦¤ ��å¡«� n « ª  � ¦« £âª ¡�  « ª �¤«å©«¦ ®�ª  � ¦-
©¬¤�¨«ã©� ª â®¦¬£� «�¢ ¡á «�¤ ¢ç©�

Xn(x) = An �£ (knx) kn =
nπ

L
æ§¦¬ n = 0, 1, 2, · · ·

� ©¬¤á¨«�©� �¬«ã �å¤�  £ � £�¨ ¡ã ¢ç©� «�ª � �¦¨ ¡ãª �¥å©à©�ª. � � �-
¦¨ ¡ã �¥å©à©� �å¤�  �¨�££ ¡ã ¡�  á¨� � ��¤ ¡ã ¢ç©� �å¤�  â¤�ª �¨�££ ¡æª
©¬¤�¬�©£æª æ¢à¤ «à¤ §�¨�§á¤à £�¨ ¡é¤ ¢ç©�à¤.

� ��ç«�¨� � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� £� «�¤ §�¨�§á¤à « £ã «¦¬ ¢ �¨á�«� 

d2

dt2
T (t) + k2

nc2T (t) = 0 kn =
nπ

L
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§¦¬ â®�  ¢ç©� «�¤ ©¬¤á¨«�©�

T (t) = C1 ©¬¤ (knct) + C2 �£ (knct)

�¦ � ¤æ£�¤¦ «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ X(t) ¡�  T (t) �å¤�  � ¢ç©� «�ª �¨® ¡ãª
� �¦¨ ¡ãª �¥å©à©�ª «¦¬ ¡ç£�«¦ª. �®¦¬£�

un(x, t) = X(x)T (t) = An [C1 ©¬¤ (knct) + C2 �£ (knct)] �£ (knx)

� ©¬¤á¨«�©� �¬«ã �å¤�  £ � £�¨ ¡ã ¢ç©� «�ª ¡¬£�« ¡ãª �¥å©à©�ª. �
��¤ ¡ã ¢ç©� «�ª �¥ ©é©�ª «¦¬ ¡ç£�«¦ª �å¤�  ¦ �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª æ¢à¤
�¬«é¤ «à¤  � ¦¢ç©�à¤ � � æ¢� «� kn.

�â«¦¬£�
AnC1 = an ¡�  AnC2 = bn

¡�  �¨å©¡¦¬£�

u(x, t) =
∞∑

n=0

�£ (knx) [an ©¬¤ (knct) + bn �£ (knct)]

�®¦¬£� �¨�  £ � ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å « ª ¦¨ �¡âª ©¬¤-
�ã¡�ª. �� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «é¨� « ª ©«���¨âª an ¡�  bn â«©  é©«� ¤�  ¡�¤¦-
§¦ ¦ç¤«�  ¡�  ¦  �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª. �®¦¬£� � � «�¤ �¨® ¡ã
�â©� «¦¬ ¡ç£�«¦ª «�¤ ©®â©�

u(x, 0) =
∞∑

n=0

an �£ (knx) = f(x)

¡�  � � «�¤ �¨® ¡ã «�®ç«�«� «�¤ ©®â©�

_u(x, 0) =
∞∑

n=0

bnknc �£ (knx) = g(x)

�  « £âª «¦¤ ©¬¤«�¢�©«é¤ an ¡�  bn §¦¬  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª
�å¤�  ¦  �¤à©«¦å ©¬¤«�¢�©«âª �¦¬¨ â ¡�  �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

an =
2
L

∫ L

0
f(y) �£ (kny)dy bn =

2
cknL

∫ L

0
g(y) �£ (kny)dy
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�¨á¦¬£� «â¢¦ª «�¤ §¢ã¨� ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ ¡ç£�«¦ª §¦¬  ¡�¤¦-
§¦ �å æ¢�ª « ª ���¦£â¤�ª ©¬¤�ã¡�ª.

u(x, t) =
∞∑

n=0

�£ (knx) ·

[
2
L

©¬¤ (knct)
∫ L

0
dy f(y) �£ (kny) +

2
cknL

�£ (knct)
∫ L

0
dy g(y) �£ (kny)

]

� � ¤� �§¢¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ â¡¨�©� �¬«ã ¦¨å�¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©�

G(x, y) =
2
L

∞∑
n=1

�£ knx �£ kny

¡�  � «�¢ ¡ã ¢ç©� �¨á�«� 

u(x, t) = ©¬¤ knct

∫ L

0
f(y)G(x, y)dy +

�£ knct

knc

∫ L

0
g(y)G(x, y)dy

′�©¡�©� 1.2

� �¤â¨�� � �¤æª ©«á© £¦¬ ¡ç£�«¦ª £â©� ©«�¤ ¡¦ ¢æ«�«� �¤æª \£�ç¨¦¬
©é£�«¦ª" �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©� �n = nh¤ æ§¦¬ n = 0, 1, 2, · · ·. (§�¨��¦®ã
«¦¬ �¢�¤¡) �� ¬§¦¢¦�å©�«� «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ ¡�«�©«á©�à¤ ã ©¬¤á¨«�©�
� �£�¨ ©£¦ç

Z(b) =
∞∑

n=0

e−bEn b =
1

kT

�¡¦¢¦ç�àª ¤� ¬§¦¢¦�å©�«� «�¤ £â©� �¤â¨�� � �¤á ©«á© £¦ ¡ç£� ¡�  «â-
¢¦ª «�¤ �©£�« ¡ã §¬¡¤æ«�«�. �� £��â�� �¬«á �å¤¦¤«�  �§æ « ª �¡æ¢¦¬��ª
©®â©� ª.

�E = − 1
Z

∂Z

∂b
u = �E¨(¤) æ§¦¬ ¨(¤) =

8π¤2

c3

�� ¬§¦¢¦�å©�«�  «â¢¦ª «�¤ « £ã «¦¬ £ã¡¦¬ª ¡ç£�«¦ª ¢ «�ª �¡« ¤¦�¦¢å�ª §¦¬
� �©£�« ¡ã §¬¡¤æ«�«� �å¤�«�  £â� ©«�.
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�ç©�: �§¦¢¦�å�¦¬£� §¨é«� «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ ¡�«�©«á©�à¤. �®¦¬£�

Z(b) =
∞∑

n=0

e−nbh¤ = 1 + e−bh¤ + e−2bh¤ + · · ·+ e−nbh¤ + · · ·

�¦ Z(b) �å¤�«�  æ«  �å¤�  «¦ á�¨¦ ©£� £ �ª ��à£�«¨ ¡ãª §¨¦æ�¦¬ £� ¢æ�¦
«¦ à = e−bh¤ < 1. �¦ �§¦«â¢�©£� �å¤�«�  �§æ «¦¤ «ç§¦ � = 1/(1 − à).
�¨å©¡¦¬£�

Z(b) =
1

1− e−bh¤

�¤ �¤à¨å�¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� Z(b) � � â¤� ©ç©«�£� £§¦¨¦ç£� ¤� �¨¦ç£�
æ¢� «� ��¨£¦�¬¤�£ ¡á £��â��. � £â©� �¤â¨�� � �å¤� 

�E = − (
1− e−bh¤) ∂

∂b

1
1− e−bh¤ =

h¤e−bh¤

1− e−bh¤ =
h¤

ebh¤ − 1

�§¦¢¦�å�¦¬£� «â¢¦ª «� �©£�« ¡ã §¬¡¤æ«�«�. �¨å©¡¦¬£�

u(¤) = �E¨(¤) =
h¤

ebh¤ − 1
8π¤2

c3 =
8πh

c3
¤3

eh¤/kT − 1

� «ç§¦ª �¬«æª �å¤�  ¦ �¤à©«æª �£§� ¨ ¡æª «ç§¦ª £� «¦¤ ¦§¦å¦ ¦ �¢�¤¡
�¥ã��©� «¦ á©£� «¦¬ £�ç¨¦¬ ©é£�«¦ª ¡�  ¦¤¦£á©«�¡� £�«á «�¤ �§ «¬®å�
«¦¬ �¬«ã ¦ ��«â¨�ª «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª.

H ©¬¤á¨«�©� u(¢) â®�  �¡¨æ«�«� ©«� ©�£�å� æ§¦¬ � §�¨��à�æª «�ª £�-
��¤å��«� . �¨á¦¬£� §¨é«� «�¤ ©¬¤á¨«�©� u(¤) ©�¤ ©¬¤á¨«�©� «¦¬ £ã¡¦¬ª
¡ç£�«¦ª ¢ £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ «ç§¦¬ c = ¢/� = ¢¤. �§� �ã � �¤�¨�� �¡ã
§¬¡¤æ«�«� §¨â§�  ¤� â®�  «�¤ å� � « £ã �å«� §�¨ �¨á�«�  ©�¤ ©¬¤á¨«�©� «¦¬
¤ �å«� ©�¤ ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ¢ â®¦¬£�

u(¢)|d¢| = u(¤)|d¤|

u(¢) = u(¤)
∣∣∣∣
d¤
d¢

∣∣∣∣ = u(¤)
∣∣∣∣

d

d¢
c

¢

∣∣∣∣ = u(¤)
c

¢2

�¨å©¡¦¬£�

u(¢) =
8πhc

¢5
1

ehc/kT¢ − 1
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¡�  §�¨��à�å�¦¬£� àª §¨¦ª ¢

d

d¢
u(¢) = 8πhc

−5¢4 (
ehc/kT¢ − 1

)− ¢5ehc/kT¢ (− 1
¢2

hc
kT

)

¢10
(
ehc/kT¢ − 1

)2

����¤å�¦¬£� «�¤ §�¨á�à�¦ �¬«ã ¡�  �¨å©¡¦¬£�

−5
(
ehc/kT¢ − 1

)
+ ehc/kT¢

(
1
¢

hc

kT

)
= 0

�â«¦¬£� x = hc/kT¢ ¡�  � �¥å©à©� �å¤�«� 

5− 5e−x − x = 0

� �¥å©à©� �¬«ã â®�  «�¤ ¢ç©� x = 4, 965 ¡�  �§¦£â¤àª �¨å©¡¦¬£�

¢ =
hc

4, 965kT

�§� �ã � ��ç«�¨� §�¨á�à�¦ª �å¤�  �¨¤�« ¡ã, � §�¨�§á¤à « £ã �å¤�  â¤�
£â� ©«¦. �â«¦¬£� b = hc/4, 965 k ¡�  �¨å©¡¦¬£�

¢maxT = b

� ©®â©� �¬«ã �å¤�  ¦ ¤æ£¦ª £�«�«æ§ ©�ª «¦¬ ��¤ ¡�  � ©«���¨á b ¦¤¦-
£á��«�  ©«���¨á ��¤.

′�©¡�©� 1.3

�� �§¦�� ®«�å æ« , «æ©¦ «¦ �¢�¡«¨ ¡æ §��å¦ ~� æ©¦ ¡�  «¦ £��¤�« ¡æ
§��å¦ ~�,  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ¡¢�©© ¡ã ¡¬£�« ¡ã �¥å©à©�

(
~∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
~E = 0

(
~∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
~B = 0

�¨�© £¦§¦ ã©«� « ª «â©©�¨ ª �¥ ©é©� ª «¦¬ �á¥�¦¬�¢ ©«¦ ¡�¤æ.
�§æ�� ¥�: �  �¥ ©é©� ª «¦¬ �á¥�¦¬�¢ ©«¦ ¡�¤æ �å¤�  ¦  �¥ãª

~∇ · ~E = 0 ~∇× ~E = −1
c

∂ ~B

dt

~∇ · ~B = 0 ~∇× ~B =
1
c

∂ ~E

dt
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�§ �¨¦ç£� «¦¤ «�¢�©«ã �¤á��¢«� ©«�¤ ��ç«�¨� �¥å©à©� ¡�  £� «�¤ �¦ã�� �
«�ª «â«�¨«�ª �¨å©¡¦¬£�

~∇× ~∇× ~E = −1
c

∂

dt
~∇× ~B = − 1

c2
∂2 ~B

dt2

�¨�© £¦§¦ ¦ç£� «�¤ � �¤¬©£�« ¡ã «�¬«æ«�«�

~∇× (~∇× ~E) = ~∇(~∇ · ~E)− ~∇2 ~E

¡�  � §�¨�§á¤à �¥å©à©� £� «�¤ �¦ã�� � «�ª §¨é«�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �á¥�¦¬�¢
�å¤�«� 

~∇(~∇ · ~E)− ~∇2 ~E = −~∇2 ~E = − 1
c2

∂2 ~B

dt2

�§æ «�¤ ¦§¦å� ©¬¤�§á��«�  � §¨¦ª �§æ�� ¥�. �� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ �§¦�� ¡¤ç�«� 
¡�  � ��ç«�¨� ¡¬£�« ¡ã �¥å©à©�.
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� � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª

��á¢� ¦ 2

��© ¡âª ����£�« ¡âª â¤¤¦ �ª

�«¦ ¡�á¢� ¦ �¬«æ �� §�¨ �¨á¯¦¬£� ¦¨ ©£â-
¤�ª �§�¨�å«�«�ª £���£�« ¡âª â¤¤¦ �ª � � «�¤
£���£�« ¡ã ��£�¢åà©� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª.

2.1 � � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª
� ¡�«á©«�©� �¤æª ¡��¤« ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª §�¨ �¨á�«�  ��¤ ¡á �§æ £ �

©¬¤á¨«�©� ¡ç£�«¦ª. �¤�ª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª �ç¦ ã §�¨ ©©¦«â¨à¤ ¡�-
«�©«á©�à¤ �å¤�  �§å©�ª £ � ¡�«á©«�©� ¡á§¦ ¦¬ ¬© ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª. �
 � æ«�«� �¬«ã �å¤�  �¤à©«ã ©�¤ �¨®ã «�ª �§ §¨æ©��©�ª «à¤ ¡¬£á«à¤. ��¤
å� �  � æ«�«� â®¦¬¤ ¡�  «� � �¤ç©£�«� �¤æª � �¤¬©£�« ¡¦ç ®é¨¦¬. �¤�ª
�¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª � �¤¬©£á«à¤ �å¤�  �§å©�ª � á¤¬©£� «¦¬ å� ¦¬ ®é¨¦¬.

�  ¡��¤« ¡âª ¡�«�©«á©� ª £§¦¨¦ç¤ �§¦£â¤àª ¤� ��à¨��¦ç¤ ©�¤ � �¤ç-
©£�«� �¤æª ¡�«á¢¢�¢¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç ®é¨¦¬. �� � �¤ç©£�«� ¦¤¦£á�¦¤«� 
¡�«�©«�« ¡á � �¤ç©£�«� ¡�  �å¤�  ©¬¤ã�àª £ ��� ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª «�«¨��à-
¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £�ª. �  £���£�« ¡âª �¦£âª «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª ¡«å�¦¤«� 
§á¤à ©� � �¤¬©£�« ¡¦çª ®é¨¦¬ª �å¢£§�¨« §¦¬ â®¦¬¤ ©¬¤ã�àª á§� ¨� � á-
©«�©�. � ��à£�«¨å� «à¤ � �¤¬©£á«à¤ â®�  «� å� � £���£�« ¡á ®�¨�¡«�¨ -
©« ¡á £� «�¤ �¦£ã «à¤ ¡�«�©«á©�à¤.

�¨ ©£æª: �¤� ©ç¤¦¢¦ V ¦¤¦£á��«�  � �¤¬©£�« ¡æª ã �¨�££ ¡æª
®é¨¦ª �§å �¤æª ©é£�«¦ª F (= < ã C), æ«�¤ �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� ¦¨ ©«¦ç¤ �ç¦
§¨á¥� ª ©ç¤��©�ª, � §¨æ©��©�

+ : V × V 7−→ V + : (®, ¯) 7−→ ® + ¯
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¡�  ¦ (�¥à«�¨ ¡æª) §¦¢¢�§¢�© �©£æª

· : F × V 7−→ V · : (�, ®) 7−→ �®

¦  ¦§¦å�ª ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª �¥ãª  � æ«�«�ª

1. ¯ + ( + ®) = (¯ + ) + ® ∀¯ ,  , ® ∈ V

2. ¯ +  =  + ¯ ∀¯ ,  ∈ V

3. �§á¨®�  â¤� £¦¤�� ¡æ � á¤¬©£� «¦ 0 «â«¦ ¦ é©«�

® + 0 = 0 + ® = ® ∀® ∈ V

4. ∀® ∈ V �§á¨®�  â¤� £¦¤�� ¡æ � á¤¬©£� ®′ «â«¦ ¦ é©«�

® + ®′ = ®′ + ® = 0

5. �(�®) = (��)® ∀® ∈ V ¡�  ∀� , � ∈ F

6. 1 =  0 = 0 ∀ ∈ V

7. �(¯ + ) = �¯ + � ∀¯ ,  ∈ V ¡�  ∀� ∈ F

8. (� + �)¯ = �¯ + �¯ ∀¯ ∈ V ¡�  ∀� , � ∈ F

�¤ «¦ ©é£� F �å¤�  ¦  §¨��£�« ¡¦å ã ¦  £ ��� ¡¦å �¨ �£¦å, ¦ � �¤¬©£�-
« ¡æª ®é¨¦ª ¦¤¦£á��«�  �¤«å©«¦ ®� §¨��£�« ¡æª ã £ ��� ¡æª � �¤¬©£�« ¡æª
®é¨¦ª.

�¨ ©£æª: �¤� ¬§¦©ç¤¦¢¦ �¤æª � �¤¬©£�« ¡¦ç ®é¨¦¬, §¦¬ �å¤�  «¦ å� ¦
� �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª £� « ª å� �ª §¨á¥� ª ©ç¤��©�ª, ¦¤¦£á��«�  �¨�££ ¡ã
§¦¢¢�§¢æ«�«� «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç ®é¨¦¬.

�¨ ©£æª: �� � �¤ç©£�«� 1, 2, · · · , n ¦¤¦£á�¦¤«�  �¨�££ ¡á �¤�-
¥á¨«�«�, �¤ � ©®â©�

n∑

i=1

�ii = 0

 ©®ç�  «æ«� ¡�  £æ¤¦ æ«�¤ æ¢¦  ¦  ©¬¤«�¢�©«âª �å¤�  £��â¤ ��¢��ã

�i = 0 ∀i = 1, 2, · · · , n
�¨ ©£æª: �¤� á§� ¨¦ ©ç¤¦¢¦ � �¤¬©£á«à¤ �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨-

«�«¦, �¤ ¡á�� §�§�¨�©£â¤¦ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«¦.
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� � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª

�¨ ©£æª: �¤� ©ç¤¦¢¦ � �¤¬©£á«à¤ 1, 2, · · · �å¤�  â¤� ©ç¤¦¢¦
��¤¤�«æ¨à¤, �¤ ¡á�� � á¤¬©£� ® «¦¬ ®é¨¦¬ £§¦¨�å ¤� �¨��å ©�¤ �¨�££ ¡æª
©¬¤�¬�©£æª «à¤ i

® = �11 + �22 + · · · =
∑

i

�ii

�¨ ©£æª: �¤� ©ç¤¦¢¦ � ¦¤¦£á��«�  �á©� «¦¬ ®é¨¦¬, �¤ �å¤�  �¨�£-
£ ¡á �¤�¥á¨«�«¦ ¡�  ©ç¤¦¢¦ ��¤¤�«æ¨à¤. �¦ §¢ã�¦ª «à¤ ©«¦ ®�åà¤ «¦¬ �
¦¤¦£á��«�  � á©«�©� «¦¬ ®é¨¦¬. �¤�ª ®é¨¦ª �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� â®�  §�¨ ©-
©æ«�¨�ª �§æ £å� �á©�. �á�� �á©� æ£àª â®�  «¦ å� ¦ §¢ã�¦ª ©«¦ ®�åà¤. �¤�ª
�¨�££ ¡æª ®é¨¦ª §¦¬ ��¤ â®�  §�§�¨�©£â¤� � á©«�©�, ¦¤¦£á��«�  �§�å¨à¤
� �©«á©�à¤.

��¨á�� �£�: �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ � �«�«��£â¤à¤ n − á�à¤ �§æ �¨ �£¦çª

V = {® / ® = (®1, ®2, · · · , ®n), ®i ∈ <}

�  §¨á¥� ª ©ç¤��©�ª ¦¨å�¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

® +  = (®1 + 1, ®2 + 2, · · · , ®n + n) �® = (�®1, �2®, · · · , �®n)

� ®é¨¦ª �¬«æª ¦¤¦£á��«�  n − � á©«�«¦ª �¬¡¢�å�� ¦ª ®é¨¦ª.
��¨á�� �£�: �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ á§� ¨à¤ �¡¦¢¦¬� é¤ �§æ �¨ �£¦çª

`2(∞) =

{
® / ® = (®1, ®2, · · · , ®n, · · · ) ®i ∈ C £�

∞∑

k=1

|®k|2 < ∞
}

� §¨æ©��©� ¡�  ¦ §¦¢¢�§¢�© �©£æª ¦¨å�¦¤«�  æ§àª ¡�  ©«¦ §¨¦��¦ç£�¤¦
§�¨á�� �£�. � ®é¨¦ª �¬«æª ©¬£�¦¢å��«�  £� `2(∞).

��¨á�� �£�: �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬¤�®é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ £ �ª §¨��£�« -
¡ãª £�«��¢�«ãª t, £� §¨á¥� ª ¦¨ ©£â¤�ª �§æ « ª ©®â©� ª

1. ( + ¯)(t) = (t) + ¯(t) ∀ , ¯ ∈ C(<)

2. (�)(t) = �(t) ∀ ∈ C(<) ∀� ∈ C

�¦ ©ç¤¦¢¦ �¬«æ ©¬£�¦¢å��«�  £� C(<).
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��¨á�� �£�: �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ £ �ª £�«��¢�«ãª t, � �
« ª ¦§¦å�ª «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ¡�«á ��£§â¡

∫
< |¯(t)|2dt ¬§á¨®�  ¡�  �å¤�  §�-

§�¨�©£â¤¦. � §¨æ©��©� ¡�  ¦ §¦¢¢�§¢�© �©£æª ¦¨å�¦¤«�  æ§àª ¡�  ©«¦
§¨¦��¦ç£�¤¦ §�¨á�� �£�. � ®é¨¦ª �¬«æª ©¬£�¦¢å��«�  £� L2(<) ¡�  �¤�-
â¨�«�  ©¬¤ã�àª ©�¤ ¦ ®é¨¦ª «à¤ «�«¨��à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £à¤ ¡�«á ��£§â¡
©¬¤�¨«ã©�à¤.

�£¦åàª ¦¨å�¦¤«�  ¡�  ¦  ®é¨¦  Lp(<) � � «¦¬ª ¦§¦å¦¬ª  ©®ç� 
(∫

<
|¯(t)|p

)1/p

< ∞ æ§¦¬ p ≥ 1

�  ©¬¤�¨«�© �¡¦å �¬«¦å ®é¨¦  ¦¨å�¦¤«�  ¡�  � � ©¬¤�¨«ã©� ª §�¨ ©©æ«�¨à¤
£�«��¢�«é¤ §¦¬ £�«��á¢¢¦¤«�  ©� §�§�¨�©£â¤�ª ã ¡�  á§� ¨�ª §�¨ ¦®âª.

2.2 � � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª �©à«�¨ ¡¦ç
� ¤¦£â¤¦¬

�¨ ©£æª: �¤�ª £ ��� ¡æª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª V ¦¤¦£á��«�  ®é¨¦ª
�©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬, «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤ �å¤�  �¦� �©£â¤¦ª £� £ �
�§� ¡æ¤ ©�

< | >: V × V 7−→ C

£� « ª  � æ«�«�ª

1. < ®|¯ >=< ¯|® >∗ ∀® , ¯ ∈ V

2. < �® + �¯| >= �∗ < ®| > +�∗ < ¯| > ∀® , ¯ ∈ V ∀a , � ∈ F

3. < ®|® >≥ 0 ∀® ∈ V ¡�  < ®|® >= 0 ⇐⇒ ® = 0

�� �©«�¨å©¡¦ ©¬£�¦¢å�¦¬£� «¦¤ ©¬�¬�ã «¦¬ £ ��� ¡¦ç �¨ �£¦ç. ��¢��ã �¤

< ®|¯ >= a + i� = ¨ei� =⇒ < ¯|® >=< ®|¯ >∗= a− i� = ¨e−i�

�¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ ¦¨å��«�  §¨¦�¤éª ¡�  � � §¨��£�« ¡¦çª � �¤¬-
©£�« ¡¦çª ®é¨¦¬ª, æ§¦¬  ©®ç¦¬¤ ¦  å� �ª  � æ«�«�ª ®à¨åª «¦¬ª �©«�¨å©¡¦¬ª.

�� «� �¦ã�� � «¦¬ �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ ¦¨å��«�  «¦ £ã¡¦ª �¤æª � �¤ç-
©£�«¦ª �§æ «�¤ ©®â©�

£ã¡¦ª «¦¬ (®) = ‖®‖ =< ®|® >1/2
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� ©«��£�«æª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª

§¦¬ �å¤�  â¤�ª §¨��£�« ¡æª �¨ �£æª. � �à¤å� £�«�¥ç �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ �å-
¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

©¬¤ � =
| < ®|¯ > |
‖®‖‖¯‖ ≤ 1

� §�¨�§á¤à �¤ ©æ«�«� �å¤�  �¤à©«ã ©�¤ �¤ ©æ«�«� «¦¬ ���¨«ª.

2.3 � ©«��£�«æª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª
�¨ ©£æª: �¤�ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª ¦¤¦£á��«�  ©«��£�«æª � �¤¬-

©£�« ¡æª ®é¨¦ª «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�, æ«�¤ �å¤�  �¦� �©£â¤¦ª £� £ � �§� ¡æ-
¤ ©�

‖·· ‖ : V 7−→ <
§¦¬ ¦¤¦£á��«�  ©«á�£� ¡�   ¡�¤¦§¦ �å « ª  � æ«�«�ª

1. ‖®‖ ≥ 0 ∀® ∈ V ¡�  |®‖ = 0 ⇐⇒ ® = 0

2. ‖�®‖ = |�|‖®‖ ∀® ∈ V ∀� ∈ C

3. ‖® + ¯‖ ≤ ‖®‖+ ‖¯‖ ∀® , ¯ ∈ V «¨ �à¤ ¡ã  � æ«�«�

��é¨�£�: �¤�ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ £§¦¨�å
¤� �å¤�  ©«��£�«æª ®é¨¦ª. � ©«á�£� ¦¨å��«�  �§æ «� ©®â©�

‖®‖ =< ®|® >1/2

�â�� � â¤�ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª £§¦¨�å ¤� �¦� �©«�å £� ©«á�£� ®à¨åª ¤�
â®�  �¤��¡�©« ¡á �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦.

��¨�«ã¨�©�: �¤�ª ®é¨¦ª �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ �å¤�  §¢¦¬© æ«�¨¦ª
©� §¢�¨¦¦¨å�ª �§æ â¤�¤ ©«��£�«æ � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦, � æ«  �¡«æª �§æ «¦
£ã¡¦ª �¤æª � �¤ç©£�«¦ª, £�ª �å¤�  ¡�  «�¤ �à¤å� �ç¦ � �¤¬©£á«à¤.

��¨á�� �£�: � n − � á©«�«¦ª �¬¡¢�å�� ¦ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª
�å¤�«�  ®é¨¦ª �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ ¡�  «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ ¦¨å��«�  �§æ
«� ©®â©�

< ®|¯ >=
n∑

j=1

®∗j ¯j

�� «¦ å� ¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ £§¦¨�å ¤� �¦� �©«�å ¦§¦ ¦©�ã§¦«� n −
� á©«�«¦ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª, æ§¦¬ ®1, ®2, · · · , ®n ¡�  ¯1, ¯2, · · · , ¯n �å¤� 

51



��á¢� ¦ 2

¦  ©¬¤«�¢�©«âª �¤á§«¬¥�ª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ® ¡�  ¯ �¤« ©«¦å®àª àª §¨¦ª
¡á§¦ � �á©�.

��¨á�� �£�: �«¦¤ ®é¨¦ l2(∞) «à¤ á§� ¨à¤ �¡¦¢¦¬� é¤ «¦ �©à«�-
¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ ¦¨å��«�  ¦£¦åàª �§æ «� ©®â©�

< ®|¯ >=
∞∑

j=1

®∗j ¯j

�«�¤ §�¨å§«à©� æ£àª �¬«ã §¨â§�  ¤� �§ �á¢¢¦¬£� «�¤ ©¬¤�ã¡�

‖®‖2 =
∞∑

j=1

|®j |2 < ∞

§¦¬ �å¤�  �¤��¡�å� é©«� � ©«á�£� «¦¬ ®é¨¦¬ ¤� �å¤�  §�§�¨�©£â¤�.
��¨á�� �£�: �«¦¤ ®é¨¦ L2(<) «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ ¦¨å��«�  �§æ

«�¤ ©®â©�

< ®|¯ >=
∫

<
®∗(t)¯(t)dt

� ©¬¤�ã¡� §¦¬  ©®ç�  ��é �å¤� 

‖®‖2 =
∫

<
|®(t)|2dt < ∞

§¦¬ ©�£�å¤�  §á¢  æ«  «¦ £ã¡¦ª �¤æª � �¤ç©£�«¦ª �å¤�  §�§�¨�©£â¤¦.
��¨�«ã¨�©�: � ©«á�£� «¦¬ ®é¨¦¬ �¬«¦ç, æ§àª ¦¨å©«�¡�, ��¤  ¡�¤¦-

§¦ �å «�¤ ©®â©� ‖®‖ = 0 ⇒ ® = 0. �§¦¨¦ç£� ¤� ¥�§�¨á©¦¬£� «�¤ �¬©¡¦¢å�
�¬«ã �¤ ��à¨ã©¦¬£� æ«  ¦ ®é¨¦ª L2(<) ��¤ §�¨ â®�  ©¬¤�¨«ã©� ª, �¢¢á ¡¢á-
©� ª ã «á¥� ª  ©¦�¬¤�£å�ª �§æ ©¬¤�¨«ã©� ª. �ç¦ ©¬¤�¨«ã©� ª ®(t) ¡�  ¯(t)
�¤ã¡¦¬¤ ©«�¤ å� � «á¥�  ©¦�¬¤�£å�ª ��¢��ã §�¨ ©«á¤¦¬¤ «¦ å� ¦ � á¤¬©£�,
�¤ «¦ £ã¡¦ª «�ª � �¦¨áª «¦¬ª �å¤�  £��â¤

® ≡ ¯ ⇐⇒ ‖®− ¯‖2 =
∫

<
|®(t)− ¯(t)|2dt = 0

�ç¦ «â«¦ �ª ©¬¤�¨«ã©� ª �å¤�  å©�ª �¡«æª �§æ ¡á§¦ � ¬§¦©ç¤¦¢� £â«¨¦¬
£��â¤, � æ«  «� ¬§¦©ç¤¦¢� £â«¨¦¬ £��â¤ ��¤ §¨¦©â¨¦¬¤ «å§¦«� ©«¦¤ ¬§¦-
¢¦� ©£æ «à¤ ¦¢¦¡¢�¨à£á«à¤. �  ©¬¤�¨«ã©� ª ®(t) ¡�  ¯(t) ¢â£� æ«  �å¤� 
å©�ª \©®��æ¤ §�¤«¦ç".
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� ©«��£�«æª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª

�¦ £���¤ ¡æ � á¤¬©£� � � §�¨á�� �£� �å¤�  «é¨� â¤� ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬
®é¨¦¬, §¦¬ §�¨ â®�  æ®  £æ¤¦ «�¤ £���¤ ¡ã ©¬¤á¨«�©�, �¢¢á ¡�  æ¢�ª « ª
©¬¤�¨«ã©� ª §¦¬ ��¤ £���¤å�¦¤«�  £æ¤¦ ©� ¬§¦©ç¤¦¢� £� £â«¨¦ £��â¤. �¢�ª
�¬«âª ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª £� «�¤ £���¤ ¡ã ©¬¤á¨«�©�.

�¨ ©£æª: � �  � æ«�«� �� ¢â£� æ«   ©®ç�  ©®��æ¤ §�¤«¦ç, �¤  ©®ç� 
§�¤«¦ç �¡«æª å©àª �§æ ¡á§¦ � ¬§¦©ç¤¦¢� £â«¨¦¬ £��â¤. �  � æ«�«� �¬«ã
�å¤�  £ � ©®â©�  ©¦�¬¤�£å�ª.

��é¨�£�: �� â¤�¤ ®é¨¦ �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬  ©®ç�  � �¤ ©æ«�«�
«¦¬ ���¨«ª

| < ®|¯ > | ≤ ‖®‖‖¯‖
�  ©æ«�«� ©«�¤ §�¨�§á¤à ©®â©�  ©®ç�  «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤ «� ®

¡�  ¯ �å¤�  �¨�££ ¡á �¥�¨«�£â¤�.
�§æ�� ¥�: �¤ â¤� �§æ «� � �¤ç©£�«� �å¤�  £��â¤, «æ«� � ©®â©� �å¤� 

§¨¦�¤ãª. �§¦�â«¦¬£� æ«  ‖¯‖ 6= 0 ¡�  ��à¨¦ç£� «�¤ �¤ ©æ«�«�

‖® + �¯‖ ≥ 0

§¦¬  ©®ç�  � � ¡á�� �. � ©®â©� �¨á�«� 

‖® + �¯‖2 =< ® + �¯|® + �¯ >=

< ®|® > +�∗ < ¯|® > +� < ®|¯ > +|�|2 < ¯|¯ > ≥ 0

�â«¦¬£� «é¨� ©«�¤ §�¨�§á¤à �¥å©à©�

� = −< ¯|® >

< ¯|¯ >
=⇒ �∗ = −< ®|¯ >

< ¯|¯ >

¡�  «�¤ §¦¢¢�§¢�© á�¦¬£� £� «¦¤ ��« ¡æ �¨ �£æ < ¯|¯ >. �¨å©¡¦¬£�

< ®|® >< ¯|¯ > −| < ®|¯ > |2 ≥ 0 =⇒ | < ®|¯ > | ≤ ‖®‖‖¯‖
�� æ¢�ª « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª ¦   ©æ«�«�ª  ©®ç¦¬¤ �¤ ®+�¯ = 0 ��¢��ã

�¤ «� � �¤ç©£�«� ®, ¯ �å¤�  �¨�££ ¡á �¥�¨«�£â¤�.
� �¤ ©æ«�«� «¦¬ ���¨«ª ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ � � §�¨á�� �£�

�¨á�«� 
∣∣∣∣
∫

f∗(t)g(t)dt

∣∣∣∣
2

≤
(∫

|f(t)|2 dt

) (∫
|g(t)|2 dt

)
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��á¢� ¦ 2

�¨ ©£æª: �¤� ©ç¤¦¢¦ � �¤¬©£á«à¤ 1, 2, · · · , n ¦¤¦£á��«�  ¦¨�¦-
¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦, «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤

< i|j >= �ij =
{ 0 � � i 6= j

1 � � i = j

��¢��ã «� � �¤ç©£�«� �¬«á �å¤�  �¤á �ç¦ ¦¨�¦�é¤ � ¡�  â®¦¬¤ £ã¡¦ª
«�¤ £¦¤á��. �� � �¤ç©£�«� �¤æª ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡¦ç ©¬¤æ¢¦¬ �å¤�  �¨�££ ¡á
�¤�¥á¨«�«�. �¦ ©ç¤¦¢¦ �å¤�  §¢ã¨�ª �¤ §�¨ â®�  æ¢� «� � �¤ç©£�«� «¦¬
®é¨¦¬ §¦¬ �å¤�  ¦¨�¦�é¤ � §¨¦ª «� � �¤ç©£�«� «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬.

��¨�«ã¨�©�: � � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� �¤æª � �¤¬©£�« ¡¦ç ®é¨¦¬
�©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬, �å¤�  £ � �á©� §¦¬ §�¨ â®�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡á � �¤ç-
©£�«�. �� ¡á�� n − � á©«�«¦ ®é¨¦ £§¦¨¦ç£� §á¤«� ¤� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£�
£ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� £� «�¤ £â�¦�¦ �¡¨�£-�£ «.

��é¨�£�: �¤ â¤� � á¤¬©£� ¯ �¤�¢ç�«�  ©�¤ �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª
«à¤ ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡é¤ � �¤¬©£á«à¤ 1, 2, · · · , n, ��¢��ã

¯ =
n∑

j=1

�ii

«æ«� ¦  ©¬¤«�¢�©«âª �j �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�j =< j |¯ >

¡�  ¦¤¦£á�¦¤«�  ©¬¤«�¢�©«âª �¦¬¨ â. �¨á�£�« 

< i|¯ >=< i|
n∑

j=1

�jj >=
n∑

j=1

�j < i|j >=
n∑

j=1

�j�ij = �i

��¢��ã â®¦¬£� «�¤ �¤á§«¬¥�

¯ =
n∑

j=1

< j |¯ > j

�ç£à¤� £� «¦¤ ©¬£�¦¢ ©£æ §¦¬ � ©ã���� ¦ �« ¨á¡, â¤� � á¤¬©£�
©¬£�¦¢å��«�  £� | >, ¦§æ«� � §�¨�§á¤à ©®â©� �¨á�«� 

|¯ >=
n∑

j=1

< j |¯ > |j > ã |¯ >=
n∑

j=1

|j >< j |¯ >
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� ©«��£�«æª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª

�§æ «�¤ «�¢�¬«�å�  ©æ«�«� �å¤�«�  �£â©àª æ« , �¤ \�§¢¦§¦ ã©¦¬£�" £� «¦
� á¤¬©£� |¯ >, � §�¨á©«�©�

∑n
j=1 |j >< j | �å¤�  ¦ £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª.

��¢��ã
n∑

j=1

|j >< j | = �

� ©®â©� �¬«ã �å¤�  � ©¬¤�ã¡� §¢�¨æ«�«�ª � � «� � �¤ç©£�«� |j > «�ª
�á©�ª.

��é¨�£�: �¤ 1, 2, · · · , n �å¤�  â¤� ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦ �¤æª
n − � á©«�«¦¬ ®é¨¦¬, «æ«�  ©®ç�  � �¤ ©æ«�«� «¦¬ �§â©�¢

n∑

j=1

| < j |¯ > |2 ≤ ‖¯‖2

�§æ�� ¥�: � � «¬®æ¤«�ª £ ��� ¡¦çª �¨ �£¦çª �1, �2, · · · , �n, â®¦¬£�

‖¯−
n∑

j=1

�jj‖2 =< ¯−
n∑

j=1

�jj |¯−
n∑

j=1

�ii >=

< ¯|¯ >−
n∑

j=1

�∗j < j |¯ > −
n∑

j=1

�i < ¯|i > +
n∑

i,j=1

�∗j �i < j |i >=

‖¯‖2 −
n∑

j=1

�∗j < j |¯ > −
n∑

j=1

�i < ¯|i > +
n∑

j=1

|�j |2

�¦ «�¢�¬«�å¦ á�¨¦ ©£� �§¢¦§¦ ã��¡� � æ«  «� � �¤ç©£�«� i �å¤�  ¦¨�¦¡�-
¤¦¤ ¡á ¡�  á¨�  ©®ç�  < i|j >= �ij . �¤ �â©¦¬£� �j = �j =< j |¯ > �
©®â©� �¨á�«� 

‖¯−
n∑

j=1

�jj‖2 = ‖¯‖2 −
n∑

j=1

|�j |2 ≥ 0

¡�  á¨� ©¬¤�§á��«�  � �¤ ©æ«�«� �§â©�¢

‖¯‖2 ≥
n∑

j=1

|�j |2 =
n∑

j=1

| < j |¯ > |2
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��á¢� ¦ 2

�å¤�  §¨¦�¤âª æ«  �¤ «¦ ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦ 1, 2, · · · , n �å¤�  ¡� 
§¢ã¨�ª, ��¢��ã £ � �á©� «¦¬ ®é¨¦¬, «æ«� ¦  §�¨�§á¤à �¤ ©æ«�«�ª  ©®ç¦¬¤ £�
«¦ å©¦¤. � ©®â©� §¦¬ §¨¦¡ç§«�  �å¤�  �¤à©«ã ©�¤ «�¬«æ«�«� «¦¬ �á¨©���¢.

� � ¤� �¨á¯¦¬£� « ª ©®â©� ª �¬«âª � � ®é¨¦¬ª á§� ¨à¤ � �©«á©�à¤ �å-
¤�  �¤�¨æ æ«  ®¨� ��æ£�©«� ¡á§¦ � ¡¨ «ã¨ � � � «�¤ ©ç�¡¢ ©� «à¤ �§�å¨à¤
��¨¦ ©£á«à¤. �«�¤ �§æ£�¤� §�¨á�¨�¦ �¤�§«ç©©¦¬£� «�¤ ©¬¤¦§« ¡á «�¤
�¤á¢¦�� ��à¨å� §¦¬ �å¤�  �¤« ¡�å£�¤¦ «�ª ©¬¤�¨«�© �¡ãª �¤á¢¬©�ª. �¦¢¢á
�§æ «� ��à¨ã£�«� �å¤¦¤«�  ®à¨åª �§æ�� ¥�. �¡¦§æª «¦¬ � �¢å¦¬ ��¤ �å¤�  ¤�
� �á¥�  ©¬¤�¨«�© �¡ã �¤á¢¬©�, �¢¢á ¤� «�¤ ®¨�© £¦§¦ ã©�  � � «�¤ � �«ç-
§à©� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª.

2.4 � ®é¨¦ª �å¢£§�¨«
�� â¤�¤ � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦ �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ £§¦¨¦ç£� ¤� ¦¨å-

©¦¬£� £ � ©«á�£� ¡�  �§æ «� ©«á�£� £ � £�«¨ ¡ã. � £�«¨ ¡ã «¦¬ ®é¨¦¬
¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©®â©�

d(®, ¯) = ‖®− ¯‖

����åàª � £�«¨ ¡ã £§¦¨�å ¤� ¦¨ ©«�å �¤�¥á¨«�«� �§æ «� ©«á�£� ¡�  ©�
®é¨¦¬ª §¦¬ ��¤ �å¤�  �¤��¡�©« ¡á � �¤¬©£�« ¡¦å. �¤�ª ©«��£�«æª � �¤¬-
©£�« ¡æª ®é¨¦ª ��à¨¦ç£� æ«  �å¤�  �¦� �©£â¤¦ª £� «�¤ §�¨�§á¤à £�«¨ ¡ã.
�§� �ã «¦ £â«¨¦ �§á��  £ � «¦§¦¢¦�å� �§å «¦¬ ®é¨¦¬, ��à¨¦ç£� æ«  ¦ ®é¨¦ª
â¨�  £ � «¦§¦¢¦� ¡ã �¦£ã. � «¦§¦¢¦�å� �¬«ã ¦¤¦£á��«�   ©®¬¨ã «¦§¦¢¦�å�.
�¤� � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦ £§¦¨¦ç£� ¤� «¦¤ �¦� á©¦¬£� £� £ � «¦§¦¢¦�å�, �¤
�å¤�  ©¬£� ��©«ã £� «¦¬ª ¤æ£¦¬ª ©ç¤��©�ª «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç ®é¨¦¬.

�¨ ©£æª: �¤�ª �¨�££ ¡æª ®é¨¦ª �¦� �©£â¤¦ª £� £ � «¦§¦¢¦�å�
«â«¦ � é©«�, ¦  §¨á¥� ª ©ç¤��©�ª ¤� �å¤�  ©¬¤�®�åª �§� ¡¦¤å©� ª, ¦¤¦£á��«� 
«¦§¦¢¦� ¡æª �¨�££ ¡æª ®é¨¦ª. � «¦§¦¢¦�å� �¬«ã ¢â£� æ«  �å¤�  ©¬£� ��©«ã
£� «� �¦£ã «¦¬ ®é¨¦¬.

�¤�ª ®é¨¦ª £� ©«á�£� �å¤�«�  «¦§¦¢¦� ¡æª �¨�££ ¡æª ®é¨¦ª £� «�
�¦ã�� � «�ª £�«¨ ¡ãª d(®, ¯) = ‖® − ¯‖. �§¦�� ¡¤ç�«� æ«  � ©«á�£� �¬«ã
�å¤�  £ � ©¬¤�®ãª ©¬¤á¨«�©�. �� «� �¦ã�� � «�ª £�«¨ ¡ãª �¬«ãª �� ¦¨å-
©¦¬£� «�¤ ©ç�¡¢ ©� ¡�  «�¤ §¢�¨æ«�«� §¦¬ �å¤�  �§�¨�å«�«�ª â¤¤¦ �ª � �
� �¤¬©£�« ¡¦çª ®é¨¦¬ª £� á§� ¨� � á©«�©�.

�¨ ©£æª: � � �¡¦¢¦¬�å� ®1, ®2, · · · �¤æª £�«¨ ¡¦ç ®é¨¦¬ ©¬�¡¢å¤� 
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� ®é¨¦ª �å¢£§�¨«

©� â¤� ©�£�å¦ ® «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�, æ«�¤

∀� > 0 ∃�(�) «â«¦ ¦ é©«� d(®, ®n) = ‖®− ®n‖ < � ∀n > �(�)

�¨ ©£æª: � � �¡¦¢¦¬�å� ®1, ®2, · · · �¤æª £�«¨ ¡¦ç ®é¨¦¬ �å¤�  £ �
�¡¦¢¦¬�å� «¦¬ �à©ç «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�, æ«�¤

∀� > 0 ∃�(�) «â«¦ ¦ é©«� d(®m, ®n) = ‖®n − ®m‖ < � ∀n,m > N(�)

�¨ ©£æª: �¤� á§� ¨¦ á�¨¦ ©£�
∑∞

k=1 �kk �å¤�  ¦¨ ©£â¤¦ ã ¢â£� æ« 
©¬�¡¢å¤� , �¤ � �¡¦¢¦¬�å� «à¤ £�¨ ¡é¤ ��¨¦ ©£á«à¤

®n =
n∑

k=1

�kk

©¬�¡¢å¤� . ��¢��ã � â¡¨�©�

® =
∞∑

k=1

�kk ©�£�å¤�  æ«  lim
n→∞

®n = ®

��¨�«ã¨�©�: �¤ £ � �¡¦¢¦¬�å� ©¬�¡¢å¤�  �å¤�  £ � �¡¦¢¦¬�å� �à©ç.
� � �¡¦¢¦¬�å� �à©ç �§æ ©�£�å� �¤æª ®é¨¦¬ � ©¬�¡¢å¤�  ©� â¤� ©�£�å¦ «¦
¦§¦å¦ �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� £�¤ �¤ã¡�  ©«¦¤ ®é¨¦ �.

�¨ ©£æª: �¤�ª £�«¨ ¡æª ®é¨¦ª (�, d) �å¤�  §¢ã¨�ª, �¤ ¡á�� �¡¦¢¦¬-
�å� �à©ç ©¬�¡¢å¤�  ©� â¤� ©�£�å¦ «¦¬ �.

�¨ ©£æª: �¤�ª £�«¨ ¡æª ®é¨¦ª (�̂, d̂) ¦¤¦£á��«�  ©¬£§¢ã¨à£� �¤æª
®é¨¦¬ (�, d) «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤

i) � ®é¨¦ª (�, d) �å¤�  ¬§æ®à¨¦ª «¦¬ (�̂, d̂).
ii) �¦ ©ç¤¦¢¦ � �å¤�  §�¤«¦ç §¬¡¤æ ©«¦ �̂, ��¢��ã �� = �̂.

iii) � ®é¨¦ª (�̂, d̂) �å¤�  §¢ã¨�ª.
��é¨�£�: � � ¡á�� £�«¨ ¡æ ®é¨¦ ¬§á¨®�  â¤� ¡�  £æ¤¦ â¤� ©¬£§¢ã-

¨à£� �¬«¦ç. �§¦£â¤àª â¤� £�«¨ ¡æ ®é¨¦ §¦¬ ��¤ �å¤�  §¢ã¨�ª £§¦¨¦ç£� ¤�
«¦¤ �§�¡«�å¤¦¬£� ©� â¤� §¢ã¨� ®é¨¦.

��¨á�� �£�: � ®é¨¦ª Q «à¤ ¨�«é¤ �¨ �£é¤ £� £�«¨ ¡ã

d(�, �) = |�− �|
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��á¢� ¦ 2

��¤ �å¤�  §¢ã¨�ª ®é¨¦ª. �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ §¨��£�« ¡é¤ �¨ �£é¤ §�¨ â®�  «¦
©ç¤¦¢¦ «à¤ ¨�«é¤ �¨ �£é¤ ¡�  æ¢� «� æ¨ � «à¤ �¡¦¢¦¬� é¤ «¦¬ �à©ç �§æ
¨�«¦çª �¨ �£¦çª. � ®é¨¦ª < �å¤�  «¦ ©¬£§¢ã¨à£� «¦¬ ®é¨¦¬ Q �§æ «�¤
¡�«�©¡�¬ã «¦¬ ¡�  �å¤�  â¤�ª §¢ã¨�ª ®é¨¦ª.

�¨ ©£æª: �¤�ª §¢ã¨�ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬
¦¤¦£á��«�  ®é¨¦ª �å¢£§�¨«. �¤�ª §¢ã¨�ª ©«��£�«æª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª
¦¤¦£á��«�  ®é¨¦ª �§á¤�®.

��é¨�£�: �á�� ®é¨¦ª �å¢£§�¨« â®�  £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©�.
��¨�«ã¨�©�: �� ��®«¦ç£� æ«  ¡á�� ®é¨¦ª �å¢£§�¨« §�¨ â®�  â¤�

§¢ã¨�ª ¡�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦, ��¢��ã £ � �á©� �§æ �¨ �£ã© £�, §�§�-
¨�©£â¤� ã á§� ¨�, � �¤ç©£�«�. �¤�ª «â«¦ ¦ª ®é¨¦ª �å¢£§�¨« �å¤�  � �®à-
¨å© £¦ª, ��¢��ã §�¨ â®�  â¤� �¨ �£ã© £¦ ©ç¤¦¢¦ §�¤«¦ç §¬¡¤æ. �  ®é¨¦ 
�å¢£§�¨« §¦¬ ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� ©«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã �å¤�  ©¬¤ã�àª � �®à¨å-
© £¦  ¡�  �§�å¨à¤ � �©«á©�à¤.

��¨á�� �£�: �á�� n − � á©«�«¦ª ®é¨¦ª �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ �å¤� 
â¤�ª ®é¨¦ª �å¢£§�¨«.

�§æ�� ¥�: �� �§¦��å¥¦¬£� £æ¤¦ «�¤ §¢�¨æ«�«� «¦¬ ®é¨¦¬.
��à¨¦ç£� £ � �¡¦¢¦¬�å� �à©ç ¯m ¡�  1, 2, · · · , n £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã

�á©� «¦¬ ®é¨¦¬. �¤�§«ç©©¦¬£� «� ©«¦ ®�å� «�ª �¡¦¢¦¬�å�ª ¡�  â®¦¬£�

¯m =
n∑

k=1

�m
k k

�§� �ã � �¡¦¢¦¬�å� �å¤�  �à©ç  ©®ç� 

‖¯m − ¯l‖2 =
n∑

k=1

|�m
k − �l

k|2 → 0 � � m, l →∞

¡�  �§¦£â¤àª � � ¡á�� k = 1, 2, · · · , n, â®¦¬£�

|�m
k − �l

k| → 0 � � m, l →∞

�¨� � �¡¦¢¦¬�å� �m
k �å¤�  £ � �¡¦¢¦¬�å� �à©ç. �§� �ã ¦ ®é¨¦ª < (ã C)

�å¤�  §¢ã¨�ª � �¡¦¢¦¬�å� �m
k ©¬�¡¢å¤�  ©� â¤� ©�£�å¦ §¦¬ «¦ ©¬£�¦¢å�¦¬£�

£� �k.
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� ®é¨¦ª �å¢£§�¨«

�� �§¦��å¥¦¬£� æ«  � �¡¦¢¦¬�å� «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ¯m ©¬�¡¢å¤�  ©«¦
� á¤¬©£�

¯ =
n∑

k=1

�kk

�¨á�£�«  �§� �ã �m
k → �k â®¦¬£�

‖¯− ¯m‖2 =
n∑

k=1

|�k − �m
k |2 → 0 � � m →∞

�¨� ¦ ®é¨¦ª �å¤�  §¢ã¨�ª.
��¨á�� �£�: � ®é¨¦ª «à¤ á§� ¨à¤ �¡¦¢¦¬� é¤ ® = (®1, ®2, · · · , )

£�
∞∑

k=1

|®k|2 < ∞

�å¤�  â¤�ª ®é¨¦ª �å¢£§�¨«. � ®é¨¦ª �å¤�  á§� ¨à¤ � �©«á©�à¤ ¡�  ©¬£�¦-
¢å��«�  £� l2(∞). �� � �¤ç©£�«�

1 = (1, 0, 0, · · · ), 2 = (0, 1, 0, · · · ), · · · , n = (
n︷ ︸︸ ︷

0, · · · , 1, 0, · · · ), · · ·

�å¤�  £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� «¦¬ ®é¨¦¬ ¡�  ¡á�� � á¤¬©£� ¯ ∈ l2(∞) �¨á-
�«�  ©�¤ �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ i. �  ©¬¤«�¢�©«âª �i ¦¤¦£á�¦¤«� 
©¬¤«�¢�©«âª �¦¬¨ â ¡�  �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©� �i =< i|¯ >. ��«á «¦¤
©¬£�¦¢ ©£æ «¦¬ �« ¨á¡ �¨á¦¬£�

|¯ >=
∞∑

k=1

< k|¯ > |k > ã |¯ >=
∞∑

k=1

|k >< k|¯ >

��¨á�� �£�: � ®é¨¦ª L2(<) «à¤ «�«¨��à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £à¤ ¡�«á
��£§â¡ ©¬¤�¨«ã©�à¤ �å¤�  â¤�ª ®é¨¦ª �å¢£§�¨«.

� ®é¨¦ª C[�, �] «à¤ ©¬¤�®é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ �§å «¦¬ [�, �] £� ©«á�£�
¦¨ ©£â¤� �§æ «�¤ ©®â©�

‖f‖ = max
t∈[�,�]

{f(t)}
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��á¢� ¦ 2

�å¤�  â¤�ª §¢ã¨�ª ®é¨¦ª. � å� ¦ª ®é¨¦ª £� �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦

< ®|¯ >=
∫ �

�
®∗(t)¯(t)dt

��¤ �å¤�  §¢ã¨�ª ®é¨¦ª. � � §�¨á�� �£� � �¡¦¢¦¬�å� «à¤ ©¬¤�®é¤ ©¬¤�¨«ã-
©�à¤ «¦¬ ®é¨¦¬ C[−1, 1]

fn(t) =





0 t ≤ 0
nt 0 < t ≤ 1/n

1 1/n < t

�å¤�  £ � �¡¦¢¦¬�å� �à©ç. �£àª � ¦¨ �¡ã ©¬¤á¨«�©�

f(t) ≡ H(t) =
{

0 t ≤ 0
1 t > 0

��¤ �å¤�  ©¬¤�®ãª ©¬¤á¨«�©� ¡�  ��¤ �¤ã¡�  ©«¦¤ ®é¨¦ C[−1, 1].
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�®ã£� 2.1
� ¦¨ �¡ã ©¬¤á¨«�©� ��¤ �å¤�  ©¬¤�®ãª

� ®é¨¦ª «à¤ «�«¨��à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £à¤ ¡�«á ��£§â¡ ©¬¤�¨«ã©�à¤

L2[�, �] =

{
f/f : [�, �] 7→ < £�

∫ �

�
|f(t)|2dt ¬§á¨®�  ¡�«á ��£§â¡

}

�å¤�  «¦ ©¬£§¢ã¨à£� «¦¬ ®é¨¦¬ C[�, �] ¡�  �§¦£â¤àª â¤�ª ®é¨¦ª �å¢£§�¨«
�§æ «�¤ ¡�«�©¡�¬ã «¦¬. � � ©��à�ã «¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª ¡�«á ��£§â¡ �å¤� 
�¤��¡�å� � � «�¤ ©¬£§¢ã¨à©� «¦¬ ®é¨¦¬ «à¤ ©¬¤�®é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤.
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� ®é¨¦ª �å¢£§�¨«

� � «¦ ®é¨¦ L2[−π, π] «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬¤�®é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤

0 =
1√
2π

, n =
1√
π

©¬¤ (nt), ¯n =
1√
π

�£ (nt), n = 1, 2, · · ·

�å¤�  £å� ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� «¦¬ ®é¨¦¬. �á�� ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ®é¨¦¬ �å¤� 
â¤� á§� ¨¦ á�¨¦ ©£� ©¬¤�®é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ «�ª £¦¨ãª

f(t) =
1√
π

∞∑

k=0

�k ©¬¤ (kt) +
1√
π

∞∑

k=1

�k �£ (kt)

�  ©¬¤«�¢�©«âª �¦¬¨ â �k ¡�  �k �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

�k =
1√
π

∫ π

−π

f(t) ©¬¤ (kt)dt, �k =
1√
π

∫ π

−π

f(t) �£ (kt)dt

�¦ §�¨�§á¤à á§� ¨¦ á�¨¦ ©£� ©�£�å¤�  æ«  � �¡¦¢¦¬�å� fn «à¤ £�¨ ¡é¤
��¨¦ ©£á«à¤

fn(t) =
n∑

k=0

�kk(t) +
n∑

k=1

�k¯k(t)

©¬�¡¢å¤�  §á¤«� ©«�¤ ©¬¤á¨«�©� f(t) £� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ©«á�£�ª «¦¬ ®é¨¦¬
��¢��ã

lim
n→∞

‖fn(t)− f(t)‖2 = lim
n→∞

∫ π

−π

|fn(t)− f(t)|2dt = 0

��é¨�£�: �¤ 1, 2, · · · �å¤�  â¤� ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦ �¤æª ®é¨¦¬
�å¢£§�¨« H, «æ«� � ©� ¨á

∑∞
k=1 �kk ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ H «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�

æ«�¤ � ©� ¨á
∑∞

k=1 |�k|2 ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ <. ��¢��ã

∞∑

k=1

�kk ∈ H ⇐⇒
∞∑

k=1

|�k|2 < ∞

�§æ�� ¥�: �§� �ã «¦ ©ç¤¦¢¦ 1, 2, · · · �å¤�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ  ©®ç� 

‖
m∑

k=n+1

�kk‖2 =
m∑

k=n+1

|�k|2 � � ¡á�� n,m
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��á¢� ¦ 2

¡�  á¨�

(2.1) lim
n,m→∞

‖
m∑

k=n+1

�kk‖2 = lim
n,m→∞

m∑

k=n+1

|�k|2

�¤ � ©� ¨á
∑∞

k=1 �kk ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ H «æ«� � �¡¦¢¦¬�å� «à¤ £�¨ ¡é¤
��¨¦ ©£á«à¤

¯n =
n∑

k=1

�kk

©¬�¡¢å¤� . �§¦£â¤àª �å¤�  £ � �¡¦¢¦¬�å� �à©ç ��¢��ã

lim
n,m→∞

‖
m∑

k=n+1

�kk‖2 = 0

¡�  á¨� ¢æ�à «�ª (2.1) â®¦¬£�

lim
n,m→∞

m∑

k=n+1

|�k|2 = 0

� ©®â©� æ£àª �¬«ã ©�£�å¤�  æ«  � �¡¦¢¦¬�å�

fn =
n∑

k=1

|�k|2

�å¤�  £ � �¡¦¢¦¬�å� �à©ç §¨��£�« ¡é¤ �¨ �£é¤ ¡�  �§� �ã ¦ ®é¨¦ª < �å¤� 
§¢ã¨�ª � �¡¦¢¦¬�å� �¬«ã ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ <. �¬«æ æ£àª ©�£�å¤�  æ«  ¡�  �
©� ¨á

∑∞
k=1 |�k|2 ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ <.

�¦ �¤«å©«¨¦¦ �§¦�� ¡¤ç�«�  £� æ£¦ ¦ «¨æ§¦.
�æ¨ ©£�: � �¡æ¢¦¬�� ©� ¨á

∞∑

k=1

|k >< k|® >

©¬�¡¢å¤�  ©«¦ H , � � ¡á�� ® ∈ H .
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� ®é¨¦ª �å¢£§�¨«

� � «�¤ �§æ�� ¥� «�ª §¨æ«�©�ª �¬«ãª §�å¨¤¦¬£� «¦ æ¨ ¦ ©«�¤ �¤ ©æ«�«�
�§â©�¢ ¡�  �¨å©¡¦¬£�

∞∑

k=1

| < k|® > |2 = lim
n→∞

n∑

k=1

| < k|® > |2 ≤ ‖®‖2 =⇒
∞∑

k=1

| < k|® > |2 ≤ ‖®‖ < ∞

�§¦£â¤àª � ©� ¨á

∞∑

k=1

| < k|® > |2 ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ <

¡�  á¨� �§æ «¦ ��é¨�£� â§�«�  æ«  ¡�  � ©� ¨á

∞∑

k=1

|k >< k|® > ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ H

��é¨�£�: �¤� ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦ 1, 2, · · · �å¤�  §¢ã¨�ª, ��-
¢��ã £ � �á©� �¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨« «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�, æ«�¤  ©®ç¦¬¤ ¦ 
�¡æ¢¦¬��ª  ©¦�ç¤�£�ª §¨¦«á©� ª

�) < k|® >= 0 ∀k = 1, 2, · · · =⇒ |® >= 0

�) lim
n→∞

‖®−
n∑

k=1

|k >< k|® > ‖ = 0 ∀ |® >∈ H

��¢��ã

|® >=
∞∑

k=1

|k >< k|® > �¤á§«¬�£� �¦¬¨ â

�) < ®|¯ >=
∞∑

k=1

< ®|k >< k|¯ > ∀|® > , |¯ >∈ H
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��á¢� ¦ 2

§¦¬ ¦¤¦£á��«�  «�¬«æ«�«� «¦¬ �á¨©���¢, ã  ©¦�ç¤�£�

∞∑

k=1

|k >< k| = I ¦ £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª

� � |® >= |¯ > � «�¬«æ«�«� «¦¬ �á¨©���¢ �¨á�«� 

‖®‖ =
∞∑

k=1

| < k|® > |2

�§æ�� ¥�: i) � =⇒ �. ��à¨¦ç£� «¦ � á¤¬©£�

|¯ >= |® > −
∞∑

k=1

|k >< k|® >

� � ¡á�� j  ©®ç� 

< j |¯ >=< j |® > −
∞∑

k=1

< k|® >< j |k >=< j |® > − < j |® >= 0

¡�  á¨� «¦ |¯ > �å¤�  ¡á��«¦ §¨¦ª æ¢� «� |j >. �¬«æ æ£àª ©�£�å¤� , �§æ
«�¤ ©®â©� �), æ«  |¯ >= 0 ��¢��ã

|® >=
∞∑

k=1

|k >< k|® >

ii) � =⇒ �

< ®|¯ >=<

(
lim

n→∞

n∑

k=1

|k >< k|® >

)
|

 lim

n→∞

n∑

j=1

|j >< j |¯ >


 >=

lim
n→∞

n∑

k,j=1

< k|® >∗< j |¯ >< k|j >= lim
n→∞

n∑

k=1

< ®|k >< k|¯ >=⇒

< ®|¯ >=
∞∑

k=1

< ®|k > < k|¯ >
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�©®¬¨ã ¡�  �©��¤ãª ©ç�¡¢ ©�

iii) � =⇒ �. �á¤ < k|® >= 0 «æ«� �§æ «�¤ ©®â©�

‖®‖2 =
∞∑

k=1

| < k|® > |2

©¬¤�§á��«�  æ«  ‖®‖ = 0 ��¢��ã

|® >= 0

�¨ ©£æª: �ç¦ ®é¨¦  �å¢£§�¨« H1 ¡�  H2 ¦¤¦£á�¦¤«�   ©æ£¦¨¦ ,
�á¤ ¬§á¨®�  £å� �£ £¦¤¦©ã£�¤«� �§� ¡æ¤ ©� f � ¦§¦å� ¤� �å¤�  �¨�££ ¡ã
¡�   ©¦£�«¨ ¡ã, ��¢��ã ¤� � �«�¨�å «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦

1. f(�® + �¯) = �f(®) + �f(¯) ∀® , ¯ ∈ H1 ∀� , � ∈ F

2. < ®|¯ >1=< f(®)|f(¯) >2 ∀® , ¯ ∈ H1

��é¨�£�: �¢¦  ¦  ®é¨¦  �å¢£§�¨« £� «�¤ å� � � á©«�©� �å¤�   ©æ-
£¦¨¦ . ��«á ©¬¤â§� � æ¢¦  ¦  �§�å¨¦¬ � á©«�©�ª ®é¨¦  �å¢£§�¨« �å¤� 
 ©æ£¦¨¦ .

2.5 �©®¬¨ã ¡�  �©��¤ãª ©ç�¡¢ ©�
�� â¤� ®é¨¦ �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ £§¦¨¦ç£� ¤� ¦¨å©¦¬£� �ç¦ �å��

©ç�¡¢ ©�ª. �¦ â¤� �å�¦ª �¤�â¨�«�  ©«� ©«á�£� «¦¬ ®é¨¦¬ §¦¬ §¨¦â¨®�«� 
�§æ «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ ¡�  «¦ á¢¢¦ ©«¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦.

�¨ ©£æª: � � �¡¦¢¦¬�å� ®1, ®2, · · · �¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨« �� ¦¤¦-
£á��«�   ©®¬¨éª ©¬�¡¢å¤¦¬©� ©«¦ ®0 ∈ H «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤

lim
k→∞

‖®k − ®0‖ = 0

�¨ ©£æª: � � �¡¦¢¦¬�å� ®1, ®2, · · · �¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨« �� ¦¤¦-
£á��«�  �©��¤éª ©¬�¡¢å¤¦¬©� ©«¦ ®0 ∈ H «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤

lim
k→∞

< ®k|® >=< ®0|® > ∀® ∈ H

�¦ æ¨ ¦ ¡á�� ©¬�¡¢å¤¦¬©�ª �¡¦¢¦¬�å�ª �å¤�  £¦¤�� ¡æ.
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��á¢� ¦ 2

��é¨�£�: �á��  ©®¬¨éª ©¬�¡¢å¤¦¬©� �¡¦¢¦¬�å� �¤æª ®é¨¦¬ �å¢-
£§�¨« H ©¬�¡¢å¤�  �©��¤éª §¨¦ª «¦ å� ¦ æ¨ ¦. �¦ �¤«å©«¨¦¦ ��¤  ©®ç� 
��¤ ¡á.

�§æ�� ¥�: �§¦�â«¦¬£� æ«  � �¡¦¢¦¬�å� ®1, ®2, · · · ©¬�¡¢å¤�   ©®¬¨á
©«¦ ®0 ∈ H . ��¢��ã

lim
k→∞

‖®k − ®0‖ = 0

�æ«� � � ¡á�� ® ∈ H  ©®ç� 

| < ®k|® > − < ®0|® > | = | < ®k − ®0|® > | ≤ ‖®k − ®0‖‖®‖

��å¨¤¦¬£� «¦ æ¨ ¦ «�ª ©®â©�ª �¬«ãª ¡�  â®¦¬£�

lim
k→∞

| < ®k|® > − < ®0|® > | ≤ ‖®‖ lim
k→∞

‖®k − ®0‖ = 0

�§¦£â¤àª
lim

k→∞
< ®k|® >=< ®0|® >

�¨� � �¡¦¢¦¬�å� ©¬�¡¢å¤�  �©��¤éª ©«¦ å� ¦ æ¨ ¦.
�á¤ � � á©«�©� «¦¬ ®é¨¦¬ �å¤�  §�§�¨�©£â¤� «æ«�  ©®ç�  ¡�  «¦ �¤«å-

©«¨¦¦ «¦¬ §¨¦��¦¬£â¤¦¬ ��à¨ã£�«¦ª. �¦ �¤«å©«¨¦¦ ��¤  ©®ç�  ��¤ ¡á ©�
®é¨¦¬ª �§�å¨à¤ � �©«á©�à¤, æ§àª �å¤�«�  �§æ «¦ �¡æ¢¦¬�¦ §�¨á�� �£�.

��à¨¦ç£� «¦¤ ®é¨¦ l2(∞) ¡�  «�¤ �¡¦¢¦¬�å� 1, 2, · · · æ§¦¬

1 = (1, 0, · · · , 0, · · · ) 2 = (0, 1, · · · , 0, · · · ) · · · · · ·

k = (
k︷ ︸︸ ︷

0, 0, · · · , 1, · · · ) · · · · · · k = 1, 2, · · ·

� � ¡á�� ©�£�å¦ ® = (®1, ®2, · · · , ®k, · · · ) «¦¬ ®é¨¦¬ �¬«¦ç  ©®ç� 

∞∑

k=1

|®k|2 < ∞

�§� �ã � ©� ¨á �¬«ã ©¬�¡¢å¤�  ¦ «�¢�¬«�å¦ª æ¨¦ª §¨â§�  ¤� £���¤å��«� 
limk→∞ |®k|2 = 0. �§¦£â¤àª limk→∞ ®k = 0 ¡�  á¨� â®¦¬£�

∀® ∈ H lim
k→∞

< k|® >= lim
k→∞

®k = 0 =< 0|® >
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�§æ®à¨¦  �¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨«

�§¦£â¤àª � �¡¦¢¦¬�å� ©¬�¡¢å¤�  �©��¤éª ©«¦ £��â¤. �£àª � ©®â©�

‖n − m‖ =
√

2�mn

©¬¤�§á��«�  æ«  � �¡¦¢¦¬�å� ��¤ �å¤�  �à©ç àª §¨¦ª «� ©«á�£� ¡�  á¨� ��¤
©¬�¡¢å¤�   ©®¬¨éª.

��¨�«ã¨�©�: �¤�ª ®é¨¦ª �§á¤�® §¦¬ ¡á�� �©��¤éª ©¬�¡¢å¤¦¬©�
�¡¦¢¦¬�å� �å¤�  ¡�   ©®¬¨éª ©¬�¡¢å¤¦¬©� �å¤�  ¦ ®é¨¦ª l1(∞) §¦¬ ¦¨å��«� 
àª �¥ãª

l1(∞) =

{
® = (®n)n∈N : ®n ∈ <

∞∑

k=1

|®n| < ∞
}

2.6 �§æ®à¨¦  �¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨«
�¨ ©£æª: � � ¡¢� ©«ã �¨�££ ¡ã §¦¢¢�§¢æ«�«� ¦¤¦£á��«�  ¬§æ®à¨¦ª

�¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨«.
��¨�«ã¨�©�: �á¤ £ � �¨�££ ¡ã §¦¢¢�§¢æ«�«� §�¨ â®�  «� � �¤ç-

©£�«� 1, 2, · · · , §�¨ â®�  �§å©�ª ¡�  «� §�§�¨�©£â¤� ��¨¦å©£�«� «�ª £¦¨-
ãª

¯n =
n∑

k=1

�kk

�á¤ � §¦¢¢�§¢æ«�«� �¬«ã �å¤�  ¬§æ®à¨¦ª, «æ«� §�¨ â®�  ¡�  «� á§� ¨� ��¨¦å-
©£�«� «�ª £¦¨ãª

¯ =
∞∑

k=1

�kk

� æ«  ¦ ¬§æ®à¨¦ª �å¤�  ¡¢� ©«æ ¬§¦©ç¤¦¢¦ ¡�  ©¬¤�§éª §�¨ â®�  «¦ æ¨ ¦ «�ª
�¡¦¢¦¬�å�ª ¯n «à¤ £�¨ ¡é¤ ��¨¦ ©£á«à¤. �  â¤¤¦ �ª �¨�££ ¡ã §¦¢¢�§¢æ-
«�«� ¡�  ¬§æ®à¨¦ª ©¬£§å§«¦¬¤ £æ¤¦ � � ®é¨¦¬ª £� §�§�¨�©£â¤� � á©«�©�.

��é¨�£�: � ¬§æ®à¨¦ª �¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨« �å¤�  �§å©�ª ®é¨¦ª
�å¢£§�¨«

�§æ�� ¥�: �� �§¦��å¥¦¬£� £æ¤¦ æ«  ¦ ¬§æ®à¨¦ª �å¤�  §¢ã¨�ª.
�¤ ®1, ®2, · · · �å¤�  £ � �¡¦¢¦¬�å� �à©ç �§æ � �¤ç©£�«� «¦¬ ¬§æ®à¨¦¬,

«æ«� � �¡¦¢¦¬�å� �¬«ã ©�¤ �¡¦¢¦¬�å� �à©ç «¦¬ ®é¨¦¬ �å¢£§�¨« ©¬�¡¢å¤� 
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��á¢� ¦ 2

©� â¤� ©�£�å¦ ®. �§� �ã ¦ ¬§æ®à¨¦ª �å¤�  ¡¢� ©«æ ©ç¤¦¢¦ §�¨ â®�  ¡á��
¦¨ �¡æ ©�£�å¦ «¦¬ ¡�  ¡�«á ©¬¤â§� � ¡�  «¦ ®. �¨� ¦ ¬§æ®à¨¦ª �å¤�  §¢ã¨�ª.

��é¨�£�: �¤ � â¤�ª ¬§æ®à¨¦ª �¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨« H «æ«�
�) �¦ ¬§¦©ç¤¦¢¦

�⊥ = {¯ ∈ H / < ¯|® >= 0 ∀® ∈ � }
�å¤�  �§å©�ª â¤�ª ¬§æ®à¨¦ª «¦¬ � ¡� 

�) �á�� � á¤¬©£�  ∈ H £§¦¨�å ¤� �¨��å £¦¤¦©ã£�¤«� ©�¤ á�¨¦ ©£�
 = 1 + 2 æ§¦¬ 1 ∈ � ¡�  2 ∈ M⊥ ��¢��ã

H = � ⊕ �⊥

��¨á�� �£�: � � §�¨á�� �£� ©«¦¤ ®é¨¦ L2[−π, π], «¦ ©ç¤¦¢¦ �
£§¦¨�å ¤� �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ �¨�££ ¡é¤ ©¬¤�¬�©£é¤ «à¤ �£ «æ¤à¤
�£ (kt) (§�¨ ««âª ©¬¤�¨«ã©� ª) ¡�  «¦ ©ç¤¦¢¦ �⊥ «¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ �¨�£-
£ ¡é¤ ©¬¤�¬�©£é¤ «à¤ ©¬¤�£å«¦¤à¤ ©¬¤ (kt) (á¨« �ª ©¬¤�¨«ã©� ª).

M =

{
f / f(t) =

∞∑

k=1

�k �£ (kt)

}
M⊥ =

{
g / g(t) =

∞∑

k=0

�k ©¬¤ (kt)

}

��¨�«ã¨�©�: �  ®é¨¦  �å¢£§�¨« �å¤�  ¦  £¦¤�� ¡¦å ®é¨¦  � � «¦¬ª
¦§¦å¦¬ª ¡á�� ¬§æ®à¨¦ª M , â®�  â¤�¤ ©¬£§¢�¨à£�« ¡æ ¬§æ®à¨¦ M⊥ «â«¦ ¦¤
é©«� ¤�  ©®ç�  H = M ⊕ M⊥. �  � æ«�«� �¬«ã ��¤  ©®ç�  � � ®é¨¦¬ª
�§á¤�®.

2.7 �� �¨�££ ¡á ©¬¤�¨«�© �¡á
�¨ ©£æª: ��à¨¦ç£� â¤�¤ � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦ V �§å «¦¬ ©é£�«¦ª F

(= < ã C). � � �§� ¡æ¤ ©� f : V 7→ F ¦¤¦£á��«�  �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ
�§å «¦¬ V «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤

f(�® + �¯) = �f(®) + �f(¯) ∀® , ¯ ∈ V ¡�  ∀� , � ∈ F

��é¨�£�: �¦ ©ç¤¦¢¦ V ′ «à¤ �¨�££ ¡é¤ ©¬¤�¨«�© �¡é¤ �§å «¦¬ V
£� « ª �¡æ¢¦¬��ª §¨á¥� ª ©ç¤��©�ª

1. (f + g)(®) = f(®) + g(®) ∀f , g ∈ V ′

2. (�f)(®) = �f(®) ∀® ∈ V ∀� ∈ F
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�� �¨�££ ¡á ©¬¤�¨«�© �¡á

�å¤�  â¤�ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª �§å «¦¬ F ¡�  ¦¤¦£á��«�  �¢���¨ ¡æª �¬ä¡æª
®é¨¦ª «¦¬ V .

��¨�«ã¨�©�: � � � �¤¬©£�« ¡¦çª ®é¨¦¬ª §�§�¨�©£â¤�ª � á©«�©�ª
¡á�� �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ �å¤�  £ � ©¬¤�®ãª �§� ¡æ¤ ©� ¡�  ¦ §�¨�§á¤à
®é¨¦ª V ′ ©¬£�¦¢å��«�  £� V ∗. � � ¤� �§�¡«��¦ç£� ©� ®é¨¦¬ª á§� ¨à¤
� �©«á©�à¤, �å¤�  �§�¨�å«�«¦ ¤� � ©á�¦¬£� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ©¬¤�®�å�ª � � «�
�¨�££ ¡á ©¬¤�¨«�© �¡á.

�¨ ©£æª: �¤� �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ f �å¤�  ©¬¤�®âª «æ«� ¡�  £æ¤¦
«æ«� æ«�¤ «¦ f(®n) ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ f(®) � � ¡á�� �¡¦¢¦¬�å� ®n §¦¬ ©¬�¡¢å¤� 
©«¦ ® ��¢��ã

lim
®n→®

f(®n) = f(®)

��¨�«ã¨�©�: �¤ f �å¤�  â¤� �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ «æ«�  ©®ç� 

f

(
n∑

k=1

�kk

)
=

n∑

k=1

�kf (k)

�å¤�  §¨¦�¤âª æ«  � � ®é¨¦¬ª á§� ¨à¤ � �©«á©�à¤, � ©¬¤â®� � «à¤ ©¬¤�¨-
«�© �¡é¤ �å¤�  �§�¨�å«�«� � � ¤� £§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£�

f

( ∞∑

k=1

�kk

)
= f

(
lim

n→∞

n∑

k=1

�kk

)
= lim

n→∞
f

(
n∑

k=1

�kk

)
=

∞∑

k=1

�kf (k)

� ��ç«�¨�  ©æ«�«�  ©®ç�  £æ¤¦ �¤ «¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ f �å¤�  ©¬¤�®âª.
�¨ ©£æª: �¦ ©ç¤¦¢¦ V ∗ «à¤ ©¬¤�®é¤ �¨�££ ¡é¤ ©¬¤�¨«�© �¡é¤

�§å «¦¬ «¦§¦¢¦� ¡¦ç �¨�££ ¡¦ç ®é¨¦¬ V , �å¤�  â¤�ª �¨�££ ¡æª ¬§æ®à¨¦ª
«¦¬ V ′. � ®é¨¦ª

V ∗ = {f ∈ V ′ : f ©¬¤�®âª}
¦¤¦£á��«�  («¦§¦¢¦� ¡æª) �¬�� ¡æª ®é¨¦ª «¦¬ V .

�¨ ©£æª: �á¤ ¦ ®é¨¦ª V �å¤�  â¤�ª ©«��£�«æª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª
«æ«� â¤� ©¬¤�¨«�© �¡æ f ¦¤¦£á��«�  ¨��£â¤¦, «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤
¬§á¨®�  §¨��£�« ¡æª �¨ �£æª m ∈ <+ «â«¦ ¦ª é©«� ¤�  ©®ç� 

|f(®)| ≤ m ‖®‖ ∀® ∈ V
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�¦ m ¦¤¦£á��«�  ¨á�£� «¦¬ f . �¦ £ ¡¨æ«�¨¦ ¨á�£� �¤æª ¨��£â¤¦¬
�¨�££ ¡¦ç ©¬¤�¨«�© �¡¦ç ©¬£�¦¢å��«�  £� ‖f‖. �§¦�� ¡¤ç�«�  æ« 

‖f‖ = sup
® 6=0

|f(®)|
‖®‖

� ®é¨¦ª V �å¤�  â¤�ª ®é¨¦ª �§á¤�® £� ©«á�£� ¦¨ ©£â¤� �§æ «�¤ ©®â©�

‖f‖ = sup
® 6=0

|f(®)|
‖®‖

��é¨�£�: �¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ f �å¤�  ©¬¤�®âª �§å «¦¬ V , «æ«� ¡� 
£æ¤¦ «æ«� æ«�¤ �å¤�  ©¬¤�®âª ©� â¤� ©�£�å¦ «¦¬ V ©¬¤ã�àª «¦ 0 ∈ V .

��é¨�£�: �¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ f �å¤�  ©¬¤�®âª �§å «¦¬ V , «æ«� ¡� 
£æ¤¦ «æ«� æ«�¤ �å¤�  ¨��£â¤¦.

��é¨�£�: (��¤ - �§á¤�®) �¤� ©¬¤�®âª �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ
f �§å �¤æª �¨�££ ¡¦ç ¬§æ®à¨¦¬ �¤æª ®é¨¦¬ £� ©«á�£�, £§¦¨�å ¤� �§�¡«�-
��å ©� â¤� ©¬¤�®âª �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ f ′ ©� ¦¢æ¡¢�¨¦ «¦¤ ®é¨¦, â«© 
é©«� ‖f‖ = ‖f ′‖. �¦ ��é¨�£� �å¤�  «¦ ��© ¡æ ��é¨�£� «�ª ©¬¤�¨«�© �¡ãª
�¤á¢¬©�ª.

� � «¦¬ª ®é¨¦¬ª �å¢£§�¨«  ©®ç�  «¦ ��© ¡æ ��é¨�£� «¦¬ � «� ã ��é¨�£�
�¤�§�¨á©«�©�ª. �á�� ©¬¤�®âª �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ �§å �¤æª ®é¨¦¬ �å¢-
£§�¨«, �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� §�¨�©«���å £� «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ «¦¬ H . �§å
§¢â¦¤ ¬§á¨®�  �£ £¦¤¦©ã£�¤«¦ª �¤« ©«¦ ®å� £�«�¥ç «à¤ ©¬¤æ¢à¤ H ¡� 
H ∗.

��é¨�£�: (� «�) ��à¨¦ç£� â¤� ®é¨¦ �å¢£§�¨« H ¡�  â¤� ©«¦ ®�å¦
f ∈ H ∗ «æ«� ¬§á¨®�  â¤� ¡�  £æ¤¦ ©«¦ ®�å¦  ∈ H «â«¦ ¦ é©«�

f(®) =< |® > ∀® ∈ H ¡�  ‖f‖ = ‖‖
�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  ¦ �¬ä¡æª ®é¨¦ª H ∗ �¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨« �å¤�  �§å©�ª

â¤�ª ®é¨¦ª �å¢£§�¨«  ©æ£¦¨¦ª £� «¦¤ ®é¨¦ H .
��¨�«ã¨�©�: �ç£à¤� £� «¦ ©¬£�¦¢ ©£æ «¦¬ �« ¨á¡ â¤� � á¤¬©£�

©¬£�¦¢å��«�  £� |® > ¡�  â¤� �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ £� < |
< | : V 7−→ F < | : |® > 7−→ < | ( |® > )

�¦ ��é¨�£� ¢â�  æ«  £§¦¨¦ç£� ¤� §�¨�¢�å¯¦¬£� « ª §�¨�¤�â©� ª ¡�  ¤� �¨á-
¯¦¬£�

< | ( |® > ) ≡< |® >
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��¤ �å¤�  �§�¨�å«�«¦ ¤� ¥�®à¨å©¦¬£� «�¤ « £ã «¦¬ ©¬¤�¨«�© �¡¦ç < | ©«¦
� á¤¬©£� |® > �§æ «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤ |® > ¡�  | >
¡�  «� �ç¦ ©¬£�¦¢å�¦¤«�  £� < |® >.

2.8 �  ¡�«�¤¦£âª
�«� �¬© ¡ã ©¬¤�¤«á£� §¦¢¢âª ¦¨âª �¬¤á£� ª §¦¬ � ®¨¦¤ ¡ã � á¨¡� �

«¦¬ª �å¤�  §¦¢ç £ ¡¨ã, �¤é «¦ £â«¨¦ «¦¬ª §¦¢ç £��á¢¦. �¤� ©ç©«�£� � �
§�¨á�� �£� «å��«�  ©� ¡å¤�©� �§æ ¡á§¦ ¦ ¡«ç§�£� §¦¬ §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤
�ç¤�£� F (t). �� «â«¦ � §¨¦�¢ã£�«� ��¤ £�ª �¤� �â¨�  ¤� �¤à¨å�¦¬£� «¦¤
©¬¤�¨«�© �¡æ «ç§¦ «�ª ©¬¤á¨«�©�ª F (t), �¢¢á «�¤ é��©� §¦¬ �� �é©�  �
�ç¤�£� �¬«ã ©«¦ ©ç©«�£�. � ��«¦ç£�¤� é��©� �å¤�«�  �§æ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
«�ª �ç¤�£�ª àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦, � � æ©¦ ®¨æ¤¦ � �¨¡�å � é��©�.

�â«¦ �ª �¬¤á£� ª §�¨ �¨á¦¤«�  �§æ ¡á§¦ �ª \�¤é£�¢�ª ©¬¤�¨«ã©� ª"
æ§àª �å¤�  � � §�¨á�� �£� � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �« ¨á¡ �(x− ¥). �¬«âª ¦  �¤é-
£�¢�ª ©¬¤�¨«ã©� ª �£�¤å�¦¤«�  ©«� �¤� á£�©� ©«á� � �¤æª §¨¦�¢ã£�«¦ª,
£â©� ©� â¤� ¦¢¦¡¢ã¨à£� §¦¬ â®¦¬¤ §¦¢¢�§¢�© �©«�å £� á¢¢�ª ¡�¢á ¦¨ ©£â-
¤�ª ©¬¤�¨«ã©� ª. �¬¤�§éª ��¤ �å¤�  �§�¨�å«�«¦ ¤� §¦ç£� «  �¡¨ �éª �å¤� 
£å� �¤é£�¢� ©¬¤á¨«�©�, �å¤�  æ£àª �¤á�¡� ¤� ¥â¨¦¬£� § � �å¤�  � â¤¤¦ �
«�ª ¡á«à �§æ ¡á§¦ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. �� á¢¢�ª ¢â¥� ª, £� «¦¤ æ¨¦ �¤é£�¢� ©¬-
¤á¨«�©� �¤¤¦¦ç£� â¤� (�¨�££ ¡æ) ©¬¤�¨«�© �¡æ, §¦¬ ©®�«å��  ¡á�� \¡�¢ã"
©¬¤á¨«�©� ©� â¤�¤ ¡�¢á ¦¨ ©£â¤¦ �¨ �£æ.

� � §�¨á�� �£� � � «�¤ �â¢«� ©¬¤á¨«�©�, ¦ �¨ �£æª §¦¬ �¤« ©«¦ ®�å ©�
¡á�� \¡�¢ã" ©¬¤á¨«�©� (x) �å¤�  ¦ �¨ �£æª (¥). �¨á¦¬£� ©¬£�¦¢ ¡á

∫ ∞

−∞
�(x− ¥)(x)dx = (¥)

�� �é©¦¬£� §�¨�¡á«à «¦¤ �¬©«�¨æ £���£�« ¡æ ¦¨ ©£æ �¬«é¤ «à¤ ©¬-
¤�¨«�© �¡é¤. �� ¦¨å©¦¬£� §¨é«� «¦¤ � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦ §á¤à ©«¦¤ ¦§¦å¦¤
�� �§ �¨á©¦¬¤ «� ©¬¤�¨«�© �¡á.

�¨ ©£æª: �¤¦£á�¦¬£� �¦¡ £�©« ¡ã (test) ©¬¤á¨«�©� �§å «¦¬ <n,
£ � ©¬¤á¨«�©�, §¨��£�« ¡ã ã £ ��� ¡ã, (x) ≡ (x1, x2, · · · , xn) §¦¬ �å¤� 
á§� ¨� §�¨��à�å© £�, ��¢��ã ¡á�� £�¨ ¡ã §�¨á�à�¦ª ¡á�� «á¥�ª ¬§á¨®�  ¡� 
£���¤å��«�  â¥à �§æ ¡á§¦ � ¨��£â¤� §�¨ ¦®ã. �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ �¦¡ £�©« ¡é¤
©¬¤�¨«ã©�à¤ «¦ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� C∞c (<n) ¡�  �å¤�«�  â¤�ª � �¤¬©£�« ¡æª
®é¨¦ª £� §¨æ©��©� ¡�  §¦¢¢�§¢�© �©£æ ¦¨ ©£â¤à¤ àª ©¬¤ã�àª.
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�  � æ«�«� æ«  ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª £���¤å�¦¤«�  ©«¦ á§� ¨¦ �å¤�  â¤�ª
§¦¢ç §�¨ ¦¨ ©« ¡æª æ¨¦ª � � «� £���£�« ¡á, æ®  æ£àª � � «�¤ ¬© ¡ã. � �
§�¨á�� �£� �¤ ¡á§¦ � ©¬¤á¨«�©� §�¨ �¨á�  â¤� ¬© ¡æ §��å¦ �¬«ã ¦�å¢� 
¤� £���¤å��«�  ©� £��á¢�ª �§¦©«á©� ª �§æ «¦ ¡â¤«¨¦.

�§� �ã ¦ ¦¨â�ª £ �ª ©¬¤á¨«�©�ª �å¤�  ¡¢� ©«æ ©ç¤¦¢¦ ¡�  ¡á�� ¡¢� ©«æ
¡�  ¨��£â¤¦ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ < �å¤�  ©¬£§��âª, ¦ ®é¨¦ª C∞c (<n) �¤�â¨�«� 
¡�  ©�¤ ®é¨¦ª «à¤ á§� ¨� §�¨��à�å© £à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ £� ©¬£§��ã ¦¨â�.
��«' �¤á¢¦�¦ «¨æ§¦ ¦¨å��«�  ¡�  ¦ ®é¨¦ª Ck

c (<n) «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ £�
§�¨��é�¦¬ª £â®¨  k «á¥� ¡�  £� ©¬£§��ã ¦¨âª.

��¨�«ã¨�©�: �å¤�  �¬¤�«æ¤ «� ©¬¤�¨«�© �¡á ¤� �¨á©¦¬¤ ¡�  ©� á¢-
¢�ª ©¬¤�¨«ã©� ª ¢ �æ«�¨¦ \¡�¢âª" �§æ « ª �¦¡ £�©« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª. � �-
¢â�¦¬£� « ª ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª, â«©  é©«� ¦§¦ ��ã§¦«� �¤à£�¢å� §¨¦¡ç¯� 
¤� ¦�å¢�«�  ©«�¤ ç©� «à¤ ©¬¤�¨«�© �¡é¤ ¡�  æ®  ©«¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ª.
� � «¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «à¤ ©¬¤�¨«�© �¡é¤ �¬«é¤ â®¦¬£� £ � §¦ ¡ ¢å� �§ ¢¦-
�é¤.

��¨á�� �£�: � � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª C∞c (<n) §�¨ â®�  \§¦¢ç ¡�¢âª"
©¬¤�¨«ã©� ª. � � «â«¦ � ©¬¤á¨«�©� �å¤�  � �¥ãª

(x) =





exp
(

1
x2−1

)
x < 1

0 x ≥ 1

� ©¬¤á¨«�©� �¬«ã â®�  ¦¨â� «¦ � á©«�£� [−1, +1]

supp(x) = {x ∈ <, |x| ≤ 1}

0

1

1−1

(x)

................
...........
..........
..........
..........
..........
...........
...........
...........
............
..............
................

............................
..................................................................................................................................................................................................

�®ã£� 2.2
�¨� ¡ã §�¨á©«�©� «�ª �¦¡ £�©« ¡ãª ©¬¤á¨«�©�ª (x)
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�¨ ©£æª: � � �¡¦¢¦¬�å� 1(x), 2(x), · · · �§æ �¦¡ £�©« ¡âª ©¬-
¤�¨«ã©� ª �å¤�  £ � £���¤ ¡ã �¡¦¢¦¬�å�, «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤ ¬§á¨-
®�  £ � ¡¦ ¤ã ¨��£â¤� §�¨ ¦®ã â¥à �§æ «�¤ ¦§¦å� æ¢�ª ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª
1(x), 2(x), · · · £���¤å�¦¤«�  ¡� 

lim
n→∞

max
x∈<n

∣∣∣∣∣
∂k

∂xk1
1 · · · ∂xkn

n

n(x)

∣∣∣∣∣ = 0 k = k1 + k2 + · · ·+ kn

��¢��ã ¡�  � �¡¦¢¦¬�å� m(x) ¡�  � �¡¦¢¦¬�å� æ¢à¤ «à¤ £�¨ ¡é¤ §�¨��é-
�à¤ ∂km(x), §¦¬ �å¤�  §¨¦�¤éª �¦¡ £�©« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª, ©¬�¡¢å¤¦¬¤
©«¦ £��â¤ ¦£¦ æ£¦¨�. � ©ç�¡¢ ©� ©«¦ £��â¤ �å¤�  §¦¢ç  ©®¬¨ã.

� �¡¦¢¦¬�å�

m(x) =
1
m

(x) (x) ∈ C∞c (<n)

� � §�¨á�� �£� �å¤�  £ � £���¤ ¡ã �¡¦¢¦¬�å�.
�¨ ©£æª: �¤� �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ �§å «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç ®é¨¦¬

C∞c (<n) �å¤�  ©¬¤�®âª, «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤

lim
n→∞

f(n) = lim
n→∞

< f |n >= 0

� � ¡á�� £���¤ ¡ã �¡¦¢¦¬�å� n(x) �§æ �¦¡ £�©« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª. � ©¬¤â-
®� � «¦¬ ©¬¤�¨«�© �¡¦ç ©«¦ £��â¤ �¥�©�¢å��  §¨¦�¤éª «�¤ ©¬¤â®� � «¦¬
©� æ¢¦ «¦¤ ®é¨¦.

�¨ ©£æª: �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬¤�®é¤ �¨�££ ¡é¤ ©¬¤�¨«�© �¡é¤ �§å
«¦¬ C∞c (<n) £� « ª ©¬¤�� ©£â¤�ª §¨á¥� ª ©ç¤��©�ª, �å¤�  ¦ �¬�� ¡æª � �¤¬-
©£�« ¡æª ®é¨¦ª «¦¬ C∞c (<n) ¡�  «� ©«¦ ®�å� «¦¬ ¦¤¦£á�¦¤«�  ¡�«�¤¦£âª ã
��¤ ¡�¬£â¤�ª ©¬¤�¨«ã©� ª.

��¨á�� �£�: � � £��á¢� ¡�«��¦¨å� ¡�«�¤¦£é¤ �å¤�  ¦  ¦£�¢âª
¡�«�¤¦£âª. � � «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £� §¨��£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� f(x) «¦¬ <n

¦¨å��  £ � ¡�«�¤¦£ã F £� «�¤ �¦ã�� � «�ª ©®â©�ª

F : C∞c (<n) 7−→ <
F : (x) 7−→ F ( (x) ) ==

¦¨© < f | >=
∫

<n

f(x)(x)dx
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�§æ�� ¥�: �å¤�  ©�âª æ«  â®�  ¦¨ ©«�å â¤� �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ
�§å «¦¬ C∞c (<n). � � ¤� �§¦��å¥¦¬£� «�¤ ©¬¤â®� � ��à¨¦ç£� £ � £���¤ ¡ã
�¡¦¢¦¬�å� m(x), §¦¬ «� ©«¦ ®�å� «�ª £���¤å�¦¤«�  â¥à �§æ «�¤ §�§�¨�©£â¤�
§�¨ ¦®ã � «æ«�

| < f |m > | =
∣∣∣∣
∫

<n

f(x)m(x)dx

∣∣∣∣ ≤ max
x∈�

|m(x)|
∫

�
|f(x)|dx

�¢¢á � m(x) �å¤�  £ � £���¤ ¡ã �¡¦¢¦¬�å�, ��¢��ã limm→∞ max |(x)| = 0
¡�  � f(x) �å¤�  «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £� ��¢��ã

∫
� |f(x)|dx < ∞.

�¨� â®¦¬£�
lim

m→∞
< f |m >= 0

§¦¬ �§¦�� ¡¤ç�  æ«  «¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ �å¤�  ©¬¤�®âª. � � ¡�«�¤¦£ã ¦¤¦£á��-
«�  ¦£�¢ã �¤ £§¦¨�å ¤� �¨��å £� «�¤ £¦¨ã «¦¬ §�¨�§á¤à ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª,
á¢¢àª ¦¤¦£á��«�  �¤é£�¢�.

��¨�«ã¨�©�: �á�� «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £� ©¬¤á¨«�©� £§¦¨�å �§å©�ª
¤� ��à¨���å ¡�  ©�¤ ¡�«�¤¦£ã. ��¤ ©¬¤á¨«�©� � f â®�  ¡á§¦ � « £ã f(x)
� � ¡á�� ©�£�å¦ x ∈ <n, �¤é ©�¤ ¡�«�¤¦£ã â®�  £ � « £ã F () =< F | >
� � ¡á§¦ � ©¬¤á¨«�©� (x) «¦¬ C∞c (<n).

��¨á�� �£�: �¤ f(x) = ��(x) � ®�¨�¡«�¨ ©« ¡ã ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �
��¢��ã

��(x) =
{ 1 x ∈ �

0 x 6∈ �

«æ«� � «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £� (¡�«á «£ã£�«� ©¬¤�®ãª) ©¬¤á¨«�©� ��(x) ¦¨å�� 
«¦ �¥ãª ©¬¤�¨«�© �¡æ

F () =< ��| >=
∫

<n

I�(x)(x)dx =
∫

�
(x)dx

� �  � �å«�¨� §�¨å§«à©� ©«¦ < «¦¬ §�¨�§á¤à ©¬¤�¨«�© �¡¦ç, �å¤�  «¦
©¬¤�¨«�© �¡æ �ã£�«¦ª ã «¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ «¦¬ �â� ©�ä¤« æ§¦¬ � � � §�å¨-
¤¦¬£� «¦ � á©«�£� (0,∞).

� ©¬¤á¨«�©� �ã£�«¦ª ©¬£�¦¢å��«�  £� H(x) ¡�  ¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©®â©�

H(x) =
{

0 x < 0
1 x > 0
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�®ã£� 2.3
� �¨� ¡ã §�¨á©«�©� «�ª ©¬¤á¨«�©�ª �ã£�«¦ª

�«¦ £��â¤ � ©¬¤á¨«�©� �¬«ã ��¤ �å¤�  ©¬¤�®ãª. �å¤�  æ£àª «¦§ ¡á
¦¢¦¡¢�¨é© £� ¡�  á¨� ¦¨å��  £ � ¡�«�¤¦£ã �§æ «� ©®â©�

H ( (x) ) =< H| >=
∫

<
H(x)(x) =

∫ ∞

0
(x)dx

��¨�«ã¨�©�: � ©¬¤á¨«�©� �¢¢á ¡�  � ¡�«�¤¦£ã �ã£�«¦ª ©¬£�¦¢å�¦-
¤«�  £� «¦ «¦ å� ¦ ©ç£�¦¢¦ H(x). �¨æ¡� «�  æ£àª ©�éª � � �ç¦ � �¦¨�« ¡á
§¨á�£�«� ¡�  ��¤ �� §¨â§�  ¤� �å¤�«�  ©ç�®¬©�. � ©¬¤á¨«�©� â®�  £ � « £ã
� � ¡á�� §¨��£�« ¡ã « £ã «¦¬ x §¦¬ �å¤�  ã «¦ 0 ã «¦ 1 �¤é «¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ
â®�  §��å¦ ¦¨ ©£¦ç « ª �¦¡ £�©« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª (x) ¡�  � « £ã «¦¬ �å¤� 
â¤�ª §¨��£�« ¡æª �¨ �£æª å©¦ª £� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª (x) �§æ «¦ 0 âàª ∞.

��¨á�� �£�: � § ¦ �¤à©«ã �¤é£�¢� ¡�«�¤¦£ã �å¤�  � ¡�«�¤¦£ã «¦¬
�« ¨á¡. ��à¨¦ç£� â¤� ©«���¨æ ©�£�å¦ ¥ «¦¬ <. �¨å�¦¬£� «¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ
�¥ ã �(x− ¥) �§æ «�¤ ©®â©�

�¥ ( (x) ) =< �¥|(x) > ==
¦¨© (¥)

��¢��ã «¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ �¥ �§� ¡¦¤å��  ¡á�� �¦¡ £�©« ¡ã ©¬¤á¨«�©�
©«�¤ « £ã «�ª ©«¦ ¥. �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  «¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ �¬«æ �å¤�  £ �
¡�«�¤¦£ã ¡�  ¦¤¦£á��«�  �â¢«� \©¬¤á¨«�©�" ã ©¬¤�¨«�© �¡æ «¦¬ �« ¨á¡.
�¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ �¬«æ �å¤�  �¤é£�¢¦ ¡�  ��¤ £§¦¨�å ¤� �¨��å ¬§æ £¦¨ã
¡á§¦ ¦¬ ©¬¤�� ©£â¤¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª, §¦¢¢âª ¦¨âª æ£àª � â¡¨�©� �¨á-
�«�  ©¬£�¦¢ ¡á. ��¢��ã â®¦¬£� ©�¤ ¦¨ ©£æ «¦¬ ©¬¤�¨«�© �¡¦ç «¦¬ �« ¨á¡
«�¤ �¥ãª ©¬£�¦¢ ¡ã â¡¨�©�

�¥ ( (x) ) =
∫

<
�(x− ¥)(x)dx ==

¦¨© (¥)
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��¨á�� �£�: �¤� «¨å«¦ §�¨á�� �£� ¡�«�¤¦£ãª �å¤�  � ¡�«�¤¦£ã
� ¤æ£�¤¦ �(x)f(x). �¦ � ¤æ£�¤¦ £ �ª ¡�«�¤¦£ãª f(x) £� £ � ©¬¤á¨«�©�
�(x) §�¨ ©«á¤�  £ � ¡�«�¤¦£ã, «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤ � ©¬¤á¨«�©� �(x)
�å¤�  á§� ¨� §�¨��à�ã© £�. � ¡�«�¤¦£ã �¬«ã ¦¨å��«�  �§æ «� ©®â©�

< �f | >=< f |� >

� ©¬¤á¨«�©� �(x) §¨â§�  ¤� �å¤�  á§� ¨� §�¨��à�ã© £� é©«� «¦ � ¤æ£�¤¦
� ¤� �å¤�  £ � �¦¡ £�©« ¡ã ©¬¤á¨«�©�. ��¤ ¬§á¨®�  ��¤ ¡æª ¦¨ ©£æª � �
«¦ � ¤æ£�¤¦ �ç¦ ¡�«�¤¦£é¤.

��¤ â¤�  � �å«�¨¦ §�¨á�� �£�  ©®ç�  �  ©æ«�«�

�(x)�(x) = �(0)�(x)

� æ«  §¨¦�¤éª � � ¡á�� �¦¡ £�©« ¡ã ©¬¤á¨«�©� (x) �¨å©¡¦¬£�

(�(x)�(x))((x)) =< �(x)�(x)|(x) >=< �(x)|�(x)(x) >= �(0)(0) =

�(0) < �(x)|(x) >=< �(0)�(x)|(x) >= (�(0)�(x))((x))

2.9 � ��¨á�à�¦ª £ �ª ¡�«�¤¦£ãª
�¨ ©£æª: � §�¨á�à�¦ª £ �ª ¡�«�¤¦£ãª àª §¨¦ª x ¦¨å��«�  �§æ «�¤

©®â©�
< f ′| >= − < f |′ >

� å� ¦ª ¦¨ ©£æª  ©®ç�  ¡�  � � « ª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª

<
∂f

∂xi
| >= − < f | ∂

∂xi
>

�§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� æ«  «¦ f ′ æ§àª ¦¨å©«�¡� �å¤�  â¤� ©¬¤�®âª ¡� 
�¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ ��¢��ã £ � ¡�«�¤¦£ã.

�¨á�£�«  � � «�¤ �¨�££ ¡æ«�«� â®¦¬£�

f ′(�1 + �2) =< f ′|�1 + �2 >= − < f | (�1 + �2)′ >=

= − < f |�′1 + �′2 >= −� < f |′1 > −� < f |′2 >=
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� ��¨á�à�¦ª £ �ª ¡�«�¤¦£ãª

= � < f ′|1 > +� < f ′|2 >= �f ′(1) + �f ′(2)

� � «�¤ ©¬¤â®� �. ��¨�«�¨¦ç£� æ«  �¤ n(x) �å¤�  £ � £���¤ ¡ã �¡¦-
¢¦¬�å� «æ«�, �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «�ª £���¤ ¡ãª �¡¦¢¦¬�å�ª �å¤�  §¨¦�¤âª, æ« 
¡�  � �¡¦¢¦¬�å� −′m(x) �å¤�  �§å©�ª £ � £���¤ ¡ã �¡¦¢¦¬�å�. �§� �ã «¦
©¬¤�¨«�© �¡æ f �å¤�  ©¬¤�®âª â®¦¬£�

< f ′|m >= − < f |′m >→ 0 � � m →∞

�¨� «¦ f ′ �å¤�  ©¬¤�®âª ©«¦ £��â¤ ¡�  á¨� ©¬¤�®âª §�¤«¦ç.
��¨�«ã¨�©�: �¤ � ¡�«�¤¦£ã �å¤�  ¦£�¢ã ¦ ¦¨ ©£æª «�ª §�¨��é�¦¬

§¨¦¡ç§«�  �ç¡¦¢� £� £å� ¡�«á §�¨á�¦¤«�ª ¦¢¦¡¢ã¨à©�.

< f ′| >=
∫

<
f ′(x)(x)dx =

f(x)(x)|+∞−∞−
∫ ∞

−∞
f(x)′(x)dx = − < f |′ >

� «�¢�¬«�å�  ©æ«�«�  ©®ç�  �§� �ã � ©¬¤á¨«�©� (x) â®�  ©¬£§��ã ¦¨âª ¡� 
á¨� £���¤å��«�  ©«¦ ±∞. ��¢��ã  ©®ç�  (±∞) = 0.

��¨á�� �£�: � � §�¨á�� �£� �§¦�� ¡¤ç�«�  æ« 

H ′(x) = �(x)

��£� é¤¦¬£� æ«  � ©¬¤á¨«�©� �ã£�«¦ª ��¤ â®�  §�¨á�à�¦ ©«¦ £��â¤.
�� �¨¦ç£� « ª � ¡æ¤�ª «à¤ ¡�«�¤¦£é¤ H ′(x) ¡�  �(x) ©� £å� «¬®¦ç©�

�¦¡ £�©« ¡ã ©¬¤á¨«�©� (x). �®¦¬£�

< H ′(x)|(x) >= − < H(x)|′(x) >= −
∫ ∞

0
′(x)dx = (0)

�§æ «�¤ á¢¢� æ£àª £�¨ á  ©®ç� 

< �(x)|(x) >= (0)

�� �ç¦ ©¬¤�¨«�© �¡á â®¦¬¤ « ª å� �ª � ¡æ¤�ª, á¨�

∀(x) ∈ C∞c (<n) H ′(x) ( (x) ) = �(x)( (x) ) =⇒ H ′(x) = �(x)

77



��á¢� ¦ 2

�  ¡�«�¤¦£âª â®¦¬¤ §�¨��é�¦¬ª §á©�ª «á¥�ª, �å¤�  ��¢��ã á§� ¨� §�-
¨��à�ã© £�ª. � k «á¥�ª §�¨á�à�¦ª «�ª �(x−¥) ¡�«�¤¦£ãª � � §�¨á�� �£�
¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©®â©�

< �(k)(x− ¥)|(x) >= (−1)k(k)(¥)

��¨�«ã¨�©�: ��¨�«�¨¦ç£� æ«  æ¢�ª ¦  ¡�«�¤¦£âª â®¦¬¤ §á¤«� §�¨á-
�à�¦, �¡æ£� ¡�  �¤ ¦¨å�¦¤«�  �§æ «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £�ª ©¬¤�¨«ã©� ª §¦¬
��¤ â®¦¬¤ §�¨á�à�¦.

�¨ ©£æª: � ¡�«�¤¦£ã G ¦¤¦£á��«�  ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª F �¤  ©®ç� 
G′ = F £� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ¡�«�¤¦£ãª ��¢��ã

< G ′| >= − < G|′ >=< F | >

�¨ ©£æª: � ©¬¤�¨«�© �¡ã §�¨á�à�¦ª �¤æª ©¬¤�¨«�© �¡¦ç f((x))
àª §¨¦ª «�¤ ©¬¤á¨«�©� (y) ¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�f((x))
�(y)

= lim
�→0

f ((x) + ��(x− y))− f((x))
�

�å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �¦ç£� æ«   ©®ç� 

�(x)
�(y)

= �(x− y)

��¨á�� �£�: ��¤ â¤� �§¢æ §�¨á�� �£� �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ ©¬¤�¨-
«�© �¡ã §�¨á�à�¦ «¦¬ ©¬¤�¨«�© �¡¦ç

f((x)) =
∫

<
G(x, y)(y)dy

àª §¨¦ª (z). �¨å©¡¦¬£�

�f((x))
�(z)

= lim
�→0

1
�

(∫

<
G(x, y)[(y) + ��(y − z)]dy −

∫

<
G(x, y)(y)dy

)
=
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�ç�¡¢ ©� �¡¦¢¦¬�å�ª ¡�«�¤¦£é¤
∫

<
G(x, y)�(y − z)dy = G(x, z)

�«�¤ � � ¡ã §�¨å§«à©� §¦¬ G(x, y) = 1 �¨å©¡¦¬£� §¨¦�¤éª

�f((x))
�(z)

=
�

�(z)

∫

<
(y)dy = 1

2.10 �ç�¡¢ ©� �¡¦¢¦¬�å�ª ¡�«�¤¦£é¤
�¨ ©£æª: � ¦ ¡¦�â¤� � f� �§æ ¡�«�¤¦£âª, �� ¢â£� æ«  ©¬�¡¢å¤�  £�

«�¤ â¤¤¦ � «�ª ¡�«�¤¦£ãª ©«�¤ ¡�«�¤¦£ã f � � � → �0, «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�
æ«�¤

lim
�→�0

< f�| >=< f | > ∀ ∈ C∞c (<n)

� ©ç�¡¢ ©� «à¤ ¡�«�¤¦£é¤ �¡¬¢å��«�  ©� ©ç�¡¢ ©� �¨ �£é¤ (�©��¤ãª ©ç-
�¡¢�©�). �¤ £ � ¦ ¡¦�â¤� � ©¬�¡¢å¤�  «æ«� «¦ æ¨ ¦ �¬«æ �å¤�  £¦¤�� ¡æ.

��é¨�£�: �¤ f� £ � ¦ ¡¦�â¤� � ¡�«�¤¦£é¤ §¦¬ ©¬�¡¢å¤�  ©«�¤
¡�«�¤¦£ã f � � � → �0 «æ«�

lim
�→�0

∂f�

∂xi
=

∂f

∂xi

£� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ¡�«�¤¦£ãª.
� �§æ�� ¥� �å¤�  �§¢ã

lim
�→�0

<
∂f�

∂xi
| >= − lim

�→�0
< f�| ∂

∂xi
>= − < f | ∂

∂xi
>=<

∂f

∂xi
| >

�§¦¨¦ç£� ��¢��ã ¤� §�¨��à�å©¦¬£� ¡á�� ©¬�¡¢å¤¦¬©� �¡¦¢¦¬�å� �
©� ¨á �§æ ¡�«�¤¦£âª æ©�ª ¦¨âª �â¢¦¬£� æ¨¦ §¨¦ª æ¨¦.

��¨�«ã¨�©�: � � ¤� §�¨��à�å©¦¬£� £ � ©� ¨á �§æ ©¬¤�¨«ã©� ª
æ¨¦ §¨¦ª æ¨¦ §¨â§�  ¤�  ©®ç¦¬¤ ¦¨ ©£â¤�ª §¨¦è§¦�â©� ª. � �¬©¡¦¢å� «¦¬
§¨¦�¢ã£�«¦ª ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ ¡�«�¤¦£é¤ £�«�«¦§å��«�  ©«¦¤ ¬§¦¢¦� ©£æ «�ª
¡�«�¤¦£ãª §�¨á�à�¦.

��¨á�� �£�: ��à¨¦ç£� «�¤ �¡¦¢¦¬�å� «à¤ ©¬¤�®é¤ ¡�«á «£ã£�«�
©¬¤�¨«ã©�à¤

sk(x) =
{

k |x| < 1/2k

0 �¢¢¦ç
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��á¢� ¦ 2

�  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª �å¤�  «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £�ª ¡�  ¦¨å�¦¬¤ £ � �¡¦¢¦¬�å�
�§æ ¡�«�¤¦£âª

< sk(x)|(x) >=
∫

|x|<1/2k

k(x)dx ∀ ∈ C∞c (<n)

� �¡¦¢¦¬�å� �¬«ã ©¬�¡¢å¤�  ©«�¤ �(x) ©¬¤á¨«�©� � � k →∞ £� «�¤ â¤¤¦ �
«�ª ¡�«�¤¦£ãª. �¨á�£�« 

< sk| >=
∫

Ik

k(x)dx = (0) +
∫

Ik

k [(x)− (0)] dx

æ§¦¬ �k «¦ � á©«�£� |x| < 1/2k. �©®ç�  æ£àª � ©®â©�
∣∣∣∣
∫

Ik

k [(x)− (0)] dx

∣∣∣∣ < k

∫

Ik

|(x)− (0)| dx ≤ max
x∈Ik

|(x)− (0)| · 1

§¦¬ ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ £��â¤ � � k →∞ �§� �ã � (x) �å¤�  ©¬¤�®ãª ©«¦ £��â¤.
�¨�

lim
k→∞

< sk| >= (0) =< �(x)|(x) > =⇒ lim sk(x) = �(x)

�¦ §�¨�¡á«à ��é¨�£� �å¤�  â¤� «¨æ§¦ ¤� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£� �¡¦¢¦¬�å�ª
¦£�¢é¤ ¡�«�¤¦£é¤ §¦¬ ¤� ©¬�¡¢å¤¦¬¤ ©«�¤ �(x) ©¬¤á¨«�©�.

��é¨�£�: �§¦�â«¦¬£� æ«  � ©¬¤á¨«�©� f(x) �å¤�  £ � £� �¨¤�« ¡ã
©¬¤á¨«�©� «¦¬ <n §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ ©®â©�

∫

<n

f(x)dx = 1

�¤ � > 0 «æ«� � ¦ ¡¦�â¤� �

f�(x) =
1

�n
f

(x

�

)

©¬�¡¢å¤�  ©«�¤ �(x) ©¬¤á¨«�©� � � � → 0.
�§å©�ª � �¡¦¢¦¬�å� Sk(x) = knf(kx) ©¬�¡¢å¤�  ©«�¤ �(x) ©¬¤á¨«�©�

� � k →∞.
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�ç�¡¢ ©� �¡¦¢¦¬�å�ª ¡�«�¤¦£é¤

��¨á�� �£�: �  §�¨�¡á«à ¦ ¡¦�â¤� �ª ©¬�¡¢å¤¦¬¤ ©«�¤ �(x) ©¬-
¤á¨«�©� ¡�  �å¤�  ��¨£¦�âª «¦¬ §�¨�§á¤à ��à¨ã£�«¦ª.

fy(x) =
y

π (y2 + x2)
−→ �(x) � � y → 0+

fR(x) =
�£2 (Rx)

πRx
−→ �(x) � � R →∞

ft(x) =
1√
2πt

e−x2/4t −→ �(x) � � t → 0+

� «�¢�¬«�å� �¡¦¢¦¬�å� �å¤�  £ � �¡¦¢¦¬�å� �§æ ¡�¤¦¤ ¡âª ¡�«�¤¦£âª.
�  ¦£�¢âª �¬«âª ¡�«�¤¦£âª ¦¨å�¦¤«�  �§æ « ª §�¨�§á¤à «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© -
£�ª ©¬¤�¨«ã©� ª §¦¬ �å¤�  ¦  �¤à©«âª ¡�¤¦¤ ¡âª ¡�«�¤¦£âª ¡�  â®¦¬¤ ©®�-
� �©«�å ©«¦ §�¨�¡á«à ©®ã£�. � �¡¦¢¦¬�å� ©¬�¡¢å¤�  ©«�¤ �(x) ¡�«�¤¦£ã
æ«�¤ � ©«���¨á t «�å¤�  ©«¦ £��â¤ �§æ ��« ¡âª « £âª.

t = 0.5

t = 0.2

t = 0.01

0 x
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�®ã£� 2.4
�¨� ¡ã §�¨á©«�©� «�ª ¡�¤¦¤ ¡ãª ¡�«�¤¦£ãª

� � � á¦¨�ª « £âª «�ª ©«���¨áª t

�å¤�  �¤à©«æ æ«  £ � §�¨ ¦� ¡ã ©¬¤á¨«�©� £� §�¨å¦�¦ 2π, �å¤�  �¬¤�«æ
¡á«à �§æ ¦¨ ©£â¤�ª ©¬¤�ã¡�ª ¤� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á �¦¬¨ â. �«�¤ ©¬¤â®� �
�� �§¦��å¥¦¬£� æ«  �å¤�  �¬¤�«æ ¤� �¤�¢ç©¦¬£� ©� ©� ¨á �¦¬¨ â ¡�  « ª ¡�-
«�¤¦£âª. � ©ç�¡¢ ©� «à¤ £�¨ ¡é¤ ��¨¦ ©£á«à¤ �å¤�«�  «é¨� £� «�¤ â¤¤¦ �
«�ª ¡�«�¤¦£ãª, æ§àª â®�  ¦¨ ©«�å § ¦ §á¤à.

�� «¦¤ æ¨¦ ©� ¨á �¦¬¨ â �¤¤¦¦ç£� «�¤ �¤á¢¬©� £ �ª ©¬¤á¨«�©�ª àª
§¨¦ª ¡á§¦ ¦ ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦ ©¬¤�¨«ã©�à¤ k. �«�¤ � � ¡ã §�¨å§«à©�
§¦¬ «¦ ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦ �å¤�  «¦

k =
1√
2π

eikx
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æ§¦¬ k �¡â¨� ¦ª «æ«� £ � ©� ¨á �¦¬¨ â â®�  «�¤ £¦¨ã

1√
2π

∞∑

k=−∞
Ckeikx

�¤ � ©� ¨á ©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨� ©«¦ � á©«�£� −π < x < π ©«�¤
©¬¤á¨«�©� f(x), ��¢��ã

f(x) =
1√
2π

∞∑

k=−∞
Ckeikx

«æ«� ¦  ©¬¤«�¢�©«âª �¦¬¨ â Ck �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

Ck =< k|f >=
1√
2π

∫ π

−π

f(x)e−ikxdx

��é¨�£�: � ©� ¨á �¦¬¨ â £� ©¬¤«�¢�©«âª Cn §¦¬  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤
©®â©�

|Cn| < �n� æ§¦¬ � �¡â¨� ¦ª

©¬�¡¢å¤�  £� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ¡�«�¤¦£ãª.
�§æ�� ¥�: � ©� ¨á �¦¬¨ â £� ©¬¤«�¢�©«âª C ′n = (in)−(�+2)Cn ©¬-

�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨� � æ«  |C ′n| ≤ m/n2. �¨� ©¬�¡¢å¤�  £� «�¤ â¤¤¦ � «�ª
¡�«�¤¦£ãª � æ«  �  ©®¬¨ã ©ç�¡¢ ©� ©¬¤�§á��«�  «�¤ �©��¤ã. ��¢��ã

f(x) =
∞∑

k=−∞
(in)−(�+2)Cneinx

��¨��à�å�¦¬£� «�¤ ©� ¨á �¬«ã (� + 2) ¦¨âª £� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ¡�«�¤¦£ãª
¡�  â®¦¬£�

f (�+2) =
∞∑

k=−∞
Cneinx

�¨� £ � ©� ¨á �¦¬¨ â £� ©¬¤«�¢�©«âª «â«¦ ¦¬ª é©«� |Cn| ≤ �n�, � ∈ Z
©¬�¡¢å¤�  £� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ¡�«�¤¦£ãª ©«�¤ ¡�«�¤¦£ã f (�+2) æ§¦¬ f (�+2)

�å¤�  � (� + 2) «á¥�ª §�¨á�à�¦ª £� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ¡�«�¤¦£ãª «�ª f .
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�ç�¡¢ ©� �¡¦¢¦¬�å�ª ¡�«�¤¦£é¤

��¨á�� �£�: � �¤á¢¬©� «�ª �(x − ¥) ©¬¤á¨«�©�ª ©� ©� ¨á �¦¬¨ â
�å¤� 

�(x− ¥) =
1√
2π

∞∑

k=−∞
Ckeikx

æ§¦¬ ¦  ©«���¨âª Ck �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

Ck =
1√
2π

∫ π

−π

�(x− ¥)e−ikxdx =
1√
2π

e−ik¥

�¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª ©«���¨âª �¬«âª ©«�¤ �¤á¢¬©� «�ª �(x− ¥) ¡�  â®¦¬£�

�(x− ¥) =
1

2π

∞∑

k=−∞
eik(x−¥)

� ©� ¨á «�ª §�¨�§á¤à  ©æ«�«�ª ��¤ ©¬�¡¢å¤�  £� ¡�£ á ¡¢�©© ¡ã â¤-
¤¦ �, � æ«  ¦ «�¢�¬«�å¦ª æ¨¦ª «�ª ©� ¨áª ��¤ £���¤å��«� . �«� §¢�å© � æ£àª
«�ª ��à¨å�ª ¡�«�¤¦£é¤, «¦ç«¦ ©�£�å¤�  æ«  ¡�  «� �ç¦ £â¢� «�ª §�¨�§á¤à
 ©æ«�«�ª â®¦¬¤ « ª å� �ª � ¡æ¤�ª �¤ �§ �¨á©¦¬¤ ©� ¦§¦ ��ã§¦«� �¦¡ £�©« ¡ã
©¬¤á¨«�©� £� ¦¨â� «¦ [−π, π].

�¨á�£�«  � � ¡á�� �¦¡ £�©« ¡ã ©¬¤á¨«�©� (x), â®¦¬£�

< �(x− ¥)|(x) >= (¥)

�§å §¢â¦¤  ©®ç�  � ©®â©�

<
1

2π

∞∑

k=−∞
eik(x−¥)|(x) >=

1
2π

∫ π

−π

∞∑

k=−∞
e−ik(x−¥)(x)dx

�¨� � � ¤�  ©®ç�  �  ©æ«�«� «à¤ ¡�«�¤¦£é¤ §¨â§�  ¤�  ©®ç� 

(¥) =
1

2π

∞∑

k=−∞
eik¥

∫ π

−π

e−ikx(x)dx

§¦¬ �å¤�  �¡¨ �éª � �¤á¢¬©� «�ª (¥) ©� ©� ¨á �¦¬¨ â.
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�¡«æª �§æ «�¤ �¤á¢¬©� £ �ª ¡�«�¤¦£ãª ©� ©� ¨á �¦¬¨ â £§¦¨¦ç£� ¤�
�¨¦ç£� ¡�  «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ �¦¬¨ â £ �ª ¡�«�¤¦£ãª. � � §�¨á�� �£� ¦
£�«�©®�£�« ©£æª �¦¬¨ â «�ª ©¬¤á¨«�©�ª «¦¬ �« ¨á¡ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�(x− ¥) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eik(x−¥)dk

� §�¨�§á¤à  ©æ«�«� �å¤�   ©æ«�«� ¡�«�¤¦£é¤. �¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ��¤ ©¬�¡¢å-
¤�  £� ¡�£å� ¡¢�©© ¡ã â¤¤¦ �. �¨á�£�«  �¨å©¡¦¬£�

�(x− ¥) =
1
2§

lim
n→0

∫ n

−n

eik(x−¥)dk =
1
2§

lim
n→0

ein(x−¥) − e−in(x−¥)

i(x− ¥)
=

1
§

lim
n→0

�£ n(x− ¥)
(x− ¥)

��¨�«ã¨�©�: � §�¨�§á¤à �¤á§«¬¥� «�ª ¡�«�¤¦£ãª �(x − ¥) �å¤� 
§¦¢ç ®¨ã© £� ©«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã. �§àª �� �¦ç£� �¨�æ«�¨� � ¡�«á©«�©�
«¦¬ �¢�¬�â¨¦¬ ©à£�« �å¦¬ §�¨ �¨á�«�  �§æ «¦ ( � ¦)� á¤¬©£�

|(p) >=
1√
2π�h

eipx/�h

�¦ á©£� «à¤  � ¦« £é¤ �å¤�  ©¬¤�®âª. �¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ �ç¦ «â«¦ à¤
¡�«�©«á©�à¤ �å¤� 

< (p′)|(p) >=
1

2π�h

∫ +∞

−∞
ei(p′−p)x/�hdx = �(p′ − p)

� ©®â©� �¡¨á��  «�¤ ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ«�«� «à¤ � �¤¬©£á«à¤ £� «�¤ �¦ã�� �
«�ª �â¢«� ©¬¤á¨«�©�ª.

2.11 ��¨á�à�¦ª ¡�«�¤¦£ãª àª §¨¦ª
¡á§¦ � §�¨á£�«¨¦

�¨ ©£æª: ��à¨¦ç£� «�¤ ¡�«�¤¦£ã f�(x) §¦¬ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤
©¬¤�®ã §�¨á£�«¨¦ �. � â¡¨�©�

1
h

[f�+h(x)− f�(x)]
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��¨á�à�¦ª ¡�«�¤¦£ãª àª §¨¦ª ¡á§¦ � §�¨á£�«¨¦

�å¤�  £ � ¡�«�¤¦£ã.
�¦ æ¨ ¦ «¦¬ h → 0, �¤ ¬§á¨®� , ¦¨å��  «�¤ ¡�«�¤¦£ã df�/d� ��¢��ã

<
∂f�

∂�
| >= lim

h→0

1
h

(< f�+h| > − < f�| >) ∀ ∈ C∞c (<n)

��¨�«ã¨�©�: �¤é � §�¨á�à�¦ª £ �ª ¡�«�¤¦£ãª àª §¨¦ª «¦ æ¨ ©£�
«�ª ¬§á¨®�  §á¤«�, � §�¨á�à�¦ª àª §¨¦ª £å� §�¨á£�«¨¦ �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤�
£�¤ ¦¨å��«� .

��¨á�� �£�: �¤ «¦ t ��à¨���å ©�¤ §�¨á£�«¨¦ª � ©¬¤á¨«�©�

ft(x) = H(t− |x| )

¦¨å��  £ � ¡�«�¤¦£ã àª �¥ãª

< ft(x)|(x) >=
1
2

∫ ∞

−∞
H(t− |x| )(x)dx =

1
2

∫ t

−t

(x)dx

� §¨é«� ¡�  � ��ç«�¨� §�¨á�à�¦ª àª §¨¦ª t «�ª ¡�«�¤¦£ãª �¬«ãª ¬§á¨®¦¬¤
¡�  �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

<
∂f

∂t
| >=

1
2

∂

∂t

∫ t

−t

(x)dx =
1
2

(t) +
1
2

(−t)

¡� 

<
∂2f

∂t2
| >=

1
2

′(t)− 1
2

′(−t)

� ��ç«�¨� §�¨á�à�¦ª «�ª ¡�«�¤¦£ãª �¬«ãª àª §¨¦ª x �å¤�«�  £� «�¤
�¦ã�� � «¦¬ ¦¨ ©£¦ç �§æ «�¤ ©®â©�

<
∂2f

∂x2 | >=< f |∂
2

∂x2 >=
1
2

∫ t

−t

∂2
∂x2 dx =

1
2

′(t)− 1
2

′(−t)

�¨� � ¡�«�¤¦£ã H(t− |x| )  ¡�¤¦§¦ �å «� � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� «¦¬ ¡ç£�«¦ª

∂2f

∂t2
− ∂2f

∂x2 = 0 � � t > 0
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� ¡�«�¤¦£ã �¬«ã  ¡�¤¦§¦ �å « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª

lim
t→0+

f = 0 ¡�  lim
t→0+

∂f

∂t
= �(x)

§¦¬ �§¦�� ¡¤ç¦¤«�  �ç¡¦¢�.
��¨á�� �£�: ��¤ £å� ��¨£¦�ã � � «�¤ ®¨�© £æ«�«� «à¤ ©¬¤�¨«�-

© �¡é¤ �� ¢ç©¦¬£� «�¤ �¥ãª � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� £� « ª �¡æ¢¦¬��ª ¦¨ �¡âª
©¬¤�ã¡�ª

− d2

dx2 u(x) = f(x) 0 < x < 1 u(0) = u(1) = 0

� �¥å©à©� �¬«ã §�¨ �¨á�  «�¤ ©«���¨ã, �¤�¥á¨«�«� �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦, ¨¦ã
��¨£æ«�«�ª ©� £å� ¢�§«ã ¨á��¦ ¡�  f(x) �å¤�  £å� �¥à«�¨ ¡ã §��ã ��¨£æ«�«�ª.
�¤«å ¤� ¢ç©¦¬£� «�¤ �¥å©à©� �¬«ã ¢ç¤¦¬£� «�¤ �¥ãª � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ©«¦
®é¨¦ «à¤ ¡�«�¤¦£é¤

− d2

dx2 G(x, ¥) = �(x− ¥)

� ©¬¤á¨«�©� �(x− ¥) §�¨ �¨á�  «�¤ £¦¤�� �å� §��ã ©«¦ ©�£�å¦ x = ¥.
� �¥å©à©� â®�  ©�¤ ¢ç©� «¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ G(x, ¥) §¦¬ ¦¤¦£á��«� 

�¡¨�¤ ©¬¤á¨«�©� «�ª � �¦¨ ¡ãª �¥å©à©�ª. � ��ç«�¨� �¬«ã �¥å©à©� �å-
¤�  ©¬¤ã�àª § ¦ �ç©¡¦¢� �§æ «�¤ §¨é«�, â®�  æ£àª «¦ §¢�¦¤â¡«�£� ¤� £�¤
§�¨ â®�  «�¤ �¥à«�¨ ¡ã §��ã. � ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª �¬«ãª �å¤�  «¦ ©¬¤�¨«�-
© �¡æ

G(x, ¥) = x(1− ¥)H(¥− x) + ¥(1− x)H(x− ¥)

�¨á�£�«  �¤ §�¨��à�å©¦¬£� àª §¨¦ª x �¨å©¡¦¬£�

d

dx
G(x, ¥) = (1−¥)H(¥−x)−x(1−¥)�(¥−x)−¥H(x−¥)+¥(1−x)�(x−¥) =

(1− ¥)H(¥−x)− ¥H(x− ¥) + (x− ¥)�(x− ¥) = (1− ¥)H(¥−x)− ¥H(x− ¥)

d2

dx2 G(x, ¥) = −(1− ¥)�(¥− x)− ¥�(x− ¥) = −�(x− ¥)

æ§¦¬ ®¨�© £¦§¦ ã©�£� « ª ©®â©� ª (x−¥)�(x−¥) = 0, ¡�  �(x−¥) = �(¥−x).
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��¨á�à�¦ª ¡�«�¤¦£ãª àª §¨¦ª ¡á§¦ � §�¨á£�«¨¦

� ¡�«�¤¦£ã �¬«ã �å¤�  £ � ¦£�¢ã ¡�«�¤¦£ã §¦¬ §¨¦¡ç§«�  �§æ «�¤
�¡æ¢¦¬�� «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £� ©¬¤á¨«�©�.

G(x, ¥) =
{

x(1− ¥) 0 ≤ x < ¥
¥(1− x) ¥ < x ≤ 1

................
................

................
................

................
................

................
.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ......

....
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............................

0

¥(1− ¥)
G(x, ¥)

1 x¥

. . . . . . . . . . . . . .........

�®ã£� 2.5
� �¨� ¡ã §�¨á©«�©� «�ª ©¬¤á¨«�©�ª �¡¨�¤

� ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤�«�  �§æ «�¤ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

u(x) =
∫ 1

0
G(x, ¥)f(¥)d¥

� ©¬¤á¨«�©� �¬«ã �å¤�«�  �£â©àª æ«   ¡�¤¦§¦ �å « ª ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª.
�¡�¤¦§¦ �å �§å©�ª ¡�  «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�. � �§æ�� ¥� �å¤�  �§¢ã

− d2

dx2 u(x) =
∫ 1

0

[
− d2

dx2 G(x, ¥)
]

f(¥)d¥ =
∫ 1

0
�(x− ¥)f(¥)d¥ = f(x)

��¨á�� �£�: ��à¨¦ç£� «é¨� «�¤ �¤«å©«¦ ®� �¥å©à©�  � ¦« £é¤

− d2

dx2 u(x) = ¢u(x) 0 < x < 1 u(0) = u(1) = 0

� �¥å©à©� �¬«ã �å¤�  � �¥å©à©� �¤æª �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã. � � §�¨á-
�� �£� «¦ u(x) �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� §�¨ ©«á¤�  «¦ §¢á«¦ª «�ª «�¢á¤«à©�ª £ �ª
®¦¨�ãª, �¤é ¦  ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª ©�£�å¤¦¬¤ æ«  � ®¦¨�ã �å¤�  ��£â¤� ©«� �ç¦
á¡¨� «�ª. �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  ¦  £� £���¤ ¡âª ¢ç©� ª �å¤�  �¬¤�«âª £æ¤¦ � �
« ª §�¨�¡á«à « £âª «¦¬ ¢ ©« ª ¦§¦å�ª �¤« ©«¦ ®�å £å� £æ¤¦  � ¦©¬¤á¨«�©�

¢n = n2π2 un(x) =
√

2 �£ (nπx) n = 1, 2, 3, · · ·
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� �¡¨�¤ ©¬¤á¨«�©� â®�  «é¨� «�¤ £¦¨ã

G(x, ¥) =
∞∑

n=1

un(¥)un(x)
¢n

=
∞∑

n=1

2 �£ (nπx) �£ (nπ¥)
n2π2

� ¦§¦å� ¦¤¦£á��«�  �©£�« ¡ã �¤�§�¨á©«�©� «�ª �¡¨�¤ ©¬¤á¨«�©�ª.
��¨�«�¨¦ç£� æ«  � �¡¨ã¤ ©¬¤á¨«�©� �å¤�  ©¬££�«¨ ¡ã àª §¨¦ª « ª £�-

«��¢�«âª «�ª x ¡�  ¥. ��¤ ¡æ«�¨�  ©®ç� 

G(x, ¥) = (G(¥, x))∗

��à¨¦ç£� «é¨� «�¤ £� ¦£¦��¤ã �¥å©à©�

− d2

dx2 U(x)− ¢U(x) = f(x) 0 < x < 1 U(0) = U(1) = 0

æ§¦¬ ¢ £ � ©«���¨á.
�¤�¢ç¦¬£� « ª ©¬¤�¨«ã©� ª U(x) ¡�  f(x) àª §¨¦ª « ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª

un(x)

U(x) =
∞∑

n=1

cnun(x) f(x) =
∞∑

n=1

dnun(x) dn =< un|f >

�¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª �¡¨á©� ª �¬«âª ©«�¤ �¥å©à©� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

(
− d2

dx2 − ¢
) ∞∑

n=1

cnun(x) =
∞∑

n=1

(¢n − ¢) cnun(x) =
∞∑

n=1

dnun(x)

�§� �ã ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª un(x) �å¤�  �¤�¥á¨«�«�ª £�«�¥ç «¦¬ª ©¬¤�§á��«� 
æ« 

cn =
dn

¢n − ¢
=

1
¢n − ¢

< un|f >=
1

¢n − ¢

∫ 1

0
un(y)f(y)dy

�¨� � ¢ç©� «�ª £� ¦£¦��¤¦çª � �¦¨ ¡ãª �¥å©à©�ª �å¤� 

U(x) =
∞∑

n=1

1
¢n − ¢

∫ 1

0
un(y)f(y)dyun(x) =

∫ 1

0

∞∑
n=1

un(y)un(x)
¢n − ¢

f(y)dy
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��¨á�à�¦ª ¡�«�¤¦£ãª àª §¨¦ª ¡á§¦ � §�¨á£�«¨¦

�¨á¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à â¡¨�©� £� «�¤ £¦¨ã

U(x) =
∫ 1

0
G(x, y)f(y)dy

¦§æ«� §¨¦�¤éª � �¡¨�¤ ©¬¤á¨«�©� G(x, y) �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

G(x, y) =
∞∑

n=1

un(y)un(x)
¢n − ¢

�å¤�  «â¢¦ª �ç¡¦¢¦ ¤� �§¦�� ®«�å æ«  � �¡¨�¤ ©¬¤á¨«�©� G(x, y)  ¡�¤¦§¦ �å
«�¤ å� � £� ¦£¦��¤ã � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� æ§¦¬ f(x) = �(x− y). �¨��£�« ¡á
�¨å©¡¦¬£�

(
− d2

dx2 − ¢
)

G(x, y) =
∞∑

n=1

(¢n−¢)
un(y)un(x)

¢n − ¢
=

∞∑
n=1

un(y)un(x) = �(x−y)

� «�¢�¬«�å�  ©æ«�«� �å¤�  � �¤à©«ã ©®â©� §¢�¨æ«�«�ª «à¤  � ¦©¬¤�¨«ã©�à¤
un.

��¨�«ã¨�©�: �« ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª �¢¢¦ç §�¨��à�å©�£� ¡�  �¢-
¢¦ç ¦¢¦¡¢�¨é©�£� £ � á§� ¨� ©� ¨á æ¨¦ §¨¦ª æ¨¦ ®à¨åª ¤� �¥�«á©¦¬£� �¤ ¦ 
©� ¨âª �¬«âª ©¬�¡¢å¤¦¬¤. �«¦¤ ®é¨¦ æ£àª «à¤ ¡�«�¤¦£é¤ �¬«æ �§ «¨â§�«� .
�¢�ª ¦  á§� ¨�ª ©� ¨âª ¡�«�¤¦£é¤ ©¬�¡¢å¤¦¬¤, £� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ¡�«�¤¦£ãª,
©� £ � ¡�¢á ¦¨ ©£â¤� ¡�«�¤¦£ã. ��®æ£�©«� æ«  æ¢�ª ¦  §�¨�§á¤à ©¬¤�¨«ã-
©� ª �å¤�  ¡�«�¤¦£âª �æ©¦¤ ¡á�� «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £� ©¬¤á¨«�©� £§¦¨�å
¤� ��à¨���å ¡�  ©�¤ ¡�«�¤¦£ã.
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�©¡ã©� ª

�©¡ã©� ª

′�©¡�©� 2.1

�� �§¦�� ®«�å æ«  ©� â¤� � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦ �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ �
§¨��£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ‖f‖ =< f |f >1/2 ¦¨å��  £ � ©«á�£� ¡�  � ©¬¤á¨«�©�
d(®, ¯) = ‖®− ¯‖ ¦¨å��  £ � £�«¨ ¡ã.

�§æ�� ¥�: �� §¨â§�  ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  � ©¬¤á¨«�©�  ¡�¤¦§¦ �å « ª
 � æ«�«�ª «�ª ©«á�£�ª. �®¦¬£�

‖®‖ =
√

< ®|® > ≥ 0 ¡�  ‖®‖ =
√

< ®|® > = 0 ⇒ ® = 0

�¨�  ©®ç�  � §¨é«�  � æ«�«� «�ª ©«á�£�ª. � ��ç«�¨�  � æ«�«� �§¦�� ¡¤ç�«� 
àª �¥ãª

‖�®‖2 =< �®|�® >= ��∗ < ®|® >= |�|2 < ®|® > ⇒ ‖�®‖ = |�| < ®|® >

��  «â¢¦ª � � «�¤ �§æ�� ¥� «�ª «¨å«�ª â®¦¬£�

‖® + ¯‖2 =< ® + ¯|® + ¯ >=< ®|® > + < ®|¯ > + < ¯|® > + < ¯|¯ >=

‖®‖2 + ‖¯‖2+ < ®|¯ > + < ®|¯ >∗= ‖®‖2 + ‖¯‖2 + 2Re < ®|¯ > ⇒
‖® + ¯‖2 ≤ ‖®‖2 + ‖¯‖2 + 2| < ®|¯ > |

æ§¦¬ â®¦¬£� ©¬£�¦¢å©�  £� Re < ®|¯ > «¦ §¨��£�« ¡æ £â¨¦ª «¦¬ £ ��� ¡¦ç
�¨ �£¦ç < ®|¯ >. �©®ç�  æ£àª � �¤ ©æ«�«� «¦¬ ��á¨«ª | < ®|¯ > | ≤ ‖®‖‖¯‖
¡�  �§¦£â¤àª � §�¨�§á¤à ©®â©� �¨á�«� 

‖® + ¯‖2 ≤ ‖®‖2 + ‖¯‖2 + 2‖®‖‖¯‖ = (‖®‖+ ‖¯‖)2

�§æ «�¤ ¦§¦å� ©¬¤�§á��«�  æ« 

‖® + ¯‖ ≤ ‖®‖+ ‖¯‖
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��¢��ã  ©®ç�  ¡�  � «¨å«�  � æ«�«� «�ª ©«á�£�ª.
� �§æ�� ¥� «�ª ��ç«�¨� §¨æ«�©�ª �å¤�  �§¢ã. �®¦¬£�

d(®, ¯) = 0 ⇒ ‖®− ¯‖ = 0 ⇒ ®− ¯ = 0 ⇒ ® = ¯

d(®, ¯) = ‖®− ¯‖ = |(−1)|‖¯− ®‖ = ‖¯− ®‖ = d(¯, ®)

d(®, ¯) = ‖®− ¯‖ = ‖®− � + �− ¯‖ ≤ ‖®− �‖+ ‖�− ¯‖ = d(®, �) + d(�, ¯)

�¨�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤«�  ¡�  ¦  «¨� ª  � æ«�«�ª ¡�  �§¦£â¤àª � ©¬¤á¨«�©� d(®, ¯)
�å¤�  £å� £�«¨ ¡ã.

′�©¡�©� 2.2

�� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ ©®â©�

< |�® + �¯ >= � < |® > +� < |¯ >

�§æ�� ¥�:

< |�® + �¯ >=< �® + �¯| >∗= (�∗ < ®| > +�∗ < ¯| >)∗ =

� < ®| >∗ +� < ¯| >∗= � < |® > +� < |¯ >

�� «�¤ ©®â©� �¬«ã £§¦¨¦ç£� ¤� �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� «�¤ ��ç«�¨�  � æ«�«� «¦¬
�©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬. �  � æ«�«� §¦¬ �¤« ¡�«�©«ã©�£� ©¬¤�§á��«�  �§æ
«�¤  � æ«�«� «�ª á©¡�©�ª £� æ£¦ ¦ «¨æ§¦.

′�©¡�©� 2.3

�å¤¦¤«�  «� �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� � �¤ç©£�«� ®1, ®2, · · · . �§æ «� � �-
¤ç©£�«� �¬«á ¡�«�©¡�¬á�¦¬£� «� � �¤ç©£�«�

¯1 = ®1 1 = ¯1/‖¯1‖
¯2 = ®2− < 1|®2 > 1 2 = ¯2/‖¯2‖
· · · · · · · · · · · ·

¯n = ®n −
∑n−1

k=1 < k|®n > k n = ¯n/‖¯n‖
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�� �§¦�� ®«�å æ«  «� � �¤ç©£�«� 1, 2, · · · �å¤�  â¤� ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ
©ç¤¦¢¦ £� «�¤  � æ«�«� æ«  � � ¡á�� m «� � �¤ç©£�«� ®1, ®2, · · · , ®m ¡� 
1, 2, · · · , m �å¤�  �ç¦ ©ç¤¦¢� ��¤¤�«æ¨à¤ «¦¬ å� ¦¬ ®é¨¦¬. (� £â�¦�¦ª
�¡¨�£-�£ «).

�� ��¨£æ©�«� «�¤ £â�¦�¦ � � « ª ©¬¤�¨«ã©� ª

®n(t) = tn−1

©«¦¤ ®é¨¦ Pn §¦¬ §�¨ â®�  §¦¢¬é¤¬£� ���£¦ç £ ¡¨æ«�¨¦ ã å©¦ «¦¬ n §¦¬
¦¨å�¦¤«�  ©«¦ � á©«�£� (−1, +1). �¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ «¦¬ ®é¨¦¬ ¦¨å��-
«�  �§æ «�¤ ©®â©�

< f(t)|g(t) >=
∫ +1

−1
f(t)g(t)dt

�§æ�� ¥�: � �§æ�� ¥� �å¤�  ¡�«�©¡�¬�©« ¡ã ��¢��ã �� ¬§¦�â©¦¬£�
æ«  �å¤¦¤«�  «� � �¤ç©£�«� ®1, ®2, · · · ¡�  �� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£� «�¤ ¦¨�¦¡�-
¤¦¤ ¡ã �á©�.

��¡ ¤á£� �§æ «¦ � á¤¬©£� ®1 ¡�  ¡�«�©¡�¬á�¦¬£� «¦ � á¤¬©£�

1 =
¯1

‖¯1‖
æ§¦¬ ®1 = ¯1 §¦¬ �å¤�  «¦ §¨é«¦ � á¤¬©£� «�ª ¡� ¤¦ç¨� �ª �á©�ª. �¦
� á¤¬©£� �¬«æ �å¤�  £¦¤�� �å¦. �¨á�£�« 

‖1‖ = ‖ ®1

‖®1‖‖ =
‖®1‖
‖®1‖ = 1

�¬¤�®å�¦¬£� £� «¦ � á¤¬©£� ®2 §¦¬ �� «¦ �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� £� â¤�
��ç«�¨¦ � á¤¬©£� §¦¬ ¤� �å¤�  ¦¨�¦�é¤ ¦ £� «¦ §¨é«¦ ¡�  £¦¤�� �å¦. �§¦-
�â«¦¬£� æ«  «¦ � á¤¬©£� �¬«æ �å¤� 

¯2 = ®2 + a®1

§¦¬ �å¤�  §¨¦�¤éª £� £���¤ ¡æ �æ©¦¤ «� � �¤ç©£�«� ®2 ¡�  ®1 �å¤�  �¨�£-
£ ¡á �¤�¥á¨«�«�. �� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «�¤ ©«���¨á a. �®¦¬£�

< ®1|¯2 >=<®1|®2 + a®1 >=< ®1|®2 > +a < ®1|®1 >=< ®1|®2 > +a‖®1‖2
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�â¢¦¬£� < ®1|¯2 >= 0 �§¦£â¤àª â®¦¬£�

< ®1|®2 > +a‖®1‖2 = 0 =⇒ a = −< ®1|®2 >

‖®1‖2

�¨� «¦ ��«¦ç£�¤¦ � á¤¬©£� �å¤� 

¯2 = ®2 − < ®1|®2 >

‖®1‖2 ®1 = ®2− < 1|®2 > 1

� � ¨¦ç£� «¦ � á¤¬©£� ¯2 £� «¦ £â«¨¦ «¦¬ ¡�  §�å¨¤¦¬£� «�¢ ¡á «¦ ��ç«�¨¦
� á¤¬©£� 2 «�ª ¡� ¤¦ç¨� �ª �á©�ª §¦¬ �� �¤« ¡�«�©«ã©�  «¦ � á¤¬©£� ®2.

2 =
¯2

‖¯2‖

�§�¤�¢�£�á¤¦¬£� «�¤ � �� ¡�©å� �¬«ã n ¦¨âª ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¢ ¡á
æ¢� «� ��«¦ç£�¤� � �¤ç©£�«�.

�� ��¨£æ©¦¬£� «é¨� «�¤ £â�¦�¦ ©«¦ ®é¨¦ «à¤ §¦¢¬é¤¬£à¤.
��à¨¦ç£� «�¤ �á©�

®1 = 1, ®2 = t, ®3 = t2, · · · , ®n = tn−1

�¨å©¡¦¬£�

¯1 = 1 ‖¯1‖2 =< ¯1|¯1 >=
∫ +1

−1
dt = 2

�¨� «¦ §¨é«¦ � á¤¬©£� �å¤� 

1 =
1√
2

� � «¦ ��ç«�¨¦ � á¤¬©£� �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «¦ < 1|®2 >. �¨å©¡¦¬£�

< 1|®2 >=
1√
2

∫ +1

−1
tdt =

(
t2

2

)+1

−1
= 0
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�§¦£â¤àª «¦ � á¤¬©£� ¯2 �å¤� 

¯2 = ®2− < 1|®2 >= ®2 = t

�¦ £â«¨¦ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �¬«¦ç �å¤� 

‖¯2‖2 =< ¯2|¯2 >=
∫ +1

−1
t2dt =

(
t3

3

)+1

−1
=

2
3

=⇒ ‖¯2‖ =
√

2
3

¡�  «¦ ��ç«�¨¦ � á¤¬©£� «�ª ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ãª �á©�ª �å¤� 

2 =
√

3
2

t

�¬¤�®å�¦¬£� £� «¦¤ å� ¦ «¨æ§¦ ¡�  �¨å©¡¦¬£�

3 =
√

5
2
√

2
(
3t2 − 1

)

��¢ ¡á «¦ n− � á¤¬©£� «�ª ��«¦ç£�¤�ª �á©�ª �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  �å¤� 

n =
1
2n

(
n +

1
2

)1/2 [ n
2 ]∑

k=0

(−1)k(2n− 2k)!
k!(n− k)!(n− 2k)!

tn−2k

�� §¦¢¬é¤¬£� �¬«á ¦¤¦£á�¦¤«�  §¦¢¬é¤¬£� «¦¬ ���á¤«¨.

′�©¡�©� 2.4

�� �§¦�� ®«�å æ« 
(af)′ = a′f + af ′

æ§¦¬ � ©¬¤á¨«�©� a(x) �å¤�  £ � á§� ¨� §�¨��à�ã© £� ©¬¤á¨«�©�. �� �§¦-
�� ®«¦ç¤ �§å©�ª ¡�  §�¨�¡á«à  � æ«�«�ª «�ª �â¢«� ¡�«�¤¦£ãª

a(x)�(x) = a(0)�(x) �(¢x) =
1
¢

�(x) x�′(x) = −�(x)

�
(
x2 − �2) =

1
2�

[�(x− �)− �(x + �)]
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�§æ�� ¥�: � � ¡á�� �¦¡ £�©« ¡ã ©¬¤á¨«�©� (x) ∈ C∞c (<n) â®¦¬£�

(af)′() =< (af)′| >= − < af |′ >= − < f |a′ >

�  ©¬¤�¨«ã©� ª a(x) ¡�  (x) �å¤�  á§� ¨� §�¨��à�ã© £�ª ¡�  �§¦£â¤àª
 ©®ç�  � ©®â©� (a)′ = a′ + a′. �¨� â®¦¬£�

− < f |a′ >= − < f |(a)′ − a′ >= − < f |(a)′ > + < f |a′ >=

< f ′|a > + < a′f | >=< af ′| > + < a′f | >= (af ′ + a′f) ()

�§æ « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª ©¬¤�§á��«�  æ« 

(af)′() = (a′f + a′f) () ∀ ∈ C∞c (<n) =⇒

(af)′ = a′f + a′f

�� �§¦��å¥¦¬£� «é¨� «�¤  � æ«�«� a(x)�(x) = a(0)�(x). � � ��¤ ¡æ-
«�¨�  � æ«�«� �å¤� 

f(x)�(x− �) = f(�)�(x− �)

��à¨¦ç£� §á¢  £ � �¦¡ £�©« ¡ã ©¬¤á¨«�©� (x). � � ¡æ¤� «¦¬ §¨é«¦¬
£â¢¦¬ª «�ª �¥å©à©�ª §á¤à ©«�¤ (x) �å¤� 

a(x)�(x) ( (x) ) =< a(x)�(x)|(x) >=< �(x)|a(x)(x) >= a(0)(0)

��«â¨¦¬ � � ¡æ¤� «¦¬ ��ç«�¨¦¬ £â¢¦¬ª �å¤� 

a(0)�(x) ( (x) ) =< a(0)�(x)|(x) >= a(0) < �(x)|(x) >= a(0)(0)

�  �ç¦ � ¡æ¤�ª �å¤�  å©�ª ¡�  á¨� �  ©æ«�«�  ©®ç� .
�§æ «�¤  � æ«�«� �¬«ã �å¤�«�  �ç¡¦¢� æ«   ©®ç�  � ©®â©�

x�(x) = 0

�§æ «�¤ ¦§¦å� ©¬¤�§á��«�  æ«  � �¥å©à©� (x − �)f(x) = 0 ©«¦ ®é¨¦ «à¤
¡�«�¤¦£é¤ â®�  «�¤ ¢ç©� f(x) = �(x − �) �� á¢¢� ¢æ� � �  � ¦©¬¤á¨«�©�
«¦¬ «�¢�©«ã «�ª �â©�ª �å¤�  � �â¢«� ¡�«�¤¦£ã.

xf(x) = �f(x) =⇒ f(x) = �(x− �) � ∈ <
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� «¨å«�  � æ«�«� �§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� �§æ «�ª �ç¦ §¨¦��¦ç£�¤�ª ©®â-
©� ª. �¨å©¡¦¬£�

0 = (x�(x))′ = x′�(x) + x�′(x) = �(x) + x�′(x) =⇒ x�′(x) = −�(x)

� � «�¤ �§æ�� ¥� «à¤ ¬§æ¢¦ §à¤ ©®â©�à¤ �� �¨á¯¦¬£� «�¤ �¨á©� «�ª
�â¢«� ©�¤ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. � � ¡á�� �¦¡ £�©« ¡ã ©¬¤á¨«�©� (x) â®¦¬£�

�(¢x) ( (x) ) =< �(¢x)|(x) >

∫ +∞

−∞
�(¢x)(x)dx

�â«¦¬£�

¢x = y =⇒ x =
y

¢
=⇒ dx = dy

¢
¡�  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 

�(¢x) ( (x) ) =
∫ +∞

−∞
�(y)(

x

¢
)
dy

¢
=

1
¢

(0)

�§å©�ª §¨¦�¤éª  ©®ç� 

1
¢

�(x) ( (x) ) =
1
¢

(0)

¡�  á¨�

�(¢x) =
1
¢

�(x)

�� �§¦��å¥¦¬£� «é¨� «�¤ «�¢�¬«�å�  � æ«�«�. �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤
« £ã «�ª ¡�«�¤¦£ãª «¦¬ §¨é«¦¬ £â¢¦¬ª «�ª  ©æ«�«�ª §á¤à ©� £ � «¬®¦ç©�
�¦¡ £�©« ¡ã ©¬¤á¨«�©�. �®¦¬£�

�(x2 − �2) ( (x) ) =
∫ +∞

−∞
�(x2 − �2)(x)dx =

∫ +∞

0
�(x2 − �2)(x)dx +

∫ 0

−∞
�(x2 − �2)(x)dx

�¡¦¢¦ç�àª ¡á¤¦¬£� «�¤ �¢¢��ã x2 − �2 = y.
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�«¦ §¨é«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� æ§¦¬ x ≥ 0 � �¢¢��ã �å¤�  � �¡æ¢¦¬��

x2 − �2 = y =⇒ x =
√

y + �2 =⇒ dx =
1
2

dy√
y + �2

0 ≤ x < +∞ =⇒ −�2 ≤ y < +∞
�«¦ ��ç«�¨¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� æ§¦¬ x ≤ 0 â®¦¬£�

x2 − �2 = y =⇒ x = −
√

y + �2 =⇒ dx = −1
2

dy√
y + �2

−∞ < x ≤ 0 =⇒ +∞ < y ≤ −�2.

�� «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª �¬«¦çª «� §�¨�§á¤à ¦¢¦¡¢�¨é£�«� �å¤¦¤«� 

�(x2 − �2) ( (x) ) =
1
2

∫ ∞

−�2
�(y)(

√
y + �2)

dy√
y + �2

−

1
2

∫ −�2

∞
�(y)(−

√
y + �2)

dy√
y + �2

=

[
1
2

(
√

y + �2)
1√

y + �2

]

y=0

−

[
1
2

(−
√

y + �2)
1√

y + �2

]

y=0

=
1
2

(�)
1
�
− 1

2
(−�)

1
�

=
1
2�

[(�)− (−�)]

�� §�¨�§á¤à ¦¢¦¡¢�¨é£�«� ��¤ £§¦¨¦ç¤ §¨¦�¤éª ¤� ¬§¦¢¦� ©«¦ç¤
©«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ � = 0. ��«á ©¬¤â§� � � ¡�«�¤¦£ã �(x2) ��¤ £§¦¨�å ¤�
¦¨ ©«�å.

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «â¢¦ª «�¤ « £ã «�ª ¡�«�¤¦£ãª «¦¬ ��ç«�¨¦¬ £â¢¦¬ª
«�ª  ©æ«�«�ª §á¤à ©� £ � �¦¡ £�©« ¡ã ©¬¤á¨«�©�. �®¦¬£�

1
2�

[�(x− �)− �(x + �)] ( (x) ) =
1
2�

�(x− �) ( (x) )−

1
2�

�(x + �) ( (x) ) =
1
2�

[(�)− (−�)]

�  �ç¦ � ¡æ¤�ª �å¤�  å©�ª ¡�  á¨� �  ©æ«�«� �§¦��å®«�¡�.

98



�©¡ã©� ª

�  �ç¦ «�¢�¬«�å�ª  � æ«�«�ª «�ª ¡�«�¤¦£ãª �â¢«� �å¤�  £�¨ ¡âª §�¨ §«é-
©� ª «�ª §�¨�¡á«à  � æ«�«�ª

�(f(x)) =
∑

j

�(x− �j)
|f ′(�j)|

«¦ á�¨¦ ©£� �¡«�å¤�«�  ©� æ¢�ª «�ª ¨å��ª «�ª f(x). � ©¬¤á¨«�©� f(x) â®� 
�§¢âª ¨å��ª ©«� ©�£�å� �j ��¢��ã

f(�j) = 0 f ′(�j) =
[

df

dx

]

x=�j

6= 0

� â¡¨�©� �¬«ã ��¤ §�¨ ¢�£�á¤�  � � §�¨á�� �£� «�¤ ¡�«�¤¦£ã �(x2)
�¦ç � �¥å©à©� f(x) = x2 = 0 â®�  £ � � §¢ã ¨å�� ©«¦ £��â¤.

′�©¡�©� 2.5

�� �� ®«�å æ«  � �¡¦¢¦¬�å� «à¤ ¦£�¢é¤ ¡�«�¤¦£é¤ §¦¬ ¦¨å�¦¤«�  �§æ
« ª «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £�ª ©¬¤�¨«ã©� ª

Hk(x) =
1
2

(1 + tanhkx)

©¬�¡¢å¤�  ©«�¤ ¡�«�¤¦£ã «¦¬ �â� ©�ä¤« �(x) � � k →∞.
�§æ�� ¥�: �§æ «�¤ �¤à©«ã ©®â©� H ′(x) = �(x) �å¤�  §¨¦�¤âª

æ«  £§¦¨¦ç£� ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  � �¡¦¢¦¬�å� «à¤ ¦£�¢é¤ ¡�«�¤¦£é¤ §¦¬
¦¨å�¦¤«�  �§æ « ª «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é©�£�ª ©¬¤�¨«ã©� ª �k

′(x) ©¬�¡¢å¤�  ©«�¤
�(x) ©¬¤á¨«�©�. ��¢��ã  ©®ç� 

lim
k→∞

Hk(x) = H(x) ⇐⇒ lim
k→∞

Hk
′(x) = �(x)

��å¤�«�  �ç¡¦¢� æ«  � ©¬¤á¨«�©� f(x) = 1/2 ch2x �å¤�  £� �¨¤�« ¡ã ¡� 
�§ §¢â¦¤  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ ©®â©�

∫ ∞

−∞

1
2 ch2x

dx =
(

1
2
tanhx

)∞

−∞
= 1

�� «�¤ �¦ã�� � «�ª ©¬¤á¨«�©�ª �¬«ãª ¡�  «¦¬ �¤à©«¦ç ��à¨ã£�«¦ª §¦¬ �¤�-
â¨�«�  ©« ª §¨¦��¦ç£�¤�ª ©�¢å��ª, ¡�«�©¡�¬á�¦¬£� «�¤ �¡¦¢¦¬�å� Sk(x)
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«à¤ ¦£�¢é¤ ¡�«�¤¦£é¤ §¦¬ ¦¨å�¦¤«�  �§æ « ª «¦§ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é©�£�ª ©¬-
¤�¨«ã©� ª

Sk(x) = kf(kx) =
k

2 ch2kx

� �¡¦¢¦¬�å� �¬«ã ©¬�¡¢å¤�  (£� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ¡�«�¤¦£ãª) ©«�¤ �(x) ©¬-
¤á¨«�©�.

��¢��ã â®¦¬£�

lim
k→∞

k

2 ch2kx
= �(x)

�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «�¤ ©®â©� �¬«ã (£� «�¤ â¤¤¦ � «�ª ¡�«�¤¦£ãª) ¡�  �¨å-
©¡¦¬£�

∫ x

−∞
lim

k→∞
k

2 ch2kx
= lim

k→∞

∫ x

−∞

k

2 ch2kx
= lim

k→∞
1
2

(1 + tanhkx) = H(x)

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ......
.............

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.............................

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.............................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................
.......................................

..........................
......................

.....................
....................

....................
.....................

.......................
..............................

................................................
.....................................................................

...............................................................................................................................................................................
.................

.............
..........
...........
...........
..........
...........
..........
.............
..................

....................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................
..........
.........
..........
.........
..........
.........
.........
..........
..........
............
................................................................................................................................................................................................................

0

1

k=1
k=10 ....................................

.................................

�®ã£� 2.6
� �¡¦¢¦¬�å� «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ Hk(x) §¦¬ ©¬�¡¢å¤¦¬¤ ©«�¤

©¬¤á¨«�©� �ã£�«¦ª H(x) � � £��á¢� k
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��á¢� ¦ 3

� ��à¨å� «à¤ «�¢�©«é¤

�¦ ¡�á¢� ¦ �¬«æ �å¤�  £ � ©¬¤¦§« ¡ã �¤á-
¢¬©� «�¤ ��à¨å�ª «à¤ «�¢�©«é¤ «� ��© ¡á £�-
��£�« ¡á �¨��¢�å� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª.

3.1 �  �¨�££ ¡¦å «�¢�©«âª
�  «�¢�©«âª �å¤�  �§�¨�å«�«� £���£�« ¡á �¨��¢�å� � � «�¤ ¡��¤« ¡ã

��à¨å�. �©àª ��¤ �å¤�  ¬§�¨�¦¢ã ¤� §¦ç£� æ«  � ¡��¤« ¡ã ¬© ¡ã ¡�  � ��à¨å�
«à¤ «�¢�©«é¤ �å¤�  ¦  �ç¦ æ¯� ª «¦¬ å� ¦¬ ¤¦£å©£�«¦ª. �� §�¨�«�¨ã© £�
£��â�� «�ª ¡��¤« ¡ãª ��à¨å�ª �å¤�  �¨£�« �¤¦å «�¢�©«âª.

� ��© ¡ã � �¦¨á «à¤ «�¢�©«é¤ �§æ «¦¬ª �¨ �£¦çª �å¤�  æ«  «¦ � ¤æ£�¤¦
�ç¦ «�¢�©«é¤ �å¤�  §¨á¥� £� �¤« £�«���« ¡ã ��¤ ¡á. �¤é «¦ � ¤æ£�¤¦ �ç¦
§¨��£�« ¡é¤ �¨ �£é¤ ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ ©� ¨á «à¤ §�¨��æ¤«à¤ � � «¦¬ª
«�¢�©«âª � � á«�¥� §¦¬ �£�¤å�¦¤«�  ¦  «�¢�©«âª ©� ¡á§¦ ¦ � ¤æ£�¤¦ �å¤� 
©�£�¤« ¡ã. �¦ � ¤æ£�¤¦ pq ¡�  «¦ � ¤æ£�¤¦ qp «à¤ «�¢�©«é¤ «�ª �â©�ª
¡�  «�ª ¦¨£ãª � � §�¨á�� �£� �å¤�  �ç¦ � �¦¨�« ¡¦å «�¢�©«âª §¦¬ � �â¨¦¬¤
£�«�¥ç «¦¬ª ¡�«á £ � ©«���¨á. � £� �¤« £�«���« ¡æ«�«� «à¤ «�¢�©«é¤
�¬«é¤ ¦����å ©«�¤ ©®â©� «�ª ����� æ«�«�ª.

�¨ ©£æª: ��à¨¦ç£� â¤� � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦ (V, F ). � � �§� ¡æ¤ ©�

T : V 7−→ V T : ® 7−→ T®

£� «�¤  � æ«�«�

T (�®1 + �®2) = �T®1 + �T®2 ∀� , � ∈ F ∀®1 , ®2 ∈ V
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¦¤¦£á��«�  �¨�££ ¡æª «�¢�©«ãª. �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤ � � «� ¦§¦å�
â®�  â¤¤¦ � � �§å�¨�©� «¦¬ «�¢�©«ã, ©®�£�«å�¦¬¤ «¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç D �¤é
«¦ ©ç¤¦¢¦ � = {T® : ® ∈ D} �å¤�  «¦ §��å¦ « £é¤ «¦¬ «�¢�©«ã.

��¨á�� �£�: ��à¨¦ç£� «¦¤ � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦ V «à¤ §�¨��à�å© -
£à¤ §¨��£�« ¡é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤. �¨å�¦¬£� «�¤ �§� ¡æ¤ ©� T = d/dx

T : V 7−→ V T : f(x) 7−→ Tf(x)x =
d

dx
f(x)

� �§� ¡æ¤ ©� �¬«ã �å¤�  â¤�ª �¨�££ ¡æª (� �¦¨ ¡æª) «�¢�©«ãª.
�¨ ©£æª: �¤�ª «�¢�©«ãª T2 ¦¤¦£á��«�  �§â¡«�©� «¦¬ T1 �¤  ©®ç¦¬¤

¦  ©®â©� ª
DT1 ⊂ DT2 ¡�  T1® = T2® ∀® ∈ DT1

�¨ ©£æª: �ç¦ «�¢�©«âª �å¤�  å©¦  T1 = T2 �¤ â®¦¬¤ «¦ å� ¦ §��å¦
¦¨ ©£¦ç D ¡�   ©®ç� 

T1® = T2® ∀® ∈ D

�¨ ©£æª: �¦ á�¨¦ ©£� �ç¦ «�¢�©«é¤ ¡�  ¦ §¦¢¢�§¢�© �©£æª �¤æª
«�¢�©«ã £� â¤� �¨ �£æ, ¦¨å�¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

(T1 + T2)® = T1® + T2® ∀® ∈ DT1 ∩DT2 6= ∅
(�T1)® = �T1® ∀® ∈ DT1

�¨ ©£æª: �¦ � ¤æ£�¤¦ �ç¦ «�¢�©«é¤ ¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©®â©�

(T1T2)® = T1(T2®) �¤ DT1 ∩�T2 6= ∅
�¤ «¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ T1 ¡�  «¦ §��å¦ « £é¤ «¦¬ T2 ��¤ â®¦¬¤ ¡¦ ¤á ©�£�å�
«¦ � ¤æ£�¤¦ T1T2 ��¤ ¦¨å��«� .

�¨ ©£æª: �å¤�  §¨¦�¤âª æ«  ¦ «�¢�©«ãª T1T2 ��¤ ©¬£§å§«�  ��¤ ¡á £�
«¦¤ «�¢�©«ã T2T1. � � �¦¨á «à¤ �ç¦ �¬«é¤ � ¤¦£â¤à¤, �¤ ¬© ¡á ¦¨å�¦¤«� 
¡�  «� �ç¦, ¦¤¦£á��«�  £�«��â«�ª ¡�  ©¬£�¦¢å��«�  £�

[T1, T2] = T1T2 − T2T1

� £�«��â«�ª �ç¦ «�¢�©«é¤  ¡�¤¦§¦ �å « ª �¡æ¢¦¬��ª ©®â©� ª

1. [T1 + T2, T3] = [T1, T3] + [T2, T3] �¨�££ ¡æ«�«�
2. [T1, T2] + [T2, T1] = 0 �¤« ©¬££�«¨ ¡æ«�«�
3. [T1, [T2, T3]] + [T2, [T3, T1]] + [T3, [T1, T2]] = 0 ��¬«æ«�«� � �¡æ£§ 

102



�  �¨�££ ¡¦å «�¢�©«âª

�§¦�â«¦¬£� æ«  «� §��å� ¦¨ ©£¦ç ¡�  « £é¤ «à¤ «�¢�©«é¤ �å¤�  «â«¦ � é©«�
æ¢� «� §�¨�§á¤à � ¤æ£�¤� ¤� ¦¨å�¦¤«� .

�¨ ©£æª: � � á¢���¨� �¦� �©£â¤� £� £ � §¨á¥� §¦¬ ¦¤¦£á��«� 
�� §�¨â¤��©� ¡�  �å¤�  «â«¦ � é©«� ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤«�  ¦  «¨� ª §�¨�§á¤à
©®â©� ª ¦¤¦£á��«�  �� á¢���¨�.

��¨á�� �£�: � ®é¨¦ª «à¤ «�«¨��à¤ ¡é¤ n × n − £�«¨é¤ � �
§�¨á�� �£� �å¤�«�  £ � �� á¢���¨�. � �� §�¨â¤��©� «�ª á¢���¨�ª �¬«ãª
¦¨å��«�  æ§àª ¡�  ¦ £�«��â«�ª �ç¦ «�¢�©«é¤.

[A,B] = AB −BA

æ§¦¬ �� �å¤�  «¦ �¤à©«æ � ¤æ£�¤¦ «à¤ £�«¨é¤ � ¡�  �.
�¨ ©£æª: �¤�ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª (V, F ) ¦¤¦£á��«�  á¢���¨� �§å

«¦¬ F , æ«�¤ �å¤�  �¬¤�«æ¤ � � ¡á�� T1, T2 ∈ V ¤� ¦¨ ©«�å â¤� � ¤æ£�¤¦ T1T2
£� « ª  � æ«�«�ª

(T1T2)T3 = T1(T2T3)

(T1 + T2)T3 = T1T3 + T2T3, T3(T1 + T2) = T3T1 + T3T2

�(T1T2) = (�T1)T2 = T1(�T2)

�¨ ©£æª: �¤ ¦ ®é¨¦ª V â®�  £ � ©«á�£� (ã �å¤�  �§á¤�®) ¡�  «¦
� ¤æ£�¤¦ â®�  ¦¨ ©«�å â«©  é©«� ¤�  ©®ç� 

‖T1T2‖ ≤ ‖T1‖‖T2‖

«æ«� «¦ V ¦¤¦£á��«�  ©«��£�«ã (ã �§á¤�®) á¢���¨� �§å «¦¬ F . �¦ ©ç¤¦¢¦
«à¤ £ ��� ¡é¤ �¨ �£é¤ C £� ©«á�£� ‖c‖ = |c| �å¤�  £ � �§á¤�® á¢���¨�.

��é¨�£�: �¤�ª «�¢�©«ãª ¦¨ ©£â¤¦ª ©� â¤�¤ n − � á©«�«¦ �¬¡¢�å�� ¦
®é¨¦, §�¨ ©«á¤�«�  �§æ £ � n×n − £ã«¨� àª §¨¦ª £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©�.
�� ©«¦ ®�å� Aij «�ª £ã«¨�ª �¬«ãª �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

Aij =< i|Tj >

�§æ�� ¥�: �¤ 1, 2, · · · , n �å¤�  £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� «¦¬ ®é¨¦¬
«æ«� �å¤�  �¤à©«æ æ«  «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ ® ¡�  ¯ £�
©¬¤«�«��£â¤�ª �i ¡�  �i ¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©®â©�

< ®|¯ >=
n∑

j=1

�∗j �j æ§¦¬ ® =
n∑

j=1

�jj ¡�  ¯ =
n∑

j=1

�jj
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�¤ «é¨� «� � �¤ç©£�«� ® ¡�  ¯ �å¤�  «â«¦ � é©«�

¯ = T®

«æ«� â®¦¬£�

¯ =
n∑

k=1

�kk = T




n∑

j=1

�jj


 =

n∑

j=1

�jTj =
n∑

j=1

�j

n∑

k=1

�kjk

æ§¦¬ «� ©«¦ ®�å� «�ª £ã«¨�ª �kj �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

(3.1) Tj =
n∑

k=1

�kjk

�¨� ¦  ©¬¤«�¢�©«âª �k «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ¯ �å¤� 

(3.2) �k =
n∑

j=1

�kj�j

�§� �ã � �á©� �å¤�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �§æ «�¤ ©®â©� (3.1) â®¦¬£�

< i|Tj >=< i|
n∑

k=1

�kjk >=
n∑

k=1

�kj < i|k >=
n∑

k=1

�kj�ik = �ij

�§¦£â¤àª � � ¡á�� �¨�££ ¡æ «�¢�©«ã � §�¨�§á¤à ©®â©� §¨¦©� ¦¨å�� 
£ � £¦¤�� ¡ã n × n − £ã«¨� ¡�  � � ¡á�� n × n − £ã«¨� � ©®â©� (3.2)
§¨¦©� ¦¨å��  â¤�¤ £¦¤�� ¡æ «�¢�©«ã. �«©  â®¦¬£� £ � �£ £¦¤¦©ã£�¤«�
�¤« ©«¦ ®å� £�«�¥ç «à¤ �¨�££ ¡é¤ «�¢�©«é¤ ¡�  «à¤ n× n − £�«¨é¤.

�� â¤�¤ n − � á©«�«¦ �¬¡¢�å�� ¦ ®é¨¦ ¦  �¢���¨ ¡âª §¨á¥� ª £�«�¥ç
«à¤ «�¢�©«é¤ �å¤¦¤«�   ©¦�ç¤�£� ©�¤ §¨á¥� ª £�«�¥ç «à¤ �¤«å©«¦ ®à¤ £�-
«¨é¤. �¤ �jk ¡�  �jk ¦  £ã«¨�ª §¦¬ �¤« ©«¦ ®¦ç¤ �£ £¦¤¦©ã£�¤«� ©«¦¬ª
«�¢�©«âª T1 ¡�  T2, «æ«� «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ «�¢�©«é¤ T1 ¡�  T2 �å¤�  ¦ «�¢�-
©«ãª T3 £� �¤«å©«¦ ®� £ã«¨� «à¤ Cjk æ§¦¬

T3 = T1 + T2 Cjk = �jk + �jk
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�  ¨��£â¤¦  «�¢�©«âª

� � «¦ � ¤æ£�¤¦ �¤æª «�¢�©«ã �§å â¤�¤ �¨ �£æ â®¦¬£�

T3 = cT1 Cjk = c�jk

�â¢¦ª � � «¦ � ¤æ£�¤¦ £�«�¥ç �ç¦ «�¢�©«é¤,  ©®ç� 

T3 = T1T2 Cjk =
n∑

i=1

�ji�ik

�§å©�ª ¦ ®�¨�¡«�¨ ©£æª £ �ª £ã«¨�ª £�«�â¨�«�  ¡�  ©«¦¤ �¤«å©«¦ ®¦
«�¢�©«ã. �¤ � � §�¨á�� �£� � = (�ij) �å¤�  £ � £ã«¨� §¦¬ �¤« ©«¦ ®�å ©«¦¤
«�¢�©«ã T , «æ«� � £ã«¨� �+ = (�ji)

∗ ¡�  ¦ �¤«å©«¦ ®¦ª «�¢�©«ãª ¦¤¦£á��«� 
©¬¤�ãª (©¬�¬�¦�¤á©«¨¦¦ª).

�¤ �+ = � «æ«� � £ã«¨� ¡�  ¦ �¤«å©«¦ ®¦ª «�¢�©«ãª ¦¤¦£á�¦¤«� 
�¬«¦©¬�¬��åª. �¤ �+� = ��+ = � � £ã«¨� ¡�  ¦ «�¢�©«ãª ¦¤¦£á�¦¤«� 
£¦¤�� �å¦ .

��¨�«ã¨�©�: � � ¤� �§�¡«�å¤¦¬£� « ª â¤¤¦ �ª �¬«âª ©� ®é¨¦¬ª £�
á§� ¨� � á©«�©� �å¤�  �§�¨�å«�«¦ ¤� � ©á�¦¬£� ¡á§¦ � â¤¤¦ � ©¬¤�®�å�ª � �
«¦¬ª �¨�££ ¡¦çª «�¢�©«âª. �¤ ¦ ®é¨¦ª â®�  �á©� «� � �¤ç©£�«� 1, 2, · · ·
«æ«� â¤� � á¤¬©£� ¯ «¦¬ ®é¨¦¬ �¨á�«� 

¯ =
∞∑

n=1

cnn = lim
m→∞

m∑
n=1

cnn

�¦ §¨æ�¢�£� �£�¤å��«�  �§æ «�¤ ç§�¨¥� «¦¬ ¦¨å¦¬ ©«�¤ §�¨�§á¤à ©®â©�.

�¨ ©£æª: �¤�ª �¨�££ ¡æª «�¢�©«ãª T �å¤�  ©¬¤�®ãª �¤ � � ¡á�� �¡¦-
¢¦¬�å� � �¤¬©£á«à¤ ¯n §¦¬ ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ ¯ � �¡¦¢¦¬�å� «à¤ � �¤¬©£á«à¤
T¯n ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ � á¤¬©£� T¯. ��¢��ã  ©®ç� 

lim
¯n→¯

T¯n = T¯

��é¨�£�: �¤�ª «�¢�©«ãª �å¤�  ©¬¤�®ãª «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤ �å¤� 
©¬¤�®ãª ©� â¤� £æ¤¦ ©�£�å¦, ©¬¤ã�àª «¦ £��â¤.

�§æ�� ¥�: �¤ ¯n → ¯ «æ«� � � �¦¨á ¯n − ¯ → 0 ¡�  �§� �ã ¦
«�¢�©«ãª T �å¤�  ©¬¤�®ãª ©«¦ £��â¤ â®¦¬£�

T (¯n − ¯) → 0 =⇒ T¯n − T¯ → 0 =⇒ T¯n → T¯
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�¨� ¦ «�¢�©«ãª T �å¤�  ©¬¤�®ãª. �¦ �¤«å©«¨¦¦ �å¤�  §¨¦�¤âª.

3.2 �  ¨��£â¤¦  «�¢�©«âª
�¨ ©£æª: �¤�ª «�¢�©«ãª T ¦¨ ©£â¤¦ª ©� â¤� ©«��£�«æ � �¤¬©£�« ¡æ

®é¨¦ V �å¤�  ¨��£â¤¦ª, «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤ ¬§á¨®�  ©«���¨á c «â«¦ �
é©«�

‖T¯‖ ≤ c‖¯‖ ∀¯ ∈ V

� £ ¡¨æ«�¨¦ª �¨ �£æª c £� «�¤  � æ«�«� �¬«ã, ¦¤¦£á��«�  ©«á�£� «¦¬ ¨��-
£â¤¦¬ «�¢�©«ã T ¡�  ©¬£�¦¢å��«�  £� ‖T‖ ��¢��ã

‖T‖ = inf
{
c ∈ <+ : ‖T¯‖ ≤ c‖¯‖ ∀¯ ∈ V

}

�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  � ©«á�£� �¤æª «�¢�©«ã �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

‖T‖ = sup
6̄=0

‖T¯‖
‖¯‖

�¨¦�¤éª  ©®ç�  � �¤ ©æ«�«�

‖T¯‖ ≤ ‖T‖‖¯‖

��é¨�£�: �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ¨��£â¤à¤ (�¨�££ ¡é¤) «�¢�©«é¤ �§å
�¤æª ©«��£�«¦ç (ã �§á¤�®) � �¤¬©£�« ¡¦ç ®é¨¦¬ V , £� « ª §¨á¥� ª ¡�  «�
©«á�£� æ§àª ¦¨å©«�¡�¤, �å¤�  £ � ©«��£�«ã (ã �§á¤�®) á¢���¨�.

�§æ�� ¥�: � �§æ�� ¥� �å¤�  �§¢ã. ��£� é¤¦¬£� £æ¤¦ æ« 

‖(T1T2)®‖ = ‖T1(T2®)‖ ≤ ‖T1‖‖T2®‖ ≤ T2‖‖T2‖‖®‖

�¨�  ©®ç�  � ©®â©�
‖T1T2‖ ≤ ‖T1‖‖T2‖

§¦¬ �å¤�  £ � �§æ « ª  � æ«�«�ª é©«� ¦ ®é¨¦ª ¤� �å¤�  ®é¨¦ª �§á¤�®.
��é¨�£�: �¤�ª «�¢�©«ãª T �å¤�  ©¬¤�®ãª «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�, æ«�¤

�å¤�  ¨��£â¤¦ª.
�§æ�� ¥�: �¤ ¦ «�¢�©«ãª T �å¤�  ¨��£â¤¦ª ¡�  ¯n £ � �¡¦¢¦¬�å�

� �¤¬©£á«à¤ §¦¬ ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ � á¤¬©£� ¯ «æ«�

‖T¯n − T¯‖ = ‖T (¯n − ¯) ‖ ≤ ‖T‖‖¯n − ¯‖ −→ 0
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�  ¨��£â¤¦  «�¢�©«âª

� æ«  ‖T‖ < ∞ ¡�  ‖¯n − ¯‖ −→ 0. �¨�

‖T¯n − T¯‖ → 0 =⇒ T¯n → T¯

¡�  �§¦£â¤àª ¦ � �å¤�  ©¬¤�®ãª.
�¤« ©«¨æàª. �§¦�â«¦¬£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª T �å¤�  ©¬¤�®ãª ¡�  ��¤ �å¤� 

¨��£â¤¦ª. �¨� ¬§á¨®�  â¤� £� £���¤ ¡æ � á¤¬©£� ¯n «â«¦ ¦ é©«�

‖T¯n‖ ≥ n‖¯n‖
�§ ¢â�¦¬£� «�¤ �¡¦¢¦¬�å� «à¤ � �¤¬©£á«à¤

®n =
1
n

1
‖¯n‖¯n

� � «�¤ �¡¦¢¦¬�å� �¬«ã  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

‖®n − 0‖ =
1
n

1
‖¯n‖‖¯n‖ =

1
n

�¨� lim
n→∞

®n = 0

�§ §¢â¦¤ â®¦¬£�

‖T®n‖ =
1
n

1
‖¯n‖‖T¯n‖ ≥ 1

n

1
‖¯n‖n‖¯n‖ = 1

�§¦��å¥�£� æ«  � � «�¤ �¡¦¢¦¬�å� ®n §¦¬ ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ £��â¤, � �¡¦¢¦¬�å�
T®n ��¤ ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ £��â¤ ¡�  á¨� ¦ T ��¤ �å¤�  ©¬¤�®ãª. �¬«æ æ£àª
�å¤�  á«¦§¦.

��é¨�£�: �á�� «�¢�©«ãª §á¤à ©� â¤�¤ n − � á©«�«¦ ®é¨¦ �å¤� 
¨��£â¤¦ª ¡�  á¨� ©¬¤�®ãª.

�§æ�� ¥�: �¬£�¦¢å�¦¬£� £� T «¦¤ «�¢�©«ã ¡�  ��à¨¦ç£� £ � ¦¨�¦-
¡�¤¦¤ ¡ã �á©� 1, 2, · · · , n «¦¬ ®é¨¦¬ «æ«� � � ¡á�� � á¤¬©£�

¯ =
n∑

k=1

¯kk

â®¦¬£�

‖T¯‖2 =< T¯|T¯ >=<
n∑

k=1

¯kTk|
n∑

i=1

¯iTi >=
n∑

k,i=1

¯k¯∗i < Tk|Ti >
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�¢¢á ¢æ�à «�ª �¤ ©æ«�«�ª «¦¬ ���¨«ª  ©®ç� 

|¯j | = | < j |¯ > | ≤ ‖j‖‖¯‖ = ‖¯‖
¡�  �§¦£â¤àª â®¦¬£�

‖T¯‖2 ≤



n∑

k,i=1

| < Tk|Ti > |

 ‖¯‖

�¤ c ¦ £���¢ç«�¨¦ª �§æ «¦¬ª �¨ �£¦çª
(∑n

k,i=1 | < Tk|Ti > |
)

«æ«�

‖T¯‖ ≤ c‖¯‖
¡�  á¨� ¦ «�¢�©«ãª �å¤�  ¨��£â¤¦ª.

��é¨�£�: �¤�ª ¨��£â¤¦ª «�¢�©«ãª T ¦¨ ©£â¤¦ª ©� â¤� ®é¨¦ £�
á§� ¨� � á©«�©�, £§¦¨�å ¤� §�¨�©«���å �§æ £ � �§�å¨¦¬ � á©«�©�ª £ã«¨�.

�§æ�� ¥�: � � «�¤ �§æ�� ¥� ©�£� é¤¦¬£� æ«  �§� �ã ¦ «�¢�©«ãª T
�å¤�  ¨��£â¤¦ª ¡�  á¨� ©¬¤�®ãª, £§¦¨¦ç£� ¤� §á¨¦¬£� «� æ¨ � «¦¬ n →∞
©«¦ �¤«å©«¦ ®¦ ��é¨�£� � � «¦¬ª n − � á©«�«¦¬ª ®é¨¦¬ª.

�¨ ©£æª: �¤�ª «�¢�©«ãª T �� ¢â£� æ«  â®�  «¨¦® á ã å®¤¦ª, �¤ � ©� ¨á∑
n < n|Tn > ©¬�¡¢å¤�  ¡�  â®�  «¦ å� ¦ æ¨ ¦ � � ¡á�� ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ �á©�

n. �¦ á�¨¦ ©£�
Tr( T ) =

∑
n

< n|Tn >

¦¤¦£á��«�  «¨¦® á «¦¬ «�¢�©«ã �. �¤�ª «�¢�©«ãª ¦¨ ©£â¤¦ª ©� ®é¨¦ §�§�-
¨�©£â¤�ª � á©«�©�ª â®�  §á¤«� £ � «¨¦® á.

��¨�«ã¨�©�: �«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã �¨���æ£�©«� ©¬¤ã�àª ©� �§� -
¨¦� á©«�«¦¬ª ®é¨¦¬ª ¡�  £� §¦¢¢âª ¦¨âª £� £� ¨��£â¤¦¬ª «�¢�©«âª.

��¨á�� �£�: ��à¨¦ç£� «¦¤ ®é¨¦ L2(<) «à¤ «�«¨��à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�-
¨é© £à¤ ¡�«á ��£§â¡ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ¯(x). ��à¨¦ç£� «¦¤ «�¢�©«ã Q «�ª
�â©�ª §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©®â©�

Q¯(x) = x¯(x)

� «�¢�©«ãª �¬«æª ��¤ ¦¨å��«�  ©� æ¢¦¤ «¦¤ ®é¨¦ � æ«  ¬§á¨®¦¬¤ � �-
¤ç©£�«� ¯(x) ∈ L2(<) «â«¦ � é©«� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

∫∞
−∞ |x¯(x)|2dx ¤� £�¤

�å¤�  §�§�¨�©£â¤¦ ¡�  �§¦£â¤àª

Q¯(x) = x¯(x) 6∈ L2(<)
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�ç�¡¢ ©� �¡¦¢¦¬�å�ª ¨��£â¤à¤ «�¢�©«é¤

� «�¢�©«ãª �¬«æª ¦¨å��«�  §á¤à ©� â¤� ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ ®é¨¦¬. �¦ §��å¦
¦¨ ©£¦ç «¦¬ «�¢�©«ã �¬«¦ç �å¤� 

Dx =
{

¯ ∈ L2(<)
∫

<
|x¯(x)|2dx < ∞

}

�§¦�� ¡¤ç¦¬£� «é¨� æ«  ¦ «�¢�©«ãª ��¤ �å¤�  ¨��£â¤¦ª. ��à¨¦ç£�
«�¤ ©¬¤�®ã ©¬¤á¨«�©� f0(x) ≥ 0 £� ¦¨â� £â©� ©«¦ � á©«�£� [0, 1] §¦¬
��¤ £���¤å��«�  «�¬«¦« ¡á ��¢��ã f0(x) ∈ C0(<). � � ¡á�� � � ©¬¤á¨«�©�
f�(x) = f0(x − �) â®�  ¦¨â� ©«¦ � á©«�£� [�, � + 1] ¡�  f�(x) ∈ C0(<).
�¢¢á  ©®ç� 

‖f�‖ = ‖f0‖ = ©«���¨æ

¡�  �§¦£â¤àª

‖Qf�‖2 =
∫ ∞

−∞
x2f2

0 (x− �)dx =
∫ �+1

�
x2f2

0 (x− �)dx ≥ �2
∫ ∞

−∞
f2

� (x)dx

= �2‖f0‖2 −→�→∞ ∞

�¨�
‖Q‖ = ∞

� «�¢�©«ãª Q £� §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¤ ®é¨¦ L2(�, �) æ§¦¬ 0 < � < � �å¤� 
¨��£â¤¦ª ¡�  á¨� ©¬¤�®ãª.

� � �¤á¢¦�� ¡�«á©«�©� �¤« £�«à§å�¦¬£� ¡�  � � «¦¤ «�¢�©«ã «�ª ¦¨£ãª

Px = −i
d

dx
DPx =

{
¯ ∈ L2(<),

∫

<

∣∣∣∣
d

dx
¯(x)

∣∣∣∣
2

dx < ∞
}

� «�¢�©«ãª �¬«æª ��¤ �å¤�  ¨��£â¤¦ª ¦ç«� ©«¦¤ ®é¨¦ L2(�, �).

3.3 �ç�¡¢ ©� �¡¦¢¦¬�å�ª ¨��£â¤à¤
«�¢�©«é¤

� ©ç�¡¢ ©� £ �ª �¡¦¢¦¬�å�ª ¨��£â¤à¤ «�¢�©«é¤ ©� â¤� ®é¨¦ �å¢-
£§�¨« ¦¨å��«�  ¡�«á «¨� ª «¨æ§¦¬ª.
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��á¢� ¦ 3

�¨ ©£æª: �¤ Tn, n = 1, 2, · · · £ � �¡¦¢¦¬�å� ©¬¤�®é¤ «�¢�©«é¤ �§å
�¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨« H «æ«�
�) � �¡¦¢¦¬�å� ©¬�¡¢å¤�  ¦£¦ æ£¦¨� ©«¦¤ «�¢�©«ã T �¤

lim
n→∞

‖Tn − T‖ = 0

�) � �¡¦¢¦¬�å� ©¬�¡¢å¤�   ©®¬¨éª ©«¦¤ «�¢�©«ã T �¤

lim
n→∞

‖Tn¯− T¯‖ = 0 ∀¯ ∈ H

�) � �¡¦¢¦¬�å� ©¬�¡¢å¤�  �©��¤éª ©«¦¤ «�¢�©«ã T �¤

lim
n→∞

< Tn¯− T¯|® >= 0 ∀® , ¯ ∈ H

�æ�à «à¤ ©®â©�à¤

| < Tn¯− T¯|® > | ≤ ‖Tn¯− T¯‖‖®‖ ≤ ‖Tn − T‖‖¯‖‖®‖

�å¤�«�  �£â©àª æ«  � ¦£¦ æ£¦¨� ©ç�¡¢ ©� ©¬¤�§á��«�  «�¤  ©®¬¨ã ¡� 
�  ©®¬¨ã ©ç�¡¢ ©� ©¬¤�§á��«�  «�¤ �©��¤ã. �¦ �¤«å©«¨¦¦ ��¤  ©®ç�  �¤
�â¤� .

3.4 � �¤«å©«¨¦¦ª «�¢�©«ãª
�¨ ©£æª: �¤�ª «�¢�©«ãª T1 â®�  �¤«å©«¨¦¦, �¤ ¬§á¨®�  â¤�ª «�¢�-

©«ãª T2 «â«¦ ¦ª é©«�
T1T2 = T2T1 = I

æ§¦¬ � �å¤�  ¦ £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª.
� «�¢�©«ãª T2 ©¬£�¦¢å��«�  £� T−1

1 ¡�  �å¤�  £¦¤�� ¡æª.
��é¨�£�: �¤�ª «�¢�©«ãª T ¦¨ ©£â¤¦ª ©� â¤�¤ n − � á©«�«¦ ®é¨¦

â®�  �¤«å©«¨¦¦ «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤
�) ��¤ ¬§á¨®�  £� £���¤ ¡æ � á¤¬©£� ¯ «â«¦ ¦ é©«� T¯ = 0.
�) � �¤«å©«¦ ®� £ã«¨� «¦¬ «�¢�©«ã T â®�  £� £���¤ ¡ã ¦¨å�¦¬©�.

��é¨�£�: �¤�ª ¨��£â¤¦ª «�¢�©«ãª T ¦¨ ©£â¤¦ª ©� â¤� ®é¨¦ �å¢-
£§�¨« H , â®�  �¤«å©«¨¦¦ «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�, æ«�¤ � � ¡á�� � á¤¬©£� ¯
¬§á¨®�  â¤� £æ¤¦ � á¤¬©£� ®, «â«¦ ¦ é©«� ¯ = T® ��¢��ã ¦ «�¢�©«ãª T
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� �¨£�« �¤æª «�¢�©«ãª

�å¤�  £ � �£ £¦¤¦©ã£�¤«¦ª �§� ¡æ¤ ©�. � «�¢�©«ãª T−1 ¦¨å��«�  �§æ «�¤
©®â©� T−1¯ = ® ¡�  �å¤�  ¨��£â¤¦ª.

3.5 � �¨£�« �¤æª «�¢�©«ãª
�¨ ©£æª: � «�¢�©«ãª T+ ¦¤¦£á��«�  ©¬�¬�ãª «¦¬ T , �¤  ©®ç� 

< ¯|T® >=< T+¯|® > ∀® , ¯ ∈ H

��é¨�£�: �¤ ¦ «�¢�©«ãª T �å¤�  ¨��£â¤¦ª, «æ«� ¬§á¨®�  â¤�ª £æ¤¦
«�¢�©«ãª T+ ¦ ¦§¦å¦ª �å¤�  ¨��£â¤¦ª ¡�   ©®ç� 

‖T+‖ = ‖T‖

�§æ�� ¥�: �§� �ã ¦ «�¢�©«ãª T �å¤�  ¨��£â¤¦ª (©¬¤�®ãª) �§å «¦¬
®é¨¦¬ �å¢£§�¨« H , � �§� ¡æ¤ ©�

f¯(®) =< ¯|T® > ∀® ∈ H

�å¤�  â¤� ¨��£â¤¦ �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ. �¨á�£�«  �å¤�  �¨�££ ¡æ � æ« 

f¯(�®1 + �®2) =< ¯|T (�®1 + �®2) >=� < ¯|T®1 > +� < ¯|T®2 >=

�f¯(®1) + �f¯(®2)

¡�  ¨��£â¤¦ � æ« 

|f¯(®)| = | < ¯|T® > | ≤ ‖T®‖‖¯‖ ≤ (‖T‖‖¯‖) ‖®‖

�¨�
∀¯ ∈ H =⇒ f¯ ∈ H ∗

�ç£à¤� £� «¦ ��é¨�£� «¦¬ � «� ∀f¯ ∈ H ∗ ¬§á¨®�  â¤� £æ¤¦  ∈ H «â«¦ ¦
é©«�

< ¯|T® >= f¯(®) =< |® >

�¨å�¦¬£� «é¨� «¦¤ «�¢�©«ã T+ �§æ «�¤ �¤« ©«¦ ®å�

T+¯ = 
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��á¢� ¦ 3

� «�¢�©«ãª T+ �å¤�  ¦ ©¬�¬�ãª «�¢�©«ãª «¦¬ T � æ«  §¨¦�¤éª  ©®ç� 

< ¯|T® >=< T+¯|® > ∀® , ¯ ∈ H

� �¨�££ ¡æ«�«� «¦¬ «�¢�©«ã T+ �å¤�  §¨¦�¤ãª �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «¦¬. �§å©�ª

‖T+¯‖2 =< T +¯|T+¯ >=< T (T+¯)|¯ >< ‖T‖‖T+¯‖‖¯‖ =⇒

‖T+¯‖ ≤ ‖T‖‖¯‖
�¨� ¦ T+ �å¤�  ¨��£â¤¦ª ¡�  �§¦£â¤àª

‖T+‖ ≤ ‖T‖

�§å §¢â¦¤

‖T¯‖2 =< T¯|T¯ >=< ¯|T+(T¯) >≤ ‖¯‖‖T+‖‖T¯‖ =⇒

‖T¯‖ ≤ ‖T+‖‖¯‖
¡�  á¨�

‖T‖ ≤ ‖T+‖
�§æ « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª â®¦¬£� «�¤  ©æ«�«�

‖T+‖ = ‖T‖

�â¢¦ª �¤ ¬§¦�â©¦¬£� æ«  ¬§á¨®¦¬¤ �ç¦ «â«¦ ¦  «�¢�©«âª T+
1 ¡�  T+

2 «æ«�

∀® , ¯ ∈ H < ¯|T® >=< T +
1 ¯|® > =< T+

2 ¯|® >=⇒
< T +

1 ¯|® > − < T +
2 ¯|® > =< T+

1 ¯− T+
2 ¯|® >= 0 =⇒

∀¯ ∈ H T+
1 ¯ = T+

2 ¯ ¡�  á¨� T+
1 = T+

2

� � â¤�¤ £� ¨��£â¤¦ «�¢�©«ã  ©®ç�  «¦ �¥ãª ��é¨�£�.
��é¨�£�: ��à¨¦ç£� â¤� «�¢�©«ã T �§å «¦¬ H £� §��å¦ ¦¨ ©£¦ç

DT . �¨å�¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦ DT+ ©�¤ «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ¯, §¦¬ �å¤� 
«â«¦ � é©«� ¤� ¬§á¨®�  â¤� £æ¤¦ � á¤¬©£�  «â«¦ ¦ é©«� ¤�  ¡�¤¦§¦ �å«�  �
�¥å©à©�

< |® >=< ¯|T® > ∀® ∈ DT
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� �¨£�« �¤æª «�¢�©«ãª

� �§� ¡æ¤ ©�
¯ 7−→  = T+¯ æ§¦¬ ¯ ∈ DT+

�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  �å¤�  â¤�ª �¨�££ ¡æª «�¢�©«ãª, ¦ ©¬�¬�ãª «¦¬ T ¡�  ¬§á¨-
®� , ��¢��ã DT+ 6= ∅ «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�, æ«�¤ «¦ DT �å¤�  §�¤«¦ç §¬¡¤æ
©«¦ H . ��¢��ã

�DT = H

�¨ ©£æª: �¤�ª «�¢�©«ãª ¦¤¦£á��«�  �¨£�« �¤æª (�¬«¦©¬�¬�ãª) «æ«�
¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤

T+ = T

�¤�ª �¨£�« �¤æª «�¢�©«ãª  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ �¥å©à©�

< ®|T¯ >=< T®|¯ > ∀®, ¯ ∈ DT = DT+

� � â¤� ¡��¤« ¡æ ©ç©«�£� §¦¬ �¨å©¡�«�  ©«�¤ ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ �£â¤� ¡�«á-
©«�©� ® ¦ �¨ �£æª < ®|T® > �å¤�  � £â©� « £ã «¦¬ £��â�¦¬ª §¦¬ §�¨ ©«á¤� 
¦ «�¢�©«ãª T ¡�  á¨� §¨â§�  ¤� �å¤�  â¤�ª §¨��£�« ¡æª �¨ �£æª. �§æ «�¤
§�¨�§á¤à ©®â©� �§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� æ«  ¦ �¨ �£æª �¬«æª �å¤�  §¨��£�« -
¡æª.

< ®|T® >=< T®|® >=< ®|T® >∗∈ < ∀® ∈ DT

�¬«æª �å¤�  â¤�ª �§æ «¦¬ ¢æ�¦¬ª §¦¬ ¦  «�¢�©«âª «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª §¨â§� 
¤� �å¤�  �¨£�« �¤¦å.

�§¦�� ¡¤ç¦¤«�  �ç¡¦¢� ¦   � æ«�«�ª

(T+)+ = T (T1 + T2)+ = T+
1 + T+

2

(�T )+ = �∗T+ (T1T2)+ = T+
2 T+

1

�¨ ©£æª: �¤�ª �¨£�« �¤æª «�¢�©«ãª ¦¤¦£á��«�  ��« ¡á ¦¨ ©£â¤¦ª ã
��« ¡æª «�¢�©«ãª �¤  ©®ç�  � ©®â©�

< ®|T® >≥ 0 ∀® ∈ DT

�¤ ¦ «�¢�©«ãª T �å¤�  ¨��£â¤¦ª (ã ¦¨å��«�  ©� n − � á©«�«¦¬ª ®é¨¦¬ª)
¡�  1, 2, · · · �å¤�  £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� «¦¬ ®é¨¦¬, «æ«� ¦ «�¢�©«ãª T
§�¨å©«�«�  �§æ £ � £ã«¨� £� ©«¦ ®�å� �jk =< j |Tk >. �¤ �jk � £ã«¨�
§¦¬ §�¨ ©«á¤�  «¦¤ «�¢�©«ã T+ «æ«�

�jk =< j |T+k >=< Tj |k >=< k|Tj >∗= �∗kj
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��á¢� ¦ 3

�¨� «� ©«¦ ®�å� £ã«¨�ª �¤æª ¨��£â¤¦¬ �¨£�« �¤¦ç «�¢�©«ã ®�¨�¡«�¨å�¦-
¤«�  �§æ «�¤ �¥å©à©�

�jk = �∗kj

��¨�«ã¨�©�: �¤�ª «�¢�©«ãª T §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ �¥å©à©�

< ®|T¯ >=< T®|¯ > ∀® , ¯ ∈ DT

�å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� £�¤ �å¤�  �¨£�« �¤æª. �¨á�£�«  �¤ «¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬
DT �å¤�  â¤� ¬§¦©ç¤¦¢¦ §�¤«¦ç §¬¡¤æ ©«¦ H , «æ«� ¦¨å��«�  ¦ «�¢�©«ãª T+.
�å¤�  æ£àª �¬¤�«æ¤ «¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ T+ ¤� �å¤�  ¬§�¨©ç¤¦¢¦ «¦¬ §��å¦¬
¦¨ ©£¦ç «¦¬ T . �«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã ¦ «�¢�©«ãª T+ �å¤�  £ � �§â¡«�©� «¦¬
T ¡�  ¦ «�¢�©«ãª T ¦¤¦£á��«�  ©¬££�«¨ ¡æª. �¤ �§å §¢â¦¤ ¡�  «� §��å�
¦¨ ©£¦ç «à¤ T ¡�  T+ ©¬£§å§«¦¬¤, ��¢��ã

DT = DT+

«æ«� ¦ £� ¨��£â¤¦ª «�¢�©«ãª T �å¤�  �¨£�« �¤æª.
��¨�«ã¨�©�: �¤ «¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç DT «¦¬ «�¢�©«ã T �å¤�  æ¢¦ª

¦ ®é¨¦ª ��¢��ã ¦ «�¢�©«ãª �å¤�  §�¤«¦ç ¦¨ ©£â¤¦ª «æ«� ¦ «�¢�©«ãª �§¦�� -
¡¤ç�«�  æ«  �å¤�  ¨��£â¤¦ª ¡�  á¨� �¨£�« �¤æª. �§¦£â¤àª â¤�ª ©¬££�«¨ ¡æª
£� ¨��£â¤¦ª «�¢�©«ãª ��¤ £§¦¨�å ¤� �å¤�  §�¤«¦ç ¦¨ ©£â¤¦ª.

3.6 � £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª
�¨ ©£æª: �¤�ª «�¢�©«ãª U ¦¤¦£á��«�  £¦¤�� �å¦ª (unitary), «æ«�

¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤ â®�  �¤«å©«¨¦¦ ¡�   ©®ç� 

‖U¯‖ = ‖¯‖ ∀¯ ∈ H

�¨¦�¤éª ‖U‖ = 1 ¡�  á¨� â¤�ª £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª �å¤�  ¨��£â¤¦ª.
� � ®é¨¦¬ª §�§�¨�©£â¤�ª � á©«�©�ª � ©®â©� ‖U¯‖ = ‖¯‖ ©¬¤�§á��«�  æ« 
¦ «�¢�©«ãª U â®�  �¤«å©«¨¦¦.

��é¨�£�: �¤ U �å¤�  â¤�ª £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª, «æ«�  ©®ç�  � ©®â©�

< U®|U¯ >=< ®|¯ > ∀® , ¯ ∈ H

�¤�ª £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª � �«�¨�å «� £ã¡� «à¤ � �¤¬©£á«à¤. � �«�¨�å
�§å©�ª «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ ¡�  �§¦£â¤àª ¡�  «�¤ �à¤å�
«¦¬ª.
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� £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª

��¨�«ã¨�©�: �¤ U �å¤�  â¤�ª £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª ¡�  1, 2, · · ·
�å¤�  £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� «¦¬ ®é¨¦¬, «æ«� «� � �¤ç©£�«� U1, U2, · · ·
�å¤�  �§å©�ª £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� «¦¬ ®é¨¦¬, æ§àª �å¤¦¤«�  �ç¡¦¢� �§æ
«�¤ ©®â©�

< Ui|Uj >=< i|j >= �ij

� §¨æ«�©�  ©®ç�  ¡�  �¤«å©«¨¦�, ��¢��ã �¤ 1, 2, · · · �å¤�  £ � ¦¨�¦-
¡�¤¦¤ ¡ã �á©� «¦¬ ®é¨¦¬ ¡�  U â¤�ª ¨��£â¤¦ª «�¢�©«ãª, «â«¦ ¦ª é©«� «�
� �¤ç©£�«� U1, U2, · · · ¤� �å¤�  £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©�, «æ«� ¦ «�¢�©«ãª
U �å¤�  £¦¤�� �å¦ª. �â¢¦ª  ©®ç�  ¡�  «¦ �¡æ¢¦¬�¦ ��é¨�£�:

��é¨�£�: �¤ 1, 2, · · · ¡�  ′1, ′2, · · · �å¤�  �ç¦ ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡âª
�á©� ª �¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨« H «æ«� ¬§á¨®�  â¤�ª £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª §¦¬
�§� ¡¦¤å��  «�¤ £å� �á©� ©«�¤ á¢¢�

′i = Ui ∀i = 1, 2, · · ·

�§æ�� ¥�: � � «�¤ �§æ�� ¥� �� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£� «¦¤ ��«¦ç£�¤¦ £¦-
¤�� �å¦ «�¢�©«ã. � � ¡á�� � á¤¬©£�

¯ =
∞∑

k=1

�kk

¦¨å�¦¬£� «¦¤ «�¢�©«ã U �§æ «�¤ ©®â©�

U¯ = ® æ§¦¬ ® =
∞∑

k=1

�k′k

� ©� ¨á
∑∞

k=1 �k′k ©¬�¡¢å¤�  � æ« 
∑∞

k=1 |�k|2 = ‖¯‖2 ¡�  �§¦£â¤àª ¦
«�¢�©«ãª U �å¤�  ¡�¢á ¦¨ ©£â¤¦ª. �§å §¢â¦¤ ¦ «�¢�©«ãª U �å¤�  ¨��£â¤¦ª
¡�  £¦¤�� �å¦ª. �¨á�£�«  � � ¡á�� ¯1, ¯2 ∈ H â®¦¬£�

< U¯1|U¯2 > ==
¦¨© <

∞∑

k=1

�k′k|
∞∑

j=1

�j′j >=
∞∑

k,j=1

�∗k�j < ′k|′j >=

=
∞∑

k=1

�∗k�j�kj =
∞∑

k=1

�∗k�k =< ¯1|¯2 >
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��á¢� ¦ 3

�â¢¦ª �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ �å¤�«�  �£â©àª æ«  ¦ «�¢�©«ãª U ¦¨å��«�  ©� æ¢¦
«¦¤ ®é¨¦.

�§¦£â¤àª â¤�ª £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª §¨¦©� ¦¨å��  £ � �¢¢��ã £ �ª ¦¨-
�¦¡�¤¦¤ ¡ãª �á©�ª ¡�  £ � �¢¢��ã �á©�ª ¦¨å��  â¤� £¦¤�� �å¦ «�¢�©«ã.

��é¨�£�: �¤�ª «�¢�©«ãª U �å¤�  £¦¤�� �å¦ª «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«� æ«�¤

U+U = UU+ = �

�§æ�� ¥�: �¤  ©®ç�  � §�¨�§á¤à ©®â©�, «æ«� ¦ «�¢�©«ãª U â®� 
�¤«å©«¨¦¦ U−1 = U+. �§å©�ª � � ¡á�� � á¤¬©£� ¯ â®¦¬£�

‖U¯‖2 =< U¯|U¯ >=< U+U¯|¯ >=< ¯|¯ >= ‖¯‖2

�¨� ¦ U �å¤�  £¦¤�� �å¦ª.
�¤« ©«¨æàª, �¤ U �å¤�  â¤�ª £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª «æ«�

< ¯1|¯2 >=< U¯1|U¯2 >=< ¯1|U+ (U¯2) > =⇒ U+U = �

�§ §¢â¦¤  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

U+ − U−1 = (U+ − U−1)UU−1 = (U+U − U−1U)U−1 = (1− 1)U−1 = 0

�§¦£â¤àª â®¦¬£�
U+ = U−1

��¨�«ã¨�©�: �ç£à¤� £� «¦ ��é¨�£�, ¦ «�¢�©«ãª U �å¤�  £¦¤�-
� �å¦ª æ«�¤  ©®ç�  � ©®â©� U+U = UU+ = I. ��¤ å� � ©®â©�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤
§¨¦�¤éª ¡�  ¦  �¤«å©«¦ ®�ª £ã«¨�ª ��¢��ã â®¦¬£�

(
U+U

)
ji

=
(
UU+)

ji
= (I)ji = �ji

�¡«�¢¦ç£� «¦¬ª §¦¢¢�§¢�© �©£¦çª «à¤ £�«¨é¤ ¡�  �¨å©¡¦¬£�
∑

k

(
U+)

jk
(U)ki =

∑

k

(U)jk

(
U+)

ki
= �ji

�¤ Ajk �å¤�  «� ©«¦ ®�å� £ã«¨�ª «¦¬ «�¢�©«ã U «æ«� «� A∗kj �å¤�  «� ©«¦ ®�å�
£ã«¨�ª «¦¬ «�¢�©«ã U+ ¡�  � ©®â©� �å¤�«� 

∑

k

A∗kjAki =
∑

k

AjkA∗ik = �ji
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� §¨¦�¦¢ ¡æª «�¢�©«ãª

� ©®â©� �¬«ã �å¤�  � ©¬¤�ã¡� é©«� � £ã«¨� A ¡�  ¦ �¤«å©«¦ ®¦ª «�¢�©«ãª
U ¤� �å¤�  £¦¤�� �å¦ª.

3.7 � §¨¦�¦¢ ¡æª «�¢�©«ãª
�¨ ©£æª: �¤ � â¤�ª ¬§æ®à¨¦ª �¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨« H , «æ«� �å¤� 

�¤à©«æ æ«  H = � ⊕�⊥ ¡�  �¨� ¡á�� � á¤¬©£� ¯ ∈ H �¨á�«�  £¦¤¦©ã-
£�¤«� ©�¤ á�¨¦ ©£� �¤æª � �¤ç©£�«¦ª «¦¬ ®é¨¦¬ � ¡�  �¤æª � �¤ç©£�«¦ª
«¦¬ ®é¨¦¬ �⊥

¯ = ¯� + ¯�⊥ æ§¦¬ ¯� ∈ � ¡�  ¯M⊥ ∈ �⊥

�¨å�¦¬£� «¦¤ «�¢�©«ã PM �§æ «�¤ ©®â©�

PM¯ = ¯M ∀¯ ∈ H

� «�¢�©«ãª �¬«æª ¦¤¦£á��«�  §¨¦�¦¢ ¡æª «�¢�©«ãª �§å «¦¬ �.
�å¤�  §¨¦�¤âª æ« 

PM¯ = ¯ ∀¯ ∈ � ¡� 

PM¯ = 0 ∀¯ ∈ �⊥

�§å©�ª ¦ «�¢�©«ãª P�⊥ = �−P� �å¤�  ¦ §¨¦�¦¢ ¡æª «�¢�©«ãª ©«¦ �⊥ � æ« 

P�⊥¯ = (�− P�)¯ = ¯− PM¯ = ¯− ¯� = ¯�⊥

� «�¢�©«ãª PM �å¤�  ¨��£â¤¦ª ¡�  �§å §¢â¦¤ ‖PM‖ = 1. �¨á�£�« 

‖PM¯‖2 = ‖¯M‖2 = ‖¯− ¯�⊥‖2 ≤ ‖¯‖2 =⇒ ‖PM‖ ≤ 1

¡�  �§� �ã ‖P�¯‖ = ‖¯‖ � � ¡á�� � á¤¬©£� «¦¬ �, ©¬¤�§á��«�  æ« 

‖P�‖ = 1

��¨�«ã¨�©�: ��à¨¦ç£� «¦¤ £¦¤¦� á©«�«¦ ®é¨¦ � §¦¬ ¡�«�©¡�¬á-
��«�  �§æ «¦ £¦¤�� �å¦ � á¤¬©£� |k >, æ§¦¬ ‖k‖ = 1. � §¨¦�¦¢ ¡æª
«�¢�©«ãª Pk §á¤à ©«¦¤ ®é¨¦ �¬«æ, ¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©®â©�

Pk|¯ >= �k|k > ∀¯ ∈ H
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��á¢� ¦ 3

�¤ |1 >, |2 >, · · · , |k >, · · · �å¤�  £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©� «¦¬ ®é¨¦¬
H , «æ«� � � ¡á�� ©«¦ ®�å¦ |k > «�ª �á©�ª ¦¨å�¦¬£� «¦¬ª «�¢�©«âª Pk �§æ
« ª ©®â©� ª

Pk|¯ >= �k|k > æ§¦¬ �k =< k|¯ >

�§¦£â¤àª
Pk|¯ >= |k >< k|¯ > ∀|¯ >∈ H

�¨� £§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� «¦¤ §¨¦�¦¢ ¡æ «�¢�©«ã Pk £� «�¤ £¦¨ã

Pk = |k >< k|

�  «�¢�©«âª �¬«¦å  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª

PjPk = �jkPk

�¨á�£�«  â®¦¬£�

PjPk = |j >< j |k >< k| = |j > �jk < k| = �jk|k >< k| = �jkPk

�§å©�ª, �§� �ã ¡á�� � á¤¬©£� «¦¬ ®é¨¦¬ �¨á�«� 

|¯ >=
∞∑

k=1

|k >< k|¯ >=
∞∑

k=1

Pk|¯ >

�¤ \�§¢¦§¦ ã©¦¬£�" «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� £� «¦ |¯ > â®¦¬£�

∞∑

k=1

|k >< k| =
∞∑

k=1

Pk = I

��¢��ã ¦  «�¢�©«âª Pk �å¤�  ¦¨�¦�é¤ ¦  �¤á �¬¦ ¡�   ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤
§�¨�§á¤à ©®â©� §¦¬ ¦¤¦£á��«�  ©¬¤�ã¡� §¢�¨æ«�«�ª.

��é¨�£�: �¤�ª �¨�££ ¡æª «�¢�©«ãª ¦¨ ©£â¤¦ª ©'æ¢¦ «¦¤ ®é¨¦ �å¢-
£§�¨« ã �å¤�  ¨��£â¤¦ª, �å¤�  â¤�ª §¨¦�¦¢ ¡æª «�¢�©«ãª, «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�
æ«�¤

P 2 = P = P+

� §¨¦�¦¢ ¡æª «�¢�©«ãª �å¤�  �¨£�« �¤æª.
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�¦ á©£� «à¤ «�¢�©«é¤

3.8 � ¡¢� ©«æª «�¢�©«ãª
�  £� ¨��£â¤¦  «�¢�©«âª ��¤ �å¤�  ©¬¤�®�åª. �å� ®¨ã© £�  � æ«�«�

� '�¬«¦çª «¦¬ «�¢�©«âª �å¤�  � ¡¢� ©«æ«�«�.
�¨ ©£æª: �¤�ª «�¢�©«ãª T £� §��å¦ ¦¨ ©£¦ç DT ¦¤¦£á��«�  ¡¢� ©«æª,

�¤ �§æ «�¤ ©ç�¡¢ ©� «à¤ �¡¦¢¦¬� é¤, ¯n ∈ DT ¡�  T¯n æ§¦¬ lim ¯n = ¯
¡�  lim T¯n = , ©¬¤�§á��«�  æ« 

�) ¯ ∈ DT ¡�  �) T¯ = 

��¨á�� �£�: �¤ «� � �¤ç©£�«� k ∈ DT , «æ«� «� £�¨ ¡á ��¨¦å©£�«�
¯n =

∑n
k=1 ®kk �¤ã¡¦¬¤ �§å©�ª ©«¦ DT ¡�   ©®ç� 

T

(
n∑

k=1

®kk

)
=

n∑

k=1

®kTk

�§¦�â«¦¬£� æ«  � �¡¦¢¦¬�å� ¯n «à¤ £�¨ ¡é¤ ��¨¦ ©£á«à¤, ©¬�¡¢å¤�  ©«¦
� á¤¬©£� ¯ =

∑∞
k=1 ®kk ¡�  æ«  � �¡¦¢¦¬�å� T¯n ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ � á¤¬©£�

 =
∑∞

k=1 ®kTk. �¤ ¦ «�¢�©«ãª T �å¤�  ¡¢� ©«æª «æ«� «¦ ¯ �¤ã¡�  ©«¦ DT

¡�   ©®ç� 

T

( ∞∑

k=1

®kk

)
=

∞∑

k=1

®kTk

��é¨�£�: �¤ â¤�ª «�¢�©«ãª T ¦¨å��«�  ©'â¤� §�¤«¦ç §¬¡¤æ ¬§¦©ç-
¤¦¢¦ «æ«� ¦ «�¢�©«ãª T+ �å¤�  ¡¢� ©«æª «�¢�©«ãª.

3.9 �¦ á©£� «à¤ «�¢�©«é¤
�¨ ©£æª: �¤�ª £ ��� ¡æª �¨ �£æª � ¦¤¦£á��«�   � ¦« £ã �¤æª «�¢�©«ã

T , �á¤ ¬§á¨®�  â¤� £� £���¤ ¡æ � á¤¬©£� ¯, «â«¦ ¦ é©«� ¤� �§�¢���ç�«�  �
�¡æ¢¦¬�� �¥å©à©�  � ¦« £é¤

T¯ = �¯

�¦ ¯ ¦¤¦£á��«�   � ¦� á¤¬©£� «¦¬ T £�  � ¦« £ã �. � ��«¦ç£�¤� ¢ç©� §¨â-
§�  ©¬¤ã�àª ¤�  ¡�¤¦§¦ �å ¡á§¦ �ª ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª. �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤  � ¦-
« £é¤ �¤æª «�¢�©«ã ¦¤¦£á��«�  ©�£� �¡æ á©£� «¦¬ «�¢�©«ã. ��£� é¤¦¬£�
©¬¤ã�àª «�¤  � ¦©¬¤á¨«�©� £� «�¤ �¤«å©«¦ ®�  � ¦« £ã ©�¤ ��å¡«� ��¢��ã
�¨á¦¬£� ¯�.
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��á¢� ¦ 3

�¦ §�¨�§á¤à §¨æ�¢�£� �å¤�  ��© ¡æ � � « ª ��¨£¦�âª «�ª ¡��¤«¦£�®�-
¤ ¡ãª. �� ¡á�� £â���¦ª �¤« ©«¦ ®�å â¤�ª �¨£�« �¤æª «�¢�©«ãª ¡�  ¦   � ¦« £âª
�¤æª «�¢�©«ã �å¤�  ¦  £æ¤�ª « £âª §¦¬ £§¦¨�å ¤� §á¨�  «¦ �¤«å©«¦ ®¦ £â���¦ª.
� ¡á��  � ¦« £ã �å¤�  £ � § ��¤ã « £ã «¦¬ £��â�¦¬ª £� ¡á§¦ � § ��¤æ«�«�.
� § ��¤ã « £ã �å¤�  £æ¤¦ £å� �¤ «¦ ©ç©«�£� §�¨ �¨á�«�  �§æ £å�  � ¦©¬-
¤á¨«�©� «¦¬ «�¢�©«ã. �«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã «¦ �¤«å©«¦ ®¦ £â���¦ª §�å¨¤� 
£æ¤¦ £å� « £ã «�¤ �¤«å©«¦ ®�  � ¦« £ã.

�¤�ª «�¢�©«ãª ��¤ â®�  ¡�«' �¤á�¡�  � ¦« £âª. �å¤�  �§å©�ª �¬¤�«æ¤
¦   � ¦« £âª «¦¬ «�¢�©«ã ¤� ©®�£�«å�¦¬¤ â¤� � �¡¨ «æ ©ç¤¦¢¦ �§æ §�§�¨�-
©£â¤¦¬ª ã ¡�  á§� ¨¦¬ª �¨ �£¦çª �1, �2 · · · , �n, · · ·. �«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã
â®¦¬£� «¦ � ¤æ£�¤¦ §¦¬ ©«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã ¦¤¦£á�¦¬£� ¡�á¤«à©� «¦¬
£��â�¦¬ª. �å¤�  «â¢¦ª �¬¤�«æ � �¥å©à©� ¤� â®�  ¢ç©� � � ¡á�� §¨��£�« ¡ã
« £ã «¦¬ � ¦§æ«� ¢â£� æ«  «¦ á©£� �å¤�  ©¬¤�®âª.

�å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� ¬§á¨®¦¬¤ §¦¢¢á  � ¦� �¤ç©£�«� ©«�¤ å� �  � ¦« £ã.
�  � ¦« £ã �¬«ã ¦¤¦£á��«�  �¡¬¢ ©£â¤�. ��  � ¦� �¤ç©£�«� §¦¬ �¤« ©«¦ -
®¦ç¤ ©«�¤ å� �  � ¦« £ã, ©®�£�«å�¦¬¤ £ � �¨�££ ¡ã §¦¢¢�§¢æ«�«� ��. �
� á©«�©�ª «�ª §¦¢¢�§¢æ«�«�ª ��, ®�¨�¡«�¨å��  ¡�  «¦¤ ���£æ �¡¬¢ ©£¦ç
«�ª  � ¦« £ãª �. �¦ �� �å¤�  â¤�ª (¡¢� ©«æª) ¬§æ®à¨¦ª, �¤ ¦ «�¢�©«ãª �å¤� 
¨��£â¤¦ª ã £� ¨��£â¤¦ª �¢¢á ¡¢� ©«æª.

�¦ §¨æ�¢�£� «à¤  � ¦« £é¤ �¤æª «�¢�©«ã �å¤�  ��¤ ¡á �ç©¡¦¢¦. �®� 
¢¬��å �¤�¢¬« ¡á ©� ¦¨ ©£â¤�ª £æ¤¦ §�¨ §«é©� ª ¡�  «� ��à¨ã£�«� ç§�¨¥�ª
�å¤�  �¢á® ©«�. �� §¦¢¢âª §�¨ §«é©� ª ¡�«��ç�¦¬£� ©� §¨¦©��� ©«�¡âª
¢ç©� ª £� � á¦¨�ª £��æ�¦¬ª � �«�¨�®ãª «¦¬ á©£�«¦ª.

�¨ ©£æª: ��à¨¦ç£� â¤� «�¢�©«ã � ¦¨ ©£â¤¦ ©«¦ ©ç¤¦¢¦ H. �¦
©ç¤¦¢¦ ¨(�) ¦¨å��«�  ©�¤ «¦ ©ç¤¦¢¦ §¦¬ §�¨ â®�  «¦¬ª £ ��� ¡¦çª �¨ �£¦çª
¢ � � «¦¬ª ¦§¦å¦¬ª ¬§á¨®�  ¦ «�¢�©«ãª

�¢ = (�− ¢I)−1

�®�  §��å¦ ¦¨ ©£¦ç §�¤«¦ç §¬¡¤æ ©«¦ ©ç¤¦¢¦ H ¡�  �å¤�  ¨��£â¤¦ª. �¦
©ç¤¦¢¦ ¨(�) ¦¤¦£á��«�  �§ ¢ç¦¤ ©ç¤¦¢¦ «¦¬ «�¢�©«ã � ¡�  «� ©�£�å� «¦¬
©¬¤æ¢¦¬ �¬«¦ç ¦¤¦£á�¦¤«�  ¡�¤¦¤ ¡á ã ¦£�¢á ©�£�å� «¦¬ �.

�¨ ©£æª: �á©£� �¤æª «�¢�©«ã � ¦¤¦£á��«�  «¦ ©ç¤¦¢¦

©(�) = C − ¨(�)

��¢��ã «¦ á©£� �¤æª «�¢�©«ã §�¨ â®�  æ¢¦¬ª «¦¬ª £ ��� ¡¦çª �¨ �£¦çª
§¦¬ ��¤ �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡âª « £âª «¦¬ «�¢�©«ã �.
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�¦ á©£� «à¤ «�¢�©«é¤

�§æ «¦¤ §�¨�§á¤à ¦¨ ©£æ �å¤�«�  �ç¡¦¢� æ«  â®¦¬£� «¨� ª ¡�«��¦¨å�ª
á©£�«¦ª:

�) �¤ ¦ «�¢�©«ãª �¢ ��¤ â®�  �¤«å©«¨¦¦ «æ«� «¦ ¢ �¤ã¡�  ©«¦ ©�£� �¡æ
á©£�. �¬£�¦¢å�¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦ �¬«æ £� P©(�).

�) �¤ ¦ «�¢�©«ãª �¢ â®�  �¤«å©«¨¦¦ §¦¬ ��¤ �å¤�  ¨��£â¤¦ª �¢¢á «¦
§��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ �å¤�  §�¤«¦ç §¬¡¤æ ©«¦ X «æ«� «¦ ¢ �¤ã¡�  ©«¦
©¬¤�®âª á©£�. �¬£�¦¢å�¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦ �¬«æ £� C©(�).

�) �¤ ¦ «�¢�©«ãª �¢ â®�  �¤«å©«¨¦¦ �¢¢á «¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ ��¤ �å¤� 
§�¤«¦ç §¬¡¤æ ©«¦ X «æ«� «¦ ¢ �¤ã¡�  ©«¦ ¬§æ¢¦ §¦ á©£�. �¬£�¦¢å-
�¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦ �¬«æ £� R©(�).

��¨�«ã¨�©�: �� ©ç¤¦¢� ©(�), P©(�), C©(�) ¡�  R©(�) �å¤�  ¥â¤�
£�«�¥ç «¦¬ª ¡�  � â¤à©� «¦¬ª �å¤�  æ¢¦ «¦ ©ç¤¦¢¦ C «à¤ £ ��� ¡é¤ �¨ �£é¤.

��é¨�£�: � �¥å©à©� �¯ = ¢¯ â®�  £å� £� £���¤ ¡ã ¢ç©� �á¤ ¡� 
£æ¤¦ �á¤ «¦ ¢ �¤ã¡�  ©«¦ ©�£� �¡æ á©£� P©(�) «¦¬ «�¢�©«ã �.

��é¨�£�: �¤ ¦ «�¢�©«ãª T ¦¨å��«�  ©� n − � á©«�«¦¬ª ®é¨¦¬ª «¦
� �å¤�   � ¦« £ã «¦¬ T «æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�, æ«�¤ ¦ «�¢�©«ãª T − �I ��¤ â®� 
�¤«å©«¨¦¦. � ¦¨å�¦¬©� «�ª £ã«¨�ª §¦¬ �¤« ©«¦ ®�å ©«¦¤ «�¢�©«ã T − �I
�å¤�  £��â¤.

� «�¢�¬«�å� �¬«ã ©¬¤�ã¡� £�ª �å¤�  ¡�  â¤� «¨æ§¦ ¤� �¨å©¡¦¬£� «�ª
 � ¦« £âª. ����¤å�¦¬£� «�¤ ¦¨å�¦¬©� «�ª £ã«¨�ª T − �I ¡�  �¨å©¡¦¬£� £ �
�¢���¨ ¡ã �¥å©à©� àª §¨¦ª � ���£¦ç n

|�− �I| = 0

� ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª �¬«ãª £�ª �å¤�  £ � «¦¬¢á® ©«¦¤ ¢ç©� ¡�  «¦ §¦¢ç n
� �¦¨�« ¡âª ¢ç©� ª, « ª  � ¦« £âª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.

��é¨�£�: �   � ¦« £âª �¤æª �¨£�« �¤¦ç ã �¤æª ©¬££�«¨ ¡¦ç «�¢�©«ã
�å¤�  §¨��£�« ¡¦å �¨ �£¦å, ¦   � ¦« £âª �¤æª £¦¤�� �å¦¬ «�¢�©«ã �å¤�  £ ��-
� ¡¦å �¨ �£¦å £� £â«¨¦ «�¤ £¦¤á�� ¡�  ¦   � ¦« £âª �¤æª §¨¦�¦¢ ¡¦ç «�¢�©«ã
�å¤�  ã «¦ 0 ã «¦ 1.

�§æ�� ¥�: �§¦�â«¦¬£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª H �å¤�  �¨£�« �¤æª. �¤ �
�å¤�  £ �  � ¦« £ã £�  � ¦©¬¤á¨«�©� ¯ «æ«� H¯ = �¯ ¡� 

< ¯|H¯ >=< ¯|�¯ >= � < ¯|¯ >

< H¯|¯ >=< �¯|¯ >= �∗ < ¯|¯ >
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�£àª �§� �ã ¦ «�¢�©«ãª H �å¤�  �¨£�« �¤æª, «� §¨é«� £â¢� «à¤ §�¨�-
§á¤à  ©¦«ã«à¤ �å¤�  å©�, < ¯|H¯ >=< H¯|¯ > ¡�  �§¦£â¤àª

� = �∗

�¨� ¦ � �å¤�  â¤�ª §¨��£�« ¡æª �¨ �£æª.
�§¦�â«¦¬£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª U �å¤�  £¦¤�� �å¦ª. �¤ � �å¤�  £ �  � ¦« £ã

£�  � ¦©¬¤á¨«�©� ¯ «æ«� U¯ = �¯ ¡�  �§¦£â¤àª
< ¯|¯ >=< U¯|U¯ >=< �¯|�¯ >= ��∗ < ¯|¯ >=⇒

|�|2 = 1
�â¢¦ª ¬§¦�â«¦¬£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª P �å¤�  â¤�ª §¨¦�¦¢ ¡æª «�¢�©«ãª. �¤

� �å¤�  £ �  � ¦« £ã £�  �¦©¬¤á¨«�©� ¯ «æ«� P¯ = �¯ ¡�  �§¦£â¤àª
P 2¯ = P (P¯) = P�¯ = �2¯

�§� �ã ¦ P �å¤�  §¨¦�¦¢ ¡æª  ©®ç� 
P 2¯ = P¯ =⇒ �2¯ = �¯ =⇒ �2 = �

��¢��ã � = 1 ã � = 0.
��¨�«ã¨�©�: � � «¦¤ §¨¦�¦¢ ¡æ «�¢�©«ã �§¦�� ¡¤ç�«�  ��¤ ¡æ«�¨�

æ« 
P©(P ) = {0, 1} C©(P ) = R©(T ) = ∅

�   � ¦« £âª �å¤�  �¡¬¢ ©£â¤�ª.
��é¨�£�: �¬¦  � ¦� �¤ç©£�«� �¤æª �¨£�« �¤¦ç ã �¤æª ©¬££�«¨ -

¡¦ç «�¢�©«ã §¦¬ �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©� � �¦¨�« ¡âª  � ¦« £âª �å¤�  £�«�¥ç «¦¬ª
¦¨�¦�é¤ �. �¦ å� ¦  ©®ç�  ¡�  � � «¦¬ª £¦¤�� �å¦¬ª «�¢�©«âª.

�§æ�� ¥�: �§¦�â«¦¬£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª H �å¤�  �¨£�« �¤æª. �¤ ¯1, ¯2
�¬¦  � ¦� �¤ç©£�«� £�  � ¦« £âª �1, �2 �¤« ©«¦å®àª æ§¦¬ �1 �2 ∈ < ¡� 
�1 6= �2 «æ«�

(�1 − �2) < ¯1|¯2 >=< �1¯1|¯2 > − < ¯1|�2¯2 >=
< H¯1|¯2 > − < ¯1|H¯2 >= 0 =⇒ < ¯1|¯2 >= 0

�§¦�â«¦¬£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª U �å¤�  â¤�ª £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª. �¤ ¯1, ¯2
�å¤�  �¬¦  � ¦� �¤ç©£�«� £� �¤«å©«¦ ®�ª  � ¦« £âª �1, �2 £� �1 6= �2 «æ«�
 ©®ç�  �−1

1 �2 = �∗1�2 6= 1. �¨� â®¦¬£�
�∗1�2 < ¯1|¯2 >=< �1¯1|�2¯2 >=< U¯1|U¯2 >=< ¯1|¯2 >

�§� �ã �∗1�2 6= 1 â§�«�  æ« 
< ¯1|¯2 >= 0

¡�  �§¦£â¤àª «�  � ¦� �¤ç©£�«� �å¤�  ¦¨�¦�é¤ �.
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′�©¡�©� 3.1

�� �§¦�� ®«�å æ«  �¤ ¬§á¨®�  §¢ã¨�ª ©ç¤¦¢¦ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ¡á�� £ � �§æ
« ª ¦§¦å�ª �å¤�   � ¦©¬¤á¨«�©� «à¤ �ç¦ §�¨�«�¨�©å£à¤ T1 ¡�  T2 «æ«�

[T1, T2] = 0

�� �¥�«á©�«� �¤  ©®ç�  «¦ �¤«å©«¨¦¦. �¦ á©£� «à¤  � ¦©¬¤�¨«ã©�à¤ «à¤
«�¢�©«é¤ ��¤ �å¤�  �¡¬¢ ©£â¤¦.

�ç©�: �§¦�â«¦¬£� æ«  ¬§á¨®�  â¤� §¢ã¨�ª ©ç¤¦¢¦ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ¯j

¡á�� £ � �§æ « ª ¦§¦å�ª �å¤�   � ¦©¬¤á¨«�©� �ç¦ «�¢�©«é¤ T1 ¡�  T2. ��¢��ã

T1¯j = �j¯j T2¯j = �j¯j

�æ«� � � ¡á�� � á¤¬©£� ¯ =
∑

j cj¯j â®¦¬£�

T1T2¯ = T1T2
∑

j

cj¯j = T1
∑

j

cjT2¯j =

T1
∑

j

cj�j¯j =
∑

j

cj�jT1¯j =
∑

j

cj�j�j¯j

�£¦åàª � � «¦¤ «�¢�©«ã T2T1 �¨å©¡¦¬£�

T2T1¯ = T2
∑

j

cjT1¯j =
∑

j

cj�jT2¯j =
∑

j

cj�j�j¯j

�§æ « ª �ç¦ §�¨�§á¤à ©®â©� ª ©¬¤�§á��«�  æ« 

[T1, T2]¯ = 0 ∀¯ =⇒ [T1, T2] = 0

�¤« ©«¨æàª. �§¦�â«¦¬£� æ«  ¦  «�¢�©«âª �¤�¢¢á©©¦¤«�  [T1, T2] = 0.
� «�¢�©«ãª T1 �¤�¢¢á©©�«�  £� ¦§¦ ��ã§¦«� �¤�¢¬« ¡ã ©¬¤á¨«�©� f(T2) «¦¬
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T2. ��à¨¦ç£� «é¨� â¤�  � ¦� á¤¬©£� ¯�
1 «¦¬ «�¢�©«ã T1 £�  � ¦« £ã å©� £�

�. �æ«� � � ¦§¦ ��ã§¦«� �¤�¢¬« ¡ã ©¬¤á¨«�©� f(T2) â®¦¬£�

T1f(T2)¯�
1 = f(T2)T1¯�

1 = f(T2)�¯�
1 =⇒ (T1 − �)f(T2)¯�

1 = 0

�¤�¢ç¦¬£� «é¨� «¦ � á¤¬©£� ¯�
1 àª §¨¦ª â¤� §¢ã¨�ª ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦

�§æ  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¯�m

2 «¦¬ «�¢�©«ã T2 £�  � ¦« £âª �m

¯�
1 =

∑
m

cm¯�m

2

� §�¨�§á¤à ©®â©� �å¤�«� 

(T1 − �)f(T2)
∑
m

cm¯�m

2 ==
∑
m

(T1 − �)f(�m)cm¯�m

2 = 0

�§� �ã � ©®â©� �¬«ã  ©®ç�  � � ¡á�� �¤�¢¬« ¡ã ©¬¤á¨«�©� f(�m) ©¬¤�§á-
��«�  æ«  ¡á�� æ¨¦ª «¦¬ ��¨¦å©£�«¦ª §¨â§�  ¤� �å¤�  £��â¤ ��¢��ã

(T1 − �)¯�m

2 = 0 =⇒ T1¯�m

2 = �¯�m

2

�¨� ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¯�m

2 «¦¬ T2 �å¤�  ¡�   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ T1.

′�©¡�©� 3.2

�� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  ©®â©� ª

[��, �] = �[�, �] + [�, �]�

[�, �n] = ncBn−1 æ§¦¬ [A,B] = c ∈ C

��¨£æ©«� «¦¤ «ç§¦ � � ¤� ¬§¦¢¦�å��«�  «¦¬ª £�«��â«�ª
[
q, p2] [

q2, p
] [

q2, p3]

�§æ�� ¥�: � §¨é«� «�¬«æ«�«� �§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� �§æ «¦ ¦¨ ©£æ
«¦¬ £�«��â«�. �®¦¬£�

�[�, �] + [�, �]� = �(��− ��) + (��− ��)� =
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���−��� + ���− ��� = ���− ��� = [��, �]

� ��ç«�¨� «�¬«æ«�«� �� �§¦�� ®«�å £� «�¤ �§��à� ¡ã £â�¦�¦.
�¦ §¨é«¦ �ã£� «�ª £��æ�¦¬ �å¤�  ¤� �§¦�� ®«�å � «�¬«æ«�«� � � n = 1.
� � n = 1 � ©®â©� �å¤�«�  [�, �] = c §¦¬  ©®ç�  §¨¦�¤éª.
�¦ ��ç«�¨¦ �ã£� «�ª £��æ�¦¬ �å¤�  «¦ �¥ãª:
�§¦�â«¦¬£� æ«  � ©®â©�  ©®ç�  � � n = k ¡�  �� �§¦��å¥¦¬£� æ«   ©®ç� 

� � n = k + 1. �®¦¬£�

[�, �k+1] = [�, �Bk] = B[A, Bk] + [A,B]Bk

æ§¦¬ ®¨�© £¦§¦ ã©�£� «�¤ §¨é«� «�¬«æ«�«� «�ª á©¡�©�ª. � � «¦¤ £�«��â«�
[A,Bk] æ£àª  ©®ç�  � «�¬«æ«�«� �§æ «�¤ ¬§æ��©�. �§¦£â¤àª â®¦¬£�

[�, �k+1] = �kc�k−1 + cBk = kc�k + cBk = (k + 1)c�k

§¦¬ �å¤�  � §¨¦ª �§æ�� ¥� ©®â©� � � n = k + 1. �¨� � ©®â©� �§¦��å®«�¡�.
� � ¤� ��¨£æ©¦¬£� «�¤ ©®â©� �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� §¨é«� «¦¤ £�«��â«�[

d
dx , x

]
. �¤ f(x) £ � §�¨��à�ã© £� ©¬¤á¨«�©� «æ«� â®¦¬£�
[

d

dx
, x

]
f(x) =

(
d

dx
x− x

d

dx

)
f(x) =

d

dx
(xf(x))− x

df(x)
dx

=

f(x) + x
df(x)
dx

− x
df(x)
dx

= f(x) =⇒
[

d

dx
, x

]
= 1

�§¦£â¤àª ¦ £�«��â«�ª «à¤ «�¢�©«é¤ «�ª �â©�ª ¡�  «�ª ¦¨£ãª �å¤� 

[q, p] =
[
x,−i�h

d

dx

]
= −i�h

[
x,

d

dx

]
= i�h = c

�  ��«¦ç£�¤¦  £�«��â«�ª ¡�«á ©¬¤â§� � �å¤� 

[q, p2] = 2cp = 2i�hp [q2, p] = 2cq = 2i�hq

� � «�¤ �§æ�� ¥� «�ª «¨å«�ª ©®â©�ª �� ��¨£æ©¦¬£� «�¤ «�¬«æ«�«� �¬æ ¦-
¨âª. �¨å©¡¦¬£�

[
q2, p3] = q

[
q, p3] +

[
q, p3] q = 3i�hqp2 + 3i�hp2q
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′�©¡�©� 3.3

�� �¨���å §æ«� â¤�ª � �¦¨ ¡æª «�¢�©«ãª �′ «á¥�ª «�ª £¦¨ãª

T = a(x)
d2

dx2 + b(x)
d

dx
+ c(x)

�å¤�  �¨£�« �¤æª.
�ç©�: ��à¨¦ç£� �ç¦ §�¨��à�å© £�ª ©¬¤�¨«ã©� ª ¦¨ ©£â¤�ª ©«¦¤

®é¨¦ L2(�, �). � �§æ�� ¥� �å¤�  æ£¦ � ¡�  � � «¦¤ ®é¨¦ L2(−∞,∞). ��
¬§¦�â©¦¬£� �§å §¢â¦¤, � � «�¤ �§¢¦ç©«�¬©� «à¤ �¡¨á©�à¤, æ«  ¦  ©¬¤�¨-
«ã©� ª «¦¬ §��å¦¬ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ «�¢�©«ã �¢¢á ¡�  ¦  ©¬¤«�¢�©«âª �(x), b(x)
¡�  c(x) �å¤�  §¨��£�« ¡âª. � � «�¤ ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �� ©®�£�«å©¦¬£�
«¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ < f(x)|Tg(x) > ¡�  �� §¨¦©§��ã©¦¬£� ¤� £�«�â-
¨¦¬£� «�¤ �¨á©� «¦¬ «�¢�©«ã ©«�¤ §¨é«� ©¬¤á¨«�©� f(x) «¦¬ �©à«�¨ ¡¦ç
� ¤¦£â¤¦¬.

�� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� ¡�«á §�¨á�¦¤«�ª ¦¢¦¡¢ã¨à©�. �®¦¬£�

< f(x)|Tg(x) >=< f(x)|
[
a(x)

d2

dx2 + b(x)
d

dx
+ c(x)

]
g(x) >=

< a(x)f(x)| d2

dx2 g(x) > + < b(x)f(x)| d

dx
g(x) > + < c(x)f(x)|g(x) >

� �¨á©� «¦¬ � �¦¨ ¡¦ç «�¢�©«ã £�«�â¨�«�  ©«�¤ §¨é«� ©¬¤á¨«�©� £� ¦¢¦-
¡¢ã¨à©� ¡�«á §�¨á�¦¤«�ª. � � «¦¤ §¨é«¦ æ¨¦ «�ª §�¨�§á¤à ©®â©�ª â®¦¬£�

< af | d2

dx2 g >=
∫ �

�
af

d2

dx2 gdx =
[
af

d

dx
g

]�

�
−

∫ �

�

(
d

dx
af

)
d

dx
gdx =

[afg′]�� −
[(

d

dx
af

)
g

]�

�
+

∫ �

�

(
d2

dx2 af

)
gdx = [afg′ − (a′f + af ′) g]�� +

∫ �

�

(
d2

dx2 af

)
gdx = [afg′ − a′fg − af ′g]�� +

∫ �

�

(
d2

dx2 af

)
gdx

� ��ç«�¨¦ª æ¨¦ª �å¤�«� 

< bf | d

dx
g >=

∫ �

�
bf

d

dx
gdx = [bfg]�� −

∫ �

�

(
d

dx
bf

)
gdx
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����ç¦¬£� «â¢¦ª æ¢¦¬ª «¦¬ æ¨¦¬ª ¡�  �¨å©¡¦¬£�

< f(x)|Tg(x) >= [afg′ − a′fg − af ′g]�� + [bfg]�� +
∫ �

�

(
d2

dx2 af

)
gdx−

∫ �

�

(
d

dx
bf

)
gdx +

∫ �

�
cfgdx = [afg′ − a′fg − af ′g + bfg]�� +

∫ �

�

((
d2

dx2 af

)
g −

(
d

dx
bf

)
g + cfg

)
dx = [afg′ − a′fg − af ′g + bfg]�� +

∫ �

�

(
a
d2f

dx2 g + (2a′ − b)
df

dx
g + a′′fg − b′fg + cfg

)
dx

�¤ ¦  �§ �¤� �¡¦å æ¨¦  �å¤�  £��â¤ «æ«� �§æ « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª ©¬¤�§á-
��«�  æ« 

< f |Tg >=< T+f |g > æ§¦¬ T+ = a
d2

dx2 + (2a′ − b)
d

dx
+ a′′ − b′ + c

�¤�ª «�¢�©«ãª �å¤�  �¨£�« �¤æª �¤  ©®ç�  � ©®â©� T = T+ �§¦£â¤àª §¨â§� 

2a′ − b = a ¡�  a′′ − b′ + c = c

�  �ç¦ §�¨�§á¤à ©®â©� ª  ©®ç¦¬¤ æ«�¤

a′ = b

§¦¬ �å¤�  «�¢ ¡á ¡�  � ��«¦ç£�¤� ©®â©�. � �§ �¤� �¡æª æ¨¦ª �å¤�«� 

[afg′ − a′fg − af ′g + bfg]�� = [a(fg′ − f ′g)]��

�§¦£â¤àª ¦ �§ �¤� �¡æ æ¨¦ª £���¤å��«�  æ«�¤ ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª f(x) ¡�  g(x)
�å¤�  «â«¦ �ª é©«�

[fg′ − f ′g]�� = 0

� ©®â©� �¬«ã §¨¦©� ¦¨å��  «¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ «�¢�©«ã.
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� «�¢�©«ãª £§¦¨�å «â¢¦ª ¤� �¨��å ¡�  £� «�¤ �¡æ¢¦¬�� £¦¨ã

T = a(x)
d2

dx2 + a′(x)
d

dx
+ c(x) =

d

dx

(
a(x)

d

dx

)
+ c(x)

§¦¬ �å¤�  � § ¦ ��¤ ¡ã £¦¨ã � � â¤� �¨£�« �¤æ � �¦¨ ¡æ «�¢�©«ã ��ç«�¨�ª
«á¥�ª.

′�©¡�©� 3.4

�¨�© £¦§¦ ã©«� «�¤ �¡¦¢¦¬�å� «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤

fn(x) =





√
exp (− x

n+1 )− exp (− x
n ) 1√

x
� � x > 0

0 � � x = 0

� � ¤� �§¦��å¥�«� æ«  ¦ «�¢�©«ãª Q = x «�ª �â©�ª ��¤ �å¤�  ¨��£â¤¦ª
¡�  á¨� ¦ç«� ©¬¤�®ãª ©«¦¤ ®é¨¦ L2(−∞,∞). �§¦��å¥«� �§å©�ª æ«  ¡�  ¦
«�¢�©«ãª «�ª ¦¨£ãª P = −id/dx ��¤ �å¤�  ¨��£â¤¦ª £� «�¤ �¦ã�� � «�ª
�¡¦¢¦¬�å�ª

fn(x) = exp (−n|x| )
�§æ�� ¥�: �¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ «�¢�©«ã Q = x �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤

©¬¤�¨«ã©�à¤ f(x) §¦¬ �å¤�  «â«¦ �ª é©«� ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª xf(x) ¤� �¤ã¡¦¬¤
�§å©�ª ©«¦¤ ®é¨¦ L2(−∞,∞).

�� �§¦��å¥¦¬£� §¨é«� æ«  � �¡¦¢¦¬�å� «à¤ �¦©£â¤à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤
fn(x) �¤ã¡�  ©«¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ «�¢�©«ã Q. �¨��£�« ¡á â®¦¬£�

‖Qfn(x)‖2 = ‖xf(x)‖2 =< xf(x)|xf(x) >=
∫ ∞

0
x2fn(x)fn(x)dx =

∫ ∞

0

[
e−x/(n+1) − e−x/n

]
xdx =

[
−(n + 1)2e−x/(n+1) − (n + 1)xe−x/(n+1) + n2e−x/n + nxe−x/n

]∞
0

=

(n + 1)2 − n2 = 2n + 1 < ∞ ∀n ∈ N

�§¦£â¤àª � �¡¦¢¦¬�å� �¤ã¡�  ©«¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ Q. �§å §¢â¦¤ �§æ «�¤
§�¨�§á¤à ©®â©� â®¦¬£� ‖Qfn‖ =

√
2n + 1 §¦¬ ��¤ ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ £��â¤

æ«�¤ n →∞

128



�©¡ã©� ª

�� �§¦��å¥¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª æ«  � �¡¦¢¦¬�å� fn(x) �å¤�  £ � £���¤ ¡ã
�¡¦¢¦¬�å�. �®¦¬£�

‖fn(x)‖2 =< fn(x)|fn(x) >=
∫ ∞

0
fn(x)fn(x)dx =

∫ ∞

0

[
e−x/(n+1) − e−x/n

] 1
x

dx = ln (n + 1)− ln n = ln
n + 1

n
→ 0

æ«�¤ n →∞.
�§¦£â¤àª � �¡¦¢¦¬�å� fn(x) �å¤�  £ � £���¤ ¡ã �¡¦¢¦¬�å� �¤é � �¡¦-

¢¦¬�å� Qfn(x) ��¤ ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ £��â¤. �¨� ¦ «�¢�©«ãª «�ª �â©�ª ��¤ �å¤� 
©¬¤�®ãª ¡�  ����åàª ¦ç«� ¨��£â¤¦ª.

��à¨¦ç£� ©�¤ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ «�¢�©«ã P = −id/dx �¡�å¤�ª «�ª
©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ L2(−∞,∞) §¦¬ ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª Pf(x) = −idf(x)/dx �¤ã-
¡¦¬¤ �§å©�ª ©«¦¤ ®é¨¦ L2(−∞,∞). �� �§¦��å¥¦¬£� æ«  � �¡¦¢¦¬�å� §¦¬
£�ª �æ��¡� �¤ã¡�  ©«¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ «�¢�©«ã P . �®¦¬£�

Pfn(x) = −i
d

dx
fn(x) =





ine−n|x| � � x > 0

−ine−n|x| � � x < 0

¡�  ©¬¤�§éª �¨å©¡¦¬£�

‖Pfn(x)‖ = n2
∫ +∞

−∞
e−2n|x|dx = n < ∞ ∀n ∈ N

�§¦£â¤àª � �¡¦¢¦¬�å� �¤ã¡�  ©«¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ P . �§å §¢â¦¤ � �¡¦-
¢¦¬�å� fn(x) �å¤�  £���¤ ¡ã. �¨��£�« ¡á �¨å©¡¦¬£�

‖fn(x)‖2 =
∫ +∞

−∞
e−2n|x|dx =

1
n

§¦¬ ©¬�¡¢å¤�  ©«¦ £��â¤ � � n →∞. �¨� � � «�¤ �¡¦¢¦¬�å� §¦¬ £�ª �æ��¡�
«¦ æ¨ ¦ «�ª �¡¦¢¦¬�å�ª ‖Pfn(x)‖ =

√
n � � n →∞ ��¤ �å¤�  «¦ £��â¤ �¤é

� �¡¦¢¦¬�å� �å¤�  £���¤ ¡ã. �§¦£â¤àª ¦ç«� �¬«æª ¦ «�¢�©«ãª �å¤�  ©¬¤�®ãª
¡�  ¦ç«� ¨��£â¤¦ª.
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�  �ç¦ §�¨�§á¤à «�¢�©«âª §�å�¦¬¤ ¡�¤«¨ ¡æ ¨æ¢¦ � � «�¤ ¡��¤«¦£�-
®�¤ ¡ã �å¤�  �¨£�« �¤¦å �¢¢á ��¤ �å¤�  ¨��£â¤¦ . �§¦¨¦ç£� ¤� �§¦��å-
¥¦¬£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª «�ª �â©�ª Q �å¤�  ¨��£â¤¦ª ©«¦¤ ®é¨¦ L2(�, �) æ§¦¬
0 < � < �. �¬©«¬®éª ��¤  ©®ç�  «¦ å� ¦ � � «¦¤ «�¢�©«ã «�ª ¦¨£ãª P .

′�©¡�©� 3.5

� «�¢�©«ãª P «�ª �¨« æ«�«�ª (parity) ¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©®â©�

Pf(x) = f(−x) ∀f ∈ L2(−∞,∞)

�� �¨��¦ç¤ ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  ¦   � ¦« £âª «¦¬ «�¢�©«ã �¬«¦ç. �� �§¦-
�� ®«�å æ«  �å¤�  �¨£�« �¤æª.

�§æ�� ¥�: �� ¢ç©¦¬£� «�¤ �¥å©à©� «à¤  � ¦« £é¤ Pf(x)=¢f(x).
�®¦¬£� P 2f(x) = P [Pf(x)] = P [¢f(x)] = ¢Pf(x) = ¢2f(x).
�¢¢á  ©®ç�  �§å©�ª P 2f(x) = P [Pf(x)] = P [f(−x)] = Pf(−x) = f(x)

¡�  �§¦£â¤àª �¨å©¡¦¬£�

f(x) = ¢2f(x) =⇒ ¢ = ±1

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � «�¤  � ¦« £ã ¢ = 1 � �¤«å©«¦ ®�  � ¦©¬¤á¨«�©�
 ¡�¤¦§¦ �å «�¤ ©®â©� Pf(x) = f(x) = f(−x). �å¤�  ��¢��ã £ � á¨« � ©¬-
¤á¨«�©�. �¤é � � «�¤  � ¦« £ã ¢ = −1 � �¤«å©«¦ ®�  � ¦©¬¤á¨«�©�  ¡�¤¦§¦ �å
«�¤ ©®â©� Pf(x) = −f(x) = f(−x). �å¤�  ��¢��ã £ � §�¨ ««ã ©¬¤á¨«�©�.

�� �§¦��å¥¦¬£� «é¨� æ«  ¦ «�¢�©«ãª �å¤�  �¨£�« �¤æª. �®¦¬£�

< f |Pg >=
∫ ∞

−∞
f∗(x)Pg(x)dx

∫ ∞

−∞
f∗(x)g(−x)dx

�§ §¢â¦¤  ©®ç� 

< Pf |g >=
∫ ∞

−∞
(Pf(x))∗ g(x)dx =

∫ ∞

−∞
f∗(−x)g(x)dx

�«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �¬«æ �¡«�¢¦ç£� «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ x = −y ¦§æ«� dx =
−dy ¡�  �¨å©¡¦¬£�

< Pf |g >= −
∫ −∞

+∞
f∗(y)g(−y)dy =

∫ ∞

−∞
f∗(y)g(−y)dy =< f |Pg >
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�¨� ¦ «�¢�©«ãª �å¤�  �¨£�« �¤æª.
�¤ ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª f ¡�  g �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©« ª � �¦¨�« ¡âª  � ¦« £âª

¢ = +1 ¡�  ¢ = −1 �¤« ©«¦å®àª «æ«� � £å� �å¤�  á¨« � ¡�  � á¢¢� §�¨ ««ã
¡�  á¨� «¦ � ¤æ£�¤¦ «¦¬ª fg �å¤�  §�¨ ««ã ©¬¤á¨«�©� ¡�  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
«¦¬ª §¦¬ «¦ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� F (x) �å¤�  á¨« � ©¬¤á¨«�©�. �¨� â®¦¬£�

< f |g >=
∫ ∞

−∞
f∗(x)g(x)dx = lim

a→∞

∫ a

−a

f∗(x)g(x)dx =

lim
a→∞

(F (a)− F (−a)) = 0

��¢��ã ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª §¦¬ �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©� � �¦¨�« ¡âª  � ¦« £âª �å¤� 
¦¨�¦�é¤ �ª £�«�¥ç «¦¬ª. � §¨æ«�©�  ©®ç�  §¨¦�¤éª � � ¡á�� �¨£�« �¤æ
«�¢�©«ã.

131



��á¢� ¦ 3

132



����£�« ¡ã §�¨ �¨�ã «à¤ ¬© ¡é¤ ©¬©«�£á«à¤

��á¢� ¦ 4

� ��£�¢åà©� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª

�«¦ ¡�á¢� ¦ �¬«æ �� � �«¬§é©¦¬£� «�¤ ¡��-
¤«¦£�®�¤ ¡ã ©�¤ ¢¦� ©£æ «�¢�©«é¤ ©� â¤�¤
�§�å¨à¤ � �©«á©�à¤ ®é¨¦ �å¢£§�¨«.

4.1 ����£�« ¡ã §�¨ �¨�ã «à¤ ¬© ¡é¤
©¬©«�£á«à¤

� � ¤� §�¨ �¨á¯¦¬£� £���£�« ¡á â¤� ¬© ¡æ ©ç©«�£� §¨â§�  ¤� ¦¨å-
©¦¬£� «¨� ª ��© ¡âª â¤¤¦ �ª. ��¤ ¡�«á©«�©� �¤æª ¬© ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª, «�
§�¨�«�¨ã© £� £��â�� ¡�  « ª �¥ ©é©� ª ¡å¤�©�ª §¦¬ £�ª §�¨ �¨á¦¬¤ «�¤
�¥â¢ ¥� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦. �å¤�  �§å©�ª �§�¨�å«�«¦ ¤�
¦¨å©¦¬£� ¡�  «�¤ ¬© ¡ã ©�£�©å� «à¤ £���£�« ¡é¤ ©¬£�æ¢à¤ §¦¬ ®¨�© £¦-
§¦ ¦ç£� â«©  é©«� ¤� £§¦¨¦ç£� ¤� �¢â�¥¦¬£� «�¤ ¦¨�æ«�«� «�ª ��à¨å�ª �§æ
«� §� ¨�£�« ¡á ���¦£â¤�.

�«�¤ ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã, � ¬© ¡ã ©�£�©å� «à¤ £���£�« ¡é¤ ©¬£�æ¢à¤
�å¤�  §¨¦�¤ãª ¡�  ��¤ ¬§á¨®¦¬¤ �£ ©��«ã©� ª. � � §�¨á�� �£� «� £��â��
~r(t) ¡�  m~¬(t), §�¨ ©«á¤¦¬¤ «�¤ �â©� ¡�  «�¤ ¦¨£ã, «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª àª §¨¦ª
¡á§¦ ¦ ��¨�¤ �¡æ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª. �«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã «¦ �â£� �¬«æ
�å¤�  §�¨ ©©æ«�¨¦ ©ç¤��«¦ ¡�  å©àª �¡æ£� ¡�  ©ã£�¨� �¤¦ ¡«æ. � §�¨ ©-
©æ«�¨¦ �§¦��¡«ã �¨£�¤�å� «à¤ £���£�« ¡é¤ ©¬£�æ¢à¤ §¦¬ ®¨�© £¦§¦ �å �
¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª �å¤�  � �¨£�¤�å� «�ª ©®¦¢ãª «�ª \�¦§��®á��ª", � ¦§¦å�
�å¤�  ¦¬© �©« ¡á £ � ©«�« ©« ¡ã ��à¨å�.

�«�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã, � ¡�«á©«�©� �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª §�¨ �¨á�«� 
£� «�¤ �¦ã�� � «à¤ ¡�¤¦¤ ¡é¤ £�«��¢�«é¤ q ¡�  p, §¦¬ §�¨ ©«á¤¦¬¤ «�¤ �â©�
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¡�  «�¤ ¦¨£ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. � �¬¤�£ ¡ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª §�¨ �¨á�«� 
�§æ « ª £�«��¢�«âª q(t) ¡�  p(t), §¦¬ �å¤�  ¢ç©� ª «à¤ ¡�¤¦¤ ¡é¤ �¥ ©é©�à¤
¡å¤�©�ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤

dq

dt
=

∂H

∂p

dp

dt
= −∂H

∂q

� ©¬¤á¨«�©� H(p, q, t) �å¤�  ®�¨�¡«�¨ ©« ¡ã � � «¦ ©ç©«�£� §¦¬ �¥�«á�¦¬£�
¡�  ¦¤¦£á��«�  ®�£ ¢«¦¤ �¤ã. � � «� ©¬©«ã£�«� §¦¬ �� �¥�«á©¦¬£� ��é,
¬§¦�â«¦¬£� æ«  ¬§á¨®�  £ � «â«¦ � ©¬¤á¨«�©� ¡�  §�¨ ©«á¤�  «�¤ ©¬¤¦¢ ¡ã
�¤â¨�� � «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª

H(p, q, t) =
p2

2m
+ V (q, t)

�  ¡�¤¦¤ ¡âª �¥ ©é©� ª ¡å¤�©�ª �å¤�  â¤� ©ç©«�£� �ç¦ � �¦¨ ¡é¤ �¥ -
©é©�à¤ §¨é«�ª «á¥�ª ¡�  �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª §¨¦ª «�¤ �¤à©«ã �¥å©à©� «¦¬
��ç«à¤� ¡�  «�¤ �¥å©à©� «¦¬ ���¡¨á¤�

~F = m~� = m
d2~r

dt2
d

dt

(
∂L

∂ _q

)
− ∂L

∂q
= 0

§¦¬ �å¤�  � �¦¨ ¡âª �¥ ©é©� ª ��ç«�¨�ª «á¥�ª.
�«©  £� «�¤ §á¨¦�¦ «¦¬ ®¨æ¤¦¬ «¦ ¡¢�©© ¡æ ©ç©«�£� � ��¨á�  £ �

©�ã ¡�  ¡��¦¨ ©£â¤� «¨¦® á ©«¦¤ ®é¨¦. �� ¡á�� ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã «¦ ©ç-
©«�£� â®�  £ � ¦¨ ©£â¤� �â©� ¡�  £ � ¦¨ ©£â¤� ¦¨£ã («�®ç«�«�). � ®é¨¦ª
«à¤ ¡�¤¦¤ ¡é¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�  «à¤ ¦¨£é¤, §¦¬ ¦¤¦£á��«�  ®é¨¦ª «à¤
á©�à¤.

�� §�¨�«�¨ã© £� £��â�� «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª
«à¤ ¡�¤¦¤ ¡é¤ £�«��¢�«é¤ ¡�  «¦¬ ®¨æ¤¦¬. ��¤ ¬§á¨®�  ¦¬© é��ª � �¦¨á
�¤á£�©� ©«� ¡�«�©«�« ¡á £��â�� ¡�  ©«� §�¨�«�¨ã© £� £��â�� «�ª ¡¢�©-
© ¡ãª £�®�¤ ¡ã. �¤� £â���¦ª f(p, q, t) £�«��á¢¢�«�  àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦
©ç£à¤� £� «�¤ �¥å©à©�

df

dt
=

∂f

∂t
+ {f, H}

� â¡¨�©� {f, H} �å¤�  � ��¡ç¢� �¦¬�©æ¤ «à¤ £����é¤ H ¡�  f ¡�  ¦¨å��«� 
�§æ «�¤ ©®â©�

{f, H} =
∂f

∂q

∂H

∂p
− ∂H

∂q

∂f

∂p
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�«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã £ � «â«¦ � §�¨ �¨�ã �å¤�  ��ç¤�«�. � �â©� ¡� 
� ¦¨£ã «à¤ ©¬©«�£á«à¤ ��¤ �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� ¦¨ ©«¦ç¤ «�¬«æ®¨¦¤� �' æ©¦¤
��¤ �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� £�«¨��¦ç¤ «�¬«æ®¨¦¤�. �� �ç¦ �¬«á £��â�� �å¤�  ©¬-
£§¢�¨à£�« ¡á ¡�  ¦  � �©§¦¨âª «¦¬ª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ �¤ ©æ«�«� «¦¬ �á ��¤-
£§�¨�¡

�p�q ≥ �h
2

�¤ �§ £â¤¦¬£� ¤� � �«�¨ã©¦¬£� «¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤ ©«�¤ ¡��¤«¦-
£�®�¤ ¡ã «æ«� ¦ ®é¨¦ª �¬«æª ��¤ �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� §�¨ â®�  ©�£�å� �¢¢á
¡¬¯�¢å��ª £� �£���æ¤ S ≥ �h/2.
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�®ã£� 4.1
�¦ �£���æ¤ «à¤ ¡¬¯�¢å�à¤ ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤ �å¤�  ≥ �h/2

� ¡�«á©«�©� �¤æª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª §�¨ �¨á�«�  �§æ £ �
¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¯(~r, t), §¦¬ �å¤�  â¤� � á¤¬©£� �¤æª ¡�«á¢¢�¢¦¬ ®é¨¦¬
�å¢£§�¨«. �� §�¨�«�¨ã© £� £��â�� §�¨å©«�¤«�  �§æ �¨£�« �¤¦çª «�¢�©«âª
�§å �¬«¦ç «¦¬ ®é¨¦¬ �å¢£§�¨«. �� ¡�«�©«�« ¡á � �¤ç©£�«�, ¦  ¡¬£�«¦-
©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  ¦  «�¢�©«âª ��¤ �å¤�  �§�¬��å�ª §�¨�«�¨ã© £� £��â��. ��
£��â�� �¡�å¤� §¦¬ ¬§æ¡� ¤«�  ©� §� ¨�£�« ¡âª �§�¢���ç©� ª �å¤�  � � §�¨á-
�� �£� ¦   � ¦« £âª «à¤ «�¢�©«é¤ ¡�  ¦  £â©�ª « £âª. �«©  � ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã
â®�  «�¤  � ¦£¦¨å� ¤� ¬§á¨®¦¬¤ §¦¢¢âª §�¨�©«á©� ª, §¦¬ æ¢�ª §¨â§�  ¬© ¡á
¤� ¦���¦ç¤ ©« ª å� �ª  � ¦« £âª ¡�  ©« ª å� �ª £â©�ª « £âª.

�«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨, ¦ �¬¤�£ ¡æª ¤æ£¦ª �¤�â¨�«�  ©«�¤
®¨¦¤ ¡ã �¥â¢ ¥� «�ª ¡�«á©«�©�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ¡�  ¦¤¦£á��«�  �¥å©à©�
«¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨. �¤«å��«� ©«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡, ¦ �¬¤�£ -
¡æª ¤æ£¦ª �¤�â¨�«�  ©«�¤ ®¨¦¤ ¡ã �¥â¢ ¥� «à¤ §�¨�«�¨ã© £à¤ £����é¤
¡�  ¦¤¦£á��«�  �¥å©à©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡. �§á¨®¦¬¤ �§å©�ª ¡�  á¢¢�ª
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\�¤� á£�©�ª" §�¨�©«á©� ª, æ§¦¬ � ®¨¦¤ ¡ã �¥â¢ ¥� �§¦�å��«�  �¤ £â¨�  ©« ª
¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  �¤ £â¨�  ©«¦¬ª «�¢�©«âª.

4.2 �  ��£�¢ é�� ª §¨¦«á©� ª «�ª
¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª

1. � ����£�« ¡ã §�¨ �¨�ã «à¤ ¬© ¡é¤ ¡�«�©«á©�à¤
� ¡�«á©«�©� �¤æª ¬© ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª §�¨ �¨á�«�  �§æ £ � «�«¨�-
�à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £� £ ��� ¡ã ©¬¤á¨«�©� ¯(~r, t). � ©¬¤á¨«�©� �¬«ã
�¤ã¡�  ©� â¤�¤ ¡�«á¢¢�¢¦ ®é¨¦ �å¢£§�¨« ¡�  §�¨ â®�  æ¢�ª « ª §¢�-
¨¦¦¨å�ª � � «¦ ©ç©«�£�. �å¤�  ¢ç©� «�ª ¡¬£�« ¡ãª �¥å©à©�ª «¦¬ª
�¨â¤« ¤�¡�¨ ¡�  ¦¤¦£á��«�  ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©�.

2. � ����£�« ¡ã §�¨ �¨�ã «à¤ ¬© ¡é¤ £����é¤
�� â¤� ¬© ¡æ £â���¦ª �¤« ©«¦ ®�å â¤�ª �¨�££ ¡æª ¡�  �¨£�« �¤æª «�-
¢�©«ãª. �  £æ¤�ª �¬¤�«âª « £âª §¦¬ £§¦¨¦ç¤ ¤� §¨¦¡ç¯¦¬¤ �§æ « ª
£�«¨ã©� ª «à¤ £����é¤ �å¤�  ¦   � ¦« £âª «à¤ �¤«å©«¦ ®à¤ «�¢�©«é¤.

3. � ���¤« ¡æª ¤æ£¦ª «�ª ¡å¤�©�ª §�¨á©«�©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨
� ®¨¦¤ ¡ã �¥â¢ ¥� �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�«�  �§æ «�¤ �¥å©à©� «¦¬ �¨â-
¤« ¤�¡�¨

i�h
∂

∂t
¯(~r, t) = H¯(~r, t)

æ§¦¬ H
(
−i�h~∇, ~r, t

)
�å¤�  ¦ «�¢�©«ãª �á£ ¢«¦¤ «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª.

4. � �«�« ©« ¡ã �¨£�¤�å� «¦¬ �¦¨£�¢ ©£¦ç
�§¦�â«¦¬£� æ«  � ¡�«á©«�©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �¨á�«�  ©�¤ �¨�££ ¡æª
©¬¤�¬�©£æª «à¤  � ¦� �¤¬©£á«à¤ ¯n «¦¬ �¤«å©«¦ ®¦¬ «�¢�©«ã T «¦¬
£��â�¦¬ª � «�ª £¦¨ãª

¯ =
∑

n

�n¯n æ§¦¬ ‖¯‖2 =
∑

n

|�n|2 = 1

�æ«� ¡�«á «�¤ £â«¨�©� «¦¬ £��â�¦¬ª �� �£�¤ ©«�å �  � ¦« £ã ¢k £�
§ ��¤æ«�«� |�k|2.
� £â©� « £ã «à¤ £�«¨ã©�à¤ �¤æª £��â�¦¬ª �å¤�«�  �§æ «¦¤ «ç§¦

〈m〉 =< ¯|T¯ >=
∫

¯∗T¯dV
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5. � �æ£¦ª «�ª ¡��¤« ¡ãª £â«¨�©�ª
� ¡�«á©«�©� �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª £�«á «�¤ £â«¨�©� �å¤�«�  �§æ «�¤  � ¦-
©¬¤á¨«�©� «�ª  � ¦« £ãª §¦¬ £�«¨ã��¡�. � £â«¨�©� ��¢��ã �¨á ©�¤ â¤�
å¢«¨¦ §¦¬ �ã¤�  ¤� §�¨á©¦¬¤ £æ¤¦ «� ©¬©«ã£�«� £� «�¤ ©¬�¡�¡¨ £â¤�
« £ã «¦¬ £��â�¦¬ª, �¨®ã «¦¬  ¢«¨�¨å©£�«¦ª.

��¨á�� �£�: Y§¦�â«¦¬£� æ«  �â¢¦¬£� ¤� £�«¨ã©¦¬£� «�¤ « £ã �¤æª
£��â�¦¬ª �ª §¦ç£� «�¤ ¦¨£ã �¤æª ©à£�« �å¦¬. �¦ £â���¦ª �¬«æ £§¦¨�å ¤�
§á¨�  §¦¢¢âª � �¡¨ «âª « £âª §¦¬ �å¤�  ¦   � ¦« £âª «¦¬ �¤«å©«¦ ®¦¬ «�¢�©«ã.
��«á «�¤ ©«�« ©« ¡ã �¨£�¤�å� «¦ â¤� ©à£�«å� ¦ ��à¨�å«�  æ«  �å¤�   ©¦�ç-
¤�£¦ £� §¦¢¢á á¢¢� �¤ �¬¤á£�  ©à£�«å� �, §¦¬ «¦ ¡��â¤� â®�  ¦¨£ã å©� £�
£ � �§æ « ª �¬¤�«âª « £âª. �§¦�â«¦¬£� æ«  ©«� 100 �¬«á ©à£�«å� � «� 10
â®¦¬¤ ¦¨£ã å©� £� 2 £¦¤á��ª, «� 15 â®¦¬¤ ¦¨£ã å©� £� 3 £¦¤á��ª ¡.¢.§.
��«á «�¤ £â«¨�©� �å¤�«�  ©«�¤ §¨��£�« ¡æ«�«� â¤� §�å¨�£� «ç®�ª. � �¢â-
�¦¬£� ©«�¤ «ç®� â¤� �§æ «� ©à£�«å� � �¬«á ¡�  �§¦£â¤àª ¬§á¨®�  ¡á§¦ �
§ ��¤æ«�«� ¤� � �¢â¥¦¬£� «¦ ©à£á« ¦ £� ¡á§¦ � ©¬�¡�¡¨ £â¤� ¦¨£ã. � �
§�¨á�� �£� � « £ã «�ª ¦¨£ãª «¦¬ ©à£�« �å¦¬ �¬«¦ç �å¤�  å©� £� 2 £¦¤á��ª
£� § ��¤æ«�«� 10/100, å©� £� 3 £¦¤á��ª £� § ��¤æ«�«� 15/100, ¡.¢.§.

4.3 ����£�« ¡ã §�¨ �¨�ã «à¤ ¬© ¡é¤
¡�«�©«á©�à¤

�«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª, � ¡�«á©«�©�
�¤æª ©¬©«ã£�«¦ª §�¨ �¨á�«�  �§æ £ � £ ��� ¡ã ©¬¤á¨«�©� ¯(~r, t). � ©¬-
¤á¨«�©� �¬«ã �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «�¤ �â©� ~r. � ©¬¤á¨«�©� �¬«ã �å¤�  â¤�
¡ç£� ¡�   ¡�¤¦§¦ �å £ � ¡¬£�« ¡ã �¥å©à©�, «�¤ �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨.
�«©  §�¨¦¬© á�¦¤«�  «� � ¤æ£�¤� «�ª ©¬£�¦¢ãª ¡�  «�ª §�¨å�¢�©�ª. � ¡¬-
£�«¦©¬¤á¨«�©� ¯(~r, t) ��¤ §�¨ ©«á¤�  ¡�¤â¤� §�¨�«�¨ã© £¦ ¡¢�©© ¡æ ¡ç£�.
�å¤�  â¤� \ ¡ç£� § ��¤æ«�«�ª ". � ¬© ¡ã ©�£�©å� «�ª ¡��¦¨å��«�  �§æ «�¤
�¥ãª §�¨��¦®ã «¦¬ �§¦¨¤ (©®¦¢ã �¦§��®á��ª).

�¦ £â���¦ª
¨(~r, t) = |¯(~r, t)|2 = ¯∗(~r, t)¯(~r, t)

�å¤�  £ � §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª � � «�¤ �â©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. ��¢��ã �
§¦©æ«�«� |¯(~r, t)|2dxdydz �å¤�  å©� £� «�¤ § ��¤æ«�«� ¤� �¨���å «¦ ©ç©«�£�
§¦¬ §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤ ¯(~r, t) ¡�«á «�¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t, ©«�¤ §�¨ ¦®ã
«¦¬ ®é¨¦¬ £�«�¥ç x ¡�  x+dx, y ¡�  y+dy, z ¡�  z+dz. �¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «¦¬
|¯|2 ©� æ¢¦ «¦¤ ®é¨¦ §¨â§�  ¤� �å¤�  å©¦ £� «�¤ £¦¤á��, � æ«  �å¤�  å©¦ £� «�¤
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§ ��¤æ«�«� ¤� �¨���å «¦ ©ç©«�£� ¡á§¦¬ ©«¦¤ ®é¨¦. �¨� � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©�
§¨â§�  ¤�  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ �¡æ¢¦¬�� ©¬¤�ã¡� ¡�¤¦¤ ¡¦§¦å�©�ª.

‖¯‖2 =
∫

<3
|¯(~r, t)|2dV = 1

��«á ©¬¤â§� � �§æ « ª ¢ç©� ª «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨, £æ¤¦ �¡�å-
¤�ª §¦¬ �å¤�  «�«¨��à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £�ª �å¤�  ¬© ¡á �§¦��¡«âª. ��«á
�¥�å¨�©� � � «� �¢�ç��¨� ©à£á« � ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� §¦¢¢âª ¦¨âª ¡¬£�«¦©¬-
¤�¨«ã©� ª «�ª £¦¨ãª «à¤ �§ §â�à¤ ¡¬£á«à¤

¯(~r, t) = ei(~k·~r−àt)

§¦¬ ��¤ �å¤�  «�«¨��à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £�ª ©¬¤�¨«ã©� ª. �  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬-
«âª £§¦¨¦ç¤ ¤� ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ ��¦ç¤ £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ �â¢«� ©¬¤�¨«�© �¡¦ç
«¦¬ �« ¨á¡.

�å� «�«¨��à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £� ©¬¤á¨«�©� ¯(~r, t) £§¦¨�å ¤� ¡�¤¦¤ ¡¦-
§¦ ���å �¤ «�¤ §¦¢¢�§¢�© á©¦¬£� £� «�¤ ©«���¨á 1/‖¯‖. � ©¬¤á¨«�©�

¯′ =
1
‖¯‖¯

�å¤�  §¨¦�¤éª ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ �£â¤� ©«�¤ £¦¤á��.
�å¤�  «é¨� �¤�¨æ æ«  � ¯(~r, t) �å¤�  â¤� � á¤¬©£� �¤æª ¡�«á¢¢�¢¦¬

®é¨¦¬ �å¢£§�¨«. �¤ � � §�¨á�� �£� «¦ ©ç©«�£� §�¨ â®�  � ©à£á« � (®à¨åª
©§ ¤) §¦¬ ¡ ¤�å«�  ©«¦¤ «¨ ©� á©«�«¦ ®é¨¦, «æ«� � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� «¦¬
©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  â¤� � á¤¬©£� «¦¬ ®é¨¦¬ L2(<3N ). �§� �ã �¤ §¦¢¢�§¢�-
© á©¦¬£� «�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¯ £� £ � ©«���¨á c ∈ C æ§¦¬ |c| = 1 ��¤
§¨¦©�â«¦¬£� §¢�¨¦¦¨å�ª � � «¦ ©ç©«�£�, ¢â£� ©¬¤ã�àª æ«  � ¡�«á©«�©�
�¤æª ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  £ � � �ç�¬¤©� �¤æª ®é¨¦¬ �å¢£§�¨«.

�¢�ª ¦  ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª «�ª £¦¨ãª

ei�¯(~r, t), � ∈ <
§�¨ ©«á¤¦¬¤ «¦ å� ¦ ¬© ¡æ ©ç©«�£�.

�� �§¦��å¥¦¬£� æ«  � �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ �å¤�  «â«¦ �
é©«�, «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

‖¯(~r, t)‖2 =
∫

<3
|¯(~r, t)|2dV
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¤� � �«�¨�å«�  àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦. � � «�¤ �§æ�� ¥� §�¨��à�å�¦¬£� «¦ ‖¯‖2

àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦. �®¦¬£�

i�h
∂

∂t
‖¯‖2 = i�h

∂

∂t
< ¯|¯ >=< −i�h

∂¯
∂t
|¯ > + < ¯|i�h∂¯

∂t
>

�«�¤ ©®â©� �¬«ã �¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª §�¨��é�¦¬ª «à¤ ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©�à¤
�§æ «�¤ �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨. �¨å©¡¦¬£�

i�h
∂

∂t
‖¯‖2 =< −H¯|¯ > + < ¯|H¯ >=< ¯|H¯ > − < H¯|¯ >

�¢¢á ¦ «�¢�©«ãª H �å¤�  �¨£�« �¤æª, á¨� � §�¨�§á¤à ©®â©� �å¤�  å©� £� «¦
£��â¤ ��¢��ã

i�h
∂

∂t
‖¯‖2 = 0

�§¦£â¤àª «¦ ‖¯(~r, t)‖2 �å¤�  �¤�¥á¨«�«¦ �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦. �¢â§¦¬£� � � £ �
�¡æ£� ¦¨á §æ©¦ �§�¨�å«�«¦ �å¤�  ¦  «�¢�©«âª §¦¬ §�¨ ©«á¤¦¬¤ §�¨�«�¨ã-
© £� £��â�� ¤� �å¤�  �¨£�« �¤¦å.

4.4 ����£�« ¡ã §�¨ �¨�ã «à¤ ¬© ¡é¤
£����é¤

�� ¡á�� ¬© ¡æ £â���¦ª �¤« ©«¦ ®�å â¤�ª �¨�££ ¡æª ¡�  �¨£�« �¤æª
«�¢�©«ãª. � «�¢�©«ãª �¬«æª ¡�«�©¡�¬á��«�  �§æ «�¤ ¡¢�©© ¡ã â¡¨�©�
«¦¬ £��â�¦¬ª £� «�¤ �¤« ¡�«á©«�©� «à¤ ��© ¡é¤ «�¢�©«é¤

~r 7−→ ~r = (x, y, z) ~p 7−→ −i�h~∇ = −i�h
(

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)

�§å §¢â¦¤ ©«¦ ¬© ¡æ £â���¦ª � �¤â¨�� � �¤« ©«¦ ®�å ¦ «�¢�©«ãª

� 7−→ i�h
∂

∂t

�¤ �â¢¦¬£� ¤� �¨¦ç£� «¦¤ «�¢�©«ã «�ª ®�£ ¢«¦¤ �¤ãª «æ«� �¤« ¡�� -
©«¦ç£� ©«�¤ ¡¢�©© ¡ã â¡¨�©�

H =
~p2

2m
+ V (~r, t)
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«¦¬ª ��© ¡¦çª «�¢�©«âª ¡�  â®¦¬£�

H =
1

2m

(
−i�h~∇

)2
+ V (~r, t) = − �h2

2m
∇2 + V (~r, t)

� «�¢�©«ãª �¬«æª �¡¨á��  «�¤ �¤â¨�� � «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ©«�¤ ¦§¦å� �¤« -
©«¦ ®�å, �§å©�ª ¡�  ¦ «�¢�©«ãª � = i�h ∂

∂t , á¨� â®¦¬£� «�¤ �¥ãª «¬§ ¡ã  ©æ«�«�
«à¤ �ç¦ �¬«é¤ «�¢�©«é¤

i�h
∂

∂t
= H

� ¦§¦å� �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� «�¤ �¥å©à©�

H¯ = �¯

� �¥å©à©� �¬«ã �å¤�  � �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ ¡�  �¨á�«�  �¤�¢¬« ¡á

i�h
∂

∂t
¯(~r, t) =

[
− �h2

2m
∇2 + V (~r, t)

]
¯(~r, t)

�� ��å¥¦¬£� «é¨� æ«  â¤� �§å§��¦ ¡ç£� �å¤�   � ¦©¬¤á¨«�©� «à¤ «�¢�-
©«é¤ ~p ¡�  � £� �¤«å©«¦ ®�ª  � ¦« £âª ~p = �h~k ¡�  � = �hà ��¢��ã « ª �¤à©«âª
§� ¨�£�« ¡âª ©®â©� ª.

�¨á�£�«  � � «�¤ ¦¨£ã â®¦¬£�

~pei(~k·~r−iàt) = −i�h~∇ei(~k·~r−iàt) = �h~kei(~k·~r−iàt)

¡�  � � «�¤ �¤â¨�� �

Eei(~k·~r−iàt) = i�h
∂

∂t
ei(~k·~r−iàt) = �hàei(~k·~r−iàt)

�§å©�ª ¦  «�¢�©«âª �¬«¦å æ§àª ¦¨å©«�¡�¤,  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª �¤�¢-
¢��ãª

[x, px] = [y, py] = [z, pz] = i�h

§¦¬ æ§àª �� �¦ç£� ¦���¦ç¤ ©« ª ©®â©� ª ����� æ«�«�ª «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡.
�¬¤�§éª ¦ ¦¨ ©£æª «¦¬ª ��¤ �å¤�  ¦ç«� «¬®�å¦ª ¦ç«� �¬��å¨�«¦ª.

�� �¨¦ç£� �¡¦¢¦ç�àª « ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  «�ª  � ¦« £âª «à¤ «�¢�-
©«é¤ «�ª �â©�ª.
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� �¥å©à©�  � ¦« £é¤ � � «¦¤ «�¢�©«ã «�ª �â©�ª ©«�¤ x � �ç�¬¤©� �å¤� 

x¯¥(x) = ¥¯¥(x) =⇒ (x− ¥)¯¥(x) = 0

� �¥å©à©� �¬«ã ��¤ â®�  ¢ç©� ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤. �� �¤���«ã-
©¦¬£� ¢ç©� ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ ¡�«�¤¦£é¤. � ¢ç©� «�ª � � ¡á�� ¥ ∈ < �å¤�  «¦
©¬¤�¨«�© �¡æ «¦¬ �« ¨á¡

¯¥(x) = �¥(x) = �(x− ¥)

�¦ á©£� «à¤  � ¦« £é¤ «¦¬ «�¢�©«ã «�ª �â©�ª �å¤�  ©¬¤�®âª.

� §�¨�§á¤à §�¨á©«�©� «à¤ ��© ¡é¤ «�¢�©«é¤ ~r ¡�  ~p «�ª ¡��¤«¦£�-
®�¤ ¡ãª ¦¤¦£á��«�  ©¬¤ã�àª q− §�¨á©«�©� ã §�¨á©«�©� ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤
�â©�à¤. �¡�å¤¦ æ£àª §¦¬ £�ª �¤� �â¨�  ©«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã �å¤�  ¦   � ¦-
« £âª, ¦  £â©�ª « £âª ¡�  æ®  � �¤�¢¬« ¡ã §�¨á©«�©� «à¤ � �æ¨à¤ «�¢�©«é¤.
�«©  £§¦¨�å ¡�¤�åª ¤� ¦¨å©�  � �¦¨�« ¡á «¦¬ª «�¢�©«âª �¬«¦çª.

� � á¢¢�  ©¦�ç¤�£� §�¨á©«�©� «à¤ «�¢�©«é¤ �¬«é¤ �å¤�  ¡�  � �¥ãª

~r 7−→ i�h~∇p = i�h
(

∂

∂px
,

∂

∂py
,

∂

∂pz

)
, ~p 7−→ ~p = (px, py, pz)

§¦¬ ¦¤¦£á��«�  p− §�¨á©«�©� ã §�¨á©«�©� ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ ¦¨£é¤. �¨¦�-
¤éª ¡�  ¦  «�¢�©«âª �¬«¦å  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ å� � ©®â©� �¤�¢¢��ãª.

�«�¤ §�¨á©«�©� �¬«ã «¦ ¬© ¡æ ©ç©«�£� §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤ ¡¬£�«¦-
©¬¤á¨«�©� (~p, t) §¦¬ �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «�¤ ¦¨£ã. � �¤«å©«¦ ®� �¥å©à©�
¡å¤�©�ª � � «�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �¬«ã �å¤� 

i�h
∂

∂t
(~p, t) =

[
~p 2

2m
+ V

(
i�h~∇p, t

)]
(~p, t)

§¦¬ �å¤�  §á¢  £ � �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨. �  ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª ©« ª �ç¦
§�¨�©«á©� ª ©¬¤�â¦¤«�  £� «¦¬ª �¥ãª £�«�©®�£�« ©£¦çª «¦¬ �¦¬¨ â

(~p, t)=
1

(2π�h)3/2

∫
e−

i
�h ~p·~r¯(~r, t)d3~r ¯(~r, t)=

1
(2π�h)3/2

∫
e

i
�h ~p·~r(~p, t)d3~p

141



��á¢� ¦ 4

� ©®â©� ª �¬«âª �§¦�� ¡¤ç¦¬¤ ¡�  «�¤  ©¦�¬¤�£å� «à¤ �ç¦ §�¨�©«á©�à¤.
� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� (~p, t) §¨â§�  �§å©�ª ¤� �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ �£â¤� ©«�¤
£¦¤á��.

‖(~p, t)‖2 =
∫

<3
|(~p, t)|2d3~p = 1

��¨á�� �£�: �   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ «�¢�©«ã «�ª ¦¨£ãª ©« ª �ç¦
�¬«âª §�¨�©«á©� ª £�  � ¦« £ã p′ �å¤�  �¤« ©«¦å®àª ¦  �¥ãª

¯(p) = e
i
�h p′x ¡�  (p) = �(p− p′)

�  �ç¦ �¬«âª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ©¬¤�â¦¤«�  £� «¦ �¤à©«æ £�«�©®�£�« ©£æ
�¦¬¨ â

1
2π�h

∫ ∞

−∞
e

i
�h pxe

i
�h p′xdx =

1
2π�h

∫ ∞

−∞
e

i
�h (p−p′)xdx = �(p− p′)

��é¨�£�: �¤ T1 ¡�  T2 �å¤�  ¦  �¨£�« �¤¦å «�¢�©«âª §¦¬ �¤« ©«¦ ®¦ç¤
©«� £��â�� �1 ¡�  �2 �¤« ©«¦å®àª, «æ«�  ©®ç�  � �¡æ¢¦¬�� ��¤ ¡�¬£â¤�
©®â©� ����� æ«�«�ª

(�m1)(�m2) ≥
∣∣∣∣
〈

1
2i

[T1, T2]
〉∣∣∣∣

�� ©¬£�¦¢å©¦¬£� «�¤ £â©� « £ã �¤æª £��â�¦¬ª m £� 〈m〉, ��¤ §¨â§�  ¤�
�å¤�«�  ©ç�®¬©� £� «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦.

�§æ�� ¥�: � £â©� « £ã �¤æª £��â�¦¬ª m1 �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

〈m1〉 =< ¯|T1¯ >

� � «�¤ � �©§¦¨á «¦¬ £��â�¦¬ª m1 â®¦¬£�

(�m1)2 =
〈
(T1 − 〈m1〉)2〉 =< ¯|(T1 − 〈m1〉)2¯ >

�§� �ã ¦ «�¢�©«ãª T1 �å¤�  �¨£�« �¤æª ¡�  ¬© ¡á � £â©� « £ã «¦¬ �å¤� 
â¤�ª §¨��£�« ¡æª �¨ �£æª, ©¬¤�§á��«�  æ«  ¡�  ¦ «�¢�©«ãª T1 − 〈m1〉 �å¤� 
�¨£�« �¤æª, á¨�

(�m1)2 =< (T1 − 〈m1〉)¯|(T1 − 〈m1〉)¯ >= ‖(T1 − 〈m1〉)¯‖2
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����£�« ¡ã §�¨ �¨�ã «à¤ ¬© ¡é¤ £����é¤

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � £â©� « £ã «¦¬ £��â�¦¬ª �¡¨á��«�  £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬
�©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ «¦¬ ®é¨¦¬ ¡�  � � �©§¦¨á �¡¨á��«�  £� «�¤ �¦ã�� �
«�ª ©«á�£�ª «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç ®é¨¦¬. �®¦¬£� «æ«� æ« 

(�m1)2(�m2)2 = ‖(T1 − 〈m1〉)¯‖2‖(T2 − 〈m2〉)¯‖2

�¨å�¦¬£� «¦¬ª �¨£�« �¤¦çª «�¢�©«âª C1 ¡�  C2 �§æ « ª ©®â©� ª

C1 = T1 − 〈m1〉 ¡�  C2 = T2 − 〈m2〉

«æ«� â®¦¬£�
(�m1)2(�m2)2 = ‖C1¯‖2‖C2¯‖2

�§æ «�¤ �¤ ©æ«�«� «¦¬ ���¨«ª �¨å©¡¦¬£�

(�m1)2(�m2)2 ≥ | < C1¯|C2¯ > |2 = | < ¯|C1C2¯ > |2

æ§¦¬ £�«�â¨�£� «¦¤ «�¢�©«ã C1 ©«¦ ��ç«�¨¦ � á¤¬©£� «¦¬ �©à«�¨ ¡¦ç � -
¤¦£â¤¦¬ ®à¨åª ¤� «¦¤ �¢¢á¥¦¬£� � æ«  �å¤�  �¨£�« �¤æª. �¤ �â©¦¬£�

� =
1
2

(C1C2 + C2C1) ¡� 

� =
1
2i

(C1C2 − C2C1) =
1
2i

[T1, T2]

«æ«� �¨å©¡¦¬£�

(�m1)2(�m2)2 ≥ | < ¯|(� + i�)¯ > |2 = | 〈�〉+ i 〈�〉 |2

�¢¢á ¦  «�¢�©«âª � ¡�  � æ§àª ¦¨å©«�¡�¤ �å¤�  �¨£�« �¤¦å ¡�  ©¬¤�§éª ¦ 
£â©�ª « £âª «¦¬ª �å¤�  §¨��£�« ¡¦å �¨ �£¦å. �§¦£â¤àª â®¦¬£�

(�m1)2(�m2)2 ≥ 〈�〉2 + 〈�〉2 ≥ 〈�〉2

�§æ «�¤ ¦§¦å� ©¬¤�§á��«�  «â¢¦ª � ��«¦ç£�¤� ©®â©�

(�m1)(�m2) ≥
∣∣∣∣
〈

1
2i

[T1, T2]
〉∣∣∣∣
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��á¢� ¦ 4

��¨á�� �£�: ��¤ â¤� §�¨á�� �£� �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ ©®â©� ���-
�� æ«�«�ª � � «�¤ �â©� x ¡�  «�¤ ¦¨£ã px �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª. �  �¤«å©«¦ ®¦ 
«�¢�©«âª �å¤� 

T1 = x T2 = −i�h
∂

∂x

�§æ «�¤ ��¤ ¡�¬£â¤� ©®â©� ����� æ«�«�ª â®¦¬£�

�x�px ≥
∣∣∣∣
〈

1
2i

[
x,−i�h

∂

∂x

]〉∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
〈

1
2i

i�h
〉∣∣∣∣ =

�h
2

��¢��ã «�¤ ©®â©� ����� æ«�«�ª «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡.
��¨�«ã¨�©�: � £â©� « £ã �¤æª £��â�¦¬ª T �å¤�«�  àª �¤à©«æ¤ �§æ

«�¤ ©®â©�
〈T 〉 =

∑
n

|�n|2¢n

æ§¦¬ ¢n �å¤�  ¦  § ��¤âª « £âª §¦¬ §�å¨¤�  â¤� £â���¦ª ¡�  |�n|2 ¦  �¤«å©«¦ -
®�ª § ��¤æ«�«�ª «¦¬ª. �� �§¦��å¥¦¬£� æ«  ¦ ¡¢�©© ¡æª �¬«æª ¦¨ ©£æª «�ª
£â©�ª « £ãª ©¬£§å§«�  £� «¦¤ ¦¨ ©£æ «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª. �¨á�£�« 

〈T 〉 = < ¯|T¯ >=<
∑

n

�n¯n|T
∑
m

�m¯m >=
∑
n,m

�∗n�m < ¯n|T¯m >=

∑
n,m

�∗n�m¢m < ¯n|¯m >=
∑
n,m

�∗n�m¢m�nm =
∑

n

|�n|2¢n

4.5 � ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã £â«¨�©�
�  £æ¤�ª « £âª §¦¬ £§¦¨�å ¤� §á¨�  â¤� ¬© ¡æ £â���¦ª �å¤�  ¦   � ¦-

« £âª «¦¬ �¤«å©«¦ ®¦¬ «�¢�©«ã. � � ¤� �å¤�  ¦  « £âª �¬«âª §¨��£�« ¡¦å
�¨ �£¦å �å¤�  �§�¨�å«�«¦ ¦  «�¢�©«âª ¤� �å¤�  �¨£�« �¤¦å. �¦ ���¦¤æª æ« 
¦¨ ©£â¤� £��â�� §�å¨¤¦¬¤ ¦¨ ©£â¤�ª £æ¤¦ « £âª £�«�â¨�«�  ©«¦ ���¦¤æª
æ«  ¦¨ ©£â¤¦  «�¢�©«âª â®¦¬¤ � �¡�¡¨ £â¤¦ á©£�. �§å©�ª �  � æ«�«� �¬«ã
«¦¬ �¨£�« �¤¦ç «à¤ «�¢�©«é¤, �¥�©�¢å��  «�¤ ¦¨�¦�à¤ æ«�«� «à¤  � ¦©¬-
¤�¨«ã©�à¤ §¦¬ �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©� � �¦¨�« ¡âª  � ¦« £âª. �¬«æ æ£àª ��¤ �å¤� 
�¨¡�«æ � � ¤� §¨¦®à¨ã©¦¬£� ©«�¤ ��© ¡ã §¨æ«�©� «�ª §�¨��¨á¦¬ �¬«ãª.
�� ¡á¤¦¬£� «�¤ �¥ãª §�¨��¦®ã � � « ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «à¤ «�¢�©«é¤ �¬«é¤.
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� ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã £â«¨�©�

\�   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª �¤æª �¨£�« �¤¦ç «�¢�©«ã §¦¬ §�¨ ©«á¤�  â¤� ¬© ¡æ
£â���¦ª �§¦«�¢¦ç¤ â¤� §¢ã¨�ª ¡�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦ ©¬¤�¨«ã©�à¤".

�«©  ¡á�� ©¬¤á¨«�©� ¯ §¦¬ §�¨ ©«á¤�  «�¤ ¡�«á©«�©� �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª
£§¦¨�å §á¤«� ¤� �¨��å ©�¤ â¤�ª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤  � ¦©¬¤�¨«ã-
©�à¤ �¬«é¤. �§�¤�¬£å�¦¬£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª «�ª �â©�ª ��¤ â®�  ¡��æ¢¦¬
 � ¦©¬¤�¨«ã©� ª. � ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª  � ¦« £é¤ �å¤�  «¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ «¦¬
�« ¨á¡.

� ¡�«á©«�©� �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª §¦¬ §�¨ ©«á¤�«�  �§æ £ � ¡¬£�«¦©¬-
¤á¨«�©� ¯(~r, t) ¬§æ¡� «�  ©� �ç¦ �å�� £�«��¦¢é¤. �¨é«¦¤ ©� ©¬¤�®�åª ¡� 
� « �«âª £�«��¦¢âª, §¦¬ §�¨ �¨á¦¤«�  �§æ «�¤ �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª «¦¬
�¨â¤« ¤�¡�¨ ¡�  ��ç«�¨¦¤ ©� �§æ«¦£�ª ¡�  æ®  � « �«âª £�«��¦¢âª, æ«�¤
�¡«�¢�å«�  £ � £â«¨�©�.

� £�«��¦¢ã «�ª ¡�«á©«�©�ª àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦, §¦¬ §�¨ �¨á�«�  �§æ
«�¤ �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª, �å¤�  ©¬¤�®ãª ¡�  �¥�¨«á«�  ©¬¤�®éª �§æ « ª �¨® -
¡âª ©¬¤�ã¡�ª. �¤« �â«àª � �¢¢��ã §¦¬ §¨¦¡�¢�å £ � £â«¨�©� ©«¦ ©ç©«�£�
��¤ �å¤�  ©¬¤�®ãª ¡�  �å¤�«�  £� «�¤ �¦ã�� � «à¤ § ��¤¦«ã«à¤. �§å §¢â¦¤ �
� �� ¡�©å� ��¤ �å¤�  �¤« ©«¨�§«ã, ��¢��ã ��¤ £§¦¨¦ç£� ¤� ¥â¨¦¬£� «�¤ ¡�«á-
©«�©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª §¨ ¤ «�¤ £â«¨�©� �§æ «¦ �§¦«â¢�©£� £ �ª £â«¨�©�ª.
�  �ç¦ ¡�«�¬�ç¤©� ª «¦¬ ®¨æ¤¦¬ §¨¦ª «¦ £â¢¢¦¤ ¡�  §¨¦ª «¦ §�¨�¢�æ¤ ��¤
�å¤�   ©¦�ç¤�£�ª.

� §¨é«� §¨¦©§á�� � � � «�¤ £���£�« ¡ã ��£�¢åà©� «�ª £â«¨�©�ª â� ¤�
�§æ «¦¤ �æ¬£�¤. �¨ ¤ «�¤ �¤á§«¬¥� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª «¦ �â£� £â«¨�©�
��¤ �å®� �§�©®¦¢ã©�  ©¦��¨á «¦¬ª ¬© ¡¦çª, � æ«  ¡�«á «�¤ ¡¢�©© ¡ã £�-
®�¤ ¡ã �å¤�  §á¤«� �¬¤�«æ ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ � �«�¨�®ã «�ª ©¬©¡�¬ãª
£â«¨�©�ª ©«¦ ©ç©«�£� ¡�  ¤� «�¤ §�¨�¢�å¯¦¬£� �§æ «¦ «�¢ ¡æ �§¦«â¢�©£�.
�«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã ¡á«  «â«¦ ¦ �å¤�  ��ç¤�«¦.

��à¨¦ç£� â¤� ¬© ¡æ ©ç©«�£� §¦¬ §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤ ¡¬£�«¦©¬-
¤á¨«�©� ¯. ��à¨¦ç£� �§å©�ª â¤� §�¨�«�¨ã© £¦ £â���¦ª m £� �¤«å©«¦ ®¦
«�¢�©«ã «¦¤ T . ��«á «� ã�� �¤à©«á ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¯n «¦¬ «�¢�©«ã T
�§¦«�¢¦ç¤ â¤� §¢ã¨�ª ¡�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦ � �¤¬©£á«à¤. �§¦¨¦ç£�
¢¦ §æ¤ ¤� �¨á¯¦¬£�

¯ =
∑

n

�n¯n æ§¦¬ �n =< ¯n|¯ > ¡�  T¯n = ¢n¯n

�¤ «é¨� £�«¨ã©¦¬£� «¦ £â���¦ª m �� �¨¦ç£� ¡á§¦ � �§æ « ª  � ¦« £âª
«¦¬ T . �¦ |�k|2 �å¤�  «�¤ § ��¤æ«�«� ¤� �¨¦ç£� «�¤  � ¦« £ã ¢k. �  £ ��� ¡âª
©«���¨âª �k ¦¤¦£á�¦¤«�  §¢á«� § ��¤æ«�«�ª. �¤ â®¦¬£� §¦¢¢á ©¬©«ã£�«�
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��á¢� ¦ 4

©«�¤ å� � ¡�«á©«�©� ¯ ¡�  £�«¨ã©¦¬£� «¦ £â���¦ª m, «æ«� �å¤�  �¬¤�«æ¤ ©«¦
¡��â¤� ¤� �¨¦ç£� � �¦¨�« ¡âª « £âª. �¦ ���¦¤æª �¬«æ �å¤�  �§�¨á��¡«¦ � �
«�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã. �«�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã £§¦¨¦ç£� ¤� §¨¦�¢â¯¦¬£�
«¦ �§¦«â¢�©£� £ �ª £â«¨�©�ª �§æ « ª �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª §¨ ¤ ¡á¤¦¬£�
«�¤ £â«¨�©�. ��é � §¨æ�¢�¯� �¬«ã â®�  ©«�« ©« ¡æ ®�¨�¡«ã¨�.

�¤ � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ �£â¤� «¦ á�¨¦ ©£� æ¢à¤ �¬«é¤
«à¤ § ��¤¦«ã«à¤ �å¤�  å©¦ £� «�¤ £¦¤á��, æ§àª �å¤�«�  �£â©àª �§æ «�¤
«�¬«æ«�«� «¦¬ �á¨©���¢

‖¯‖2 =
∑

n

|�n|2 = 1

�¤ � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ��¤ �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ �£â¤� «æ«� � § ��¤æ«�«� ¤�
§á¨¦¬£� «�¤  � ¦« £ã ¢k �å¤� 

|�k|2∑
n |�n|2

�«�¤ � � ¡ã §�¨å§«à©� æ§¦¬ ¯ = ¯i ��¢��ã � ¡�«á©«�©� «¦¬ ©¬©«ã£�-
«¦ª §�¨ �¨á�«�  �§æ £å�  � ¦©¬¤á¨«�©�, «æ«� ¡�«á «�¤ £â«¨�©� «¦¬ £��â-
�¦¬ª �� §¨¦¡ç¯�  ©å�¦¬¨� £� § ��¤æ«�«� 1 �  � ¦« £ã ¢i.

� £â«¨�©� �å¤�  £ � � �� ¡�©å� �¢¢�¢�§å�¨�©�ª �¤á£�©� ©� £ � ©¬©¡�¬ã
£â«¨�©�ª ¡�  ©«¦ £�«¨¦ç£�¤¦ ©ç©«�£�. ��«á «�¤ £â«¨�©� � ¡�«á©«�©� ¡� 
«�ª ©¬©¡�¬ãª ¡�  «¦¬ £�«¨¦ç£�¤¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �¢¢á�¦¬¤ â«©  é©«� £ � £â-
«¨�©� �å¤�  «�¤ ¡�«á©«�©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �£â©àª £�«á «�¤ £â«¨�©�. �«�¤
¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã � ¡�«á©«�©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �£â©àª £�«á «�¤ £â«¨�©� �å-
¤�«�  �§æ «�¤  � ¦©¬¤á¨«�©� «�ª  � ¦« £ãª §¦¬ £�«¨ã��¡�. �«©  é©«� �¤ ¥�-
¤�¡á¤¦¬£� £ � ��ç«�¨� £â«¨�©� «¦¬ å� ¦¬ £��â�¦¬ª �£â©àª £�«á «�¤ §¨é«�,
®à¨åª ¤� �ã©¦¬£� «¦ ©ç©«�£� ¤� �¥�¢ ®��å àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦, �� ¥�¤�-
�¨¦ç£� «�¤ å� �  � ¦« £ã.

� ¡�«á©«�©� §�¨ �¨á�«�  ©®�£�« ¡á �§æ «¦ �¡æ¢¦¬�¦ � á�¨�££�

¯ =
∑

n

�n¯n
£â«¨�©� «¦¬ m

−−−−−−−−−−−−→
§ ��¤æ �§¦«â¢�©£� ¢k

¯k
£â«¨�©� «¦¬ m

−−−−−−−−→
�§¦«â¢�©£� ¢k

¯k

� §¨é«� £â«¨�©� «¦¬ m �å¤�  «¦ ¢k £� § ��¤æ«�«� |�k|2 �¤é � ��ç«�¨� �å¤� 
§á¢  «¦ ¢k £� § ��¤æ«�«� 1.
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� ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã £â«¨�©�

�ç£à¤� £� «�¤ ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã £§¦¨¦ç£�, ��à¨�« ¡á «¦¬¢á® ©«¦¤,
¤� �¨¦ç£� «�¤ ¡�«á©«�©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª §¨ ¤ «�¤ £â«¨�©�, �¤ ¥â¨¦¬£�
«�¤ ¡�«á©«�©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª £�«á «�¤ £â«¨�©�. � � £â«¨�©� æ£àª «�ª
¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª §¨¦¡�¢�å £ � £� �£�¢�«â� � �«�¨�®ã ©«¦ ©ç©«�£�. �å¤� 
§¨¦�¤âª �§æ «¦ §�¨�§á¤à � á�¨�££� æ«  �å¤�  ��ç¤�«¦ ¤� �¨¦ç£� «�¤ ¡�«á-
©«�©� ¯ «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª §¨ ¤ «�¤ £â«¨�©�, �§æ «�¤ §¢�¨¦¦¨å� æ«  �¨ã¡�£�
«�¤ « £ã ¢k ¡�  æ«  «¦ ©ç©«�£� �¨å©¡�«�  £�«á «�¤ £â«¨�©� ©«�¤ ¡�«á©«�©�
¯k. �¨� ��æ£�©«� å©àª á§� ¨�ª £�«¨ã©� ª.

�¨ ©£æª: �ç¦ £��â�� m1 ¡�  m2 ¢â£� æ«  �å¤�  «�¬«¦®¨æ¤àª £�-
«¨ã© £� £� «�¤ �¥ãª â¤¤¦ �. ��«¨á£� «¦ m1 ¡�  �ª §¦ç£� æ«  ¢k �å¤�  «¦
�§¦«â¢�©£�, ©«�¤ ©¬¤â®� � £�«¨á£� «¦ m2 ¡�  �ª §¦ç£� æ«  £n �å¤�  «¦ �§¦-
«â¢�©£�, «â¢¦ª £�«¨á£� §á¢  «¦ m1. �¤ «¦ �§¦«â¢�©£� �å¤�  §á¢  «¦ ¢k «æ«�
¢â£� æ«  «� £��â�� m1 ¡�  m2 £§¦¨¦ç¤ ¤� £�«¨��¦ç¤ «�¬«æ®¨¦¤� ã æ«  �
£ � £â«¨�©� ��¤ �§�¨�á��  «�¤ á¢¢�. �§¦«å��«�  æ«  ¦  £�«¨ã©� ª �å¤¦¤«� 
�¨ã�¦¨� â«©  é©«� «¦ ©ç©«�£� ��¤ �¥�¢å©©�«�  àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦.

��é¨�£�: �ç¦ £��â�� m1 ¡�  m2 �å¤�  «�¬«¦®¨æ¤àª £�«¨ã© £�
«æ«� ¡�  £æ¤¦ «æ«�, æ«�¤ ¬§á¨®�  â¤� §¢ã¨�ª ©ç¤¦¢¦ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ¡á�� £å�
�§æ « ª ¦§¦å�ª �å¤�   � ¦©¬¤á¨«�©� «à¤ �¤«å©«¦ ®à¤ «�¢�©«é¤ T1 ¡�  T2
«à¤ £����é¤ m1 ¡�  m2. � «�¢�¬«�å� �¬«ã §¨æ«�©� �å¤�  �¤à©«æ æ«  �å¤� 
 ©¦�ç¤�£� £� «�¤ ©®â©�

[T1, T2] = 0

�§æ�� ¥�: �§¦�â«¦¬£� æ«  â®¦¬£� â¤� ©ç©«�£� §¦¬ �¨å©¡�«�  ©«�¤
¡�«á©«�©� ¯ ¡�  £�«¨á£� «¦ £â���¦ª m1. �¤�¢ç¦¬£� «�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©�
¯ àª §¨¦ª « ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ «�¢�©«ã T1. �§¦�â«¦¬£� æ«  £�«¨á£� «¦
£â���¦ª ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¤ ( � ¦)« £ã ¢k. �¦ ©ç©«�£�, £�«á «�¤ £â«¨�©�,
�¨å©¡�«�  ©«�¤ ( � ¦)¡�«á©«�©� ¯k «�ª  � ¦« £ãª §¦¬ £�«¨ã��¡�, æ§¦¬

T1¯k = ¢k¯k

� §¨é«� £â«¨�©� §�¨ �¨á�«�  �§æ «¦ §�¨�¡á«à � á�¨�££�

¯ =
∑

n

�n¯n
£â«¨�©� «¦¬ m1−−−−−−−−−−−−→

§ ��¤æ �§¦«â¢�©£� ¢k

¯k £� § ��¤æ«�«� |�k|2

�¡¦¢¦ç�àª £�«¨á£� «¦ £â���¦ª m2. � £â«¨�©� �¬«ã �� �å¤�  ©«¦ ©ç-
©«�£� ¯k ¡�  æ®  ©«¦ ¯. �¤�¢ç¦¬£� «¦ � á¤¬©£� ¯k àª §¨¦ª « ª  � ¦©¬-
¤�¨«ã©� ª «¦¬ «�¢�©«ã T2, §¦¬ �§¦«�¢¦ç¤ â¤� §¢ã¨�ª ©ç¤¦¢¦ ¦¨�¦�à¤åà¤
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©¬¤�¨«ã©�à¤. ��«¨á£� �¡¦¢¦ç�àª «¦ £â���¦ª m2 ¡�  �ª §¦ç£� æ«  �¨ã-
¡�£� «�¤  � ¦« £ã £n £� § ��¤æ«�«� |bk

n|2. �¦ ©ç©«�£� «é¨� �¨å©¡�«�  ©«�¤
 � ¦©¬¤á¨«�©� n «�ª  � ¦« £ãª §¦¬ £�«¨ã��¡� ��¢��ã

T2n = £nn

� ��ç«�¨� �¬«ã £â«¨�©� §�¨ �¨á�«�  �§æ «¦ §�¨�¡á«à � á�¨�££�

¯k =
∑
m

bk
mm

£â«¨�©� «¦¬ m2−−−−−−−−−−−−−→
§ ��¤æ �§¦«â¢�©£� £n

n £� § ��¤æ«�«� |bk
n|2

�â¢¦ª £�«¨¦ç£� §á¢  «¦ £â���¦ª m1. �¤ «� m1 ¡�  m2 �å¤�  «�¬«¦®¨æ-
¤àª £�«¨ã© £� £��â��, «æ«� £� «�¤ «¨å«� £â«¨�©� «¦¬ m1 �� �¨¦ç£� ©å�¦¬¨�
«�¤ « £ã ¢k §¦¬ �¨ã¡�£� ©«�¤ §¨é«� £â«¨�©�. �¨� «¦ n �å¤�   � ¦©¬¤á¨-
«�©� «¦¬ T1 £�  � ¦« £ã ¢k. �¦ n æ£àª �å¤�  ã��  � ¦©¬¤á¨«�©� «¦¬ T2 £�
 � ¦« £ã £n ¡�  �§¦£â¤àª «�¢ ¡á ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª n �å¤�  ¡¦ ¤âª  � ¦©¬-
¤�¨«ã©� ª «à¤ «�¢�©«é¤ T1 ¡�  T2. ��«á ©¬¤â§� � «¦ � á¤¬©£� ¯ �¨á�«� 
©�¤ �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ ¡¦ ¤é¤ �¬«é¤ ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©�à¤.

�¤« ©«¨æàª �¤ �ç¦ «�¢�©«âª â®¦¬¤ ¡¦ ¤æ ©ç©«�£�  � ¦©¬¤�¨«ã©�à¤
«æ«� «� �¤«å©«¦ ®� £��â�� �å¤�  «�¬«¦®¨æ¤àª £�«¨ã© £�. � �§æ�� ¥� �å¤� 
�§¢ã ¡�  �� «�¤ §�¨�¢�å¯¦¬£�.

�«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã � � ¤� §�«ç®¦¬£� «�¤ §¢�¨â©«�¨� �¬¤�«ã §�¨ -
�¨�ã �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª, §¨â§�  ¤� �¨¦ç£� « ª  � ¦« £âª æ¢à¤ «à¤ £����é¤
§¦¬ £§¦¨¦ç¤ ¤� £�«¨��¦ç¤ «�¬«æ®¨¦¤�. �¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ «�¢�©«é¤
T1, T2, . . . , Tn §¦¬ �¤�¢¢á©©¦¤«�  ¡��' æ¢¦¬ª «¦¬ª �¬¤�«¦çª «¨æ§¦¬ª

[Ti, Tj ] = 0 � � i 6= j

�§¦«�¢¦ç¤ â¤� §¢ã¨�ª ©ç¤¦¢¦ �¤�¢¢�©©¦£â¤à¤ §�¨�«�¨ã© £à¤ £����é¤ � �
«¦ ©ç©«�£�.

�¦ ©ç¤¦¢¦ �¬«æ ��¤ �å¤�  £¦¤�� ¡æ. �¤� ©ç©«�£� §¦¬ � ¡¬£�«¦©¬¤á¨-
«�©ã «¦¬ �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤�  � ¦©¬¤á¨«�©� æ¢à¤ «à¤ «�¢�©«é¤ «¦¬ §�¨�§á¤à
©¬¤æ¢¦¬, ¢â£� æ«  �¨å©¡�«�  ©� \¡���¨ã ¡�«á©«�©�" á¢¢àª «¦ ©ç©«�£� �¨å-
©¡�«�  ©� â¤� £�å�£� ¡���¨é¤ ¡�«�©«á©�à¤. �¤� ©ç¤¦¢¦ �¤�¢¢�©©¦£â¤à¤
§�¨�«�¨�©å£à¤ �å¤�  � � §�¨á�� �£� ¦  «¨� ª ©¬¤ ©«é©�ª «�ª �â©�ª (x, y, z)
ã ¦  «¨� ª ©¬¤ ©«é©�ª «�ª ¦¨£ãª px, py, pz. �¤� á¢¢¦ ©ç¤¦¢¦ �å¤�  ¦  �ç¦
©¬¤ ©«é©�ª «�ª �â©�ª ¡�  � «¨å«� «�ª ¦¨£ãª x, y, pz.
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� ¡��¤« ¡æª ¤æ£¦ª «�ª ¡å¤�©�ª

4.6 � ¡��¤« ¡æª ¤æ£¦ª «�ª ¡å¤�©�ª
�«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª � ¡�«á©«�©�

�¤æª ©¬©«ã£�«¦ª £�«��á¢¢�«�  àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ ©ç£à¤� £� «�¤ �¥å©à©�
«¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨

i�h
∂

∂t
¯(t) = H(t)¯(t)

�  «�¢�©«âª £â¤¦¬¤ �¤�¢¢¦åà«¦  àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ �¡«æª �â�� � �¤
â®¦¬¤ �¤�¢¬« ¡ã ®¨¦¤ ¡ã �¥á¨«�©�, ¦§æ«� � £�«��¦¢ã «¦¬ª àª §¨¦ª «¦¤
®¨æ¤¦ ¦�å¢�«�  ©«�¤ ç©� «¦¬ª ¡�  æ®  ©«�¤ ®¨¦¤ ¡ã �¥â¢ ¥� «¦¬ ©¬©«ã£�-
«¦ª.

�¦ §¨æ�¢�£� �¨® ¡é¤ « £é¤ ©«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ «å��«� 
àª �¥ãª: ��«�å«�  � ¡�«á©«�©� ¯(~r, t) ©� ¡á§¦ � ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã, æ«�¤ �å¤� 
�¤à©«ã � ¡�«á©«�©� «¦¬ ©� ®¨æ¤¦ t = 0, ��¢��ã ¤� ¢¬��å � �¥å©à©�

i�h
∂

∂t
¯(~r, t) = H¯(~r, t) £� �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡� ¯(~r, 0) = ¯0(~r)

�§� �ã � �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª �å¤�  §¨é«�ª «á¥�ª àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦
«¦ §¨æ�¢�£� â®�  £ � ¡�  £¦¤�� ¡ã ¢ç©�. � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¯(t) £�«�-
�á¢¢�«�  ©¬¤�®éª àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦. �§æ «�¤ á§¦¯� �¬«ã «¦ §¨æ�¢�£�
��¤ � �â¨�  ¡��æ¢¦¬ �§æ «¦ �¤«å©«¦ ®¦ ¡¢�©© ¡æ. ��é æ£àª � ¢ç©� «¦¬
§¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤�  £ � £���£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� §¦¬ £�ª �å¤�  §¢�¨¦¦¨å�ª � �
«¦ ©ç©«�£� £� «�¤ �¦ã�� � «�ª ©«�« ©« ¡ãª.

�¦ §¨æ�¢�£� «à¤ �¨® ¡é¤ « £é¤ ©«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã §�¨¦¬© á��  «�¤
�¥ãª �¬©¡¦¢å�.

� «�¢�©«ãª H �å¤�  �â�� � �¨£�« �¤æª �¢¢á �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� £�¤ �å¤� 
¨��£â¤¦ª. �«©  ¦¨å��«�  ©� â¤� ¬§¦©ç¤¦¢¦ DH «¦¬ ®é¨¦¬ «¦¬ �å¢£§�¨«
«¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �å¤�  ¢¦ §æ¤ �¬¤�«æ¤ � �¨® ¡ã « £ã ¯(~r, 0) ¤� £�¤ �¤ã¡� 
©«¦ DH . � � ¤� �§¦ç�¦¬£� «�¤ �¬©¡¦¢å� �¬«ã, �å¤�  ¡�¢ç«�¨� ¤� �¨��-
�æ£�©«� £� ¨��£â¤¦¬ª «�¢�©«âª §¦¬ ¦¨å�¦¤«�  ©� æ¢¦ «¦ ®é¨¦ §�¨á £� £�
¨��£â¤¦¬ª «�¢�©«âª.

�� ¬§¦�â©¦¬£� æ«  � ®�£ ¢«¦¤ �¤ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ��¤ �¥�¨«á«�  �¤�-
¢¬« ¡á �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦. �¨å�¦¬£� «¦¤ «�¢�©«ã

U(t, t0) = e−
i
�h (t−t0)H
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� «�¢�©«ãª �¬«æª ¦¤¦£á��«�  «�¢�©«ãª ®¨¦¤ ¡ãª �¥â¢ ¥�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª
¡�   ¡�¤¦§¦ �å « ª  � æ«�«�ª

�) �§� �ã ¦ H �å¤�  �¨£�« �¤æª ¦ «�¢�©«ãª U(t, t0) �å¤�  £¦¤�� �å¦ª ¡� 
á¨� ¨��£â¤¦ª.

�) U(t1, t2)U(t2, t3) = U(t1, t3)
�) U(t0, t0) = I æ§¦¬ I �å¤�  ¦ £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª.

�¦ §¨æ�¢�£� �¨® ¡é¤ « £é¤ «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª â®�  «�¤ ¢ç©�

¯(~r, t) = U(t, 0)¯(~r, 0)

�¨á�£�«  �¤ §�¨��à�å©¦¬£� àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦, â®¦¬£�

i�h
∂¯(~r)

∂t
= i�h

∂U(t, 0)
∂t

¯(~r, 0) = HU(t, 0)¯(~r, 0) = H¯(~r, t)

á¨�  ¡�¤¦§¦ �å«�  � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨. �§å©�ª  ¡�¤¦§¦ �å-
«�  ¡�  � �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡�

(¯(~r, t))t=0 = U(0, 0)¯(~r, 0) = ¯(~r, 0) = ¯0(~r)

��¨�«�¨¦ç£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª ®¨¦¤ ¡ãª �¥â¢ ¥�ª æ§àª ¦¨å©«�¡�  ¡�¤¦-
§¦ �å «¦ �¡æ¢¦¬�¦ §¨æ�¢�£� �¨® ¡é¤ « £é¤

i�h
d

dt
U(t, t0) = HU(t, t0) £� �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡� U(t0, t0) = �

�¤ � ®�£ ¢«¦¤ �¤ã �¥�¨«á«�  �¤�¢¬« ¡á �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦ «æ«� ¦  «�¢�©«âª
H(t1), ¡�  H(t2) ��¤ �¤�¢¢á©©¦¤«�  ��¤ ¡á � � t1 6= t2. �¦ §¨æ�¢�£� �å¤�«� 
�ç©¡¦¢¦. � ¢ç©� «�ª §�¨�§á¤à � �¦¨ ¡ãª �¥å©à©�ª ��¤ â®�  § á «�¤ �§¢ã
�¡��« ¡ã £¦¨ã U = ei(t−t0)H/�h.

�§¦¨¦ç£� ¤� ¦¨å©¦¬£� «¦¤ «�¢�©«ã ®¨¦¤ ¡ãª �¥â¢ ¥�ª �§æ «�¤ �¡æ¢¦¬��
¦¢¦¡¢�¨à« ¡ã �¥å©à©�

U(t, t0) = �− i

�h

∫ t

t0

H(t′)U(t′, t0)dt′

� ¦¢¦¡¢�¨à« ¡ã �¥å©à©� �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡� 
«�¤ �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡�. ��å¤�«�  �ç¡¦¢� æ«  ¦ «�¢�©«ãª �¬«æª �å¤�  ¢ç©� «¦¬
§�¨�§á¤à §¨¦�¢ã£�«¦ª �¨® ¡é¤ « £é¤.
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� §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡

4.7 � §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡
�â®¨  «é¨� ¬§¦�â©�£� æ«  � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� £�«��á¢¢�«�  àª §¨¦ª

«¦¤ ®¨æ¤¦ �¤é ¦  «�¢�©«âª §�¨�£â¤¦¬¤ �¤�¢¢¦åà«¦ . �«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬
�á ��¤£§�¨�¡ � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� §�¨�£â¤�  �¤�¢¢¦åà«� �¤é ¦  «�¢�©«âª
�¥�¢å©©¦¤«�  £� «¦¤ ®¨æ¤¦.

� ®¨¦¤ ¡ã �¥á¨«�©� «�ª £â©�ª « £ãª ©« ª �ç¦ §�¨�©«á©� ª â®�  «�¤
£¦¨ã

〈m〉 (t) =< ¯(t)|T¯(t) >

©«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ ¡�  «�¤ £¦¨ã

〈m〉 (t) =< ¯|T (t)¯ >

©«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡.
�¬© ¡á ¡�  ©« ª �ç¦ §�¨�©«á©� ª ¦  £â©�ª « £âª «à¤ £����é¤ §¨â§�  ¤�

�¥�¢å©©¦¤«�  àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ ¡�«á «¦¤ å� ¦ «¨æ§¦. ��¡ ¤é¤«�ª �§æ �¬«ã
«�¤ §¨¦è§æ��©� �� �¤���«ã©¦¬£� «�¤ �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª «¦¬ «�¢�©«ã T (t)
©«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡.

�«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ â®¦¬£�

i�h
d

dt
〈m〉 (t) =i�h

d

dt
< ¯|T¯ >=

< −i�h
∂¯
∂t
|T¯ > + < ¯|i�h∂T

∂t
¯ > + < ¯|Ti�h

∂¯
∂t

>

�¢¢á ©«�¤ §�¨á©«�©� �¨â¤« ¤�¡�¨  ©®ç�  � �¡æ¢¦¬�� �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª

i�h
∂¯
∂t

= H¯

�¨� â®¦¬£�

i�h
d

dt
〈m〉 (t) = < −H¯|T¯ > + < ¯|i�h∂T

∂t
¯ > + < ¯|TH¯ >=

< ¯| −HT¯ > + < ¯|i�h∂T

∂t
¯ > + < ¯|TH¯ >=

< ¯|
(

i�h
∂T

∂t
−HT + TH

)
¯ >
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�§¦£â¤àª � �¥â¢ ¥� «�ª £â©�ª « £ãª ©«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ �å¤�«� 
�§æ «�¤ ©®â©�

i�h
d

dt
〈m〉 (t) =< ¯|

(
i�h

∂T

∂t
+ [T,H]

)
¯ >

�«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡ � §�¨á�à�¦ª «�ª £â©�ª « £ãª àª
§¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ �å¤�«�  �§æ «�¤ �¡æ¢¦¬�� ©®â©�

i�h
d

dt
〈m〉 (t) =< ¯|i�hdT (t)

dt
¯ >

�  �ç¦ §�¨�§á¤à ©®â©� ª §¨â§�  ¤� �å¤�  å©�ª á¨�

i�h
dT (t)

dt
= i�h

∂T

∂t
+ [T (t),H]

� �¥å©à©� �¬«ã ¦¤¦£á��«�  �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡ ¡� 
�å¤�  «�¤ �¥â¢ ¥� «¦¬ «�¢�©«ã T (t) àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦.

�¤ «¦ £â���¦ª §�¨ �¨á�«�  �§æ «¦¤ «�¢�©«ã T §¦¬ ��¤ �¥�¨«á«�  �¤�-
¢¬« ¡á �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦ «æ«� � �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª �¨á�«� 

dT (t)
dt

=
i

�h
[H, T ]

�¤�ª «�¢�©«ãª ¡�  «¦ �¤«å©«¦ ®¦ £â���¦ª �å¤�  £ � ©«���¨á «�ª ¡å¤�©�ª
æ«�¤  ©®ç�  � ©®â©�

dT (t)
dt

= 0

�§¦£â¤àª â¤�ª «�¢�©«ãª ®à¨åª �¤�¢¬« ¡ã ®¨¦¤ ¡ã �¥á¨«�©� �å¤�  £ � ©«�-
��¨á �á¤ �¤�¢¢á©©�«�  £� «�¤ ®�£ ¢«¦¤ �¤ã ��¢��ã [H,T ] = 0.

� å� � � ®�£ ¢«¦¤ �¤ã �å¤�  §¨¦�¤éª £ � ©«���¨á «�ª ¡å¤�©�ª �á¤ ��¤
§�¨ â®�  �¤�¢¬« ¡á ®¨¦¤ ¡ã �¥á¨«�©�, � æ«  ¬© ¡á [H, H] = 0.

�¤ � ®�£ ¢«¦¤ �¤ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª â®�  «�¤ £¦¨ã

H =
p2

2m
+ V (q, t)

152



� §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡

«æ«� � � «� £��â�� p ¡�  q ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª �¨á¦¤«� 

dp

dt
=

i

�h
[H, p] =

i

�h

[
p2

2m
+ V (q, t), p

]
=

i

�h
[V, p] =

∂

∂q
V

dq

dt
=

i

�h
[H, q] =

i

�h

[
p2

2m
+ V (q, t), q

]
=

i

�h

[
p2

2m
, q

]
=

p

m

�¨� � � « ª £â©�ª « £âª «à¤ £����é¤ �¬«é¤  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

d

dt
〈q〉 =

〈
dq

dt

〉
=

〈 p

m

〉

d

dt
〈p〉 =

〈
dp

dt

〉
=

〈
− ∂

∂q
V

〉

�  §�¨�§á¤à ©®â©� ª �å¤�  «� ��à¨ã£�«� «¦¬ �¨�¤�©«. �å¤�  æ£¦ �ª
£� « ª ¡¢�©© ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤

_p = − ∂

∂q
V ¡�  _q =

p

m

£æ¤¦ §¦¬ ��é «� £��â�� q ¡�  p, �â©� ¡�  ¦¨£ã «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª,
â®¦¬¤ �¤« ¡�«�©«���å £� « ª £â©�ª « £âª «¦¬ª.

�¦ ��é¨�£� «¦¬ �¨�¤�©« � �«¬§é¤�«�  àª �¥ãª:
\�  £â©�ª « £âª «à¤ ¬© ¡é¤ £����é¤ �â©� ¡�  ¦¨£ã �¡¦¢¦¬�¦ç¤ « ª

¡¢�©© ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª".

� §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡ «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª �å¤�  �¥� ¨�« ¡á
®¨ã© £� � � ¤� �¦ç£� «�¤ « ¬ §   ¡ ã ¦£¦ æ«�«� «�ª ¡��¤« ¡ãª ¡�  «�ª
¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª. �¨á�£�«  � �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡
�å¤�  æ£¦ � £� «�¤ �¤«å©«¦ ®� ¡¢�©© ¡ã �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª �¤æª £��â�¦¬ª
F (t)

dF (t)
dt

=
∂F (t)

∂t
+ {F, H} �¢�©© ¡ã �¥å©à©�

dT (t)
dt

=
∂T (t)

∂t
+

1
i�h

[T, H] ���¤« ¡ã �¥å©à©�

� ��¡ç¢� �¦¬�©æ¤ â®�  �¤« ¡�«�©«���å ��é �§æ «¦¤ £�«��â«� 1
i�h [T,H] «à¤

«�¢�©«é¤ T ¡�  H. �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  � ¡¢�©© ¡ã �¥å©à©� �å¤�  «¦ æ¨ ¦ «�ª
�¥å©à©�ª «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡ æ«�¤ «¦ �h «�å¤�  ©«¦ £��â¤.
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�¤ ¡�  «� §�¨�§á¤à ��¤ �§¦«�¢¦ç¤ §¢ã¨� �§æ�� ¥�, �å¤�«�  æ£àª æ« 
� ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã �å¤�  «¦ æ¨ ¦ «�ª ¡��¤« ¡ãª � � �h → 0. �¦ æ¨ ¦ æ£àª
�¬«æ �å¤�  «¬§ ¡æ £���£�« ¡æ ¡�  æ®  ¦¬© �©« ¡æ ¬© ¡æ.

�§á¨®�  £ � ¦¬© é��ª �¤¤¦ ¦¢¦� ¡ã � �¦¨á «à¤ �ç¦ �¬«é¤ ��à¨ é¤.
�§á¨®¦¬¤ §�¨�«�¨ã© £� £��â�� æ§àª � � §�¨á�� �£� «¦ ©§ ¤ §¦¬ �¥��¤å-
�¦¤«�  ©«¦ ¡¢�©© ¡æ æ¨ ¦ ¡�  á¨� ��¤ â®¦¬¤ ¡¢�©© ¡æ �¤á¢¦�¦. ��«â¨¦¬
�¦ �h �å¤�  £ � ©«���¨á «�ª ç©�ª §¦¬ ��¤ £§¦¨¦ç£� ¦ç«� ¤� «�¤ �¢�««é©¦¬£�
¦ç«� ¤� «�¤ �¬¥ã©¦¬£� ©� ¡á§¦ ¦ §�å¨�£�. �§¢éª ¬§á¨®¦¬¤ §�¨ §«é©� ª,
æ§àª ©«�¤ §�¨ ¦®ã «à¤ £�¡¨¦©¡¦§ ¡é¤ ©à£á«à¤, §¦¬ ��¤ «�¤ \�¢â§¦¬£�"
�  �¬«æ á¢¢à©«� ¡�  £æ¢ ª «¦ 1990 «�¤ �¤�¡á¢¬¯� ¦ �¢�¤¡.

�¦ §¨æ�¢�£� �¨® ¡é¤ « £é¤ ©«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡ «å��«� 
àª �¥ãª:

��«�å«�  «¦ £â���¦ª T (t) ©� ¡á§¦ � ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã æ«�¤ �å¤�  �¤à©«æ
«¦ £â���¦ª T (t) ©«�¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t = 0.

� � «�¤ �§¢¦ç©«�¬©� «à¤ ©®â©�à¤ �� ¬§¦�â©¦¬£� æ«  æ¢¦  ¦  «�¢�©«âª
��¤ §�¨ â®¦¬¤ �¤�¢¬« ¡ã ®¨¦¤ ¡ã �¥á¨«�©�. �¬© ¡á ��¤ ¡�¢ç§«¦¬£� æ¢�ª
« ª §�¨ §«é©� ª, æ£àª � ®¨¦¤ ¡ã �¥â¢ ¥� «à¤ £����é¤ §¦¬ §¨¦¡ç§«�  �§æ
«�¤ �¤�¢¬« ¡ã ®¨¦¤ ¡ã �¥á¨«�©� «à¤ «�¢�©«é¤ �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦, ¦�å¢�«� 
©«�¤ ç©� «à¤ «�¢�©«é¤ ¡�  æ®  ©«�¤ ®¨¦¤ ¡ã �¥â¢ ¥� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �¦
§¨æ�¢�£� ¢¦ §æ¤ â®�  àª �¥ãª

�� ¢¬��å � �¥å©à©�

dT (t)
dt

=
i

�h
[H,T (t)] £� �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡� T (t)|t=0 = T0

� ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤�«�  §á¢  £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ «�¢�©«ã ®¨¦-
¤ ¡ãª �¥â¢ ¥�ª

U(t, 0) = exp{− i

�h
tH}

� ¢ç©� �å¤� 
T (t) = U−1(t, 0)T0U(t, 0)

� «�¢�©«ãª �¬«æª  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�. �¨á�£�« 

dT (t)
dt

=
dU−1

dt
T0U + U−1T0

dU

dt
=

i

�h
HU−1T0U − i

�h
U−1T0UH =

i

�h
HT (t)− i

�h
T (t)H =

i

�h
[H, T (t)]
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� §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡

�¢¢á ¡�  «�¤ �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡�. �¨å©¡¦¬£�

T (t)|t=0 = U−1(0, 0)TU(0, 0) = T0

�§� �ã ¦ «�¢�©«ãª U �å¤�  £¦¤�� �å¦ª (U−1 = U+), â§�«�  æ«  ¦ «�¢�-
©«ãª T (t) � �«�¨�å « ª  � æ«�«�ª «¦¬ ¡�«á «�¤ ®¨¦¤ ¡ã �¥â¢ ¥� «¦¬. �¤ � �
§�¨á�� �£� ¦ «�¢�©«ãª T (t) �å¤�  �¨£�« �¤æª «�¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t = 0, «æ«�
¦ «�¢�©«ãª �¬«æª �å¤�  �§å©�ª �¨£�« �¤æª � � ¡á�� t.

��é¨�£�: �¤ £� «¦¬ª ��å¡«�ª S ¡�  H ®�¨�¡«�¨å©¦¬£� «� £��â��
¡�  « ª ¡�«�©«á©� ª ©« ª §�¨�©«á©� ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ ¡�  �á ��¤£§�¨�¡
�¤« ©«¦å®àª, «æ«� ¦  �ç¦ §�¨�©«á©� ª ©¬¤�â¦¤«�  £� « ª ©®â©� ª

¯S(t) = U¯H TH(t) = U−1TSU

� «�¢�©«ãª U �å¤�  £¦¤�� �å¦ª ¡�  á¨� ¦  �ç¦ §�¨�©«á©� ª �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª.
�� �§¦��å¥¦¬£� æ« 

�) 〈T 〉S = 〈T 〉H ¡�  �) [�S , �S ] = iCS ⇐⇒ [�H , �H ] = iCH

�§æ�� ¥�:

�) 〈T 〉S =< ¯S(t)|TS¯S(t) >=< U¯H |TSU¯H >=< ¯H |U+TSU¯H >=
< ¯H |U−1TSU¯H >=< ¯H |TH(t)¯H >= 〈T 〉H

��¢��ã ¦  £â©�ª « £âª «à¤ £����é¤ «�¬«å�¦¤«�  ©« ª �ç¦ §�¨�©«á©� ª.

�) �S�S − �S�S = iCS ⇐⇒ U+ (ASBS −BSAS) U = iU+CSU ⇐⇒
U+ASBSU − U+BSASU = iU+CSU ⇐⇒ ( � æ«  UU+ = 1 )
U+�SUU+�SU − U+�SUU+�SU = iU+CSU ⇐⇒
�H�H − �H�H = iCH

��¨�«�¨¦ç£� æ«  �¤ �ç¦ «�¢�©«âª �¤�¢¢á©©¦¤«�  ©«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬
�¨â¤« ¤�¡�¨ �¤�¢¢á©©¦¤«�  �§å©�ª ¡�  ©«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡.
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4.8 � �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª
�§æ «�¤ ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã �å¤�  �¤à©«æ æ«  � � ¦§¦ ¦�ã§¦«� £â���¦ª

£� §¬¡¤æ«�«� ¨(~r, t) §¦¬ � �«�¨�å«� , £§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� £ � �¥å©à©�
©¬¤�®�å�ª «�ª £¦¨ãª

∂¨
∂t

+ ~∇ · ~J = 0

� � «�¤ ¬�¨¦�¬¤�£ ¡ã � �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª �¡¨á��  «�¤ � �«ã¨�©� «�ª
£á��ª «¦¬ ¨�¬©«¦ç. �¦ ¨(~r, t) �å¤�  � §¬¡¤æ«�«� £á��ª ¡�  «¦ � á¤¬©£�

~J(~r, t) = ~̈¬

§�¨ ©«á¤�  «�¤ ¨¦ã «�ª £á��ª «¦¬ ¨�¬©«¦ç ¡�  ¦¤¦£á��«�  §¬¡¤æ«�«� ¨�ç£�-
«¦ª. �¦ ~¬(~r, t) �å¤�  «¦ §��å¦ «�®¬«ã«à¤ «¦¬ ¬�¨¦ç.

� � ¤� �¦ç£� «�¤ ¬© ¡ã ©�£�©å� «�ª �¥å©à©�ª ©¬¤�®�å�ª ¦¢¦¡¢�¨é-
¤¦¬£� §á¤à ©� â¤�¤ æ�¡¦ V

∫

V

∂¨
∂t

dV +
∫ (

~∇ · ~J
)

dV = 0

�§æ «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡á¦¬ª â®¦¬£�

∂

∂t

∫
¨dV +

∫

s

~J · d~© =
∂

∂t

∫
¨dV +

∫

s

fnd© = 0

æ§¦¬ fn �å¤�  � ¡á��«� ©¬¤ ©«é©� ©«¦ ©«¦ ®�å¦ �§ �¤�å�ª d©. �¨� � £�«�-
�¦¢ã «�ª £á��ª �¤æª ¨�¬©«¦ç £â©� ©«¦¤ æ�¡¦ V , ¦�å¢�«�  ©«�¤ ¨¦ã £á��ª
«¦¬ ¨�¬©«¦ç �§æ «�¤ ©¬¤¦¨ �¡ã �§ á¤� � s §¦¬ §�¨ ¡¢�å�  «¦¤ æ�¡¦ V . �¤«å-
��«àª, �¤ £â©� ©«¦¤ æ�¡¦ V ¬§á¨®¦¬¤ §��âª £á��ª ã ¡�«�©«¨¦�åª £á��ª
«æ«� ��¤  ©®ç�  � �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª.

� � �¤á¢¦�� �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª £§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� ¡�  � � «�¤
¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã. � §¬¡¤æ«�«� ¨(~r, t) �å¤�  «é¨� � §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª

¨(~r, t) = |¯(~r, t)|2 = ¯∗(~r, t)¯(~r, t)

�¦ ��«¦ç£�¤¦ ¨�ç£� ~J §�¨ �¨á�  §àª �å¤�«�  � £�«�¦¨á § ��¤æ«�«�ª �§æ
«�¤ £ � §�¨ ¦®ã «¦¬ ®é¨¦¬ ©«�¤ á¢¢�.
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�  ©«á© £�ª ¡�«�©«á©� ª

� � ¤� �¨¦ç£� «¦ � á¤¬©£� ~J §�¨��à�å�¦¬£� «�¤ §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª
¨(~r, t) àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦

∂

∂t
¨(~r, t) = ¯∗

∂¯
∂t

+ ¯
∂¯∗

∂t

�§æ «�¤ �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ â®¦¬£�

∂¨
∂t

= ¯∗
1
i�h

H¯− ¯
1
i�h

H¯∗ =

1
i�h

[
¯∗

(
− �h2

2m
∇2 + V

)
¯− ¯

(
− �h2

2m
∇2 + V

)
¯∗

]
=

− �h
2im

(
¯∗∇2¯− ¯∇2¯∗

)

�¨�© £¦§¦ ¦ç£� «é¨� «�¤ � �¤¬©£�« ¡ã «�¬«æ«�«�

�∇2� = ~∇ · (�~∇�)− (~∇�) · (~∇�)

¡�  �¨å©¡¦¬£�

∂

∂t
¨(~r, t) = − �h

2im
~∇ ·

(
¯∗~∇¯− ¯~∇¯∗

)

�¨� «¦ ��«¦ç£�¤¦ ¨�ç£� §¬¡¤æ«�«�ª § ��¤æ«�«�ª �� �å¤� 

~J =
i�h
2m

(
¯~∇¯∗ − ¯∗~∇¯

)

� �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª �¡¨á��  «�¤ � �«ã¨�©� «�ª
§ ��¤æ«�«�ª. �¤ � § ��¤æ«�«� ¤� �¨���å â¤� ©à£á« ¦ £â©� ©� â¤�¤ æ�¡¦
V £�«��á¢¢�«�  àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦, �¬«æ ¦�å¢�«�  ©� � �¨¨¦ã § ��¤æ«�-
«�ª �§æ «� «¦ ®é£�«� s «¦¬ æ�¡¦¬ V §¦¬ §¨¦¡�¢�å â¤� £� £���¤ ¡æ ¨�ç£�
§¬¡¤æ«�«�ª § ��¤æ«�«�ª ~J .

4.9 �  ©«á© £�ª ¡�«�©«á©� ª
�¨ ©£æª: �«á© £�ª �å¤�  ¦  ¡�«�©«á©� ª �¡�å¤�ª � � « ª ¦§¦å�ª, «�

£��â�� §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª ¡�  §¬¡¤æ«�«� ¨�ç£�«¦ª § ��¤æ«�«�ª, �å¤� 
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�¤�¥á¨«�«� �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦. �â«¦ �ª ¡�«�©«á©� ª §�¨ �¨á¦¤«�  �§æ ¡¬£�-
«¦©¬¤�¨«ã©� ª «�ª £¦¨ãª

�(~r, t) = e−
i
�h �t¯(~r)

�å¤�  §¨¦�¤âª æ«  � � «â«¦ �ª ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  «¦ ¨ ¡�  «¦ ~J
�å¤�  �¤�¥á¨«�«� �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦. � £â©� « £ã ¡á§¦ ¦¬ £��â�¦¬ª, ®à¨åª
�¤�¢¬« ¡ã �¥á¨«�©� �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦, �å¤�  �§å©�ª ©«���¨ã àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦.
�¨á�£�« 

〈m〉 =< �|T� >=< e−
i
�h �t¯(~r)|Te−

i
�h �t¯(~r) >=< ¯(~r)|T¯(~r) >

�§å©�ª ¡�  §¦¢¢á á¢¢� ®�¨�¡«�¨ ©« ¡á «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª §�¨�£â¤¦¬¤
�¤�¢¢¦åà«� �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦, � � �¬«æ ¡�  � ¡�«á©«�©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ¦¤¦-
£á��«�  ©«á© £�.

��é¨�£�: �¤ � ®�£ ¢«¦¤ �¤ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ��¤ �¥�¨«á«�  �¤�-
¢¬« ¡á �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦, «æ«� � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  â¤�
á�¨¦ ©£� ã ¦¢¦¡¢ã¨à£� ©«á© £à¤ ¡�«�©«á©�à¤. �á�� ©«á© £� ¡�«á©«�©�
�å¤�  £ �  � ¦¡�«á©«�©� «�ª �¤â¨�� �ª £�  � ¦« £ã §¦¬ «�¤ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £�
�.

�§æ�� ¥�: � �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª â®�  «�¤ £¦¨ã

i�h
∂

∂t
�(~r, t) = H�(~r, t)

�§� �ã ¦ «�¢�©«ãª H ��¤ §�¨ â®�  �¤�¢¬« ¡á «¦¤ ®¨æ¤¦ � �¥å©à©� �¬«ã
�â®�«�  £ � ¢ç©� «�ª £¦¨ãª

�(~r, t) = �(t)¯(~r)

� �¥å©à©� �¨á�«� 

¯(~r)
[
i�h

∂

∂t
�(t)

]
= A(t)H¯(~r) =⇒

1
�(t)

i�h
∂

∂t
�(t) =

1
¯(~r)

H¯(~r)
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�  ©«á© £�ª ¡�«�©«á©� ª

�¦ �¨ ©«�¨æ £â¨¦ª «�ª �¥å©à©�ª �¬«ãª �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «¦ t, �¤é «¦
��¥ æ £æ¤¦ �§æ «¦ ~r. �§¦£â¤àª «¦ ¡��â¤� §¨â§�  ¤� �å¤�  å©¦ £� £ � ©«���¨á
§¦¬ «�¤ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� �. �¨� â®¦¬£�

1
A(t)

i�h
∂

∂t
�(t) = � =⇒ i�h

∂

∂t
�(t) = ��(t)

1
¯(~r)

H¯(~r) = � =⇒ H¯(~r) = �¯(~r)

� §¨é«� �¥å©à©� ¢ç¤�«�  �£â©àª ¡�  �å¤� 

�(t) = e−
i
�h �t

� ¢ç©� «�ª ��ç«�¨�ª £�ª �å¤�  «�¤ ©¬¤á¨«�©� ¯(~r) ¡�  « ª  � ¦« £âª �
«¦¬ «�¢�©«ã «�ª �¤â¨�� �ª.

�¨� «�¢ ¡á £ � ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª �¨â¤« ¤�¡�¨ �å¤�  «�ª £¦¨ãª

�(~r, t) = e−
i
�h �t¯(~r)

æ§¦¬ � ¡�  ¯(~r) �å¤�  ¦   � ¦« £âª ¡�  ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ «�¢�©«ã «�ª
�¤â¨�� �ª. ��¢��ã �å¤�  ¢ç©� ª «�ª �¥å©à©�ª

(4.1)
(
− �h2

2m
∇2 + V (~r)

)
¯(~r) = �¯(~r)

§¦¬ ¦¤¦£á��«�  �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ �¤�¥á¨«�«� �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦. � ©«���¨á
�, æ§àª �å¤�«�  �§æ «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©�, �å¤�   � ¦« £ã «¦¬ «�¢�©«ã «�ª
�¤â¨�� �ª ¡�  á¨� §�¨ ©«á¤�  «�¤ �¤â¨�� � «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª.

� �¥å©à©� �¬«ã �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� â®�  ¢ç©� � � ¡á�� � £â©� ©� ¡á§¦ ¦
� á©«�£� «¦¬ §¨��£�« ¡¦ç á¥¦¤�, ¦§æ«� ¢â£� æ«  «¦ á©£� «à¤  � ¦« £é¤
«�ª �¤â¨�� �ª �å¤�  ©¬¤�®âª. �å¤�  �§å©�ª �¬¤�«æ ¤� â®�  ¢ç©� � � ¦¨ ©£â¤�
£æ¤¦ �, ¦§æ«� ¢â£� æ«  «¦ á©£� �å¤�  � �¡�¡¨ £â¤¦. � �¥å©à©� â®�  ¢¬��å
�¤�¢¬« ¡á ©� §¦¢ç ¢å��ª §�¨ §«é©� ª, �¤é � � « ª á¢¢�ª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£�
§¨¦©��� ©«�¡âª £��æ�¦¬ª.

��¨�«ã¨�©�: �§æ «�¤ £¦¨ã «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç £§¦¨¦ç£� ¤� ©¬£§�¨á-
¤¦¬£� �¤ ¦ ( � ¦)« £âª «�ª �¤â¨�� �ª �å¤�  ©¬¤�®�åª ã � �¡�¡¨ £â¤�ª.

�¤ � �¤â¨�� � ¡�  «¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  «â«¦ � é©«�, ¡�«á
«�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã, «¦ ©ç©«�£� ¤� £§¦¨�å ¤� ¡ ¤�å«�  ©� §�¨ ¦¨ ©£â¤�
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§�¨ ¦®ã «¦¬ ®é¨¦¬, «æ«� «¦ ©ç©«�£� ¦¤¦£á��«�  �â©£ ¦ ¡�  ¦   � ¦« £âª �å¤� 
� �¡�¡¨ £â¤�ª. �¤ «¦ ©ç©«�£� £§¦¨�å ¤� ¡ ¤���å �å«� ©«¦ ©¬¤ �å«� ©«¦ §¢�¤
á§� ¨¦, «æ«� ¦   � ¦« £âª �å¤�  ©¬¤�®�åª. � ¡�«á©«�©� �å¤�  æ£¦ � £� «�¤
§�¨å§«à©� �¤æª ¡ç£�«¦ª £� ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª, ¦§æ«� � ©¬®¤æ«�«� «¦¬ �å¤� 
¡��¤« ©£â¤� ¡�  ®à¨åª ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª, ¦§æ«� � ©¬®¤æ«�«� «¦¬ ��¤ �å¤� 
¡��¤« ©£â¤�.

�¤ �1, �2, · · · �å¤�  ¦   � ¦« £âª ¡�  ¯1, ¯2, · · · ¦  �¤«å©«¦ ®�ª  � ¦©¬¤�¨-
«ã©� ª «�ª �¤�¥á¨«�«�ª �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦ «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ «æ«�,
�§� �ã � �¥å©à©� �å¤�  �¨�££ ¡ã, � ��¤ ¡ã ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª �� �å¤�  â¤�ª
�¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª �¬«é¤ «à¤  � ¦¢ç©�à¤ «�ª £¦¨ãª

�(~r, t) =
∑

n

cne−
i
�h �nt¯n(~r)

� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �¬«ã ��¤ §�¨ ©«á¤�  ¡�£å� ©«á© £� ¡�«á©«�©�. �¤
�§ §¢â¦¤ §¨â§�  ¤�  ¡�¤¦§¦ �å«�  ¡�  � �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡�

�(~r, t)|t=0 = �(~r, 0) = ¯0(~r)

«æ«� ¡�«á «� �¤à©«á ¦  ©«���¨âª cn �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

cn =< ¯n|¯0 >=
∫∫∫

<3
¯∗n(~r ′)¯0(~r ′)d3~r ′

�§¦£â¤àª

¯(~r, t) =
∫∫∫

<3

[∑
n

e−
i
�h �nt¯∗n(~r ′)¯n(~r)

]
¯0(~r ′)d3~r ′

� ©¬¤á¨«�©� (�¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ) §¦¬ �å¤�  £â©� ©«�¤ ��¡ç¢� ¦¤¦£á��«� 
�¡¨�¤ ©¬¤á¨«�©� «�ª �¥å©à©�ª (4.1). �¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� G(~r, ~r ′, t, 0) «�¤
©¬¤á¨«�©� �¬«ã â®¦¬£�

G(~r, ~r ′, t, 0) =
∑

n

e−
i
�h �nt¯∗n(~r ′)¯n(~r)

� �¡¨�¤ ©¬¤á¨«�©� â®�  «¦ §¢�¦¤â¡«�£� æ«  ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ �¨® ¡ã
©¬¤�ã¡� ¯0(~r ′). �¤ â®¦¬£� ¬§¦¢¦�å©�  «�¤ �¡¨�¤ ©¬¤á¨«�©� «æ«� � ¢ç©�
«¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�(~r, t) =
∫∫∫

<3
G(~r, ~r ′t, 0)�(~r ′, 0)d3~r ′
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�§æ «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� �å¤�  §¨¦�¤âª æ«  � ©¬¤á¨«�©� �¬«ã  ¡�¤¦§¦ �å
«�¤ �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡�

G(~r, ~r ′, t, 0)|t=0 = �(~r − ~r ′)

�«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ «¦ á©£� «à¤  � ¦« £é¤ «�ª �¤â¨�� �ª �å¤�  ©¬¤�®âª
«æ«� «� §�¨�§á¤à ��¨¦å©£�«� �å¤¦¤«�  ¦¢¦¡¢�¨é£�«�.

��¨á�� �£�: � � §�¨á�� �£� �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ �¡¨�¤ ©¬¤á¨«�©�
«¦¬ �¢�¬�â¨¦¬ ©à£�« �å¦¬.

�¤ «¦ ©à£á« ¦ �å¤�  �¢�ç��¨¦ ��¢��ã V = 0 «æ«� � �¤�¥á¨«�«� �§æ «¦¤
®¨æ¤¦ �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ �¨á�«� 

− �h2

2m
∇2¯(~r) = �¯(~r)

� �¥å©à©� �¬«ã â®�  ¢ç©� ©¬¤�¨«ã©� ª «�ª £¦¨ãª «à¤ �§å§��à¤ ¡¬£á«à¤

¯k(~r) = ei~k·~r �k =
�h2k2

2m
k ∈ <

�§� �ã «¦ ~k §�å¨¤�  æ¢�ª « ª §¨��£�« ¡âª « £âª, «¦ á©£� �å¤�  ©¬¤�®âª
¡�  � ��¤ ¡ã ¢ç©� �å¤�  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

¯(~r, t) = �
∫∫∫

<3
d3~kc(~k) exp

{
i

(
~k · ~r − Ekt

�h

)}

� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �¬«ã ¦¤¦£á��«�  ¡¬£�«æ��£� ã ¡¬£�«¦§�¡â«¦ ¡�  �å¤� 
£ � «�«¨��à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £� ©¬¤á¨«�©�.

� �¡¨�¤ ©¬¤á¨«�©� �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

G(~r, ~r ′, t, 0) =
∫∫∫

<3
d3~k¯∗k(~r ′)e−

iEkt

�h ¯k(~r) =

∫∫∫

<3
d3~k exp

{
i

[
~k · (~r − ~r ′)− �h

k2

2m
t

]}

�¡«�¢¦ç£� «�¤ ¦¢¦¡¢ã¨à©� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

G(~r, ~r ′, t, 0) =
(−im

2π�ht

)3/2

exp
{

im(~r − ~r ′)2

2�ht

}

�å¤�  ��¢��ã £ � ¡�«�¤¦£ã «ç§¦¬ �¡á¦¬ª.
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�©¡ã©� ª

′�©¡�©� 4.1

�¤ Tmn «� ©«¦ ®�å� £ã«¨�ª �¤æª «�¢�©«ã T àª §¨¦ª ¡á§¦ � �á©� §¦¬ ¦
«�¢�©«ãª H �å¤�  � ��é¤ ¦ª, ��¢��ã Hmn = �n�mn, «æ«� ¤� �§¦�� ®«�å æ« 
 ©®ç� 

_Tmn = iàmnTmn æ§¦¬ àmn =
1
�h

(�m − �n)

�� �¨���å �¡æ£� ¡�  � ��ç«�¨� §�¨á�à�¦ª «à¤ ©«¦ ®�åà¤ «�ª £ã«¨�ª
«¦¬ «�¢�©«ã T .

�§æ�� ¥�: �¬£�¦¢å�¦¬£� £� |0 >, |1 >, |2 >, · · · , |n >, · · · «� � �¤ç-
©£�«� «�ª �á©�ª. �� � �¤ç©£�«� �¬«á �å¤�   � ¦� �¤ç©£�«� «¦¬ «�¢�©«ã H
«�ª ®�£ ¢«¦¤ �¤ãª ¡�  ©®�£�«å�¦¬¤ £ � ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©�. �©®ç¦¬¤ ��¢��ã
¦  ©®â©� ª.

< m|n >= �mn H|m >= Em|m >

� «�¢�©«ãª T  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡

dT (t)
dt

=
i

�h
[H, T (t)] =

i

�h
(HT − TH)

æ§¦¬ ¬§¦�â©�£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª T (t) ��¤ â®�  �¤�¢¬« ¡ã ®¨¦¤ ¡ã �¥á¨«�©�
��¢��ã ∂T/∂t = 0. �§æ «�¤ ©®â©� �¬«ã ©¬¤�§á��«�  æ« 

_Tmn =< m|dT

dt
n >=< m| i

�h
(HT − TH)n >=

i

�h
(< m|HTn > − < m|THn >) =

i

�h
(< Hm|Tn > − < m|THn >) =

i

�h
(Em < m|Tn > −En < m|Tn >) = i

Em − En

�h
< m|Tn >= iàmnTmn

�« ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª £�«�â¨�£� «�¤ �¨á©� «¦¬ «�¢�©«ã H �§æ «¦ ��ç-
«�¨¦ � á¤¬©£� «¦¬ �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ ©«¦ §¨é«¦ ®à¨åª ¤� «¦¤ �¢¢á¥¦¬£�
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©� H+ � æ«  ¦ «�¢�©«ãª �å¤�  �¨£�« �¤æª. �¨�© £¦§¦ ã©�£� ��¢��ã « ª ©®â-
©� ª

H|n >= En|n > < n|H =< n|En

�¤ §�¨��à�å©¦¬£� á¢¢� £ � ¦¨á «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� �¨å©¡¦¬£� «�¤
��ç«�¨� §�¨á�à�¦ «¦¬ «�¢�«ã T .

�Tmn = −à2
mnTmn

�Tmn + à2
mnTmn = 0

′�©¡�©� 4.2

�¨á¯«� «�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� £� «�¤ \§¦¢ ¡ã «�ª £¦¨ã" ��¢��ã

�(~r, t) = ¯(~r, t)ei(~r,t)

�� �¨�å«� «¦ ¨�ç£� §¬¡¤æ«�«�ª § ��¤æ«�«�ª ¡�  ¤� �¨£�¤�ç©�«� «¦ �§¦«â¢�-
©£� ©ç£à¤� £� «¦ �¤á¢¦�¦ §¨æ�¢�£� «�ª ¬�¨¦�¬¤�£ ¡ãª.

�ç©�: �¤ £� ¨(~r, t) ©¬£�¦¢å©¦¬£� «�¤ §¬¡¤æ«�«� «�ª £á��ª ©� £ �
§�¨ ¦®ã «¦¬ ®é¨¦¬ ¡�  £� ~J(~r, t) = ~̈¬(~r, t) «�¤ §¬¡¤æ«�«� ¨�ç£�«¦ª «æ«�
©ç£à¤� £� «�¤ ¬�¨¦�¬¤�£ ¡ã  ©®ç�  � �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª

∂¨
∂t

+ ~∇ · ~J = 0

� å� � ©®â©�  ©®ç�  ¡�  ©«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã æ§¦¬ ¨ �å¤�  � §¬¡¤æ«�«�
§ ��¤æ«�«�ª ¡�  ~J � §¬¡¤æ«�«� ¨�ç£�«¦ª § ��¤æ«�«�ª.

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ §¬¡¤æ«�«� ¨�ç£�«¦ª § ��¤æ«�«�ª � � «�¤ ���¦-
£â¤� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©�. �¨å©¡¦¬£�

~J =
i�h
2m

(
¯~∇¯∗ − ¯∗~∇¯

)
=

i�h
2m

(
¨ei ~∇¨e−i − ¨e−i~∇¨ei

)
=

i�h
2m

(
¨~∇¨− i¨2~∇− ¨~∇¨− i¨2~∇

)
=

�h
m

¨2~∇ = ¨2 �h~k

m

�¦ � á¤¬©£�
~k(~r, t) = ~∇(~r, t)
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�å¤�  ¡á��«¦ ©« ª  ©¦�© ¡âª �§ á¤� �ª (~r, t) = c ¡�  ¦¤¦£á��«�  ¡¬£�«á-
¤¬©£�. �¨å�¦¬£� «¦ � á¤¬©£� «�ª «�®ç«�«�ª �§æ «�¤ ©®â©�

~¬(~r, t) =
�h
m

~k(~r, t)

� §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª ¡�  «¦ ¨�ç£� §¬¡¤æ«�«�ª § ��¤æ«�«�ª �¨á¦¤«� 

¨(~r, t) = |¯(~r, t)|2 ~J(~r, t) = |¯(~r, t)|2~¬(~r, t) = ¨(~r, t)~¬(~r, t)

�  §�¨�§á¤à �¡¨á©� ª �å¤�  �¤á¢¦��ª £� «�ª �¡¨á©� ª «�ª ¡¢�©© ¡ãª
¬�¨¦�¬¤�£ ¡ãª.

′�©¡�©� 4.3

�� �§¦�� ®«�å æ«  ¦  ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª «�ª £¦¨ãª

¯(x, t) = Ne−iàte−¢ x2
2

â®¦¬¤ «�¤ �¢á® ©«� �¬¤�«ã ����� æ«�«�, ��¢��ã � �¤ ©æ«�«� «¦¬ �á ��¤-
£§�¨�¡  ©®ç�  £� «¦ å©¦¤ «�ª. �� �¨���å � ©«���¨á �. �§¦¢¦�å©«� �§å©�ª
«�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� (p) ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ ¦¨£é¤.

� � «¦¤ ¬§¦¢¦� ©£æ «à¤ ¦¢¦¡¢�¨à£á«à¤ ®¨�© £¦§¦ ã©«� « ª ©®â©� ª

∫ ∞

−∞
x2n+1e−¢x2

dx = 0
∫ ∞

−∞
x2ne−¢x2

dx =
1 · 3 · · · (2n− 1)

(2¢)n

√
π

¢

�§æ�� ¥�: �� �¨¦ç£� §¨é«� «�¤ ©«���¨á � �§æ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
¡�¤¦¤ ¡¦§¦å�©�ª. �®¦¬£�

1 =
∫ +∞

−∞
|¯(x, t)|2dx = |N |2

∫ +∞

∞
e−¢x2

dx = |N |2
√

π

¢
=⇒ |N | = 4

√
¢
π

� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� §�å¨¤�  «é¨� «�¤ £¦¨ã

¯(x, t) = ei� 4

√
¢
π

e−iàte−¢ x2
2
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�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� « ª £â©�ª « £âª «�ª �â©�ª 〈x〉 ¡�  «�ª ¦¨£ãª 〈p〉.
�¨å©¡¦¬£�

〈x〉 = |N |2
∫ +∞

−∞
xe−¢x2

dx = 0

〈p〉 = −|N |2i�h
∫ +∞

−∞
e−¢x2/2 ∂

∂x
e−¢x2/2dx = |N |2i�h¢

2

∫ +∞

−∞
xe−¢x2

dx = 0

�¦ �§¦«â¢�©£� �å¤�«�  ®à¨åª ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «¦ §�¨�§á¤à ¦¢¦¡¢ã¨à£�
� æ«  �¤ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �¬«æ ��¤ ã«�¤ £��â¤ «æ«� � £â©� « £ã 〈p〉 �� ã«�¤
â¤�ª ¡���¨á £ ��� ¡æª �¨ �£æª §¨á�£� ��ç¤�«¦ ¬© ¡á �§� �ã ¦ «�¢�©«ãª
«�ª ¦¨£ãª �å¤�  �¨£�« �¤æª.

� � �©§¦¨á «�ª �â©�ª �å¤� 

(�x)2 =
〈
x2〉 =

√
¢
π

∫ +∞

−∞
x2e−¢x2

dx =
√

¢
π

1
2¢

√
π

¢
=

1
2¢

=⇒

(�x) =
1√
2¢

�§¦¢¦�å�¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «�¤ � �©§¦¨á «�ª ¦¨£ãª. �¨å©¡¦¬£�

(�p)2 =
〈
p2〉 =

√
¢
π

(−�h2)
∫ +∞

−∞
e−¢x2/2 d2

dx2 e−¢x2/2dx =

√
¢
π

(−�h2)
∫ +∞

−∞

(−¢ + ¢2x2) e−¢x2
dx =

√
¢
π

(−�h2)
(
−¢ +

¢2

2¢

) √
π

¢
=

�h2¢
2

=⇒ (�p) = �h
√

2¢
2

�¨� «¦ � ¤æ£�¤¦ «à¤ � �©§¦¨é¤ �å¤� 

(�p)(�x) = �h
√

2¢
2

1√
2¢

=
�h
2

�å¤�  ��¢��ã «¦ �¢á® ©«¦ �¬¤�«æ. �¨� ¡âª §�¨�©«á©� ª «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤
�¬«é¤ � � «¨� ª � �¦¨�« ¡âª « £âª «¦¬ ¢ â®¦¬¤ ©®�� �©«�å ©«¦ ©®ã£� (2.4).
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�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «�¤ ©¬¤á¨«�©� (p) ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ ¦¨£é¤. �å-
¤�  �¤à©«æ æ«  � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �¬«ã ©¬¤�â�«�  £� «�¤ ¯(x) £� â¤�¤
£�«�©®�£�« ©£æ «¦¬ �¦¬¨ â. �®¦¬£� ©� £ � � á©«�©�

(p) =
1√
2π�h

∫ +∞

−∞
e−

i
�h px¯(x)dx = N

∫ +∞

−∞
e−

i
�h px−¢ x2

2 dx

� §�¨á©«�©� ©«¦ �¡��« ¡æ �å¤�«� 

− i

�h
px− ¢

x2

2
= −¢

2

(
x2 +

2i

¢�h
px

)
= −¢

2

(
x2 +

2i

¢�h
px− p2

¢2�h2 +
p2

¢2�h2

)
=

−¢
2

(
x +

ip

¢�h2

)
− p2

2¢2�h2

�á¤¦¬£� «é¨� «�¤ �¡æ¢¦¬�� �¢¢��ã ©«�¤ £�«��¢�«ã «�ª ¦¢¦¡¢ã¨à©�ª

x +
ip

¢�h
= y

¡�  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �¦¬¨ â �¨á�«� 

(p) = Ne−
p2

2¢�h2

∫ +∞

−∞
e−¢ y2

2 dy = N ′e−
p2

2¢�h2

�¦ �′ �å¤�  � ©«���¨á «�ª. ��«á �§æ �§¢¦çª ¬§¦¢¦� ©£¦çª �¨å©¡¦¬£� N ′ =
1/
√

�h 4
√

¢π. �§¦£â¤àª «�¢ ¡á �¨å©¡¦¬£�

(p) =
1

4√�h2¢π
e−p2/2¢�h2

� ¡�«�¤¦£ã �¬«ã �å¤�  �§å©�ª «ç§¦¬ �¡á¦¬ª.

′�©¡�©� 4.4

�¤� ©ç©«�£� �ç¦ ©à£�« �åà¤ £� £á��ª m, M ¡�  �â©� ~rm, ~rM �¤« -
©«¦å®àª, �¢¢�¢�§ �¨¦ç¤ £�«�¥ç «¦¬ª ¡�  � �¢¢�¢�§å�¨�©� §�¨ �¨á�«�  �§æ
«¦ �¬¤�£ ¡æ V (~rM − ~rm). �� �§¦�� ®«�å æ«  � �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ � �®à-
¨å��«�  ©� �ç¦ á¢¢�ª �¥ ©é©� ª �¨â¤« ¤�¡�¨.
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�§æ�� ¥�: � �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª «à¤ �ç¦
©à£�« �åà¤ «�ª á©¡�©�ª �å¤� 

[
− �h2

2m
~∇2

rm
− �h2

2M
~∇2

rM
+ V (~rm − ~rM )

]
�(~rm, ~rM ) = E�(~rm, ~rM )

��à¨¦ç£� « ª �¡æ¢¦¬��ª ¤â�ª £�«��¢�«âª

~R =
m

m + M
~rm +

M

m + M
~rM ~r = ~rm − ~rM

�� �¨á¯¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «¦¬ª «�¢�©«âª ~∇2
m ¡�  ~∇2

M £� « ª ¤â�ª £�«�-
�¢�«âª. �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ �¢¢��ã £æ¤¦ ©«�¤ x ©¬¤ ©«é©�.

� £�«�©®�£�« ©£æª �å¤�  �¨�££ ¡æª ¡�  �¨á�«� 

X =
m

m + M
xm +

M

m + M
xM x = xm − xM

�§¦£â¤àª â®¦¬£�

∂

∂xm
=

∂X

∂xm

∂

∂X
+

∂x

∂xm

∂

∂x
=

m

m + M

∂

∂X
+

∂

∂x

∂

∂xM
=

∂X

∂xM

∂

∂X
+

∂x

∂xM

∂

∂x
=

M

m + M

∂

∂X
− ∂

∂x

�§� �ã ¦ £�«�©®�£�« ©£æª �å¤�  �¨�££ ¡æª � � ¤� �¨¦ç£� «�¤ ��ç«�¨� §�-
¨á�à�¦ àª §¨¦ª X ¡�  x ¬¯é¤¦¬£� ©«¦ «�«¨á�à¤¦ « ª ©®â©� ª �¬«âª. �¨å-
©¡¦¬£�

∂2

∂x2
m

=
(

m

m + M

∂

∂X
+

∂

∂x

)2

=
(

m

m + M

)2
∂2

∂X2 +2
m

m + M

∂2

∂x∂X
+

∂2

∂x2

∂2

∂x2
M

=
(

M

m + M

∂

∂X
− ∂

∂x

)2

=
(

M

m + M

)2
∂2

∂X2−2
M

m + M

∂2

∂x∂X
+

∂2

∂x2

�� «�¤ �¦ã�� � «à¤ §�¨�§á¤à ©®â©�à¤ �¨å©¡¦¬£�

1
m

∂2

∂x2
m

+
1
M

∂2

∂x2
M

=
1

m + M

∂2

∂X2 +
(

1
m

+
1
M

)
∂2

∂x2
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�£¦ �ª ©®â©� ª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ ¡�  ¦  ¬§æ¢¦ §�ª �ç¦ ©¬¤ ©«é©�ª ¦§æ«� �¨å-
©¡¦¬£�

1
m

~∇2
rm

+
1
M

~∇2
rM

=
1

m + M
~∇2

R +
1
£

~∇2
r

� ©«���¨á £ ¦¤¦£á��«�  �¤��£â¤� £á��.
� ©á�¦¬£� « ª ©®â©� ª �¬«âª ©«�¤ �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ «¦¬ ©¬©«ã-

£�«¦ª ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¤ �¥å©à©�

[
− �h2

2(m + M)
~∇2

R −
�h2

2£
~∇2

r + V (~r)
]

�(~R,~r, t) = E�(~R,~r, t)

� � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� £§¦¨�å ¤� � �®à¨ ©«�å ©� �ç¦ á¢¢�ª � �¦¨ ¡âª
�¥ ©é©� ª �¤ �¨á¯¦¬£� «�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� £� «�¤ £¦¨ã «¦¬ � ¤¦£â¤¦¬

�(~rm, ~RM , t) = ¯(~R, t)(~r, t)

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� �¬«ã ©«�¤ �¥å©à©� ¡�  � � ¨¦ç£� £� «¦
� ¤æ£�¤¦ ¯. �¨å©¡¦¬£�

− �h2

2(m + M)
1

¯(~R, t)
~∇2

R¯(~R, t) +
[
−�h2

2£
1

(~r, t)
~∇2

r(~r, t) + V (~r)
]

= E

�¨á¯�£� «�¤ �¥å©à©� ©� £¦¨ã «â«¦ � é©«� ¦ §¨é«¦ª æ¨¦ª «¦¬ §¨é«¦¬
£â¢¦¬ª «�ª �¥å©à©�ª ¤� �¥�¨«á«�  �§æ « ª £�«��¢�«âª ~R ¡�  ¦ ��ç«�¨¦ª
æ¨¦ª �§æ « ª £�«��¢�«âª ~r �¤é ©«¦ ��ç«�¨¦ £â¢¦ª «�ª �¥ ©é©�ª ¬§á¨®� 
£æ¤¦ � ©«���¨á �. �§� �ã ¦  £�«��¢�«âª �¬«âª �å¤�  �¤�¥á¨«�«�ª £§¦¨¦ç£�
¤� �¨á¯¦¬£� «¦¤ §¨é«¦ æ¨¦ å©¦ £� £ � ©«���¨á �R ¡�  «¦¤ ��ç«�¨¦ å©¦ £�
£ � á¢¢� ©«���¨á �r. �   ©æ«�«�ª �¬«âª �å¤¦¬¤ « ª ©®â©� ª

− �h2

2(m + M)
~∇2

R¯(~R, t) = �R¯(~R, t)

[
−�h2

2£
~∇2

r + V (~r)
]

(~r, t) = Er(~r, t)

�¬© ¡á  ©®ç�  � ©®â©�
� = �R + �r
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��¢ ¡á �§¦��å¥�£� æ«  � �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ � �®à¨å��«�  ©� �ç¦ �¥ -
©é©� ª. � £å� §�¨ �¨á�  «�¤ �¢�ç��¨� ¡å¤�©� «¦¬ ¡â¤«¨¦¬ £á��ª £� � á¤¬-
©£� �â©�ª

~R =
m~rm + M~rM

m + M
¡�  £á�� m + M

� á¢¢� §�¨ �¨á�  «�¤ ¡å¤�©� �¤æª ¤¦�«¦ç ©à£�« �å¦¬ £� £á�� £, §¦¬ ¦¤¦-
£á��«�  �¤��£â¤� £á��, ¬§æ «�¤ �§å�¨�©� «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç «�ª �¢¢�¢�§å�¨�©�ª
V (~r). �� £ ¡�  ~r �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

~r = ~rm − ~rM ¡� 
1
£

=
1
m

+
1
M

� �¤â¨�� � «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  å©� £� «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ �¤�¨�� é¤ §¦¬
�¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©« ª �ç¦ �¬«âª ¡ ¤ã©� ª.

′�©¡�©� 4.5

� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �¤æª ¬© ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª §¦¬ ¡ ¤�å«�  ©«¦ � á-
©«�£� −� ≤ x ≤ � �å¤� 

¯(x, t) = Ne−iàt ©¬¤2 (3kx) k ∈ <
�� ¬§¦¢¦� ©«¦ç¤

�  �¬¤�«âª « £âª «¦¬ k, � ©«���¨á «�ª ¡�¤¦¤ ¡¦§¦å�©�ª � ¡�  � £â©�
« £ã «�ª �â©�ª «¦¬ ©à£�« �å¦¬.

�� ¬§¦¢¦� ©«¦ç¤ �§ §¢â¦¤ «� �¤��®æ£�¤� �§¦«�¢â©£�«� «à¤ £�«¨ã©�à¤
¡�  ¦  �¤«å©«¦ ®�ª § ��¤æ«�«�ª ¡á�� �§¦«�¢â©£�«¦ª «à¤ £����é¤ ¦¨£ã, ¡ -
¤�« ¡ã �¤â¨�� � ¡�  ©¬¤¦¢ ¡ã �¤â¨�� �, ¡��éª ¡�  ¦  £â©�ª « £âª æ¢à¤ «à¤
§�¨�§á¤à £����é¤.

�� ¢ç©�«� «¦ å� ¦ §¨æ�¢�£� ¡�  � � á¢¢�ª ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª «�ª å� �ª
£¦¨ãª æ§àª � � §�¨á�� �£�

¯(x, t) = Ne−iàt ©¬¤ (3kx) �£3 (kx) k ∈ <
�ç©�: �§� �ã «¦ ©ç©«�£� ¡ ¤�å«�  ©«¦ � á©«�£� (−�, +�) � ¡¬£�«¦-

©¬¤á¨«�©� £���¤å��«�  â¥à �§æ «¦ � á©«�£� �¬«æ ¡�  �§� �ã �§ §¢â¦¤ �å¤� 
¡�  ©¬¤�®ãª §¨â§�  ¤� £���¤å��«�  ©«� á¡¨� «¦¬ � �©«ã£�«¦ª. �©®ç� 

©¬¤ (3k�) = 0 =⇒ 3k� = nπ +
π

2
=⇒ k =

π

3�

(
n +

1
2

)
n ∈ N
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� ©«���¨á � ¬§¦¢¦�å��«�  �§æ «�¤ �§�å«�©� � ©¬¤á¨«�©� ¤� �å¤�  ¡�-
¤¦¤ ¡¦§¦ �£â¤� ©«�¤ £¦¤á�� ��¢��ã

1 =
∫ +∞

−∞
¯∗(x, t)¯(x, t)dx = N∗N

∫ +�

−�
e−iàt ©¬¤2 (3kx)eiàt ©¬¤2 (3kx)dx =

|N |2
∫ +�

−�
©¬¤4 (3kx)dx = |N |2

∫ +�

−�

(
1
8

+
1
2

©¬¤ (6kx) +
1
8

©¬¤ (12kx)
)

dx

= |N |2
[

1
8
x− 1

12k
�£ (6kx)− 1

96k
�£ (12kx)

]+�

−�
= |N |2 �

4
=⇒

|N | =
2√
�

�  «¨ �à¤¦£�«¨ ¡¦å æ¨¦  £���¤å�¦¤«�  � æ«  6�k = π(2n + 1) ¡�  12�k =
π(4n + 2).

�¤ �¨á¯¦¬£� «¦¤ £ ��� ¡æ �¨ �£æ N ©«�¤ £¦¨ã N = ¨ei� «æ«� �å¤�-
«�  �ç¡¦¢� æ«  |�| = ¨ ¡�  �§¦£â¤àª â®¦¬£� ¬§¦¢¦�å©�  «¦ £â«¨¦ |N | «¦¬
£ ��� ¡¦ç �¨ �£¦ç �¤é «¦ æ¨ ©£� «¦¬ � £â¤�  �§¨¦©� æ¨ ©«¦. � §¨¦©� ¦-
¨ ©£æª «¦¬ ¦¨å©£�«¦ª ��¤ �� §¨¦©�â©�  §�¨ ©©æ«�¨�ª §¢�¨¦¦¨å�ª � � «¦
©ç©«�£�. �¨��£�« ¡á �§� �ã ¡�«á «¦¤ ¬§¦¢¦� ©£é¤ «à¤ ¬© ¡é¤ £����é¤
�£�¤å��«�  � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� §¦¢¢�§¢�© �©£â¤� £� «�¤ ©¬�¬�ã «�ª ��-
¢��ã � ¤æ£�¤� «�ª £¦¨ãª ¯T¯∗ ¦ æ¨¦ª ei� �§¢¦§¦ �å«�  ¡�  «¦ æ¨ ©£� � ��¤
¬§á¨®�  ©«¦ «�¢ ¡æ �§¦«â¢�©£�.

�¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª «�ª £¦¨ãª

�(~r, t) = ei�¯(~r, t) � ∈ <

§�¨ ©«á¤¦¬¤ «� å� � ©¬©«ã£�«�.
�� �¨¦ç£� «é¨� «�¤ £â©� « £ã «�ª �â©�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. ��¨£æ�¦¬£�

«¦¤ «ç§¦ «�ª £â©�ª « £ãª «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª ¡�  �¨å©¡¦¬£�

〈x〉 =
∫ +�

−�
x ©¬¤4 (3kx)dx

� �¤�¢¬« ¡æª ¬§¦¢¦� ©£æª «¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª �å¤�  �§¢æª æ£àª ��¤
�å¤�  �§�¨�å«�«¦ª. ��¨�«�¨¦ç£� æ«  � ©¬¤á¨«�©� ¡á«à �§æ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
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�å¤�  §�¨ ««ã. �§¦£â¤àª «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�  £ � ©¬¤á¨«�©� F (x) §¦¬ �å¤� 
á¨« � ��¢��ã F (x) = F (−x). �¨� â®¦¬£�

〈x〉 =
∫ +�

−�
x ©¬¤4 (3kx)dx = [F (x)]+�

−� = F (�)− F (−�) = 0

� � «�¤ ¬§æ¢¦ §� á©¡�©� �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ ��ç«�¨� ¡¬£�«¦©¬-
¤á¨«�©� §¦¬ §�¨¦¬© á��  §�¨ ©©æ«�¨¦ �¤� �â¨¦¤

�§æ «� �¥ é£�«� «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª �¤à¨å�¦¬£� æ«  æ«�¤ £�«¨ã©¦¬£�
â¤� £â���¦ª �� �¨¦ç£� ¡á§¦ �  � ¦« £ã ¢j £� § ��¤æ«�«� å©� £� |cj |2 æ§¦¬ cj

�å¤�  ¦ �¤«å©«¦ ®¦ª ©¬¤«�¢�©«ãª �¤á§«¬¥�ª «�ª ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©�ª àª §¨¦ª
« ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ £��â�¦¬ª. � � ¤� �§�¤«ã©¦¬£� ¢¦ §æ¤ ©«¦ �¨é«�£�
«�ª á©¡�©�ª \§¦ �ª « £âª �� §á¨�  � ¦¨£ã" §¨â§�  ¤� �¤�¢ç©¦¬£� «�¤ �¦©£â¤�
¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� àª §¨¦ª « ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «�ª ¦¨£ãª.

� �¥å©à©�  � ¦« £é¤ � � «¦¤ «�¢�©«ã «�ª ¦¨£ãª �å¤� 

pf(x) = ¢f(x) =⇒ −i�h
∂

∂x
f(x) = ¢f(x)

� ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª �¬«ãª �å¤�  « ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  « ª �¤«å©«¦ ®�ª
 � ¦« £âª «�ª ¦¨£ãª. �¨å©¡¦¬£�

f¢(x) = Neikx ¢ = �hk k ∈ <

�� �¤�¢ç©¦¬£� «é¨� «�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª àª §¨¦ª
« ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ «�¢�©«ã «�ª ¦¨£ãª £� «�¤ �¦ã�� � «à¤ ©®â©�à¤

©¬¤ (kx) =
1
2

(
eikx + e−ikx

)
�£ (kx) =

1
2i

(
eikx − e−ikx

)

��«á �§æ �§¢âª §¨á¥� ª �¨å©¡¦¬£�

¯(x, t) = Ne−iàt 1
2

(
ei3kx + e−i3kx

) (
1
2i

(
eikx − e−ikx

))3

=

−Ne−iàt 1
16i

(
ei3kx + e−i3kx

) (
ei3kx − 3eikx + 3e−ikx − e−i3kx

)
=⇒

(4.2)

¯(x, t) =
−N

16i
e−iàt

(
ei6kx + e−i6kx − 3ei4kx + 3e−i4kx − 3ei2kx + 3e−i2kx

)
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�§æ «�¤ «�¢�¬«�å� ©®â©� £§¦¨¦ç£� ¤� ©¬£§�¨á¤¦¬£� « ª § ��¤âª « -
£âª «�ª ¦¨£ãª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ¡�  « ª �¤«å©«¦ ®�ª § ��¤æ«�«�ª «¦¬ª. �
¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�  â¤�ª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ �¡æ¢¦¬�à¤  � ¦©¬-
¤�¨«ã©�à¤ «¦¬ «�¢�©«ã «�ª ¦¨£ãª:

�� ¦©¬¤á¨«�©� £�  � ¦« £ã ©¬¤«�¢�©«ã �¤á§«¬¥�ª ¡�  § ��¤æ«�«�

¯1 = ei6kx ¢1 = 6�hk c1 = 1 · e−iàt(−N/16i) P1(¢1) = 1/38

¯1 = e−i6kx ¢2 = −6�hk c2 = 3 · e−iàt(−N/16i) P2(¢2) = 1/38

¯3 = e4ikx ¢3 = 4�hk c3 = 3 · e−iàt(−N/16i) P3(¢3) = 9/38

¯4 = e−i4kx ¢4 = −4�hk c4 = 3 · e−iàt(−N/16i) P4(¢4) = 9/38

¯5 = ei2kx ¢5 = 2�hk c5 = 3 · e−iàt(−N/16i) P5(¢5) = 9/38

¯6 = e−i2kx ¢6 = −2�hk c6 = 3 · e−iàt(−N/16i) P6(¢2) = 9/38
��¨�«�¨¦ç£� æ«  «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ § ��¤¦«ã«à¤ �å¤�  ¬© ¡á å©¦ £� «�¤

£¦¤á��.

P1 + P2 + P3 + P4 + P5 + P6 =
1
38

+
1
38

+
9
38

+
9
38

+
9
38

+
9
38

= 1

�§¦¢¦�å©�£� «�¤ § ��¤æ«�«� £� «¦¤ «ç§¦

Pj =
|cj |2

|c1|2 + |c1|2 + |c1|2 + |c1|2 + |c1|2 + |c1|2

� æ¨¦ª

|c|2 = c∗c = e−iàt(
−N

16i
)eiàt(

N

16i
) =

|N |2
162

�£�¤å��«�  ¡�  ©«¦¤ �¨ �£�«ã ¡�  ©«¦¤ §�¨�¤¦£�©«ã ¡�  �§¢¦§¦ �å«� . � �
«¦¤ ¬§¦¢¦� ©£æ «�ª § ��¤æ«�«�ª P4 � � §�¨á�� �£� �¨å©¡¦¬£�

P4 =
32 |N |2

162

|N |2
162 + |N |2

162 + 32 |N |2
162 + 32 |N |2

162 + 32 |N |2
162 + 32 |N |2

162

=

9
1 + 1 + 9 + 9 + 9 + 9

=
9
38
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�§¦¨¦ç£� ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ £â©� « £ã «�ª ¦¨£ãª �§æ «�¤ «ç§¦ «�ª
¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª. � £â©� « £ã «�ª ¦¨£ãª ¬§¦¢¦�å��«�  �¬¡¦¢æ«�¨� �¤ ®¨�-
© £¦§¦ ã©¦¬£� «¦¤ ¡¢�©© ¡æ ¦¨ ©£æ «�ª £â©�ª « £ãª �§æ «�¤ ��à¨å�ª «à¤
§ ��¤¦«ã«à¤. �¨å©¡¦¬£�

〈p〉 =
6∑

j=1

Pj¢j =
1
38

6�hk − 1
38

6�hk +
9
38

4�hk − 9
38

4�hk +
9
38

2�hk − 9
38

2�hk = 0

�� £�¢�«ã©¦¬£� «é¨� «�¤ ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� �
� «�¢�©«ãª «�ª ¡ ¤�« ¡ãª �¤â¨�� �ª �å¤� 

E¡ =
1

2m
p2 =

1
2m

(
−i�h

∂

∂x

)2

= − �h2

2m

∂2

∂x2

�   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  ¦   � ¦« £âª «¦¬ «�¢�©«ã �¬«¦ç �å¤�  � ¢ç©� «�ª
�¥å©à©�ª  � ¦« £é¤

E¡f(x) = − �h2

2m

∂2

∂x2 f(x) = £f(x)

��å¤�«�  �ç¡¦¢� æ«  � �¥å©à©� â®�  «�¤ �¡æ¢¦¬�� ¢ç©�

f(x) = Neikx £ =
�h2k2

2m
k ∈ <

�«�¤ §�¨�§á¤à  � ¦« £ã �¤« ©«¦ ®�å �§å©�ª ¡�  � ¢ç©� f(x) = Ne−ikx. �«�¤
å� �  � ¦« £ã �¤« ©«¦ ®¦ç¤ �ç¦ � �¦¨�« ¡âª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª. �®¦¬£� ��¢��ã
�¡¬¢ ©£æ ©« ª  � ¦« £âª «�ª ¡ ¤�« ¡ãª �¤â¨�� �ª, «á¥�ª 2.

��¨�«�¨¦ç£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª «�ª �¤â¨�� �ª ¡�  ¦ «�¢�©«ãª «�ª ¦¨£ãª
â®¦¬¤ «¦ å� ¦ ©ç©«�£�  � ¦©¬¤�¨«ã©�à¤ §¨á�£� §¦¬ «¦ §�¨ £â¤�£� �¦ç ¦ 
�¤«å©«¦ ®¦  «�¢�©«âª �¤�¢¢á©©¦¤«� 

[E¡, p] =
[

p2

2m
, p

]
= 0

�¨� �§æ «�¤ �¤á§«¬¥� «�ª ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©�ª ©®â©� (4.2) ©¬£§�¨�å¤¦¬£� æ« 
§ ��¤âª « £âª £j «�ª �¤â¨�� �ª ¡�  ¦  �¤«å©«¦ ®�ª § ��¤æ«�«�ª «¦¬ª Pj(£j)
�å¤� 

£1 =
�h2(6k)2

2m
=

36�h2k2

2m
P1(£1) =

1
38

+
1
38

=
2
38
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£2 =
�h2(4k)2

2m
=

16�h2k2

2m
P2(£2) =

9
38

+
9
38

=
18
38

£3 =
�h2(2k)2

2m
=

4�h2k2

2m
P3(£3) =

9
38

+
9
38

=
18
38

� £â©� « £ã «�ª �¤â¨�� �ª �å¤� 

〈E¡〉 =
3∑

j=1

Pj£j =
36�h2k2

2m

2
38

+
16�h2k2

2m

18
38

+
4�h2k2

2m

18
38

=
216�h2

38m

�� £�¢�«ã©¦¬£� «â¢¦ª «�¤ ©¬¤¦¢ ¡ã �¤â¨�� � £� �¤«å©«¦ ®¦ «�¢�©«ã

E = i�h
∂

∂t

�  � ¦©¬¤á¨«�©� ¡�  �  � ¦« £ã «¦¬ «�¢�©«ã �¬«¦ç �å¤� 

f(t) = Ne−iàt � = �hà

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � �¦©£â¤� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�   � ¦©¬¤á¨«�©� «¦¬ «�-
¢�©«ã �¬«¦ç £�  � ¦« £ã � = �hà. �§¦£â¤àª � § ��¤ã « £ã «�ª ©¬¤¦¢ ¡ãª
�¤â¨�� �ª �å¤�  � = �hà £� § ��¤æ«�«� å©� £� 1.

��¤ « £ã �hà â®�  §¨¦�¤éª ¡�  � £â©� « £ã «�ª �¤â¨�� �ª.

′�©¡�©� 4.6

�¤  ©®ç�  � ©®â©�
d

dt
〈~r · ~p〉 = 0

æ§¦¬ H = �¡ ¤ + V , «æ«� ¤� �§¦�� ®«�å æ« 

2 〈�¡ ¤〉 =
〈
~r · ~∇V

〉

� §¨æ«�©� �å¤�  �¤à©«ã ©�¤ �ã¨ �¢ (virial) ��é¨�£�.
�ç©�: �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� §¨é«� «¦¬ª £�«��â«�ª «¦¬ «�¢�©«ã ~r · ~p £�

«¦¬ª «�¢�©«âª «�ª ¡ ¤�« ¡ãª ¡�  �¬¤�£ ¡ãª �¤â¨�� �ª. �¨å©¡¦¬£�

[Ek, ~r · ~p] =
[

p2

2m
,xp1 + yp2 + zp3

]
=

1
2m

[
p2

1, xp1
]

+
1

2m

[
p2

2, yp2
]

+
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1
2m

[
p2

3, zp1
]

=
1

2m

[
p2

1, x
]
p1 +

1
2m

[
p2

2, y
]
p2 +

1
2m

[
p2

3, z
]
p3 =

1
2m

2(−i�h)p1p1 +
1

2m
2(−i�h)p2p2 +

1
2m

2(−i�h)p3p3 =

−2i�h
1

2m

(
p2

1 + p2
2 + p2

3
)

= −2i�hEk

� � «¦¤ £�«��â«� £� «�¤ �¬¤�£ ¡ã �¤â¨�� � �¨å©¡¦¬£�

[V (~r), ~r · ~p] = [V (~r), xp1] + [V (~r), yp2] + [V (~r), zp3] =

−i�hx

[
V (~r),

∂

∂x

]
− i�hy

[
V (~r),

∂

∂y

]
− i�hz

[
V (~r),

∂

∂z

]
=

i�hx
∂V (~r)

∂x
+ i�hy

∂V (~r)
∂y

+ i�hz
∂V (~r)

∂z
= i�h~r · ~∇V (~r)

�§¦¨¦ç£� «é¨� ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ ®¨¦¤ ¡ã �¥â¢ ¥� «¦¬ «�¢�©«ã ~r ·~p. �§æ
«�¤ �¥å©à©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡ �¨å©¡¦¬£�

d

dt
~r · ~p =

i

�h
[H,~r · ~p] =

i

�h
[Ek, ~r · ~p] +

i

�h
[V (~r), ~r · ~p] =

i

�h
(−2i�hEk) +

i

�h
i�h~r · ~∇V (~r) = 2Ek − ~r · ~∇V (~r)

��å¨¤¦¬£� « ª £â©�ª « £âª «à¤ §�¨�§á¤à £����é¤ ¡�  �¨å©¡¦¬£�

d

dt
〈~r · ~p〉 = 2 〈Ek〉 −

〈
~r · ~∇V (~r)

〉
= 0

� §�¨�§á¤à ©®â©� �å¤�  £��â¤ �§æ «� ���¦£â¤� «�ª á©¡�©�ª. � «�¢�¬«�å�
�¬«ã  ©æ«�«� ©¬¤�§á��«�  «�¤ §¨¦ª �§æ�� ¥� ©®â©�.
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�¨¦�¢ã£�«� ���¤«¦£�®�¤ ¡ãª

�«¦ ¡�á¢� ¦ �¬«æ �� ¢ç©¦¬£� «�¤ �¥å©à©�
¡å¤�©�ª «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª � � ¦¨ ©£â¤�
�§¢á �¬¤�£ ¡á.

5.1 �¦ �¢�ç��¨¦ ©à£á« ¦
�¤� ©à£�«å� ¦ ��à¨�å«�  �¢�ç��¨¦ �¤ �¨å©¡�«�  £â©� ©� ©«���¨æ �¬-

¤�£ ¡æ, ¦§æ«� ��¤ �¥�©¡�å«�  �§á¤à «¦¬ ¡�£ á �ç¤�£�. �ç£à¤� £� «�¤
¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã «¦ ©à£�«å� ¦ �¬«æ �¡«�¢�å �¬�ç�¨�££� ¦£�¢ã ¡å¤�©�.

�à¨åª �¢á�� «�ª ��¤ ¡æ«�«�ª ��à¨¦ç£� «¦ �¬¤�£ ¡æ

V (~r, t) = 0

� �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ �å¤� 

i�h
∂

∂t
�(~r, t) = − �h2

2m

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2

)
�(~r, t)

�§� �ã «¦ �¬¤�£ ¡æ ��¤ �¥�¨«á«�  �¤�¢¬« ¡á �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦, � ¡�«á-
©«�©� «¦¬ ©à£�« �å¦¬ �å¤�  ©«á© £� ¡�  á¨� � ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª «�ª ¡å¤�-
©�ª â®�  «�¤ £¦¨ã ©«á© £¦¬ ¡ç£�«¦ª

�(~r, t) = e−iàt¯(~r)

�¤ � ©á�¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à ¢ç©� ©«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ©¬¤�§á��«�  æ« 
� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¯(~r) �å¤�  ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª

(
~∇2 + k2

)
¯(~r) = 0 k =

√
k2

1 + k2
2 + k2

3 =
√

2mE

�h2
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æ§¦¬ � = �hà �å¤�  � �¤â¨�� � «¦¬ �¢�ç��¨¦¬ ©à£�« �å¦¬.
� ¢ç©� «�ª §�¨�§á¤à �¥å©à©�ª �å¤� 

¯(~r) = ei~k·~r

�¨� � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� «¦¬ �¢�¬�â¨¦¬ ©à£�« �å¦¬ �å¤� 

(5.1) �(~r, t) = Ce−i(àt−~k·~r)

�§� �ã ��¤ ¬§á¨®¦¬¤ ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª, «¦ ~k £§¦¨�å ¤� §á¨�  ¦§¦ ��ã-
§¦«� « £ã ¡�  «¦ á©£� «�ª �¤�¨��å�ª �å¤�  ©¬¤�®âª

(5.2) � = �hà =
�h2k2

2m
ki ∈ < i = 1, 2, 3

�   ©¦�© ¡âª �§ á¤� �ª «¦¬ ¡ç£�«¦ª �¬«¦ç �å¤�  ¦  �§ á¤� �ª §¦¬  ¡�¤¦-
§¦ ¦ç¤ «�¤ ©®â©�

~k · ~r − àt = k1x + k2y + k3z − àt = Co

�¨� �å¤�  �§å§��� ¡�  ©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ «ç§¦¬ �¬«¦ç ¦¤¦£á�¦¤«�  �§å§���
¡ç£�«�.

� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� (5.1) �å¤�   � ¦©¬¤á¨«�©� ¡�  «¦¬ «�¢�©«ã «�ª �¤â¨-
�� �ª ¡�  «¦¬ «�¢�©«ã «�ª ¦¨£ãª. �  �ç¦ «�¢�©«âª §¨á�£�«  �¤�¢¢á©©¦¤«� 

[pi,H] =
[
pi,

p2

2m

]
= 0 i = 1, 2, 3

�§¦£â¤àª � ¦¨£ã �å¤�  £å� ©«���¨á «�ª ¡å¤�©�ª.
� ¦¨£ã «¦¬ ©à£�« �å¦¬ �å¤�  §¢ã¨àª ¦¨ ©£â¤� ¡�  �§¦£â¤àª � � �©§¦-

¨âª «à¤ «¨ é¤ ©¬¤ ©«à©é¤ «�ª ¦¨£ãª �å¤�  å©�ª £� £��â¤. �æ�à æ£àª «à¤
©®â©�à¤ ����� æ«�«�ª, �¬«æ ©�£�å¤�  æ«  � �â©� «¦¬ ©à£�« �å¦¬ �å¤�  «�-
¢�åàª �§¨¦©� æ¨ ©«�. �¦ç«¦ �å¤�«�  ¡�  �§æ «�¤ §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª
«¦¬ �¢�ç��¨¦¬ ©à£�« �å¦¬ §¦¬ �å¤�  ©«���¨ã, �¤�¥á¨«�«� «�ª �â©�ª

¨(~r, t) = �∗� = |C|2

�§¦£â¤àª «¦ ©à£�«å� ¦ �å¤�  �¥å©¦¬ § ��¤æ ¤� �¨���å ©� ¦§¦ ��ã§¦«� §�¨ ¦®ã
«¦¬ ®é¨¦¬.
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� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �¬«ã ��¤ �å¤�  «�«¨��à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £� ¡�  á¨�
��¤ £§¦¨�å ¤� §�¨ ©«á¤�  ¡�£å� ¬© ¡ã ¡�«á©«�©�. �§� �ã «¦ á©£� �å¤� 
©¬¤�®âª, � ¡�¤¦¤ ¡¦§¦å�©� «à¤ ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©�à¤ �å¤�«�  £� «�¤ �¦ã�� �
«�ª �â¢«� ©¬¤á¨«�©�ª

�(~k − ~k′) =
1

(2π)3

∫∫∫

<3
d3~re−i(~k−~k′)·~r

� � ¤� �¤«¦§å©¦¬£� «¦ ©à£�«å� ¦ �ç¨à �§æ ¡á§¦ ¦ ©�£�å¦ «¦¬ ®é¨¦¬
�¨���æ£�©«� àª �¥ãª: �§� �ã � �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ �å¤�  �¨�££ ¡ã, ��-
à¨¦ç£� æ«  � ��¤ ¡ã ¢ç©� «�ª �å¤�  â¤�ª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª æ¢à¤ «à¤
¢ç©�à¤ � � ¡á�� ~k. �¦ ~k æ£àª §�å¨¤�  æ¢�ª « ª §¨��£�« ¡âª « £âª ¡�  á¨�
� ¢ç©� �å¤�  «�¢ ¡á «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

(5.3) �(~r, t) =
1

(2π)3/2

∫∫∫

<3
e−i(à(~k)t−~k·~r)C(~k) d3~k

�  ¢ç©� ª «�ª £¦¨ãª �¬«ãª ¦¤¦£á�¦¤«�  ¡¬£�«¦�â£�«� ã ¡¬£�«¦§�-
¡â«�. �¦ C(~k) �å¤�  «¦ §¢á«¦ª «¦¬ ¡ç£�«¦ª §¦¬ �¤« ©«¦ ®�å ©«�¤ ¦¨£ã
~p = �h~k ¡�  �å¤�«�  �§æ «¦¤ �¡æ¢¦¬�¦ �¤«å©«¨¦¦ �¦¬¨ â £�«�©®�£�« ©£æ

(5.4) C(~k) =
1

(2π)3/2

∫∫∫

<3
e−i~k·~r�(~r, 0) d3~r

�¤ �â¢¦¬£� «� ¡¬£�«¦�â£�«� ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ©®â©� ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ ã©�ª,
«æ«� �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  ¡�  «� C(~k)  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ £å� §�¨æ£¦ � ©®â©� ¡�¤¦-
¤ ¡¦§¦ ã©�ª. �®¦¬£�

1 =
∫∫∫

<3
�∗(~r, t)�(~r, t)d3~r =

1
(2π)3

∫∫∫

<3
d3~r

∫∫∫

<3
ei(à(~k)t−~k·~r)C∗(~k) d3~k

∫∫∫

<3
e−i(à(~k′)t−~k′·~r)C(~k′) d3~k′

=
∫∫∫

<3

∫∫∫

<3
ei[à(~k)−à(~k′)]tC∗(~k)C(~k′)�(~k − ~k′)d3~kd3~k′ =

∫∫∫

<3
C(~k)C∗(~k) d3~k = 1
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� ©®â©� �¬«ã �å¤�  � �¤à©«ã «�¬«æ«�«� «¦¬ �á¨©���¢.
�¦ ©à£�«å� ¦ «é¨� ��¤ â®�  ¦¨ ©£â¤� ¦¨£ã �¢¢á ¦ç«� ¦¨ ©£â¤� �â©�.

�� �ç¦ £��â�� §¨¦©� ¦¨å�¦¤«�  £� ¡á§¦ �ª §�§�¨�©£â¤�ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª.
� §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª � � «�¤ ¦¨£ã «¦¬ ©à£�« �å¦¬ �å¤�«�  �§æ «� ©®â©�

C(~k)∗C(~k)

� §�¨ �¨�ã «à¤ �¢�¬�â¨à¤ ©à£�« �åà¤ £� §¦¢ç �¤«¦§ ©£â¤� ¡¬£�«¦-
§�¡â«� §¦¬ �� «�¥ ��ç¦¬¤ ©� ¡�¢á ¡��¦¨ ©£â¤�ª «¨¦® âª, ��¤ £§¦¨�å ¤� �å¤� .
� ¢æ�¦ª �å¤�  æ«  «� ¡¬£�«¦�â£�«� â®¦¬¤ «�¤  � æ«�«� ¤� �§¢é¤¦¤«�  ©«¦¤
®é¨¦ æ©¦ §�¨¤á�  ¦ ®¨æ¤¦ª. �  � æ«�«� �¬«ã �å¤�  ��¤ ¡ã ¡�   ©®ç�  � �
¦§¦ ¦�ã§¦«� �¬¤�£ ¡æ £� �¥�å¨�©� «¦¤ �¨£¦¤ ¡æ «�¢�¤«à«ã. � � �©§¦¨á
«à¤ ¡¬£�«¦��£á«à¤ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ ©®â©�

à = à(~k)

§¦¬ ¦¤¦£á��«�  ©®â©� � �©§¦¨áª.

�� �§¦��å¥¦¬£� «é¨� æ«  «� ¡¬£�«¦�â£�«� §¦¬ §�¨ ©«á¤¦¬¤ �¢�ç��¨�
©à£�«å� �, �§¢é¤¦¬¤ ©«¦ ®é¨¦ ¡�  � �¢ç¦¤«�  ©�¤ «� ©ç¤¤�� æ©¦ §�¨¤á� 
¦ ®¨æ¤¦ª. � ©®â©� � �©§¦¨áª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©� (5.2)

à =
�hk2

2m

§¦¬ ��¤ �å¤�  �¨�££ ¡ã ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ~k ¡�  � �© ¡ã «�®ç«�«� ~¬ = ~p/m =
�h~k/m ��¤ �å¤�  ©«���¨ã. �� �¨��©«¦ç£� ©� £å� � á©«�©�.

�§¦�â«¦¬£� æ«  ©«¦¤ ®¨æ¤¦ t = 0 � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� â®�  ©� £å� � á-
©«�©� «�¤ �¥ãª ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨ã

�(x, 0) =
1

4
√

2π(�x)2
exp

{
− x2

4(�x)2

}

�¦ �x �å¤�  «�¤ ����� æ«�«� � � «�¤ �â©� «¦¬ ©à£�« �å¦¬.
�  ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª �¬«ãª «�ª £¦¨ãª §�¨ �¨á¦¬¤ ¡�«�©«á©� ª £�

«�¤ �¢á® ©«� �¬¤�«ã ����� æ«�«�. ��¢��ã � ©®â©� ����� æ«�«�ª  ©®ç�  £�
«¦ å©¦¤.
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� ©®â©� (5.4) �å¤�  «¦ §¢á«¦ª «¦¬ ¡ç£�«¦ª. ��«á «�¤ ¦¢¦¡¢ã¨à©�
�¨å©¡¦¬£�

C(k) =
1√
π

e−k2(�x)2

� ©®â©� (5.3) �å¤�  «�¤ £¦¨ã «¦¬ ¡¬£�«¦�â£�«¦ª £�«á �§æ ®¨æ¤¦ t. ��«á
�§æ £å� �¡æ£� ¦¢¦¡¢ã¨à©� �¨å©¡¦¬£�

�(x, t) =
1

4
√

2π(�x)2¢(t)
exp

{
− x2

4(�x)2¢(t)

}

æ§¦¬
¢(t) = 1 + i

�ht

2m(�x)2

�¦ §�¨�§á¤à ¡¬£�«æ��£� â®�  §á¢  «�¤ ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨ã. � ����� æ«�«�
æ£àª � � «�¤ �â©� «¦¬ ©à£�« �å¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

(�x)2
t = (�x)2|¢(t)| = (�x)2

(
1 +

�h2t2

4m2(�x)4

)1/2

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � ����� æ«�«� � � «�¤ �â©� «¦¬ ©à£�« �å¦¬ £���¢é¤� 
�¤á¢¦�� £� «¦¤ ®¨æ¤¦ t ¡�  �¤« ©«¨æàª �¤á¢¦��, �§æ «�¤ £á�� m «¦¬
©à£�« �å¦¬ ¡�  �§æ «�¤ �¨® ¡ã ����� æ«�«� �x «�ª �â©�ª «¦¬. ��¢��ã æ©¦
§ ¦ �¤«¦§ ©£â¤¦ �å¤�  �¨® ¡á «¦ ©à£�«å� ¦, «æ©¦ § ¦ �¨ã�¦¨� �� �§¢à��å
©«¦¤ ®é¨¦.

�� £�¡¨¦©¡¦§ ¡á ©à£�«å� � £§¦¨¦ç¤ ¤� §�¨ �¨�¦ç¤ £� §¦¢ç �¤«¦-
§ ©£â¤� ¡¬£�«¦§�¡â«� ¡�  �§¦£â¤àª £� «�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã, � æ«  ¦
¨¬�£æª §¦¬ �§¢é¤¦¬¤ «� ¡¬£�«¦§�¡â«� «¦¬ª �å¤�  §á¨� §¦¢ç £ ¡¨æª. � �
§�¨á�� �£� � � â¤� ©à£á« ¦ £� £á�� m = 1gr ¡�  £� �¨® ¡ã ����� æ«�«�
� � «�¤ �â©� �x = 10−4cm, �� ®¨� �©«�å ®¨æ¤¦ª å©¦ª £� t = 1019sec ≈ 1012

®¨æ¤ �, � � £å� £ ¡¨ã �ç¥�©� «¦¬ �x.
��¨�«ã¨�©�: � � «�¢�åàª � �¦¨�« ¡ã ¡�«á©«�©� �� �¤« £�«à§å��£�

�¤ � ©®â©� � �©§¦¨áª ã«�¤ �¨�££ ¡ã ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ~k, ��¢��ã

à = ~¬ · ~k
æ§¦¬ � �© ¡ã «�®ç«�«� ~¬ �å¤�  ©«���¨ã, «æ«� «¦ ¡¬£�«æ��£� £� «�¤ �¨�£-
£ ¡ã �¬«ã ©®â©� � �©§¦¨áª �å¤�«� 

�(~r, t) =
1

(2π)3/2

∫∫∫

<3
e−i~k·(~¬t−~r)C(~k) d3~k = �(~r −~¬t, 0)

181



��á¢� ¦ 5

�¦ç«¦ ©�£�å¤�  æ«  «� ¡¬£�«¦�â£�«� ¡ ¤¦ç¤«�  ©«¦¤ ®é¨¦ ®à¨åª ¤�
�¢¢á�¦¬¤ £¦¨ã. �� ¡á§¦ � ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t «¦ ¡¬£�«æ��£� â®�  «�¤ £¦¨ã
§¦¬ �å®� ©«¦¤ ®¨æ¤¦ t = 0, �å¤�  æ£àª £�«�«¦§ ©£â¤¦ ©«�¤ �â©� ~r +~¬t. �¨�
�¤ � �© ¡ã «�®ç«�«� �å¤�  ©«���¨ã «� ¡¬£�«¦�â£�«� ��¤ �§¢é¤¦¬¤.

5.2 ��«á «£ã£�«� ©«���¨á �¬¤�£ ¡á
��à¨¦ç£� â¤� ©à£á« ¦ §¦¬ ¡ ¤�å«�  ©� £å� � á©«�©� �§æ «� �¨ ©«�¨á

§¨¦ª «� ��¥ á, £â©� ©� â¤� ¡�«á «£ã£�«� ©«���¨æ �¬¤�£ ¡æ, æ§àª �¬«æ «¦¬
©®ã£�«¦ª.

→→→→→→→→→→→→→→→
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V1

V2

V3

V4 →∞

(1) (2) (3) (4)
�1 �2 c

�®ã£� 5.1
�¥�©¡�å«�  ¡á§¦ � �ç¤�£� £æ¤¦ ©«� ©�£�å�

�©¬¤�®�å�ª «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç.

�«¦ ©à£�«å� ¦ �§�¤�¨��å £å� �ç¤�£� £æ¤¦ ©«� ©�£�å� �©¬¤�®�å�ª «¦¬
�¬¤�£ ¡¦ç. �� æ¢� «� á¢¢� ©�£�å� «¦ ©à£�«å� ¦ �å¤�  �¢�ç��¨¦. �«�¤
ç©� ��¤ ¬§á¨®¦¬¤ «â«¦ � �¬¤�£ ¡á. �å¤�  æ£àª ®¨ã© £� � æ«  ¦���¦ç¤ ©�
�¥ ©é©� ª §¦¬ £§¦¨¦ç¤ ¤� ¢¬�¦ç¤ �¤�¢¬« ¡á. �§æ «�¤ á¢¢� £�¨ á £� «�
�¬¤�£ ¡á �¬«á £§¦¨¦ç£� «� §¨¦©���å©¦¬£� á¢¢� § ¦ ¬© ¦¢¦� ¡á �¬¤�£ ¡á.

�¢�©© ¡á � ¡å¤�©� �§ «¨â§�«�  £æ¤¦ ©� §�¨ ¦®âª æ§¦¬ � �¤â¨�� � �å¤� 
£���¢ç«�¨� �§æ «¦ �¬¤�£ ¡æ. �¤� ©à£�«å� ¦ §¦¬ â¨®�«�  �§æ �¨ ©«�¨á £�
�¤â¨�� � � �� �§ �¨��¬¤��å ©«¦ ©�£�å¦ �1, �� �§ «�®¬¤��å ©«¦ ©�£�å¦ �2 ¡� 
«â¢¦ª �� ¡«¬§ã©�  ©«¦ �¬¤�£ ¡æ V4 ¡�  �� �¬¨å©�  §å©à. �  «�®ç«�«�ª «¦¬
©à£�« �å¦¬ ©« ª §�¨ ¦®âª 1, 2, ¡�  3 £§¦¨¦ç¤ ¤� �¨��¦ç¤ �§æ «¦¤ �¨®ã «�ª
� �«ã¨�©�ª «�ª �¤â¨�� �ª

� =
1
2
m¬2

1 =
1
2
m¬2

2 + V2 =
1
2
m¬2

2 − V3

� � ¤� ¢ç©¦¬£� «â«¦ ¦¬ �å�¦¬ª §¨¦�¢ã£�«� ©«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã �¨��-
�æ£�©«� àª �¥ãª:
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��«á «£ã£�«� ©«���¨á �¬¤�£ ¡á

1) �¨å©¡¦¬£� §¨é«� « ª ¢ç©� ª ¯1, ¯2 ¡�  ¯3 ©« ª §�¨ ¦®âª 1, 2, ¡�  3,
§¦¬ «¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  ©¬¤�®âª, ¢ç¤¦¤«�ª «�¤ �¤«å©«¦ ®� �¥å©à©� �¨â¤« ¤-
�¡�¨.

2) � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¯(x) ¡�  � §�¨á�à�¦ª «�ª ¯′(x) §¨â§�  ¤� �å¤� 
©¬¤�®�åª ©¬¤�¨«ã©� ª. � ©¬¤â®� � «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ �¬«é¤ �å¤�  ©¬¤â§� �
«�ª ¬© ¡ãª �§�å«�©�ª, æ«  ¡�  � §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª ¡�  � §¬¡¤æ«�«�
¨�ç£�«¦ª § ��¤æ«�«�ª §¨â§�  ¤� �å¤�  ©¬¤�®�åª ©¬¤�¨«ã©� ª.

� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¡�  � §�¨á�à�¦ª «�ª ©«¦ §�¨á�� �£� £�ª �å¤� 
©¬¤�®�åª §�¤«¦ç, �¡«æª å©àª �§æ «� ©�£�å� �©¬¤�®�å�ª «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç. �«�
©�£�å� �¬«á �§ �á¢¢¦¬£� ¡�«á¢¢�¢�ª ©¬¤�ã¡�ª, é©«� ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª
¤� �å¤�  ©¬¤�®�åª §�¤«¦ç.

� � §�¨á�� �£� �¨á¦¬£� § ¦ ¡á«à « ª ©®â©� ª §¦¬ §¨â§�  ¤�  ©®ç¦¬¤,
é©«� � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¯(x) �¤æª ©à£�« �å¦¬ §¦¬ ¡ ¤�å«�  ©«¦ �¬¤�£ ¡æ
«¦¬ ©®ã£�«¦ª ¤� �å¤�  ©¬¤�®ãª ©«� ©�£�å� �©¬¤�®�å�ª «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç

¯1(�1) = ¯2(�1) ¯2(�2) = ¯3(�2)

� � «�¤ ©¬¤â®� � «�ª ¯′(x) ©«� ©�£�å� �©¬¤�®�å�ª «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç «¦¬ ©®ã-
£�«¦ª §¨â§�  ¤�  ©®ç¦¬¤ ¦  �¡æ¢¦¬��ª ©®â©� ª

¯′1(�1) = ¯′2(�2) ¯′2(�2) = ¯′3(�2)

3) � ©¬¤á¨«�©� ¯(x) ��¤ §¨â§�  � � ¡�¤â¤� x ¤� �§� ¨å��«� , �¤ �â¢¦¬£�
¤� �å¤�  «�«¨��à¤ ¡á ¦¢¦¡¢�¨é© £� ¡�  á¨� ¬© ¡á �§¦��¡«ã. � ��¤âª « -
£âª � � ¤� �§� ¨å��«�  � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�  «� ©�£�å� ±∞. �§� «¦ç£�
¢¦ §æ¤ ¤�  ©®ç�  � ©®â©�

lim
x→±∞

¯(x) = 0

�« ª §�¨ §«é©� ª æ§¦¬ � §�¨�§á¤à �§�å«�©� ��¤ �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤�  ©®ç� ,
æ§àª � � §�¨á�� �£� ©¬£��å¤�  � � ©«á© £�ª ¡�«�©«á©� ª £� ©¬¤�®âª á©£�,
«æ«� � £� �§æ¡¢ ©� «¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª «¦¬ |¯|2 �¤« £�«à§å��«�  £� «� ¡¬-
£�«¦§�¡â«� ã £� á¢¢�ª £��æ�¦¬ª.

� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �� §¨â§�  �§å©�ª ¤� «�å¤�  ©«¦ £��â¤ æ©¦ �§¦£�-
¡¨¬¤æ£�©«� �§æ « ª ¡¢�©© ¡á �§ «¨�§æ£�¤�ª §�¨ ¦®âª.

4) �å¤�  �¬¤�«æ¤ «¦ �¬¤�£ ¡æ ¤� �§� ¨å��«�  � � ¡á§¦ � « £ã «¦¬ x = c.
�§� �ã ��¤ �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� ¬§á¨®�  ©à£�«å� ¦ � � x > c, � ¡¬£�«¦©¬¤á¨-
«�©� ©«�¤ §�¨ ¦®ã �¬«ã §¨â§�  ¤� �å¤�  £��â¤. � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� æ£àª
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§¨â§�  ¤� �å¤�  ¡�  ©¬¤�®ãª ¡�  á¨� §¨â§�  ¤� �å¤�  £��â¤ ¡�  ©«¦ ©�£�å¦
x = c. ��¢��ã ©«¦ ©�£�å¦ �¬«æ â®¦¬£� «�¤ ©¬¤�ã¡�

(¯(x))x=c = 0

5) �â¢¦ª ¡�  á¢¢�ª ©¬¤�ã¡�ª �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� §¨¦¡ç¯¦¬¤ �§æ «� ���¦-
£â¤� ¡�  «�¤ ¬© ¡ã «à¤ � �æ¨à¤ §¨¦�¢�£á«à¤.

�¦ �¤�¨�� �¡æ á©£� �å¤�  � �¡�¡¨ £â¤¦ �¤ «¦ ©à£á« ¦ �å¤�  �â©£ ¦ ¡� 
©¬¤�®âª �¤ ��¤ �å¤�  �â©£ ¦. � � «¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬ ©®ã£�«¦ª � � §�¨á�� �£�
§�¨�«�¨¦ç£� «� �¥ãª:

�¤ «� ©à£á« � §¦¬ �¨å©¡¦¤«�  ©«�¤ §�¨ ¦®ã (3) â®¦¬¤ �¤â¨�� � E < V2,
«æ«� ¡¢�©© ¡á ¡ ¤¦ç¤«�  ©� §�¨ ¦¨ ©£â¤� §�¨ ¦®ã «¦¬ ®é¨¦¬. �¦ ©ç©«�£�
¦¤¦£á��«�  �â©£ ¦ ¡�  ¦   � ¦« £âª «�ª �¤�¨��å�ª «¦¬ª �å¤�  � �¡�¡¨ £â¤�ª.
�¤« �â«àª �¤ â®¦¬¤ �¤â¨�� � E > V2, «æ«� «� ¡¢�©© ¡á ©à£á« � ¡«¬§¦ç¤
©«¦ �¬¤�£ ¡æ ¡�  ¡ ¤¦ç¤«�  §¨¦ª «¦ −∞. �   � ¦« £âª «�ª �¤�¨��å�ª «¦¬ª
�å¤�  ©¬¤�®�åª. �  ¡�«�©«á©� ª §¦¬ �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©� �¬«âª « ª ¢ç©� ª ¦¤¦-
£á�¦¤«�  ¡�«�©«á©� ª ©¡â��©�ª.

5.3 �¨á�£� �¬¤�£ ¡¦ç
��à¨¦ç£� «¦ �¬¤�£ ¡æ

V (x) =
{

V � � 0 ≤ x ≤ �
0 � � x < 0 x > �

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ......
....

x.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
...........................V (x)
.......................................................................................................................................................................

V
�) E > V

�) E < V
(1) (2) (3)

�0

→→→→→→→→→→→→→→→
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�®ã£� 5.2
�â©£� ©à£�« �åà¤ §¨¦©§å§«�  �§æ «� �¨ ©«�¨á

©«¦ ¨á�£� �¬¤�£ ¡¦ç

�¤� ©à£�«å� ¦ ¡ ¤�å«�  ©� £å� � á©«�©� £� �¤â¨�� � � �§æ «� �¨ ©«�¨á
§¨¦ª «� ��¥ á, ¡�  §¨¦©§å§«�  ©«¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬ ©®ã£�«¦ª. �¦ ©à£�«å� ¦ ¡� 
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�¨á�£� �¬¤�£ ¡¦ç

©« ª «¨� ª §�¨ ¦®âª «¦¬ ©®ã£�«¦ª, §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤ ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª
�¨â¤« ¤�¡�¨.

�§� �ã «¦ �¬¤�£ ¡æ ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦ � ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª
â®�  «�¤ £¦¨ã ©«�©å£¦¬ ¡ç£�«¦ª «�ª £¦¨ãª

�(x, t) = e−iàt¯(x) � = �hà

� ©¬¤á¨«�©� ¯(x) ¡�  � ©«���¨á � �å¤�  �  � ¦©¬¤á¨«�©� ¡�  �  � ¦« £ã
�¤« ©«¦å®àª «¦¬ «�¢�©«ã «�ª �¤â¨�� �ª. ��¢��ã �å¤�  ¢ç©� ª «�ª �¡æ¢¦¬��ª
�¥ ©é©�ª  � ¦« £é¤ «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨

(
− �h2

2m

∂2

∂x2 + V (x)
)

¯(x) = �¯(x)

�¦ ©à£�«å� ¦ ��¤ �å¤�  �â©£ ¦ ¡�  �§¦£â¤àª «¦ á©£� «à¤  � ¦« £é¤ «�ª
�¤�¨��å�ª �å¤�  ©¬¤�®âª.

��¤ �¥å©à©� �¬«ã �� ¢ç©¦¬£� §�¨�¡á«à ©« ª «¨� ª §�¨ ¦®âª «¦¬ ©®ã£�-
«¦ª ¡�  �� �§ �á¢¢¦¬£� £�«á « ª ¡�«á¢¢�¢�ª ©¬¤�ã¡�ª, é©«� ¤� £�¤ ¬§á¨®¦¬¤
�©¬¤â®� �ª ©«� ©�£�å� 0 ¡�  �, ��¢��ã ©«� ©�£�å� �©¬¤�®�å�ª «¦¬ �¬¤�£ -
¡¦ç. �� ¢ç©¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� ¥�®à¨ ©«á, � � « ª §�¨ §«é©� ª §¦¬ � �¤â¨�� �
«¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  £ ¡¨æ«�¨� ¡�  £���¢ç«�¨� «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç V .

�) ��¨å§«à©� � < V
�«�¤ §�¨ ¦®ã 1, � �¤�¥á¨«�«� �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦ �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨

�å¤� 

− �h2

2m

∂2

∂x2 ¯1(x) = �¯1(x)

¡�  â®�  ¢ç©�

¯1(x) = C1e
ik1x + C2e

−ik1x k1 =
(

2mE

�h2

) 1
2

�¦ ¡ç£� �¬«æ �å¤�  á�¨¦ ©£� �ç¦ ¡¬£á«à¤. � §¨é«¦ª æ¨¦ª «¦¬ §�¨�-
§á¤à ��¨¦å©£�«¦ª �å¤�  â¤� ¡ç£� §¦¬ � ��å��«�  §¨¦ª «�¤ ��« ¡ã ¦¨á «¦¬
á¥¦¤� «à¤ x, ��¢��ã �§æ �¨ ©«�¨á §¨¦ª «� ��¥ á. � ��ç«�¨¦ª æ¨¦ª �å¤�  �¤�
¡ç£� §¦¬ � ��å��«�  §¨¦ª «�¤ �¨¤�« ¡ã ¦¨á «¦¬ á¥¦¤� «à¤ x, ��¢��ã �§æ
«� ��¥ á §¨¦ª «� �¨ ©«�¨á.
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�¨á�£�«  §¨¦©�â«¦¤«�ª ¡�  «�¤ ®¨¦¤ ¡ã �¥á¨«�©� «¦¬ ¡ç£�«¦ª â®¦¬£�

�1(x, t) = C1e
−i(àt−k1x) + C2e

i(àt+k1x)

� � â¤� «¬®æ¤ ©�£�å¦ x ¦   ©¦�© ¡âª �§ á¤� �ª «¦¬ §¨é«¦¬ ¡ç£�«¦ª  ¡�-
¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ©®â©�

kx− àt = Co =⇒ x = +
à
k

t + Co

�¨� «¦ x £���¢é¤�  æ©¦ §�¨¤á�  ¦ ®¨æ¤¦ª ��¢��ã � � t → +∞ ¡�  «¦ ¡ç£�
§���å¤�  §¨¦ª «¦ +∞. �¤é � � «¦ ��ç«�¨¦ ¡ç£� â®¦¬£�

kx + àt = Co =⇒ x = −à
k

t + Co

�«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã «¦ x §���å¤�  §¨¦ª «¦ −∞ æ©¦ §�¨¤á�  ¦ ®¨æ¤¦ª.
�«�¤ §�¨ ¦®ã 2, � �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ �å¤� 

(
− �h2

2m

∂2

∂x2 + V

)
¯2(x) = �¯2(x)

¡�  â®�  ¢ç©�

¯2(x) = D1e
k2x + D2e

−k2x k2 =
(

2m(V − E)
�h2

) 1
2

∈ <

�«�¤ §�¨ ¦®ã �¬«ã ¡¢�©© ¡á ��¤ ¬§á¨®¦¬¤ ©à£á« �, §¨á�£�«  � ¢ç©� ��¤
§�¨ ©«á¤�  ¡�¤â¤� ¡ç£�. �å¤�  á�¨¦ ©£� �ç¦ �¡��« ¡é¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤.

�«�¤ §�¨ ¦®ã 3, � �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ �å¤�  å� � £� «�¤ §�¨ ¦®ã 1 ¡� 
â®�  «�¤ ¢ç©�

¯3(x) = Feik1x + Ge−ik1x k1 =
(

2mE

�h2

) 1
2

� ��ç«�¨¦ª æ¨¦ª «�ª ¯3 §�¨ ©«á¤�  ¡ç£�«� §¦¬ ¡ ¤¦ç¤«�  �§æ «� ��¥ á
§¨¦ª «� �¨ ©«�¨á ©«�¤ §�¨ ¦®ã 3. �â«¦ � ©à£�«å� � ��¤ â®¦¬¤ ¢æ�¦ ç§�¨¥�ª,
� æ«  �' æ©¦¤ ¥�§â¨�©�¤ «¦ �¬¤�£ ¡æ ©«¦ ©�£�å¦ x = 0 ��¤ â®¦¬¤ ¡�¤â¤�
¢æ�¦ ¤� �¬¨å©¦¬¤ §å©à. �§¦£â¤àª §¨â§�  ¤� £���¤å©¦¬£� «�¤ ©«���¨á G.
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�¬¤¦¯å�¦¬£� æ¢� «� �§¦«�¢â©£�«� ¡�  â®¦¬£�

¯(x) =





¯1(x) = C1e
ik1x + C2e

−ik1x 0 > x

¯2(x) = D1e
k2x + D2e

−k2x 0 < x < �

¯3(x) = F eik1x x > �

��¨£æ�¦¬£� «é¨� « ª ©¬¤�ã¡�ª � � «�¤ ©¬¤â®� � «�ª ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã-
©�ª ¡�  «�ª §�¨��é�¦¬ «�ª, ©«� ©�£�å� 0 ¡�  �. �®¦¬£�

¯1(0) = ¯2(0) ¡�  ¯′1(0) = ¯′2(0)

¯2(�) = ¯3(�) ¡�  ¯′2(�) = ¯′3(�)

�§æ « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª §¨¦¡ç§«�  â¤� ©ç©«�£� «�©©á¨à¤ �¥ ©é©�à¤ £�
§â¤«� ��¤é©«¦¬ª, « ª ©«���¨âª C1, C2, D1, D2, F , «¦ �¥ãª

C1 + C2 = D1 + D2

ik1 (C1 − C2) = k2 (D1 −D2)

D1e
k2� + D2e

−k2� = Feik1�

k2
(
D1e

k2� −D2e
−k2�) = ik1Feik1�

�ç¤¦¬£� «¦ ©ç©«�£� ¡�  �¨å©¡¦¬£� « ª «â©©�¨ ª §¨é«�ª ©«���¨âª ©¬-
¤�¨«ã©�  «�ª F , � ¦§¦å� £§¦¨�å ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«�å �§æ «�¤ ©®â©� ¡�¤¦¤ ¡¦-
§¦ ã©�ª. � ¢ç©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤� 

D1 =
1
2
Feik1�

(
1 +

ik1

k2

)
e−�k2

D2 =
1
2
Feik1�

(
1− ik1

k2

)
e�k2

C1 =
1
2
Feik1�

(
2 cosh (ak2) +

k2
1 − k2

2
ik1k2

sinh (�k2)
)

C2 =
1
2
Feik1� k2

1 + k2
2

ik1k2
sinh (ak2)

�ç£à¤� £� «�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã æ¢� «� ©à£á« � £� �¤â¨�� � £ ¡¨æ-
«�¨� �§æ «¦ V �� �¤�¡¢�©«¦ç¤ �§æ «¦ ¨á�£� �¬¤�£ ¡¦ç. ��¤â¤� ©à£�«å� ¦
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��¤ �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� �¨���å ©«�¤ §�¨ ¦®ã 3. ��é §�¨�«�¨¦ç£� æ«  ¬§á¨®� 
â¤� ¡ç£� §¦¬ � ��å��«�  §¨¦ª «� ��¥ á ©«�¤ §�¨ ¦®ã 3. �¨� �¤«å��«� �§æ «�¤
¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã â¤� ©à£á« ¦ §¦¬ §¨¦©§å§«�  ©«¦ ¨á�£�, â®�  ¡á§¦ � £�
£���¤ ¡ã § ��¤æ«�«� ¤� � �§�¨á©�  «¦ ¨á�£� ¡�  ¤� �¥�¡¦¢¦¬�ã©�  ¤� ¡ -
¤�å«�  ©«�¤ §�¨ ¦®ã 3. �¦ � ¤æ£�¤¦ �¬«æ ¦¤¦£á��«�  � ¤æ£�¤¦ ©ã¨���¦ª.

��¨�«ã¨�©�: �¦ � ¤æ£�¤¦ «�ª ©ã¨���¦ª �å¤�  «¦ ¡¢� �å � � «�¤ ¡�-
«�¤æ�©� «¦¬ � ¤¦£â¤¦¬ «�ª � á©§�©�ª «à¤ §¬¨ã¤à¤ £� «�¬«æ®¨¦¤� �¡§¦£§ã
©à£�« �åà¤ á¢�.

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� ©«� ©¬¤â®� � «�¤ § ��¤æ«�«� «�ª � â¢�¬©�ª ¡�  «�ª
�¤á¡¢�©�ª ©«¦ � ¤æ£�¤¦ ©ã¨���¦ª.

� æ¨¦ª C1e
ik1x ©«�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¯1 §�¨ ©«á¤�  «¦ ¡ç£� §¦¬ §¨¦-

©§å§«�  �§æ «� �¨ ©«�¨á ©«¦ ¨á�£�. � §¬¡¤æ«�«� ¨�ç£�«¦ª § ��¤æ«�«�ª
� � «¦ ¡ç£� �¬«æ �å¤� 

J1 = ¬§|C1|2 æ§¦¬ ¬§ =
�hk1

m

� §¬¡¤æ«�«� ¨�ç£�«¦ª § ��¤æ«�«�ª � � «¦ ¡ç£� §¦¬ â®�  � �§�¨á©�  «¦
�¬¤�£ ¡æ ¡�  ¡ ¤�å«�  ©«�¤ §�¨ ¦®ã 3 �å¤� 

J3 = ¬§|F |2

� § ��¤æ«�«� � â¢�¬©�ª ¦¨å��«�  �§æ «¦¤ ¢æ�¦ �¬«é¤ «à¤ �ç¦ ¨�¬£á«à¤.
�¨å©¡¦¬£�

T =
J3

J1
=
|F |2
|C1|2 =

4k2
1k2

2

4k2
1k2

2 + (k2
1 + k2

2)2 sinh2 (k2�)

� §¬¡¤æ«�«� ¨�ç£�«¦ª § ��¤æ«�«�ª � � «¦ ¡ç£� §¦¬ â®�  �¤�¡¢�©«�å
�§æ «¦ �¬¤�£ ¡æ ¡�  ¡ ¤�å«�  ©«�¤ §�¨ ¦®ã 1 §¨¦ª «� �¨ ©«�¨á �å¤� 

J2 = ¬§|C2|2

� § ��¤æ«�«� «�ª �¤á¡¢�©�ª ¦¨å��«�  �§æ «¦¤ ¢æ�¦ «¦¬ ¨�ç£�«¦ª «¦¬
¡ç£�«¦ª §¦¬ �¤�¡¢á«�  §¨¦ª «¦ ¨�ç£� «¦¬ ¡ç£�«¦ª §¦¬ §¨¦©§å§«�  ©«¦ �¬-
¤�£ ¡æ. �¨å©¡¦¬£�

R =
J2

J1
=
|C2|2
|C1|2 =

(
k2

1 + k2
2
)2 sinh2 (k2�)

4k2
1k2

2 + (k2
1 + k2

2)2 sinh2 (k2�)
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�¦ á�¨¦ ©£� «à¤ �ç¦ § ��¤¦«ã«à¤ �å¤�  ¬© ¡á å©¦ £� «�¤ £¦¤á��

R + T = 1

æ§àª £§¦¨¦ç£� �ç¡¦¢� ¤� �§¦��å¥¦¬£�.
�) ��¨å§«à©� � > V
�«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã, ©ç£à¤� £� «�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã, æ¢� «� ©à-

£á« � �� §�¨á©¦¬¤ «¦ ¨á�£� ¡�  �� ©¬¤�®å©¦¬¤ ¤� ¡ ¤¦ç¤«�  §¨¦ª «� ��¥ á
©«�¤ §�¨ ¦®ã 3.

�«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã «¦ ©à£�«å� ¦ §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤ ¢ç©� «�ª �¥å-
©à©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨. �¦ á©£� «à¤  � ¦« £é¤ «�ª �¤�¨��å�ª �å¤�  ¡� 
§á¢  ©¬¤�®âª. �   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ©«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã �å¤� 

¯(x) =





¯1(x) = C ′1e
ik′1x + C ′2e

−ik′1x 0 > x

¯2(x) = D′
1e

ik′2x + D′
2e
−ik′2x 0 < x < �

¯3(x) = F ′ eik′1x x > �

�  ©«���¨âª k′1 ¡�  k′2 �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

k′1 =
(

2mE

�h2

)1/2

= k1 ¡�  k′2 =
(

2m(E − V )
�h2

)1/2

= ik2 ∈ <

�� k1 ¡�  k2 ¦¨å�¦¤«�  æ§àª ¡�  ©«�¤ §¨¦��¦ç£�¤� §�¨å§«à©�.
� � �¦¨á �§æ «�¤ §�¨å§«à©� � < V �å¤�  £æ¤¦ ©«�¤ §�¨ ¦®ã 2. ��é

©«�¤ §�¨ ¦®ã 2, � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�  â¤� á�¨¦ ©£� �ç¦ ¡¬£á«à¤, �¤é
©«�¤ §¨¦��¦ç£�¤� §�¨å§«à©� � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ã«�¤ £ � �å¤¦¬©� ©¬¤á¨-
«�©�.

��¨£æ�¦¬£� « ª ©®â©� ª ©¬¤�®�å�ª � � ¤� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� « ª ©«���¨âª
¡�  �¨å©¡¦¬£� «â¢¦ª «¦¬ª ©¬¤«�¢�©«âª � â¢�¬©�ª ¡�  �¤á¡¢�©�ª. ��¤ ®¨� á-
��«�  ¤� �§�¤�¢á�¦¬£� « ª §¨á¥� ª, �¤« ¡�� ©«¦ç£� �§¢éª «¦ k2 £� «¦ −ik2
©« ª �¤á¢¦��ª ©®â©� ª «�ª §¨¦��¦ç£�¤�ª §�¨å§«à©�ª. �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£�
«¦¤ �¤à©«æ «ç§¦ sinh(ix) = i �£ x. �¨å©¡¦¬£�

T =
J3

J1
=
|F ′|2
|C ′1|2

=
4k2

1k2
2

4k2
1k2

2 + (k2
1 − k2

2)2 �£2 (k2�)

R =
J2

J1
=
|C ′2|2
|C ′1|2

=
(
k2

1 − k2
2
)2 �£2 (k2�)

4k2
1k2

2 + (k2
1 − k2

2)2 �£2 (k2�)

189



��á¢� ¦ 5

��¨�«ã¨�©�: � § ��¤æ«�«� «�ª � â¢�¬©�ª �å¤�  1, ��¢��ã æ¢� «�
©à£á« � �� §�¨á©¦¬¤ ©«�¤ §�¨ ¦®ã 3, æ«�¤ �£ (k2�) = 0, ��¢��ã æ«�¤

k2� = nπ n = 1, 2, 3, · · ·

�¦ £ã¡¦ª ¡ç£�«¦ª «¦¬ ©à£�« �å¦¬ ©«�¤ §�¨ ¦®ã 2 �å¤�  àª �¤à©«æ¤

¢ =
h

p
=

2π

k2

¡�  �§¦£â¤àª � ©¬¤�ã¡� �å¤�«� 

n¢ = 2� n = 1, 2, 3, · · ·

� ¦§¦å� �å¤�  �¡¨ �éª � ©¬¤�ã¡� � � ©«á© £� ¡ç£�«� ©� â¤� � á©«�£� £ã-
¡¦¬ª �.

5.4 ���á�  �¬¤�£ ¡¦ç
�«�¤ §�¨á�¨�¦ �¬«ã �� ¢ç©¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª ©à-

£�« �åà¤ §¦¬ ¡ ¤�å«�  ©� £å� � á©«�©�, �§æ «� �¨ ©«�¨á §¨¦ª «� ��¥ á, ©«¦
�¬¤�£ ¡æ «¦¬ ©®ã£�«¦ª

V (x) =
{

V � � x < −�/2 x > �/2
0 � � −�/2 ≤ x ≤ �/2

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ......
....

x0.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
...........................V (x)

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
......................................................................................................−V

�) E > V

�) E < V
(1) (2) (3)
−�/2 �/2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

�®ã£� 5.3
�� ©à£á« � £� E < V �å¤�  �â©£ � ©«¦ §��á�  «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç

¡�  � �¤â¨�� � «¦¬ª �å¤�  ¡��¤« ©£â¤�.
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�) ��¨å§«à©� � < V
�¤� ©à£�«å� ¦ §¦¬ ¡ ¤�å«�  £â©� ©«¦ §��á�  £� � < V �å¤�  �â©£ ¦, ��-

¢��ã �§ «¨â§�«�  ¤� ¡ ¤���å ©� §�¨ ¦¨ ©£â¤� §�¨ ¦®ã «¦¬ ®é¨¦¬. �   � ¦« £âª
«�ª �¤�¨��å�ª «¦¬ �å¤�  � �¡�¡¨ £â¤�ª.

� ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ ©« ª «¨� ª §�¨ ¦®âª �å¤� 

¯(x) =





¯1(x) = C ek2x + C2e
−k2x −�

2 > x

¯2(x) = D1e
ik1x + D2e

−ik1x −�
2 < x < �

2

¯3(x) = F e−k2x + F2e
k2x x > �

2

�  ©«���¨âª k1 ¡�  k2 �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

k1 =
(

2mE

�h2

)1/2

¡�  k2 =
(

2m(V − �)
�h2

)1/2

∈ <

� ©¬¤�ã¡�
lim

x→±∞
�(x) = 0

§¦¬ §¨â§�  ¤�  ©®ç�  é©«� � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¤� £§¦¨�å ¤� ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ ���å,
 ¡�¤¦§¦ �å«�  �¤ £���¤å©¦¬£� «¦¬ª ©¬¤«�¢�©«âª C2 ¡�  F2

C2 = F2 = 0

� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� «é¨� �å¤�«� 

¯(x) =





¯1(x) = C ek2x −�
2 > x

¯2(x) = D1e
ik1x + D2e

−ik1x −�
2 < x < �

2

¯3(x) = F e−k2x x > �
2

�  ©¬¤�ã¡�ª � � «�¤ ©¬¤â®� � «�ª ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©�ª ¡�  «�ª §�¨��é-
�¦¬ «�ª, �å¤¦¬¤ « ª �¥ ©é©� ª.

�«¦ ©�£�å¦ −�/2

Ce−k2
�
2 = D1e

−ik1
�
2 + D2e

ik1
�
2

k2Ce−k2
�
2 = ik1

(
D1e

−ik1
�
2 −D2e

ik1
�
2
)
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�«¦ ©�£�å¦ �/2

Fe−k2
�
2 = D1e

ik1
�
2 + D2e

−ik1
�
2

−k2Fe−k2
�
2 = ik1

(
D1e

ik1
�
2 −D2e

−ik1
�
2
)

�  §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª �å¤�  â¤� ¦£¦��¤âª ©ç©«�£� «�©©á¨à¤ �¥ ©é©�à¤ £�
«â©©�¨ ª ��¤é©«¦¬ª. �¦ ©ç©«�£� â®�  £� £���¤ ¡ã ¢ç©�, �¤ � ¦¨å�¦¬©� «à¤
©¬¤«�¢�©«é¤ «à¤ ��¤é©«à¤ �å¤�  £��â¤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e−k2
�
2 −e−ik1

�
2 −eik1

�
2 0

k2e
−k2

�
2 −ik1e

−ik1
�
2 ik1e

ik1
�
2 0

0 −eik1
�
2 −e−ik1

�
2 e−k2

�
2

0 −ik1e
ik1

�
2 ik1e

−ik1
�
2 −k2e

−k2
�
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

�¤�§«ç©©¦¬£� «�¤ ¦¨å�¦¬©� ¡�  £�«á �§æ ¡á§¦ �ª �§¢âª §¨á¥� ª ¡�«�¢ã-
�¦¬£� ©« ª �¥ ©é©� ª

k2 ©¬¤ (
k1�
2

)− k1 �£ (
k1�
2

) = 0

k2 �£ (
k1�
2

) + k1 ©¬¤ (
k1�
2

) = 0

�  �¥ ©é©� ª �¬«âª £�ª �å¤¦¬¤ « ª  � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª ¡�  £§¦¨¦ç¤ ¤�
¢¬�¦ç¤ £� �¨ �£�« ¡âª £��æ�¦¬ª.

��«á ©¬¤â§� � â®¦¬£� �ç¦ ¡¢á©� ª ¢ç©�à¤. �   � ¦« £âª « ª �¤�¨��å�ª
«�ª §¨é«�ª ¡¢á©�ª �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ¢ç©� «�ª §¨é«�ª �¥å©à©�ª àª §¨¦ª �,
� ¦§¦å� �¤�¢¬« ¡á �¨á�«� 

(
2mE

�h2

)1/2

�

[
�
2

(
2mE

�h2

)1/2
]

=
(

2m(V − E)
�h2

)1/2

� �¤«å©«¦ ®�  � ¦©¬¤á¨«�©� �å¤� 

¯(x) =





A
[
ek1

�
2 ©¬¤

(
k2

�
2

)]
ek2x −�

2 > x

A ©¬¤ (k1x) −�
2 < x < �

2

A
[
ek1

�
2 ©¬¤

(
k2

�
2

)]
e−k2x x > �

2
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� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�  á¨« �, ��¢��ã

¯(x) = ¯(−x)

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ��¤ £���¤å��«�  ©« ª ¡¢�©© ¡á
�§��¦¨�¬£â¤�ª §�¨ ¦®âª 1 ¡�  3. ����å¤�  æ£àª §¨¦ª «¦ £��â¤ §¦¢ç �¨ã-
�¦¨� æ©¦ �§¦£�¡¨¬¤æ£�©«� �§æ «�¤ ¡¢�©© ¡á �§ «¨�§æ£�¤� §�¨ ¦®ã 2. �« ª
§�¨ ¦®âª �¬«âª � ¢ç©� ��¤ �å¤�  ¡á§¦ ¦ ¡ç£�, �¢¢á £ � �å¤¦¬©� �¡��« ¡ã
©¬¤á¨«�©�.

� � «�¤ ��ç«�¨� ¡¢á©� ¦   � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ¢ç©�
«�ª ��ç«�¨�ª �¥å©à©�ª àª §¨¦ª �, � ¦§¦å� �¤�¢¬« ¡á �¨á�«� 

(
2mE

�h2

)1/2

©

[
�
2

(
2mE

�h2

)1/2
]

=
(

2m(V − E)
�h2

)1/2

� �¤«å©«¦ ®�  � ¦©¬¤á¨«�©� �å¤� 

¯(x) =





−B
[
ek2

�
2 �£

(
k2

�
2

)
ek2x

] −�
2 > x

B �£ (k1x) −�
2 < x < �

2

B
[
ek2

�
2 �£

(
k2

�
2

)]
e−k2x x > �

2

� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �¬«ã �å¤�  §�¨ ««ã ��¢��ã

¯(x) = −¯(−x)

��¨�«ã¨�©�: �  ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª â®¦¬¤ ¦¨ -
©£â¤� �¨« æ«�«� (parity) �å¤�  ��¢��ã ã á¨« �ª ã §�¨ ««âª. �¦ç«¦ ¦�å¢�«� 
©«¦ ���¦¤æª æ«  «¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  á¨« � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ x

V (x) = V (−x)

�¨á�£�«  ¢æ�à «�ª ©¬££�«¨å�ª «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç, �å¤�  §¨¦�¤âª æ«  ¦  § ��-
¤æ«�«�ª ¤� �¨���å «¦ ©à£�«å� ¦ ©� ©¬££�«¨ ¡âª �â©� ª �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤�
©¬££�«¨å�ª «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç �å¤�  å©�ª. ��¢��ã §¨â§�  ¤�  ©®ç� 

¯(x)¯∗(x) = ¯(−x)¯∗(−x)
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� ¦§¦å� ©¬¤�§á��«�  «�¤ ©®â©�

¯(x) = ±¯(−x)

�� ¢ç©¦¬£� «é¨� �¨� ¡á « ª �¥ ©é©� ª  � ¦« £é¤ «�ª �¤â¨�� �ª. ��
®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� « ª §�¨�¡á«à §�¨�£â«¨¦¬ª, §¦¬ ¦���¦ç¤ ©� �§¢âª ¡�-
£§ç¢�ª ¡�  �§å §¢â¦¤ £�ª �§ «¨â§¦¬¤ ¤� ¢ç©¦¬£� ¡�  « ª �ç¦ �¥ ©é©� ª £��å.

�â«¦¬£� ¥ = k1� ¡�  � = k2� ¡�  â®¦¬£� « ª §�¨ â¨� �ª

¥2 + �2 =
(

2mV

�h2

)
�2 = ¨2

�  �¥ ©é©� ª � � « ª  � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª �å¤¦¤«� 

� = ¥ � ¥ � = −¥ © ¥

�   � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª �å¤�  ¦  «¦£âª «à¤ §�¨ �¨� é¤ £� « ª §�¨�§á¤à
¡�£§ç¢�ª æ§àª �å¤�«�  ¡�  ©«¦ §�¨�¡á«à ©®ã£�.
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�

¥0

−1
§/2 § 3§/2 2§

¥ � ¥ −¥ © ¥

�®ã£� 5.4
�  ¢ç©� ª «�ª �¥å©à©�ª  � ¦« £é¤ � � « ª ©«á© £�ª

¡�«�©«á©� ª �¤æª �¬¤�£ ¡¦ç §���� ¦ç.

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � �

¨ <
π

2
=⇒ V �2 <

π2�h2

8m
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¡�  �§¦£â¤àª ¬§á¨®�  £æ¤¦ £å�  � ¦« £ã � � «�¤ �¤â¨�� �. � �

π

2
< ¨ < π =⇒ π2�h2

8m
< V �2 <

π2�h2

2m

¡�  á¨� ¬§á¨®¦¬¤ �ç¦  � ¦« £âª � � «�¤ �¤â¨�� � ¡.¢.§. �¦ §¢ã�¦ª «à¤
 � ¦« £é¤ «�ª �¤â¨�� �ª, �å¤�  §�§�¨�©£â¤¦ ¡�  �¥�¨«á«�  �§æ «¦¤ §�¨á�¦¤«�
V �2.

�) ��¨å§«à©� � > V
�¦ ©à£�«å� ¦ ¡ ¤�å«�  §á¢  �§æ «� �¨ ©«�¨á §¨¦ª «� ��¥ á £� �¤â¨�� � �.

�¦ ©à£�«å� ¦ ��¤ �å¤�  § á �â©£ ¦ ¡�  «¦ á©£� «à¤  � ¦« £é¤ «�ª �¤�¨��å�ª
«¦¬ �å¤�  ©¬¤�®âª. �¢�©© ¡á æ¢� «� ©à£�«å� � �¥�¡¦¢¦¬�¦ç¤ ¤� ¡ ¤¦ç¤«� 
©«�¤ §�¨ ¦®ã 3, £� «�¤ å� � «�®ç«�«� §¦¬ �å®�¤ ¡�  ©«�¤ §�¨ ¦®ã 1. �ç£à¤�
æ£àª £� «�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã �� �¦ç£� æ«  £�¨ ¡á ©à£�«å� � �¤�¡¢é¤«�  ©«¦
©�£�å¦ �/2 ¡�  â«©  ¡á§¦ � ©à£�«å� � ��¤ �á¤¦¬¤ ©«�¤ §�¨ ¦®ã 3.

� ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ ©«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã �å¤� 

¯(x) =





¯1(x) = C1e
ik2x + C2e

−ik2x −�
2 > x

¯2(x) = D1e
−ik1x + D2e

ik1x −�
2 < x < �

2

¯3(x) = F eik2x x > �
2

�  ©«���¨âª k1 ¡�  k2 �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

k1 =
(

2mE

�h2

) 1
2

¡�  k2 =
(

2m(E − V )
�h2

) 1
2

�«�¤ §�¨ ¦®ã 3 ��¤ ¬§á¨®¦¬¤ ©à£�«å� � §¦¬ ¤� ¡ ¤¦ç¤«�  �§æ «� ��¥ á §¨¦ª
«� �¨ ©«�¨á, �  �¬«æ ¬§á¨®�  £æ¤¦ â¤�ª æ¨¦ª ©«�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©�. � 
�¥ ©é©� ª � � «�¤ ©¬¤â®� � «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ¯(x) ¡�  ¯′(x) ¦���¦ç¤ ©� â¤�
©ç©«�£� «�©©á¨à¤ �¥ ©é©�à¤ £� §â¤«� ��¤é©«¦¬ª. �¨å©¡¦¬£� « ª «â©©�¨ ª
©«���¨âª ©¬¤�¨«ã©�  «�ª F , §¦¬ £§¦¨�å ¤� �¨���å �§æ «�¤ ©¬¤�ã¡� ¡�¤¦¤ -
¡¦§¦å�©�ª.

� � « ª ©«���¨âª C1 ¡�  C2 �¨å©¡¦¬£�

C1 = Feik2�
[
©¬¤ (k1�)− 1

2
i

(
k2

k1
+

k1

k2

)
�£ (k1�)

]

C2 =
1
2
iF

(
k1

k2
− k2

k1

)
�£ (k1�)
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� § ��¤æ«�«� «�ª � â¢�¬©�ª �§æ «�¤ §�¨ ¦®ã 1 ©«�¤ §�¨ ¦®ã 3 �å¤� 

T =
|F |2
|C1|2 ==

4k2
1k2

2

4k2
1k2

2 + (k2
1 + k2

2)2 �£2 (k1�)

��¨�«ã¨�©�: �¢�©© ¡á, �æ©¦¤ � �¤â¨�� � «à¤ ©à£�« �åà¤ �å¤� 
£���¢ç«�¨� �§æ «¦ �¬¤�£ ¡æ, æ¢� «� ©à£á« � §�¨¤¦ç¤ ©«�¤ §�¨ ¦®ã 3 ¡� 
�¥�¡¦¢¦¬�¦ç¤ ¤� ¡ ¤¦ç¤«�  �§æ «� �¨ ©«�¨á §¨¦ª «� ��¥ á £� «�¤ å� � «�-
®ç«�«�. �«�¤ ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã ¬§á¨®¦¬¤ ©à£á« � §¦¬ �¤�¡¢é¤«�  �§æ «¦
�¬¤�£ ¡æ. �¢� «� ©à£�«å� � §�¨¤¦ç¤ ©«�¤ §�¨ ¦®ã 3, ��¢��ã � � â¢�¬©�
�å¤�  §¢ã¨�ª T = 1, æ«�¤ «¦ �£å«¦¤¦ «¦¬ §�¨�¤¦£�©«ã �å¤�  £��â¤. ��¢��ã

k1� = nπ =⇒ � = n
¢
2

n = 1, 2, . . .

�¦ ¢ �å¤�  «¦ �¤à©«æ £ã¡¦ª ¡ç£�«¦ª ¤«� �§¨¦¢å «à¤ ©à£�« �åà¤. �«�¤
§�¨å§«à©� �¬«ã ¢â£� æ«  â®¦¬£� ©¬¤«¦¤ ©£æ.

5.5 � �¨£¦¤ ¡æª «�¢�¤«à«ãª
��à¨¦ç£� â¤� ©à£�«å� ¦ §¦¬ ¡ ¤�å«�  ©� £å� � á©«�©� ¬§æ «�¤ �§å�¨�©�

«¦¬ §�¨��¦¢ ¡¦ç �¬¤�£ ¡¦ç

V (x) =
1
2
Dx2 =

1
2
mà2x2

..........................................................................................................................................................................................
............
...........
...........
..........
...........
.........
.........
..........
.........
.........
..........
.........
.........
.........

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ......
....

x.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........................V (x)

E

.

.

.

.

.

.
. . . . . . . . . ..

.

.

.

.

.

0−a a

�®ã£� 5.5
�¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã

� ©«���¨á à =
√

D/m ¦¤¦£á��«�  ¡¬¡¢ ¡ã ©¬®¤æ«�«� ¡�  � ©«���¨á
m �å¤�  � £á�� «¦¬ ©à£�« �å¦¬.
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�«¦ ©à£�«å� ¦ �©¡�å«�  £ � �ç¤�£� �§�¤�¦¨áª �¤á¢¦�� §¨¦ª «�¤ �§æ-
©«�©� �§æ «�¤ �â©�  ©¦¨¨¦§å�ª x = 0

F = −dV

dx
= −Dx

�¢�©© ¡á «¦ ©à£�«å� ¦ �¡«�¢�å �¨£¦¤ ¡âª «�¢�¤«é©� ª �ç¨à �§æ «¦ ©�£�å¦
 ©¦¨¨¦§å�ª x = 0.

�¦ �¬¤�£ ¡æ �¬«æ �å¤�  â¤� �§æ «� ¢å�� �¬¤�£ ¡á §¦¬ ¦  �¥ ©é©� ª
£§¦¨¦ç¤ ¤� ¢¬�¦ç¤ �¡¨ �éª. �¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã £§¦¨�å
¤� ®¨�© £¦§¦ ���å, ©�¤ £å� �¨® ¡ã §¨¦©â�� ©� � � §¦¢¢á §¨¦�¢ã£�«� ©«�
¦§¦å� â¤� ©à£á« ¦ �¡«�¢�å £ ¡¨âª «�¢�¤«é©� ª �ç¨à �§æ â¤� ©�£�å¦  ©¦¨-
¨¦§å�ª. �§å §¢â¦¤ � ©¬£§�¨ ¦¨á ¡á§¦ à¤ ¬© ¡é¤ ©¬©«�£á«à¤ £§¦¨�å ¤�
§�¨ �¨��å �¤ «� �¥ ©é©¦¬£� £� â¤� á§� ¨¦ §¢ã�¦ª �¨£¦¤ ¡é¤ «�¢�¤«à«é¤.
�¤� «â«¦ ¦ ©ç©«�£� �å¤�  � � §�¨á�� �£� «¦ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦.

�� ¢ç©¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã ¡�  ©« ª �ç¦ §�¨�-
©«á©� ª «�ª ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ãª.

5.6 ��¨á©«�©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨
� ¡¢�©© ¡ã ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã ©� £å�

� á©«�©� �å¤� 

H =
1

2m
p2 +

1
2
mà2x2

¡�  � �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ �å¤� 

− �h2

2m

∂2

dx2 ¯(x) +
1
2
mà2x2¯(x) = �¯(x)

�� ¢ç©¦¬£� ©«� ©¬¤â®� � «�¤ � �¦¨ ¡ã �¬«ã �¥å©à©�.
�á¤¦¬£� «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª

(5.5) ¥ =
1
x0

x ¢ =
2E

�hà
x0 =

(
�h

mà

)1/2

¡�  � �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ �¨á�«� 

(5.6)
d2¯(¥)

d¥2 +
(
¢− ¥2) ¯(¥) = 0
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�� �¥�«á©¦¬£� «�¤ ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª �¬«ãª � � £��á¢� ¥. � �¥å©à©�
� � ¥ → ±∞ �¨á�«� 

d2¯(¥)
d¥2 − ¥2¯(¥) = 0

¡�  â®�  ¢ç©� «�¤ ©¬¤á¨«�©�

¯(¥) = e±
1
2 ¥2

�§� �ã � ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ §¨â§�  ¤� £���¤å��«� ©«¦
á§� ¨¦, �¤ �â¢¦¬£� ¤�  ©®ç�  � ©®â©� ¡�¤¦¤ ¡¦§¦å�©�ª, �§¦¨¨å§«¦¬£� «�¤
��« ¡ã ¨å��. �§¦£â¤àª ¡�«�¢ã�¦¬£� ©«¦ ©¬£§â¨�©£� æ«  §¨â§�  ¤� �¤���-
«ã©¦¬£� ¢ç©� ª «�ª £¦¨ãª

¯(¥) = H(¥)e−
1
2 ¥2

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ ¢ç©� �¬«ã ©«�¤ �¥å©à©� (5.6) ¡�  §�å¨¤¦¬£� «�¤
§�¨�¡á«à � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� � � «�¤ ©¬¤á¨«�©� H(¥)

(5.7) H ′′(¥)− 2¥H ′(¥) + (¢− 1)H(¥) = 0

� �¥å©à©� �¬«ã �� ¢¬��å £� «�¤ £â�¦�¦ «à¤ ©� ¨é¤.
�¦ £��â¤ �å¤�  ¦£�¢æ ©�£�å¦. ��à¨¦ç£� àª ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª �¬«ãª

â¤� á�¨¦ ©£� «�ª £¦¨ãª

H(¥) =
∞∑

p=0

�p¥p

�¨� â®¦¬£�

H ′(¥) =
∞∑

p=1

p�p¥p−1 =
∞∑

p=0

(p + 1)�p+1¥p

H ′′(¥) =
∞∑

p=2

p(p− 1)�p¥p−2 =
∞∑

p=0

(p + 2)(p + 1)�p+2¥p

� ©á�¦¬£� « ª �¡¨á©� ª �¬«âª ©«�¤ �¥å©à©� ¡�  �¨á¦¤«�ª £��å «¦¬ª æ¨¦¬ª
£� «�¤ å� � �ç¤�£� «¦¬ ¥, �¨å©¡¦¬£�

∞∑
p=0

[(p + 2)(p + 1)�p+2 − 2p�p + (¢− 1)�p] ¥p = 0
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�§� �ã � §�¨�§á¤à ©®â©� �å¤�  £å� «�¬«æ«�«� àª §¨¦ª ¥, ¡á�� æ¨¦ª §¨â§� 
¤�  ©¦ç«�  £� «¦ £��â¤

(p + 2)(p + 1)�p+2 = (2p + 1− ¢)�p

� ¦§¦å� �å¤�  £å� �¤��¨¦£ ¡ã ©®â©� §¦¬ �å¤�  «¦¬ª ©¬¤«�¢�©«âª �p «¦¬ ��¨¦å-
©£�«¦ª

(5.8) �p+2 =
2p + 1− ¢

(p + 1)(p + 2)
�p

�§æ «¦ ¡¨ «ã¨ ¦ «¦¬ ¢æ�¦¬ �å¤�«�  �£â©àª æ«  � ©� ¨á �¬«ã ©¬�¡¢å¤� .

�«� ©¬¤â®� � �� �§¦¡¢�å©¦¬£� « ª £� §¦¢¬à¤¬£ ¡âª ¢ç©� ª, � æ«  ¦��-
�¦ç¤ ©� ¢ç©� ª §¦¬ ��¤ ©¬�¡¢å¤¦¬¤ ©«¦ á§� ¨¦. � � £��á¢�ª « £âª «¦¬ p �
§�¨�§á¤à �¤��¨¦£ ¡ã ©®â©� �å¤�«� 

�p+2 =
2
p

�p

� �¤��¨¦£ ¡ã �¬«ã ©®â©� �å¤�  � å� � £� �¬«ã §¦¬  ©®ç�  ¡�  � � «¦¬ª ©¬-
¤«�¢�©«âª «�ª ©� ¨áª

e¥2
=

∞∑

k=0,2,4,···

1
(k/2)!

¥k

�¨� �¤ ¬§¦�â©¦¬£� æ«  � ©¬¤á¨«�©� H(¥) �å¤�  £å� á§� ¨� ©� ¨á, «æ«� � �
£��á¢� ¥ ©¬£§�¨ â¨�«�  æ§àª ¡�  � ©¬¤á¨«�©� e¥2

¡�  á¨� � ¢ç©� «�ª
�¥å©à©�ª (5.6) «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ �å¤� 

¯(¥) = e¥2
e−

1
2 ¥2

= e
1
2 ¥2

� ©¬¤á¨«�©� �¬«ã §¨¦�¤éª ��¤ £§¦¨�å ¤� ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ ���å, �æ©¦¤
�§¦¡¢å¤�  ©«¦ á§� ¨¦. �§¦£â¤àª � ©¬¤�ã¡� ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ ã©�ª �§ �á¢¢�  ©«�¤
¢ç©� H(¥) ¤� �å¤�  â¤� §¦¢¬é¤¬£¦ àª §¨¦ª ¥. �¬«æ «¦ ©¬£§â¨�©£� �� £�ª
¦���ã©�  ©« ª  � ¦« £âª «�ª �¤�¨��å�ª.

�§¦�â«¦¬£� æ«  ¦ ©¬¤«�¢�©«ãª �n �å¤�  ¦ «�¢�¬«�å¦ª £� £���¤ ¡æª «�ª
©� ¨áª ¡�  æ«  �p = 0 � � p > n. �¨� �§æ «�¤ �¤��¨¦£ ¡ã �¥å©à©� «à¤
©¬¤«�¢�©«é¤ (5.8) �¨å©¡¦¬£�

¢ = 2n + 1
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�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ §�¨á£�«¨¦ ¢ �§æ « ª ©®â©� ª (5.5) æ§¦¬ �å®�£� �â©� 
¢ = 2E/�hà ¡�  ¡�«�¢ã�¦¬£� ©« ª  � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª

(5.9) �n =
(

n +
1
2

)
�hà n = 0, 1, 2, · · ·

�   � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª  ©�§â®¦¬¤

�n+1 − En = �hà n = 0, 1, 2, · · ·

�¦ �§¦«â¢�©£� � �â¨�  �§æ «�¤ ¬§æ��©� «¦¬ �¢�¤¡ ¦ ¦§¦å¦ª �å®� ¬§¦-
�â©�  æ«  � �¤â¨�� � «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã �å¤�  å©� £� �n = n�hà. �
�§ §¢â¦¤ æ¨¦ª ¦�å¢�«�  ©«�¤ �¨®ã «�ª �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª.

�¨á�£�«  � �¢á® ©«� �¤â¨�� � §¦¬ £§¦¨�å ¤� â®�  â¤�ª �¨£¦¤ ¡æª «�¢�-
¤«à«ãª �å¤�  �0 = 1

2�hà ¡�  æ®  £��â¤, æ§àª �§ «¨â§�  ¦ «ç§¦ª «¦¬ �¢�¤¡.
�§æ «�¤ â¡¨�©� «�ª �¤â¨�� �ª «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã, �¤â¨�� � å©� £�
«¦ £��â¤ ©�£�å¤�  æ«  p = 0 ¡�  x = 0. �¨� � �â©� ¡�  � ¦¨£ã �� £§¦¨¦ç©�¤
¤� £�«¨��¦ç¤ «�¬«æ®¨¦¤�, §¨á�£� �¤«å��«¦ §¨¦ª «�¤ �¨®ã «�ª ����� æ«�«�ª.

�� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «é¨� « ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª. � ©á-
�¦¬£� «�¤ ©®â©� ¢ = 2n + 1 ©«�¤ �¥å©à©� (5.7) ¡�  â®¦¬£�

H ′′ − 2¥H ′ + 2nH = 0

� �¥å©à©� �¬«ã �å¤�  � �¥å©à©� «¦¬ �¨£å« ¡�  â®�  ©�¤ ¢ç©� «� §¦¢¬é¤¬£�
«¦¬ �¨£å«. � �¤��¨¦£ ¡ã ©®â©� (5.8) � � ¢ = 2n + 1 �¨á�«� 

�p+2 =
2(p− n)

(p + 1)(p + 2)
�p

�¤ �â©¦¬£� �n = 2n â®¦¬£�

Hn(¥) = (2¥)n − n(n− 1)
1!

(2¥)n−2 +
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2!
(2¥)(n−4) − · · ·

=
[n/2]∑
s=0

(−1)s(2¥)n−2s n!
(n− 2s)!s!
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��¨�«�¨¦ç£� æ«  «� §¦¢¬é¤¬£� �¬«á �å¤�  £ � á¨« � ã §�¨ ««ã ©¬¤á¨-
«�©� «¦¬ ¥, �¤á¢¦�� £� «¦ n �æ©¦¤ ¬§á¨®¦¬¤ £æ¤¦ á¨« �ª ã £æ¤¦ §�¨ ««âª
�¬¤á£� ª ©«�¤ �¤á§«¬¥�. �¦ç«¦ ¦�å¢�«�  ©«¦ æ«  � �¬¤�£ ¡ã ©¬¤á¨«�©�
�å¤�  á¨« � ¡�  �§¦£â¤àª ¦  ¢ç©� ª §¨â§�  ¤� â®¦¬¤ ¦¨ ©£â¤� �¨« æ«�«�.

�� §¦¢¬é¤¬£� «¦¬ �¨£å« £§¦¨¦ç¤ �§å©�ª ¤� «��¦ç¤ £� «�¤ �¡æ¢¦¬��
£¦¨ã «¦¬ �¦¤«¨å�¡�ª

Hn(¥) = (−1)n
e¥2 dn

d¥n
e−¥2

�� §¦¢¬é¤¬£� «¦¬ �¨£å« �å¤�  ¦¨�¦�é¤ � ¡�  � ©®â©� ¦¨�¦�à¤ æ«�«�ª
�å¤�  ∫ ∞

−∞
Hn(¥)Hk(¥)e−¥2

d¥ = 2nn!
√

π�nk

�¬�¡�¤«¨é¤¦¬£� «â¢¦ª æ¢¦¬ª «¦¬ª æ¨¦¬ª ¡�  �¨å©¡¦¬£� æ« , � ¢ç©� «�ª
�¥å©à©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ � � «¦¤ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã �å¤� 

¯n(x) =
(

1
2nn!

√
πx0

)1/2

Hn

(
x

x0

)
exp

(
−1

2

(
x

x0

)2
)

�  §¨é«�ª «¨� ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  ¦  �¤«å©«¦ ®�ª  � ¦« £âª «¦¬ª �å¤� 

¯0= (x0
√

π)−1/2
exp

(
− 1

2
x2

x2
0

)
E0= 1

2�hà

¯1= (x02
√

π)−1/2
(

2 x
x0

)
exp

(
− 1

2
x2

x2
0

)
E1= 3

2�hà

¯2= (x08
√

π)−1/2
(

4x2

x2
0
− 2

)
exp

(
− 1

2
x2

x2
0

)
E2= 5

2�hà

� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� «�ª ��£�¢ é�¦¬ª ©«á�£�ª â®�  «�¤ ¡�¤¦¤ ¡ã £¦¨ã
�¡á¦¬ª §¦¬ æ§àª ¥â¨¦¬£� â®�  «�¤ �¢á® ©«� �¬¤�«ã ����� æ«�«�. �¦ §¢á«¦ª
«�ª ¡��¦¨å��«�  �§æ «¦ ®�¨�¡«�¨ ©« ¡æ £ã¡¦ª x0.

x0 =
√

�h
mà

=

√
�h√
mD

E0 =
1
2

�hà =
1
2

�h
√

D

m
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��¨�«�¨¦ç£� æ«  ©«¦ ¡¢�©© ¡æ æ¨ ¦, ��¢��ã æ«�¤ �h → 0 ã m →∞, «æ«� ¡� 
� �¤â¨�� � �¢¢á ¡�  «¦ ®�¨�¡«�¨ ©« ¡æ £ã¡¦ª x0 £���¤å�¦¤«�  ¡�  «¦ ©à£�-
«å� ¦ �å¤�  �§¦¢ç«àª �¤«¦§ ©£â¤¦ ©«¦¤ §¬�£â¤� «�ª §�¨��¦¢ãª. �¤á¢¦��ª
§�¨�«�¨ã©� ª £§¦¨¦ç£� ¤� ¡á¤¦¬£� ¡�  � � «�¤ ©«���¨á D. �©¦ £���¢é¤� 
«¦ D, «æ©¦ � §�¨��¦¢ã �å¤�«�  æ¢¦ ¡�  § ¦ ©«�¤ã. �«©  � ��£�¢ é��ª ©«á�£�
£���¢é¤�  ¡�  «¦ £ã¡¦ª �¤«¦§ ©£¦ç £ ¡¨�å¤� .

� §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª � � «¦¤ �¨£¦¤ ¡æ «�¢�¤«à«ã â®�  ©®�� �©«�å
©«¦ ©®ã£�. ��¨�«�¨¦ç£� æ«  ©«�¤ ��© ¡ã �¤�¨�� �¡ã ¡�«á©«�©� n = 0 �
§¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª ��¤ £���¤å��«�  £â©� ©«¦ �¬¤�£ ¡æ. � §¨é«� �¤�¨-
�� �¡ã ¡�«á©«�©� n = 1 â®�  £å� ¨å�� ©«¦ x = 0, � ��ç«�¨� n = 2 �ç¦
¨å��ª, � «¨å«� «¨� ª ¡.¢.§. �  ¨å��ª ¦�å¢¦¤«�  ©«¦¤ §¦¢¬à¤¬£ ¡æ §�¨á�¦¤«�
«�ª ¢ç©�ª, �¤é ¦ �¡��« ¡æª æ¨¦ª e−x2

£���¤å��  «�¤ §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª
©« ª ¡¢�©© ¡á �§��¦¨�¬£â¤�ª §�¨ ¦®âª, ©« ª §�¨ ¦®âª ��¢��ã £�¡¨ á �§æ «¦
£��â¤ â¥à �§æ «�¤ §�¨��¦¢ã.
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|¯0|2 n = 0

|¯1|2 n = 1

|¯2|2 n = 2

V (x)

0 x

E

↑
↓
↑
↓

�hà/2↑↓

�hà

�hà

�®ã£� 5.6
� §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª � � «¦¤ �¨£¦¤ ¡æ «�¢�¤«à«ã.

��¨�«ã¨�©�: ��à¨¦ç£� àª ��© ¡á � �¤ç©£�«� «¦¬ ®é¨¦¬ « ª ©¬-
¤�¨«ã©� ª ¯n «� ¦§¦å� ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� |n >, ��¢��ã

|n >≡ ¯n(x)

�� �á©� «� � �¤ç©£�«� �¬«á £§¦¨¦ç£� ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «� ©«¦ ®�å� £ã«¨�ª
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��¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡

«¦¬ «�¢�©«ã x. �®¦¬£�

xln = < l|x|n >=
∫ ∞

−∞
¯∗l (x) x ¯n(x)dx =

√
�h

πmà
2−(n+1)/2(n!)−1/2(l!)−1/2

∫ ∞

−∞
¥Hn(¥)Hl(¥)e−¥2

d¥

� §�¨�§á¤à ¦¢¦¡¢ã¨à©� �å¤� 

xln =
√

�h
2mà

(√
n�l,n−1 +

√
n + 1�l,n+1

)

�æ�à «�ª ¦¨�¦�à¤ æ«�«�ª «à¤ §¦¢¬é¤¬£à¤ «¦¬ �¨£å« «� £� £���¤ ¡á ©«¦ -
®�å� �å¤�  £æ¤¦ «� xn−1 n ¡�  xn+1 n. ��¤ ©®â©� �¬«ã �� �¨¦ç£� §á¢ , �§'
�¬��å�ª ¢ç¤¦¤«�ª «¦ §¨æ�¢�£� ©«�¤ §�¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡.

5.7 ��¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡
�� ¢ç©¦¬£� «é¨� «¦ §¨æ�¢�£� «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã ©«�¤ §�¨á-

©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡. �«�¤ §�¨á©«�©� �¬«ã �� �¨��©«¦ç£� àª �¥ãª:
�� �¨¦ç£� «¦¬ª «�¢�©«âª «�ª �â©�ª ¡�  «�ª ¦¨£ãª, ¢ç¤¦¤«�ª « ª �¤«å-

©«¦ ®�ª �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡ � � «¦¬ª «�¢�©«âª �¬«¦çª.
�  «�¢�©«âª �¬«¦å �� �¨��¦ç¤ ©� £¦¨ã £ã«¨�ª, àª §¨¦ª £å� �á©� §¦¬ ¦
«�¢�©«ãª «�ª �¤�¨��å�ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �å¤�  £å� � ��é¤ ¦ª £ã«¨�. �� � ��é-
¤ � ©«¦ ®�å� «�ª £ã«¨�ª «¦¬ «�¢�©«ã «�ª �¤â¨�� �ª �å¤�  ¡�  ¦  ��«¦ç£�¤�ª
 � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.

��à¨¦ç£� àª ��© ¡á � �¤ç©£�«� «�  � ¦� �¤ç©£�«� «¦¬ «�¢�©«ã H «�
¦§¦å� ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� «¦ ©ç£�¦¢¦ |n >

|0 >, |1 >, |2 >, · · · , |k >, · · ·

�� � �¤ç©£�«� �¬«á �å¤�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡á ¡�   ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ©®â©� §¢�¨æ-
«�«�ª. ��¢��ã  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

< k|n >= �kn

∞∑
n=0

|n >< n| = 1
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�� �á©� «� � �¤ç©£�«� �¬«á ¦ «�¢�©«ãª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ §�¨ ©«á¤�«� 
¬© ¡á �§æ £å� � ��é¤ � £ã«¨�. �� � ��é¤ � ©«¦ ®�å� «�ª £ã«¨�ª �¬«ãª,
�å¤�  ¦   � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª

Hkn =< k|H|n >= �kn�n

�å¤�  �¤à©«æ æ«  «� ©«¦ ®�å� £ã«¨�ª «�ª §�¨��é�¦¬, �¤æª ¬© ¡¦ç
£��â�¦¬ª, àª §¨¦ª £å� �á©� §¦¬ ¦ «�¢�©«ãª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �å¤�  £å� � ��é¤ ¦ª
£ã«¨�, �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

_Tkn =< k| _T |n >= iàknTkn æ§¦¬ àkn =
1
�h

(�k − �n)

�§¦�â©�£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª T ��¤ �¥�¨«á«�  �¤�¢¬« ¡á �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦. �¨á�-
£�«  �§æ «�¤ �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡, â®¦¬£�

_Tkn =< k| _T |n >=
i

�h
< k|[H,T ]|n >=

i

�h
(< k|HT |n > − < k|TH|n >) =

i

�h
(Ek − En) < k|T |n >= iàknTkn

� � ¤� �¨¦ç£� «�¤ ��ç«�¨� §�¨á�à�¦ «¦¬ «�¢�©«ã T ��¨£æ�¦¬£� �ç¦ ¦¨âª
«�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

�Tkn + à2
knTkn = 0

� å� � ©®â©�  ©®ç�  ¬© ¡á ¡�  � � «¦¤ «�¢�©«ã «�ª �â©�ª.

(5.10) �xkn + à2
knxkn = 0

� §�¨�§á¤à � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�  ©®ç�  � � ¦§¦ ¦�ã§¦«� �¬¤�£ ¡æ �¨¡�å �
®�£ ¢«¦¤ �¤ã ¤� â®�   � ¦« £âª ¡�   � ¦� �¤ç©£�«�.

�¡¦¢¦ç�àª �� �¨¦ç£� «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� «à¤ ©«¦ ®�åà¤ «�ª £ã«¨�ª
«¦¬ «�¢�©«ã «�ª �â©�ª xkn, ®¨�© £¦§¦ é¤«�ª «�¤ �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª «¦¬
«�¢�©«ã �¬«¦ç ©� �¬¤�£ ¡æ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã.

� «�¢�©«ãª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã �å¤� 

H =
1

2m
p2 +

1
2
mà2x2
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��¨á©«�©� «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡

�  �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�ª «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡ � � «¦¬ª «�¢�©«âª �¬«¦çª �å¤� 

_p =
i

�h
[H, p] = −mà2x

_x =
i

�h
[H,x] =

1
m

p

�  �¥ ©é©� ª �¬«âª �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª £� « ª �¥ ©é©� ª

(5.11) �x + à2x = 0 ¡�  p = m _x

�  ©®â©� ª �¬«âª ©� £¦¨ã £�«¨é¤ �¨á¦¤«� 

(5.12) �xkn + à2xkn = 0 ¡�  pkn = m _xkn

� ��ç«�¨� §�¨á�à�¦ª «¦¬ «�¢�©«ã «�ª �â©�ª  ¡�¤¦§¦ �å �§å©�ª ¡�  «�¤
©®â©� (5.10). �� ¨¦ç£� «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� �§æ «�¤ ©®â©� (5.10) ¡� 
�¨å©¡¦¬£� (

à2
kn − à2)xkn = 0

�§æ «�¤ §�¨�§á¤à  ©æ«�«� ©¬¤�§á��«�  æ«  «� ©«¦ ®�å� £ã«¨�ª «¦¬ «�¢�©«ã
x �å¤�  æ¢� £��â¤, �¡«æª �§æ �¡�å¤� � � «� ¦§¦å�  ©®ç�  � ©®â©�

à2
kn − à2 = 0

��à¨¦ç£� æ«  ¦  ©«á© £�ª ¡�«�©«á©� ª £� ©¬®¤æ«�«� ±à �å¤�  �¡�å¤�ª
§¦¬ �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©� £�«��á©� ª n → n ± 1. ��¢��ã ��à¨¦ç£� æ«  «� £�
£���¤ ¡á ©«¦ ®�å� àkn �å¤�  «� �¥ãª

(5.13) àn+1,n = àn,n−1 = +à àn−1,n = àn,n+1 = −à

�¨� «� £� £���¤ ¡á ©«¦ ®�å� «�ª £ã«¨�ª x �å¤�  «� ©«¦ ®�å�: xn±1,n.
�§¦�â«¦¬£� æ«  «�  � ¦� �¤ç©£�«� �å¤�  §¨��£�« ¡á ¡�  á¨� ¡�  «� ©«¦ -

®�å� £ã«¨�ª «¦¬ «�¢�©«ã x �å¤�  §¨��£�« ¡á. �§� �ã � £ã«¨� �å¤�  �§å §¢â¦¤
¡�  �¨£�« �¤ã  ©®ç�  � ©®â©�

xkn = xnk
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� � ¤� §¨¦®à¨ã©¦¬£� ©«¦¤ ¬§¦¢¦� ©£æ «à¤ £� £���¤ ¡é¤ ©«¦ ®�åà¤
«�ª £ã«¨�ª x, �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ ©®â©� �¤�¢¢��ãª «à¤ «�¢�©«é¤ «�ª
�â©�ª ¡�  «�ª ¦¨£ãª.

px− xp = −i�h

�§� �ã � ¦¨£ã �å¤�  �¤á¢¦�� «�ª «�®ç«�«�ª £� ©«���¨á �¤�¢¦�å�ª «�¤ £á��
��¢��ã p = m _x � ©®â©� �¤�¢¢��ãª �¨á�«� 

_xx− x _x = − i�h
m

�§æ £¦¨ã £�«¨é¤ � §�¨�§á¤à ©®â©� �¨á�«� 

( _xx)lk − (x _x)lk = − i�h
m

�lk

�¡«�¢¦ç£� «é¨� «¦¤ §¦¢¢�§¢�© �©£æ «à¤ £�«¨é¤ x ¡�  _x æ§àª �£�¤å�¦-
¤«�  ©«�¤ §�¨�§á¤à ©®â©�. �� «�¤ �¦ã�� � «�ª ©®â©�ª §¢�¨æ«�«�ª � � «�
� �¤ç©£�«� |n >, â®¦¬£�

( _xx)lk − (x _x)lk =< l| _xx|k > − < l|x _x|k >=< l| _xIx|k > − < l|xI _x|k >=

< l| _x
(∑

n

|n >< n|
)

x|k > − < l|x
(∑

n′
|n′ >< n′|

)
_x|k >=

∑
n

< l| _x|n >< n|x|k > −
∑

n′
< l|x|n′ >< n′| _x|k >= − i�h

m
�lk

� «�¢�¬«�å� �¥å©à©� �¨á�«� 

∑
n

_xlnxnk −
∑

n′
xln′ _xn′k = − i�h

m
�lk

�¢¢� «� ©«¦ ®�å� £ã«¨�ª «�ª §�¨��é�¦¬ «¦¬ «�¢�©«ã x �å¤¦¤«�  �§æ «�¤
©®â©�

_xln = iàlnxln

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «� ©«¦ ®�å� �¬«á ©«�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� ¡�  â®¦¬£�

i
∑

n

àlnxlnxnk − i
∑

n′
àn′kxln′xn′k = − i�h

m
�lk
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�§� �ã àlk = −àkl, æ§àª �å¤�«�  �ç¡¦¢� �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «à¤ ©«¦ ®�åà¤
�¬«é¤ ¡�  � � k = l, � §�¨�§á¤à ©®â©� �¨á�«� 

2i
∑

n

àknx2
kn = − i�h

m

�«¦ á�¨¦ ©£� �¬«æ æ¢¦  ¦  æ¨¦  �å¤�  £��â¤ �¡«æª �§æ �¡�å¤¦¬ª � � «¦¬ª
¦§¦å¦¬ª n = k + 1 ¡�  n = k − 1. �¨� «¦ §�¨�§á¤à á�¨¦ ©£� �å¤�«� 

2iàk,k+1x
2
k,k+1 + 2iàk,k−1x

2
k,k−1 = − i�h

m

�â¢¦ª ¢æ�à «à¤ ©®â©�à¤ (5.13) â®¦¬£�

x2
k,k+1 − x2

k,k−1 =
�h

2mà
� ©®â©� �¬«ã �å¤�  £å� �¤��¨¦£ ¡ã ©®â©� §¦¬ £�ª �å¤�  «� ©«¦ ®�å� «�ª

£ã«¨�ª «¦¬ «�¢�©«ã x. �§¦�â«¦¬£� æ«  x0,−1 = 0 ¡�  �â«¦¤«�ª � ��¦® ¡á
k = 0, 1, 2, · · · ©«�¤ ©®â©� �¬«ã §�å¨¤¦¬£�

xk,k+1 = xk+1,k =
√

k + 1
(

�h
2mà

)1/2

�¨� � £ã«¨� (x) «¦¬ «�¢�©«ã «�ª �â©�ª �å¤� 

(x) =
(

�h
2mà

)1/2




0
√

1 0 0 · · ·√
1 0

√
2 0 · · ·

0
√

2 0
√

3 · · ·
0 0

√
3 0 · · ·

. . . . .




�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «�¤ £ã«¨� (p) «¦¬ «�¢�©«ã «�ª ¦¨£ãª. �¨¦�¤éª
�§æ «�¤ ©®â©� p = m _x ©¬¤�§á��«�  æ« 

pkl = m _xkl = imàklxkl

� ©®â©� �¬«ã ©¬¤�§á��«�  æ«  æ¢� «� ©«¦ ®�å� «�ª £ã«¨�ª «¦¬ «�¢�©«ã «�ª
¦¨£ãª �å¤�  £��â¤, �¡«æª �§æ �¡�å¤� � � «� ¦§¦å� k = l± 1. � � «� ©«¦ ®�å�
�¬«á â®¦¬£�

pl±1,l = imàl+1,lxl+1,l = ±i
√

l + 1
(

1
2

�hmà
)1/2
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�§¦£â¤àª � £ã«¨� (p) �å¤� 

(p) = i

(
1
2

�hmà
)1/2




0 −√1 0 0 · · ·√
1 0 −√2 0 · · ·

0
√

2 0 −√3 · · ·
0 0

√
3 0 · · ·

. . . . .




�â¢¦ª � £ã«¨� «¦¬ «�¢�©«ã «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �¨å©¡¦¬£� æ«  �å¤� 

(H) =
1

2m
(p )2 +

1
2
mà2(x )2 =

�hà
2




1 0 0 0 · · ·
0 3 0 0 · · ·
0 0 5 0 · · ·
0 0 0 7 · · ·
. . . . .




��¢��ã £ � � ��é¤ ¦ª £ã«¨�. �� � ��é¤ � ©«¦ ®�å� «�ª £ã«¨�ª �¬«ãª �å¤¦¬¤
¡�  « ª  � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª.

�n = �hà(n +
1
2

) n = 0, 1, 2, 3, · · ·

5.8 �¢���¨ ¡ã £â�¦�¦ª
�«�¤ §�¨á�¨�¦ �¬«ã �� ¢ç©¦¬£� §á¢  «¦ å� ¦ §¨æ�¢�£� £� �¢���¨ ¡âª

£��æ�¦¬ª §¦¬ £�ª �§ «¨â§¦¬¤ ¤� �¨¦ç£� � á¦¨� ¬© ¡á £��â�� «�ª ¡��¤«¦-
£�®�¤ ¡ãª £� â¤� § ¦ ��¤ ¡æ «¨æ§¦.

�¨ ©£æª: �� «�¤ �¦ã�� � «à¤ «�¢�©«é¤ «�ª �â©�ª ¡�  «�ª ¦¨£ãª x
¡�  p ¦¨å�¦¬£� «¦¬ª �¡æ¢¦¬�¦¬ª �ç¦ «�¢�©«âª

a =
√

mà
2�h

(
x + i

1
mà

p

)
a+ =

√
mà
2�h

(
x− i

1
mà

p

)

§¦¬ ¦¤¦£á�¦¤«�  «�¢�©«âª �¥�á¤ ©�ª ¡�  ��£ ¦¬¨�å�ª.
�ç¤¦¬£� « ª §�¨�§á¤à �¨�££ ¡âª ©®â©� ª àª §¨¦ª p ¡�  q ¡�  �¨å©¡¦¬£�

(5.14) x =
√

�h
2mà

(a+ + a) p = i

√
�hmà

2
(a+ − a)
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�¢���¨ ¡ã £â�¦�¦ª

�  «�¢�©«âª �¬«¦å §¨¦�¤éª ��¤ �å¤�  �¨£�« �¤¦å ¡�  á¨� ��¤ �¤« ©«¦ -
®¦ç¤ ©� ¡�¤â¤� §�¨�«�¨ã© £¦ £â���¦ª. � £�«��â«�ª «à¤ �ç¦ �¬«é¤ «�¢�-
©«é¤, æ§àª £§¦¨�å �ç¡¦¢� ¤� �§¦�� ®«�å �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «¦¬ª, �å¤�  å©¦ª £�
«�¤ £¦¤á��

[a, a+] = aa+ − a+a = 1

�� «�¤ �¦ã�� � «à¤ «�¢�©«é¤ �¬«é¤ ¦¨å�¦¬£� â¤� ¤â¦ «�¢�©«ã

N = a+a

� «�¢�©«ãª � ¦¤¦£á��«�  �¨ �£�« ¡æª (number) «�¢�©«ãª ¡�  �å¤�  §¨¦�¤éª
�¨£�« �¤æª.

� «�¢�©«ãª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã £§¦¨�å ¤� �¡¨�©«�å
£� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ «�¢�©«ã �¬«¦ç. �§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� æ« 

(5.15) H =
1
2

�hà(aa+ + a+a) = �hà(N +
1
2

)

��à¨¦ç£� àª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ «�¢�©«ã N «� � �¤ç©£�«� |n > ¡� 
« ª �¤«å©«¦ ®�ª  � ¦« £âª « ª ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� n, ��¢��ã â®¦¬£�

N |n >= n|n > a+a|n >= n|n >

�� � �¤ç©£�«� |n > �å¤�  §¨¦�¤éª ¡�   � ¦� �¤ç©£�«� «¦¬ «�¢�©«ã H.
�«�¤ «�¢�¬«�å� �¥å©à©�  � ¦« £é¤ �§ �¨¦ç£� �§æ «� �¨ ©«�¨á «¦¤ «�¢�-

©«ã a+ ¡�  ¡�«æ§ ¤ «¦¤ «�¢�©«ã a. �®¦¬£� �¤« ©«¦å®àª

a+a+a|n >= na+|n > aa+a|n >= na|n >

�æ�à «à¤ ©®â©�à¤ �¤�¢¢��ãª «à¤ «�¢�©«é¤ a ¡�  a+ ¦  ©®â©� ª �¬«âª
�å¤¦¤«� 

a+ (
aa+ − 1

) |n >= na+|n > (a+a + 1)a|n >= na|n >

�� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ �¨ �£�« ¡¦ç «�¢�©«ã �¨á¦¬£�

Na+|n >= (n + 1)a+|n > Na|n >= (n− 1)a|n >

�  §�¨�§á¤à ©®â©� ª ©�£�å¤¦¬¤ æ«  «¦ � á¤¬©£� a+|n > �å¤�   � ¦� �-
¤ç©£� «¦¬ «�¢�©«ã N £�  � ¦« £ã n + 1 ¡�  «¦ � á¤¬©£� a|n > �å¤�  �§å©�ª
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 � ¦� á¤¬©£� «¦¬ «�¢�©«ã N £�  � ¦« £ã n− 1. ��  � ¦� �¤ç©£�«� æ£àª «¦¬
«�¢�©«ã N £�  � ¦« £âª n±1 «� ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� |n±1 >. �§¦£â¤àª â®¦¬£�

a+|n >= ¢1|n + 1 > a|n >= ¢2|n− 1 >

�  ©®â©� ª �¬«âª �å¤�  ¡�  ¦ ¢æ�¦ª §¦¬ ¦  «�¢�©«âª a+ ¡�  a ¦¤¦£á�¦¤«� 
«�¢�©«âª ��£ ¦¬¨�å�ª ¡�  �¥�á¤ ©�ª �¤« ©«¦å®àª.

�§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «à¤ «�¢�©«é¤ a ¡�  a+ £§¦¨¦ç£� �ç¡¦¢� ¤� ¬§¦¢¦-
�å©¦¬£� «�¤ §�¨á©«�©� «à¤ «�¢�©«é¤ �¬«é¤ ©� £¦¨ã £ã«¨�ª. �¤« ¡�� -
©«¦ç£� « ª £ã«¨�ª (x) ¡�  (p) ©« ª ©®â©� ª (5.14) §¦¬ ¦¨å©�£� «¦¬ «�¢�©«âª
�¬«¦çª ¡�  �¨å©¡¦¬£�

(a) =




0
√

1 0 0 · · ·
0 0

√
2 0 · · ·

0 0 0
√

3 · · ·
0 0 0 0 · · ·
. . . . .


 (a+) =




0 0 0 0 · · ·√
1 0 0 0 · · ·

0
√

2 0 0 · · ·
0 0

√
3 0 · · ·

. . . . .




�� £� £���¤ ¡á ©«¦ ®�å� «à¤ £�«¨é¤ a ¡�  a+ �å¤�  «� �¥ãª

an−1,n =< n− 1|a|n >=
√

n a+
n.n+1 =< n|a|n− 1 >=

√
n

�§æ « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª £§¦¨¦ç£� �ç¡¦¢� ¤� �¨¦ç£� « ª ©«���¨âª ¢1 ¡� 
¢2. �¨å©¡¦¬£�

(5.16) a+|n >=
√

n + 1|n + 1 > a|n >=
√

n|n− 1 >

�¤ £� n0 ©¬£�¦¢å©¦¬£� «�¤ £ ¡¨æ«�¨�  � ¦« £ã «¦¬ N £� �¤«å©«¦ ®¦
 � ¦� á¤¬©£� «¦ |0 > «æ«� ¦¨å�¦¬£� æ« 

(5.17) a|0 >= 0

�§¦£â¤àª §á¤à ©«¦ � á¤¬©£� �¬«æ ¦ �¨ �£�« ¡æª «�¢�©«ãª �å¤�  �§å©�ª «¦
£��â¤

N |0 >= 0

�¦ � á¤¬©£� |0 > ¦¤¦£á��«�  ��£�¢ é��ª ¡�«á©«�©� ¡�  �å¤�   � ¦� á¤¬©£�
«¦¬ «�¢�©«ã N £� «�¤ £ ¡¨æ«�¨�  � ¦« £ã «¦ n0 = 0.
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�¢���¨ ¡ã £â�¦�¦ª

�¤ �§ �¨á©¦¬£� � ��¦® ¡á ©«¦  � ¦� á¤¬©£� �¬«æ «¦¤ «�¢�©«ã a+ �¨å-
©¡¦¬£� æ¢� «� � �¤ç©£�«� |n >. �®¦¬£�

|n >= (n!)−1/2(a+)n|0 >

� «�¢�©«ãª N §�¨ ©«á¤�«�  �§æ «�¤ �¥ãª � ��é¤ � £ã«¨�.

(N) = (a+) (a) =




0 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 · · ·
0 0 2 0 · · ·
0 0 0 3 · · ·
. . . . .




æ§àª �å¤�«�  �£â©àª �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «¦¬ �¨ �£�« ¡¦ç «�¢�©«ã. �   � ¦« £âª
«¦¬ «�¢�©«ã N �å¤�  «� � ��é¤ � ©«¦ ®�å� «�ª §�¨�§á¤à £ã«¨�ª, ��¢��ã ¦ 
�¨ �£¦å 0, 1, 2, · · · . �   � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª, ¢æ�à «�ª ©®â©�ª (5.15),
�å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ã�� �¤à©«ã ©®â©�

�n = (2n + 1)�hà/2

��¨�«ã¨�©�: �¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� ¯n(x) «� � �¤ç©£�«� |n > «æ«�
� ©®â©� (5.17) �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «¦¬ «�¢�©«ã «�ª �¥�á¤ ©�ª �¨á�«� 

(
x + i

p

mà

)
¯0(x) = 0

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «¦¬ª «�¢�©«âª «�ª �â©�ª ¡�  «�ª ¦¨£ãª ¡�  §�å¨¤¦¬£� «�¤
� �¦¨ ¡ã �¥å©à©� (

x− �h
mà

d

dx

)
¯0(x) = 0

� §�¨�§á¤à �¥å©à©� â®�  ¢ç©� «�¤ ©¬¤á¨«�©�

¯0(x) = c0 exp

{
−1

2

(
x

x0

)2
}

x0 =
(

�h
mà

)1/2

� ©¬¤á¨«�©� �¬«ã �å¤�  � ã�� �¤à©«ã ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨
� � «�¤ ��£�¢ é�� ¡�«á©«�©� «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã.
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�¡¦¢¦ç�àª � ©®â©� (5.16) � � n = 1 �å¤�  «�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¯1.

a|1 >= |0 > =⇒
(

x− x2
0

d

dx

)
¯1(x) = ¯0(x)

� ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª �¬«ãª �å¤�  � �¥ãª

¯1(x) = c1

(
2

x

x0

)
exp

{
−1

2

(
x

x0

)2
}

�  ©«���¨âª ¬§¦¢¦�å�¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©� ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ ã©�ª.
�� «¦¤ «¨æ§¦ �¬«æ � � n = 2, 3, · · · £§¦¨¦ç£� ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� ¡�  « ª

¬§æ¢¦ §�ª ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª, â¤� �§¦«â¢�©£� ã�� �¤à©«æ �§æ «�¤ §�¨á-
©«�©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨.

�  �ç¦ §�¨�©«á©� ª �å¤�  §¨á�£�«   ©¦�ç¤�£�ª.

5.9 �ç£à¤�ª ¡�«�©«á©� ª
�¨ ©£æª: �ç£à¤�ª (coherent) ¡�«�©«á©� ª ¦¤¦£á�¦¬£� «�  � ¦� �-

¤ç©£�«� «¦¬ «�¢�©«ã «�ª �¥�á¤ ©�ª. �¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� |a > «�  � ¦� �-
¤ç©£�«� �¬«á â®¦¬£�

(5.18) a|a >= �|a >

�� �¤�¢ç©¦¬£� «é¨� «�  � ¦� �¤ç©£�«� �¬«á £� �á©� «�  � ¦� �¤ç©£�«�
«¦¬ «�¢�©«ã «�ª �¤â¨�� �ª |n >. �®¦¬£�

|a >=
∞∑

n=0

Cn(�)|n >=
∞∑

n=0

|n >< n|a >

� ©á�¦¬£� «�¤ ©®â©� �¬«ã ©«�¤ ©®â©� «¦¬ ¦¨ ©£¦ç ¡�  �¨å©¡¦¬£�

a|a >=
∞∑

n=0

Cn(�)a|n >=
∞∑

n=1

Cn(�)
√

n|n− 1 >=
∞∑

n=0

Cn+1(�)
√

n + 1|n >

�¦¢¢�§¢�© á�¦¬£� «�¤ ©®â©� �¬«ã �§æ «� �¨ ©«�¨á £� «¦ � á¤¬©£� < m|
¡�  �§� �ã «� � �¤ç©£�«� |n > �§¦«�¢¦ç¤ £å� ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡ã �á©�, ��¢��ã
< m|n >= �mn, �¨å©¡¦¬£�

�Cn(�) = Cn+1(�)
√

n + 1
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� ©®â©� �¬«ã �å¤�  £å� �§¢ã �¤��à� ¡ã ©®â©� §¦¬ �å¤�  «¦ Cn ©¬¤�¨«ã©� 
«¦¬ C0. �¨å©¡¦¬£� «�¢ ¡á

Cn(�) =
�n

√
n!

C0

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «¦ C0 â«©  é©«� ¦  ©ç£à¤�ª ¡�«�©«á©� ª ¤�
�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ �£â¤�ª ©«�¤ £¦¤á��. � ¬§¦¢¦� ©£æª �å¤�«�  àª �¥ãª

< a|a >= |C0|2
∞∑

n=0

∞∑
m=0

�∗m�n

√
n!m!

< m|n >= |C0|2
∞∑

n=0

(|�|2)n

n!
=

= |C0|2e|�|
2

= 1 =⇒ |C0| = e−
1
2 |�|2

�§¦¨¦ç£� «�¢ ¡á ¤� �¨á¯¦¬£� «¦ � á¤¬©£� |a > ©�¤ �¨�££ ¡æ ©¬¤�¬�-
©£æ «à¤ ��© ¡é¤ � �¤¬©£á«à¤ |n >. � ��«¦ç£�¤� �¤á§«¬¥� �å¤�  � �¥ãª

|a >= e−
1
2 |�|2

∞∑
n=0

�n

√
n!
|n >

��¨�«ã¨�©�: �  ©ç£à¤�ª ¡�«�©«á©� ª ��¤ �å¤�  ¦¨�¦�é¤ �ª ��¢��ã
< b|a >6= 0. �¤« �â«àª �¨å©¡¦¬£� æ«   ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ©®â©�

< b|a >= e−
1
2 |�|2

∞∑
n=0

�n

√
n!

e−
1
2 |�|2

∞∑
m=0

�∗m

√
m!

< n|m >=

e−
1
2 |�|2e−

1
2 |�|2

∞∑
m=0

�m�∗m

m!
= e−

1
2 (|�|2+|�|2)+��∗

�å¤�  æ£àª §¦¢ç ®¨ã© £�ª ©� §¨¦�¢ã£�«� �¡« ¤¦�¦¢å�ª. �§ §¢â¦¤ §�¨¦¬© á-
�¦¬¤ «�¤ �¢á® ©«� �¬¤�«ã ����� æ«�«�. �  ¡�«�©«á©� ª �¬«âª « á®¤¦¬¤ â¤�
§¢ã¨�ª ©ç¤¦¢¦. �á�� � á¤¬©£� �¤�§«ç©©�«�  ©�¤ �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª
«à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ �¬«é¤, æ£àª ¦ «¨æ§¦ª «�ª �¤á§«¬¥�ª ��¤ �å¤�  £¦¤�� ¡æª.

� ©®â©� §¢�¨æ«�«�ª �¨á�«� 
∫
|a >< a|d

2�
π

= 1

� ¦¢¦¡¢ã¨à©� �å¤�«�  ©«¦ £ ��� ¡æ �§å§��¦.
�¤� «â«¦ ¦ ©ç¤¦¢¦ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ¦¤¦£á��«�  ¬§�¨§¢ã¨�ª.
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�©¡ã©� ª

�©¡ã©� ª

′�©¡�©� 5.1

�¤� ©à£�«å� ¦ �å¤�  �â©£ ¦ ©� â¤� §��á�  �¬¤�£ ¡¦ç £� á§� ¨� «¦ ®é-
£�«�

V (x) = 0 � � − �
2

< x <
�
2

¡�  V
(
±�

2

)
= ∞

�� �¨��¦ç¤ ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  ¦   � ¦« £âª «�ª �¤�¨��å�ª «¦¬.
�ç©�: �¨¦�¤éª «¦ ©à£á« ¦ �å¤�  �â©£ ¦ ¡�  �§¦£â¤àª â®¦¬£�

¡�á¤«à©� ©«�¤ �¤â¨�� �. � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�  £� £���¤ ¡ã £æ¤¦ ©«¦
� á©«�£� −�/2 < x < �/2 �¤é â¥à �§æ «¦ � á©«�£� �¬«æ �å¤�  £��â¤. �«�
æ¨ � «¦¬ � �©«ã£�«¦ª � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�  �§å©�ª £��â¤ â«©  é©«� ¤�
�å¤�  ©¬¤�®ãª ©� æ¢¦ «¦ � á©«�£�. �¨� � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�  ¢ç©� «�ª
�¥å©à©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨

− �h2

2m

∂2

∂x2 ¯x = E¯(x)

§¦¬  ¡�¤¦§¦ �å ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª

¯(−�
2

) = ¯(
�
2

) = 0

� ��¤ ¡ã ¢ç©� «�ª � �¦¨ ¡ãª �¥å©à©�ª �å¤�  «�ª £¦¨ãª

¯(x) = A ©¬¤ (kx) + B �£ (kx) E =
�h2k2

2m

�� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «é¨� « ª ©«���¨âª é©«� ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤«�  ¦  ¦¨ �¡âª
©¬¤�ã¡�ª. �®¦¬£� « ª �¥ ©é©� ª

¯(−�
2

) = A ©¬¤
(
−k

�
2

)
+ B �£

(
−k

�
2

)
=A ©¬¤

(
k

�
2

)
−B �£

(
k

�
2

)
= 0

¯(
�
2

) =A ©¬¤
(
k

�
2

)
+ B �£

(
k

�
2

)
= 0
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§¦¬ �å¤�  â¤� ¦£¦��¤âª ©ç©«�£� �ç¦ �¥ ©é©�à¤ £� �ç¦ ��¤é©«¦¬ª «� � ¡� 
�. �¦ ©ç©«�£� â®�  £� £���¤ ¡ã ¢ç©� �¤ � ¦¨å�¦¬©� «à¤ ©¬¤«�¢�©«é¤ «à¤
��¤é©«à¤ �å¤�  £��â¤ ��¢��ã

∣∣∣∣
©¬¤

(
k �

2

) − �£
(
k �

2

)
©¬¤

(
k �

2

)
�£

(
k �

2

)
∣∣∣∣ = 2 ©¬¤

(
k

�
2

)
�£

(
k

�
2

)
= 0

�§¦£â¤àª ¦   � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª �å¤�  ¢ç©� ª «à¤ �¥ ©é©�à¤

�) ©¬¤
(
k

�
2

)
= 0 ã �) �£

(
k

�
2

)
= 0

�  «�¢�¬«�å�ª �¥ ©é©� ª �å¤¦¬¤ « ª �¤�¨�� �¡âª ¡�«�©«á©� ª «¦¬ ©¬©«ã-
£�«¦ª. �®¦¬£� ©¬¤�§éª �ç¦ ¦£á��ª ¢ç©�à¤. � §¨é«� �¥å©à©� �å¤�  «�¤
¢ç©� B = 0 ¡�  � 6= 0 «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ¡�  � ��ç«�¨� �¥å©à©� «�¤ ¢ç©�
� 6= 0 ¡�  � = 0.

� � «�¤ §¨é«� ¢ç©� �¨å©¡¦¬£� «�ª �¡æ¢¦¬��ª  � ¦« £âª

k
�
2

= nπ +
π

2
=⇒ k =

π

�
(2n + 1) n = 0, 1, 2, 3, · · ·

�   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª �å¤� 

¯n(x) = � ©¬¤ (knx)

�  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª �å¤�  á¨« �ª. � ©«���¨á � ¬§¦¢¦�å��«�  �§æ «�¤ ©¬¤-
�ã¡� ¡�¤¦¤ ¡¦§¦å�©�ª. �¨å©¡¦¬£�

1 =
∫ �/2

−�/2
¯∗n¯ndx = |A|2

∫ �/2

−�/2
©¬¤2 (knx)dx = |�|2 �

2
=⇒ |�| =

√
2
�

� � «�¤ ��ç«�¨� ¢ç©� �¨å©¡¦¬£� «�ª �¡æ¢¦¬��ª  � ¦« £âª

k
�
2

= nπ =⇒ k =
π

�
(2n) n = 1, 2, 3, · · ·

�   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª �å¤� 

¯n(x) = � �£ (knx)

216



�©¡ã©� ª

�  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª �å¤�  §�¨ ««âª. � ©«���¨á � ¬§¦¢¦�å��«�  �§æ «�¤
©¬¤�ã¡� ¡�¤¦¤ ¡¦§¦å�©�ª. �¨å©¡¦¬£�

1 =
∫ �/2

−�/2
¯∗n¯ndx = |�|2

∫ �/2

−�/2
�£2 (knx)dx = |�|2 �

2
=⇒ |�| =

√
2
�

� «�¢ ¡ã â¡¨�©� «à¤  � ¦©¬¤�¨«ã©�à¤ ¡�  «à¤  � ¦« £é¤ «�ª �¤â¨�� �ª
�å¤�  ©¬¤�§éª

¯n =
√

2
� ©¬¤

(
(2n + 1)πx

�

)
�n = �h2π2

2m�2 (2n + 1)2 n = 0, 1, 2, · · ·
¯n =

√
2
� �£

(
(2n)πx

�

)
�n = �h2π2

2m�2 (2n)2 n = 1, 2, · · ·

′�©¡�©� 5.2

�� �¨��¦ç¤ ¦  �¤�¨�� �¡âª ¡�«�©«á©� ª � � â¤� ©à£á« ¦ §¦¬ ¡ ¤�å«� 
£� �¤â¨�� � E < V1 �§æ «� �¨ ©«�¨á §¨¦ª «� ��¥ á ©«¦ §�¨�¡á«à �¬¤�£ ¡æ

V (x) =

{
V1 x < 0
0 0 < x < a
V2 a > x

�¦ §¨æ�¢�£� £§¦¨�å ¤� ¢¬��å ¡�  ©« ª §�¨ §«é©� ª §¦¬ � �¤â¨�� � â®� 
« £âª V2 > E > V1 ¡�  e > v2. �¦ ©à£á« ¦ ©« ª §�¨ §«é©� ª �¬«âª ��¤ �å¤� 
�â©£ ¦. �  ¡�«�©«á©� ª �å¤�  ¡�«�©«á©� ª «�ª ©¡â��©�ª ¡�  ¦   � ¦« £âª «�ª
�¤â¨�� �ª ��¤ �å¤�  ¡��¤« ©£â¤�ª.

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ......
....

x.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............................V (x)

................................................................................................................................................................................................................................................................................
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
...............................................................................................................................

V1

V2

0 a

�®ã£� 5.7
� �¨� ¡ã §�¨á©«�©� «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç

�ç©�: �§� �ã E < V1 «¦ ©à£á« ¦ �å¤�  �â©£ ¦ ©«¦ �¬¤�£ ¡æ. �
¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� £â©� ©«¦ §��á�  ©«�¤ §�¨ ¦®ã 0 < x < a �å¤�  â¤� ¡ç£�
«�ª £¦¨ãª

¯2(x) = c2 �£ (kx + �) k =
√

2mE

�h
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�¥à �§æ «¦ §��á�  � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�  �¡��« ¡ãª £¦¨ãª. �§� �ã �§å
§¢â¦¤ §¨â§�  ¤� £���¤å��«�  � � x → ±∞ ©«�¤ §�¨ ¦®ã x < 0 �å¤� 

¯1(x) = c1e
k1x k1 =

√
2m(V1 − E)/�h

¡�  ©«�¤ §�¨ ¦®ã x > a �å¤� 

¯3(x) = c3e
−k3x k3 =

√
2m(V2 − E)/�h

� ©¬¤á¨«�©� ¡�  � §�¨��à�æª «�ª §¨â§�  ¤� �å¤�  ©¬¤�®�åª. �  ©¬¤�ã¡�ª
©¬¤�®�å�ª ©«¦ ©�£�å¦ 0 �å¤¦¬¤ « ª �¥ ©é©� ª

¯1(0) = ¯2(0) =⇒ c1 = c2 �£ �
¯′1(0) = ¯′2(0) =⇒ k1c1 = kc2 ©¬¤ �

�  ©¬¤�ã¡�ª ©¬¤�®�å�ª ©«¦ ©�£�å¦ a �å¤¦¬¤ « ª �¥ ©é©� ª

¯2(0) = ¯3(0) =⇒ c2 �£ (ka + �) = c1e
ik1a

¯′2(0) = ¯′3(0) =⇒ kc2 ©¬¤ (ka + �) = −k2c3e
−ik2a

� � ¨¦ç£� « ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª ¡�«á £â¢� ¡�  �¨å©¡¦¬£�. �«¦ ©�£�å¦ 0

¯′2
¯2

=
¯′1
¯1

=⇒ k © � = k1

¡�  ©«¦ ©�£�å¦ a

¯′2
¯2

=
¯′1
¯1

=⇒ k © (ka + �) = −k2

�§¦£â¤àª � � ¤� �å¤�  ©¬¤�®ãª � ©¬¤á¨«�©� ©«� ©�£�å� 0 ¡�  a §¨â§�  ¤�
 ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

© � =
k1

k
=

√
(V1 − E)

E
=⇒ �£ � =

1√
1 + ©2 �

=
√

E

V1

© (ka + �) =
k2

k
=

√
(V2 − E)

E
=⇒ �£ (ak + �) = −

√
E

V2
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�§æ « ª �ç¦ �¬«âª �¥ ©é©� ª �� �§�¢�å¯¦¬£� «�¤ ©«���¨ã � ¡�  �� �¨¦ç£�
«�¤ �¥å©à©� §¦¬ �å¤�  « ª �¤�¨�� �¡âª ¡�«�©«á©� ª.

�£

[
ak + �£−1

(√
E

V1

)]
= −

√
E

V2
=⇒

a

√
2mE

�h2 = nπ − �£−1

(√
E

V2

)
− �£−1

(√
E

V1

)
n = 1, 2, · · ·

��¤ �� §¨¦®à¨ã©¦¬£� ©«�¤ � �¨�ç¤�©� «�ª §�¨�§á¤à �¥å©à©�ª  � ¦« £é¤.
��£� é¤¦¬£� £æ¤¦ æ«  � � V1 6= V2 � �¥å©à©� �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� £�¤ â®�  ¡�£å�
¢ç©� �¤ � �¢â¥¦¬£� «¦ a �¨¡�«á £ ¡¨æ. � � V1 = V2 � �¥å©à©�  � ¦« £é¤
â®�  §á¤«� £å� ¢ç©�.

′�©¡�©� 5.3

�� ¢¬��å «¦ §¨æ�¢�£� «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã ©«�¤ p− §�¨á©«�©�
¡�  ¤� �¨���å � §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª «�ª ¦¨£ãª.

�ç©�: � ¡¢�©© ¡ã ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ � � «¦¤ �¨£¦¤ ¡æ «�¢�-
¤«à«ã �å¤� 

H =
p2

2m
+

1
2
mà2x2

� «�¢�©«ãª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ ©«�¤ p− §�¨á©«�©� �¨å©¡�«�  �§æ «�¤ ¡¢�©© ¡ã
�¬«ã ©¬¤á¨«�©� �¤ �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� «� p ¡�  x £� «¦¬ �¡æ¢¦¬�¦¬ª «�¢�©«âª

p = p x = i�h
∂

∂p

�¨å©¡¦¬£�

H =
p2

2m
− 1

2
mà2 ∂2

∂p2

�¨á¦¬£� «é¨� «�¤ �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨

p2

2m
(p)− 1

2
mà2 ∂2

∂p2 (p) = E(p) =⇒

d2

dp2 (p) +
2

mà2�h2

(
E − p2

2m

)
(p) = 0
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�� ¡á¤¦¬£� «é¨� «¦¬ª §�¨�¡á«à �§¢¦çª £�«�©®�£�« ©£¦çª

¥ =
1
p0

p ¢ =
2E

�hà
p0 =

√
mà�h

¡�  � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� �å¤�«� 

d2

d¥2 (¥) +
(
¢− ¥2) (¥) = 0

� � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� �å¤�  å� � £� «�¤ �¤«å©«¦ ®� ©«�¤ q− §�¨á©«�©�
©®â©� (5.6) ¡�  â®�  «�¤ ¢ç©�

n(x) =
(

1
2nn!

√
πp0

)1/2

Hn

(
p

p0

)
exp

(
−1

2

(
p

p0

)2
)

��¤ å� � ¢ç©� £§¦¨¦ç£� ¤� �¨¦ç£� �¤ §á¨¦¬£� «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ �¦¬¨ â
«�ª ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©�ª ¯(x, t).

′�©¡�©� 5.4

�� �¨�¦ç¤ ¡�  ¤� ¢¬�¦ç¤ ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª «à¤ «�¢�©«é¤ ��-
£ ¦¬¨�å�ª ¡�  �¥�á¤ ©�ª, «�ª �â©�ª ¡�  «�ª ¦¨£ãª £â©� ©� �¬¤�£ ¡æ �¨£¦-
¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã

�ç©�: �  �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª �å¤�  ¦  �¥ ©é©� ª «¦¬ �á ��¤£§�¨�¡
§¦¬ ©«�¤ §�¨å§«à©� «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã �å¤¦¬¤

i�h
da

dt
= [a,H] =

[
a,

�hà
2

(aa+ + a+a)
]

=
�hà
2

a[a, a+] +
�hà
2

[a, a+]a = �hà

�� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ �¨å©¡¦¬£� «�¤ �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª «¦¬ «�¢�©«ã a+.

i�h
da+

dt
= [a+,H] =

[
a+,

�hà
2

(aa+ + a+a)
]

=

�hà
2

[a+, a]a+ +
�hà
2

a+[a+, a] = −�hà
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�§¦£â¤àª ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª �å¤� 

i
da(t)
dt

− àa(t) = 0 i
da+(t)

dt
+ àa+(t) = 0

�  §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª ¢ç¤¦¤«�  �ç¡¦¢� ¡�  �å¤¦¬¤

a(t) = a0e
−iàt a+(t) = a+

0 eiàt

æ§¦¬ a0 ¡�  a+
0 ¦  �¨® ¡âª « £âª «à¤ «�¢�©«é¤ �¬«é¤.

� � « ª �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª «à¤ «�¢�©«é¤ «�ª �â©�ª ¡�  «�ª ¦¨£ãª ��
�¨��©«¦ç£� £� «¦¤ å� ¦ «¨æ§¦. �®¦¬£�

i�h
dp

dt
= [p, H] =

[
p,

1
2m

p2 +
1
2
mà2q2

]
=

1
2
mà2[p, q2] =

1
2
mà2(−2i�h)q = −i�hmà2q

i�h
dq

dt
= [q,H] =

[
q,

1
2m

p2 +
1
2
mà2q2

]
=

1
2m

[q, p2] =
1

2m
2i�hp = i�h

1
m

p

�§¦£â¤àª ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª � � «¦¬ª «�¢�©«âª «�ª �â©�ª ¡�  «�ª
¦¨£ãª £â©� ©� �¬¤�£ ¡æ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã �å¤� 

dp

dt
= mà2q

dq

dt
=

1
m

p

� � ¤� ¢ç©¦¬£� « ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª §�¨��à�å�¦¬£� «�¤ §¨é«� �¥å©à©�
á¢¢� £ � ¦¨á ¡�  £� «�¤ �¦ã�� � «�ª ��ç«�¨�ª �¨å©¡¦¬£�

d2p

dt2
= −mà2 dq

dt
= −mà2 1

m
p = −à2p

�¤ §�¨��à�å©¦¬£� «�¤ ��ç«�¨� £ � �¡æ£� ¦¨á ¡�  �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� «¦
dp/dt �§æ «�¤ §¨é«� �¨å©¡¦¬£�

d2q

dt2
=

1
m

dp

dt
= − 1

m
mà2p = −à2q
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�§¦£â¤àª ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª £� « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª �å¤� 

�p + à2p = 0 �q + à2q = 0 p(0) = p0 q(0) = q0

�  �¥ ©é©� ª �¬«âª �å¤�  æ£¦ �ª £� « ª ¡¢�©© ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª £æ¤¦
§¦¬ ��é «� p(t) ¡�  q(t) �å¤�  «�¢�©«âª. �  ¢ç©� ª «à¤ �¥ ©é©�à¤ �¬«é¤ �å¤� 

q(t) = q0 ©¬¤ (àt) +
1

mà
p0 �£ (àt) p(t) = p0 ©¬¤ (àt)−màq0 �£ (àt)

�§æ « ª §�¨�§á¤à ¢ç©� ª �å¤�«�  �£â©àª æ«  ¦  £â©�ª « £âª «�ª �â©�ª ¡� 
«�ª ¦¨£ãª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ¡¢�©© ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª

〈q〉 (t) = 〈q〉0 ©¬¤ (àt) +
1

mà
〈p〉0 �£ (àt)

〈p〉 (t) = 〈p〉0 ©¬¤ (àt)−mà 〈q〉0 �£ (àt)
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��á¢� ¦ 6

��¤«¨ ¡á �¬¤�£ ¡á

�¦ ¡�á¢� ¦ �¬«æ �� £�¢�«ã©¦¬£� «�¤ ©«¨¦-
¦¨£ã ¡�  «¦ ©§ ¤, ¡�  �� ¢ç©¦¬£� «¦ §¨æ-
�¢�£� «¦¬ �«æ£¦¬ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬.

6.1 �  «�¢�©«âª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª
�¢�©© ¡á � ©«¨¦¦¨£ã �¤æª ©à£�« �å¦¬ ¦¨å��«�  �§æ «¦ �¥à«�¨ ¡æ � -

¤æ£�¤¦
~L = ~r × ~p

�«¦ ¡�á¢� ¦ �¬«æ �� ©¬£�¦¢å©¦¬£� «� � �¤ç©£�«� «�ª �â©�ª ¡�  «�ª ¦¨£ãª
£� «¦¬ª ��å¡«�ª (1, 2, 3). �«©  é©«� ¦  � á¦¨�ª ©®â©� ª ¤� ���å¤¦¬¤ �§æ £å�
£� ¡¬¡¢ ¡ã �¤�¢¢��ã «à¤ �� ¡«é¤.

~r = (x1, x2, x3) ~p = (p1, p2, p3)

�  «¨� ª ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª �å¤� 

L1 = x2p3 − x3p2 L2 = x3p1 − x1p3 L3 = x1p2 − x2p1

�  «�¢�©«âª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª �¡¨á�¦¤«�  ©� � �¦¨ ¡ã £¦¨ã �§æ «�¤
©®â©�

~L = −i�h~r × ~∇
�¤�¢¬« ¡á â®¦¬£�

L1 = −i�h
(

x2
∂

∂x3
− x3

∂

∂x2

)
L2 = −i�h

(
x3

∂

∂x1
− x1

∂

∂x3

)
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L3 = −i�h
(

x1
∂

∂x2
− x2

∂

∂x1

)

�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  ¦  ©®â©� ª «�ª �¤« £�«á��©�ª «à¤ «�¢�©«é¤ «�ª ©«¨¦¦¨-
£ãª �å¤� 

[L1, L2] = i�hL3 [L2, L3] = i�hL1 [L3, L1] = i�hL2

�  «¨� ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª �¨á¦¤«�  ©¬¤¦§« ¡á

[Lk, Ll] = i�h�klmLm (k, l,m) = (1, 2, 3)

æ§¦¬ �¤¤¦�å«�  æ«  �å¤�«�  á�¨¦ ©� àª §¨¦ª ¡á�� �§�¤�¢�£��¤æ£�¤¦ ��å¡«�.
�¦ ©ç£�¦¢¦ �ijk «¦¬ ���å-�©å� «� §�å¨¤�  «�ª « £âª ±1 ¡�  0 àª �¥ãª

�123 = �231 = �312 = +1 �321 = �132 = �213 = −1

¡�  «�¤ « £ã 0 ©� æ¢�ª « ª á¢¢�ª §�¨ §«é©� ª.
�¨å�¦¬£� «¦¤ «�¢�©«ã «�ª ¦¢ ¡ãª ©«¨¦¦¨£ãª �§æ «�¤ ©®â©�

L2 = L2
1 + L2

2 + L2
3

� «�¢�©«ãª �¬«æª �¤�¢¢á©©�«�  £� æ¢�ª « ª ©¬¤ ©«é©�ª « ª ©«¨¦¦¨£ãª

[L2, Lj ] = 0 j = 1, 2, 3

�¨á�£�«  � � «�¤ ©¬¤ ©«é©� L1 � � §�¨á�� �£� â®¦¬£�

[L2, L1] = [L2
1, L1] + [L2

2, L1] + [L2
3, L1] = L2[L2, L1] + [L2, L1]L2+

+L3[L3, L1] + [L3, L1]L3 = i�hL2L3 + i�hL3L2 − i�hL3L2 − i�hL2L3 = 0

� �§æ�� ¥� � � « ª á¢¢�ª ©¬¤ ©«é©�ª �å¤�«�  £� ¡¬¡¢ ¡ã �¤�¢¢��ã «à¤ �� -
¡«é¤.

�§æ « ª ©®â©� ª «�ª �¤« £�«á��©�ª §¨¦¡ç§«�  æ« , �§æ «� «â©©�¨� ¬-
© ¡á £��â�� L2, L1, L2, L3, £æ¤¦ «¦ L2 £��å £� â¤� �§æ «� ¬§æ¢¦ §� £§¦¨¦ç¤
¤� £�«¨��¦ç¤ «�¬«æ®¨¦¤�. � �¢â�¦¬£� ©¬¤ã�àª «¦ L3 � æ«  ©� ©� ¨ ¡âª
©¬¤«�«��£â¤�ª â®�  «�¤ § ¦ �§¢ã £¦¨ã �§æ «¦¬ª á¢¢¦¬ª.
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�  «�¢�©«âª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª

�� �¨¦ç£� �¡¦¢¦ç�àª « ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  « ª  � ¦« £âª «à¤ «�¢�-
©«é¤ L2 ¡�  L3. �� �¨��©«¦ç£� ©� ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª.

�  ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª r, �,  ©¬¤�â¦¤«�  £� « ª ¡�¨«�© �¤âª x, y,
z £� « ª ©®â©� ª

x= r �£ � ©¬¤  0≤ r < ∞
y= r �£ � �£  0≤ � ≤ π

z= r ©¬¤ � 0≤  ≤ 2π

.......................................................................................................................................................................................... ......
....

y
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.............................z

.....................................................................................................
x ..................

..................
..................

..................
................

..........
..........
..........
.........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
.........
M

r.
.............

.............. �

........................................................

......................................................................

�®ã£� 6.1
�� ¨ ¡âª ¡�  ¡�¨«�© �¤âª ©¬¤«�«��£â¤�ª.

�� ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¦  «�¢�©«âª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª �¨á¦¤«� 

L1 = i�h
(

�£ 
∂

∂�
+ © � ©¬¤ 

∂

∂

)

L2 = i�h
(
−©¬¤ 

∂

∂�
+ © � �£ 

∂

∂

)

L3 = −i�h
∂

∂

L2 = −�h2
[

1
�£ �

∂

∂�

(
�£ �

∂

∂�

)
+

1
�£2 �

∂2

∂2

]

� �¥å©à©�  � ¦« £é¤ � � «¦¤ «�¢�©«ã L3 �å¤� 

L3�() = −i�h
∂

∂
�() = �hm�()
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¡�  â®�  «�¤ ¢ç©�
�() = �eim

�§� �ã ¦  « £âª  ¡�   + 2π §�¨ ©«á¤¦¬¤ «¦ å� ¦ ©�£�å¦ ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª
�¬«âª §¨â§�  ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ©®â©�

eim(+2π) = eim =⇒ eim2π = 1

� ¦§¦å�  ©®ç�  � � m = 0,±1,±2,±3, · · · .
� ©«���¨á � ¬§¦¢¦�å��«�  �§æ «�¤ ©¬¤�ã¡� «�ª ¡�¤¦¤ ¡¦§¦å�©�ª. �

¬§¦¢¦� ©£æª �å¤�  «�¤ « £ã � = 1/
√

2π. �¨� ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ L3 �å¤� 

�() =
1√
2π

eim

£� �¤«å©«¦ ®�ª  � ¦« £âª

¢ = �hm m = 0,±1,±2,±3, · · ·
�§¦£â¤àª � §¨¦�¦¢ã «�ª ©«¨¦¦¨£ãª ©«¦¤ z á¥¦¤� �å¤�  ¡��¤« ©£â¤�,

��¢��ã £§¦¨�å ¤� §á¨�  ¦¨ ©£â¤�ª £æ¤¦ « £âª. �  « £âª �¬«âª �å¤�  «¦ £��â¤
¡�  «� �¡â¨� � §¦¢¢�§¢á© � «¦¬ �h.

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� « ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  « ª  � ¦« £âª «¦¬ «�¢�©«ã
L2 «�ª ¦¢ ¡ãª ©«¨¦¦¨£ãª. � �¥å©à©�  � ¦« £é¤ � � «¦¤ «�¢�©«ã �¬«æ¤ �å¤� 

L2�lm(�, ) = ¢�h2�lm(�, ) =⇒
[

1
�£ �

∂

∂�

(
�£ �

∂

∂�

)
+

1
�£2 �

∂2

∂2 + ¢
]

�lm(�, ) = 0

�§� �ã ¦  «�¢�©«âª L2 ¡�  L3 �¤�¢¢á©©¦¤«�  â®¦¬¤ «¦ å� ¦ ©ç¤¦¢¦  � ¦-
©¬¤�¨«ã©�à¤. ��¢��ã â®¦¬¤ «�¤ å� � �¥á¨«�©� àª §¨¦ª  ¡�  �§¦£â¤àª ¦ 
 � ¦©¬¤�¨«ã©� ª �(�, ) «¦¬ L2 �¤�¢ç¦¤«�  ©«¦ � ¤æ£�¤¦

�lm(�, ) = Plm(�)�() = Plm(�)eim

� ©¬¤á¨«�©� �() �å¤�  �  � ¦©¬¤á¨«�©� «¦¬ «�¢�©«ã L3. �  á�¤à©«�ª
©¬¤�¨«ã©� ª Plm(�)  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ �¥å©à©�

[
1

�£ �
∂

∂�

(
�£ �

∂

∂�

)
+

(
¢− m2

�£2 �

)]
Plm(�) = 0
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�  «�¢�©«âª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª

� §�¨�§á¤à �¥å©à©� £� «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ

£ = ©¬¤ � − 1 ≤ £ ≤ 1

�å¤�«� 

(6.1)
(
1− £2) d2

d£2 Plm(£)− 2£
d

d£
Plm(£) +

(
¢− m2

1− £2

)
Plm(£) = 0

� � �¦¨ ¡ã �¬«ã �¥å©à©� ¦¤¦£á��«�  ��¤ ¡�¬£â¤� �¥å©à©� «¦¬ ���á-
¤«¨. � � ¢ ≥ m ≥ 0 � �¥å©à©� â®�  ¢ç©� ª «�ª £¦¨ãª

Plm(£) =
(
1− £2)m/2 dm

d£m
Pl(£) = 0

�¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª ¢ç©� ª �¬«âª ©«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  £�«á �§æ ¡á-
§¦ �ª §¨á¥� ª, � �§ ©«é¤¦¬£� æ«  ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª Pl(£)  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ �¡æ-
¢¦¬�� � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�

(
1− £2) d2

d£2 Pl(£)− 2£
d

d£
Pl(£) + ¢Pl(£) = 0

� �¥å©à©� �¬«ã �å¤�  � ��¤ ¡�¬£â¤� �¥å©à©� «¦¬ ���á¤«¨ � � m = 0. ��
¢ç©¦¬£� «�¤ � �¦¨ ¡ã �¬«ã �¥å©à©� £� «�¤ £â�¦�¦ «à¤ ©� ¨é¤.

�¦ ©�£�å¦ £��â¤ �å¤�  ¦£�¢æ ©�£�å¦ � � «�¤ �¥å©à©� �¬«ã ¡�  �§¦£â¤àª
� ¢ç©� �å¤�  â¤� �¤á§«¬�£� «�ª £¦¨ãª

Pl(£) =
∞∑

n=0

�n£n

� ©á�¦¬£� «�¤ �¤á¢¬©� �¬«ã ©«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  «�¢ ¡á �¨å©¡¦¬£�
«�¤ �¡æ¢¦¬�� �¤��¨¦£ ¡ã ©®â©� � � «¦¬ª ©¬¤«�¢�©«âª �n «�ª ©� ¨áª.

�n+2 =
n(n + 1)− ¢

(n + 1)(n + 2)
�n

�§� �ã � �¤��à� ¡ã �¬«ã ©®â©� ©¬¤�â�  «¦ �n+2 £� «¦ �n, � ©¬¤á¨«�©�
�� §�¨ â®�  £æ¤¦ á¨« �ª ã £æ¤¦ §�¨ ««âª �¬¤á£� ª «¦¬ £. �¤ � ©� ¨á �å¤� 
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â¤� á§� ¨¦ á�¨¦ ©£�, «æ«� � � £ = ±1 � ©� ¨á �§¦¡¢å¤� , §¨á�£� ¬© ¡á
�§�¨á��¡«¦. �¦ ���¦¤æª �¬«æ £§¦¨¦ç£� ¤� «¦ �§¦ç�¦¬£� �¤ �¤��¡á©¦¬£�
«�¤ ©� ¨á ¤� «�¢� é¤�  ¡á§¦¬. �� �å¤�  ��¢��ã â¤� §¦¢¬é¤¬£¦ æ§àª ¡á¤�£�
¡�  � � «¦¤ �¨£¦¤ ¡æ «�¢�¤«à«ã.

�¤ ¬§¦�â©¦¬£� æ«  «¦ §¦¢¬é¤¬£¦ �å¤�  l ���£¦ç «æ«�  ©®ç� 

�l 6= 0 ¡�  �l+2 = 0

�¬«æ ©¬£��å¤�  £æ¤¦ æ«�¤

¢ = l(l + 1) l = 0, 1, 2, · · ·

æ§àª �å¤�«�  �ç¡¦¢� �§æ «�¤ �¤��¨¦£ ¡ã ©®â©� «à¤ ©¬¤«�¢�©«é¤. � ©®â©�
�¬«ã �å¤�  «�ª  � ¦« £âª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤  � ¦« £ã ¢ ©«¦¤ �¤��à� ¡æ «ç§¦ � � «¦¬ª ©¬¤«�¢�-
©«âª «¦¬ §¦¢¬é¤¬£¦¬ ¡�  �¨å©¡¦¬£�

�n+2 =
n(n + 1)− l(l + 1)

(n + 1)(n + 2)
�n =

(n− l)(n + l + 1)
(n + 1)(n + 2)

�n

�� «¦ �¤��à� ¡æ �¬«æ «ç§¦ �¨å©¡¦¬£� æ¢¦¬ª «¦¬ª ©¬¤«�¢�©«âª «¦¬ �¤�-
§«ç�£�«¦ª. �â«¦¬£� � � �¬¡¦¢å� �0 = �1 = 1 ¡�  �¨å©¡¦¬£�

�n =
(−1)(l−n)/2(l + n)(l + n− 1) · · · (n + 2)(n + 1)

2ll!

(
l

1
2 (l + n)

)

�¤ �â©¦¬£� n = l − 2k £�«á �§æ ¦¨ ©£â¤�ª §¨á¥� ª �¨å©¡¦¬£� «�¢ ¡á «�
§¦¢¬é¤¬£� «¦¬ ���á¤«¨

Pl(£) =
[l/2]∑

k=0

(−1)k (2l − 2k)!
2lk!(l − k)!(l − 2k)!

£l−2k

�� �§¢á §¦¢¬é¤¬£� «¦¬ ���á¤«¨ �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  �å¤¦¤«�  �§å©�ª ¡� 
�§æ «�¤ «ç§¦ «¦¬ �¦¤«¨å�¡�ª

Pl(£) =
1

2ll!
dl

d£l

(
£2 − 1

)l

228



�  «�¢�©«âª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª

� � m < 0 � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ��¤ �¢¢á��  ¡�  á¨� � ¢ç©� �å¤�  §á¢ 
«� §¦¢¬é¤¬£� «¦¬ ���á¤«¨ §¦¢¢�§¢�© �©£â¤� £� £å� ¡�«á¢¢�¢� ©«���¨á.
�§¦�� ¡¤ç�«�  æ« 

Pl−m(£) = (−1)mPlm(£)

�¤ �â¢¦¬£� «� ��¤ ¡�¬£â¤� §¦¢¬é¤¬£� «¦¬ ���á¤«¨ ¤� §¢�¨¦ç¤ £å�
©®â©� ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ«�«�ª, §¨â§�  ¤� «� §¦¢¢�§¢�© á©¦¬£� £� «�¤ �¡æ¢¦¬��
©«���¨á

�lm =
[

(2l + 1)(l −m)!
2(l + m)!

]1/2

�â¢¦ª £���ç¦¤«�ª æ¢¦¬ª «¦¬ª æ¨¦¬ª £��å â®¦¬£� « ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª
«¦¬ «�¢�©«ã L2 «�ª ¦¢ ¡ãª ©«¨¦¦¨£ãª, §¦¬ ¦¤¦£á�¦¤«�  ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ -
¡âª. �®¦¬£�

�lm(�, ) =
[

(2l + 1)(l −m)!
4π(l + m)!

]1/2

(−1)meimPlm(©¬¤ �)

� � �¨¤�« ¡á m â®¦¬£�

�l−m(�, ) = (−1)m [�lm(�, )]∗

�  �¡â¨� ¦  m ¡�  l §�å¨¤¦¬¤ « ª « £âª

l = 0, 1, 2, · · · ¡�  − l ≤ m ≤ l

�¦ m �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� §á¨�  « ª « £âª

−l,−l + 1, · · · ,−1, 0, +1, · · · , l − 1, l

��¢��ã 2l+1 ©¬¤¦¢ ¡á « £âª. �¦ç«¦ ©�£�å¤�  æ«  ¦  ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ ¡âª,
©�¤  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ L2, �å¤�  2l + 1 ¦¨âª �¡¬¢ ©£â¤�ª ©«�¤  � ¦« £ã
¢ = �h2l(l + 1) £� �¥�å¨�©� «�¤ ¡�«á©«�©� £� £���¤ ¡ã ©«¨¦¦¨£ã l = 0.

� � l = 0 ¦   � ¦« £âª ¡�  «¦¬ L2 ¡�  «¦¬ L3 �å¤�  £��â¤ ¡�  §¨¦�¤éª
�§æ «�¤ ©®â©� L2 − L2

z = L2
1 + L2

2 ¡�  ¦   � ¦« £âª «à¤ L1 ¡�  L2 �å¤¦-
¤«�  £��â¤. � ¡�«á©«�©� �å¤�  � £¦¤�� ¡ã §¦¬ ¡�  ¦  «¨� ª ©¬¤ ©«é©�ª «�ª
©«¨¦¦¨£ãª £§¦¨¦ç¤ ¤� £�«¨��¦ç¤ «�¬«æ®¨¦¤�. � � l 6= 0 ��¤ £§¦¨¦ç£� ¤�
�¨¦ç£� « ª « £âª §¦¬ §�å¨¤¦¬¤ ¦  á¢¢�ª �ç¦ ©¬¤ ©«é©�ª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª L1
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¡�  L2, £§¦¨¦ç£� æ£àª ¤� �¨¦ç£� « ª £â©�ª « £âª «¦¬ª ¡�  « ª � �©§¦¨âª
«¦¬ª.

�  � �¦¨âª ¡�«�©«á©� ª «¦¬ L2 ©¬¤��å��«�  ¤� ®�¨�¡«�¨å�¦¤«�  £� «�
�¡æ¢¦¬�� ©ç£�¦¢� �¤« ©«¦å®àª

� � l =0, 1, 2, 3, 4, 5, · · ·
©ç£�¦¢¦ ¡�«á©«�©�ª s, p, d, f, g, h, · · ·

�  «¨� ª §¨é«�ª ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ ¡âª � � l = 0, 1, ¡�  2 �å¤¦¤«�  �§æ
«¦¤ §�¨�¡á«à §å¤�¡�

�00 =
√

1/4π �10 =
√

3/4π ©¬¤ �

�1±1 = ∓
√

3/8π �£ �e±im �20 = 1
2

√
5/4π

(
3 ©¬¤2 �− 1

)

�2±1 = ∓
√

15/8π �£ � ©¬¤ �e±i� �2±2 = 1
4

√
15/2π �£2 �e±2i

�  ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ ¡âª �§¦«�¢¦ç¤ â¤� §¢ã¨�ª ¡�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ ©ç¤¦¢¦
©¬¤�¨«ã©�à¤. �á�� \¡�¢ã" ©¬¤á¨«�©� f(�, ) ¦¨ ©£â¤� ©«�¤ �§ á¤� � £ �ª
£¦¤�� �å�ª ©�å¨�ª, £§¦¨�å ¤� �¤�¢¬��å ©� £ � ¦£¦ ¦£æ¨àª ©¬�¡¢å¤¦¬©�
� §¢ã ©� ¨á �§æ ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ ¡âª

f(�, ) =
∞∑

l=0

l∑

m=−l

�lm�lm(�, ¯)

� �¡¬¢ ©£æª «à¤  � ¦©¬¤�¨«ã©�à¤ «¦¬ L2 àª §¨¦ª m â®�  £å� �¤� �-
â¨¦¬©� ¬© ¡ã �¨£�¤�å�. �«�¤ «¦ ¢ §á¨�  £å� ¦¨ ©£â¤� « £ã «æ«� «¦ £â«¨¦
«�ª ©«¨¦¦¨£ãª ¡��¦¨å��«�  §¢ã¨àª. ��å¨¤�  «�¤ « £ã �h

√
l(l + 1). � ©¬-

¤ ©«é©� L3 «�ª ©«¨¦¦¨£ãª «æ«� £§¦¨�å ¤� §á¨�  £å� �§æ « ª 2l + 1 « £âª
�hm æ§¦¬ m = 0,±1,±2,±3, · · · ,±l. ��«á ©¬¤â§� � «¦ � á¤¬©£� «�ª ¦¢ -
¡ãª ©«¨¦¦¨£ãª L £§¦¨�å ¤� â®�  ¦¨ ©£â¤¦¬ª £æ¤¦ §¨¦©�¤�«¦¢ ©£¦çª ©«¦¤
®é¨¦. �¦ � ¤æ£�¤¦ �¬«æ ¦¤¦£á��«�  ¡�á¤«à©� ¡�«�ç�¬¤©�ª.

� �à¤å� � «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª ¡�  «¦¬ á¥¦¤� �� �å¤�«� 
�§æ «�¤ ©®â©�

©¬¤ � =
Lz

L
=

m√
l(l + 1)
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�  ¡�«�©«á©� ª � � l = 1 ¡�  l = 2 �å¤¦¤«�  ©«¦ §�¨�¡á«à ©®ã£�.
�¦ � á¤¬©£� OP «¦¬ ©®ã£�«¦ª � � §�¨á�� �£� �å¤�  «¦ � á¤¬©£� §¦¬ â®� 
£â«¨¦ å©¦ £� �h

√
2(2 + 1) ¡�  � §¨¦�¦¢ã «¦¬ §á¤à ©«¦¤ á¥¦¤� «à¤ z â®� 

« £ã 2�h.
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m = +1

m = 0

m = −1

l = 1
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m = +2

m = +1

m = 0

m = −1

m = −2
l = 2

0

Z
P

P

�
..............

�®ã£� 6.2
� ��¤¦å §¨¦©�¤�«¦¢ ©£¦å «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª

� � l = 1 ¡�  l = 2.

��¨�«ã¨�©�: �æ�à «�ª  ©¦«¨¦§å�ª «¦¬ ®é¨¦¬ � � �ç�¬¤©� «¦¬ z−
á¥¦¤� «¦¬ ©®ã£�«¦ª �å¤�  �¬��å¨�«�. � � ¤� ©®�£�« ©«�å £ � � �ç�¬¤©� §¦¬
¤� � �â¨�  �§æ « ª á¢¢�ª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� ©¬¤ã�àª â¤� £��¤�« ¡æ §��å¦ £�
â¤«�©� §�¨á¢¢�¢� §¨¦ª «¦¤ z− á¥¦¤�. �¦ L3 «æ«� �å¤�  §�¨á¢¢�¢¦ §¨¦ª
«�¤ â¤«�©� «¦¬ £��¤�« ¡¦ç §��å¦¬. �¬«æª �å¤�  ¦ ¢æ�¦ª §¦¬ ¦ �¨ �£æª m
¦¤¦£á��«�  £��¤�« ¡æª ¡��¤« ¡æª �¨ �£æª.

6.2 �¢���¨ ¡ã £â�¦�¦ª
�«�¤ §�¨á�¨�¦ �¬«ã �� ¢ç©¦¬£� «¦ å� ¦ §¨æ�¢�£� £� �¢���¨ ¡âª £�-

�æ�¦¬ª. � £â�¦�¦ª £�ª �§ «¨â§�  ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£�  � ¦« £âª £â©�ª « £âª ¡� 
á¢¢� §�¨�«�¨ã© £� £��â�� ®à¨åª  � �å«�¨� �¤�¦¨á ©«�¤ £¦¨ã «à¤  � ¦©¬-
¤�¨«ã©�à¤.

�¬£�¦¢å�¦¬£� « ª ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ ¡âª £� «¦ � á¤¬©£� |m, l >. �� «¦¤
©¬£�¦¢ ©£æ �¬«æ �¨á¦¬£� « ª �¥ ©é©� ª  � ¦« £é¤ «à¤ «�¢�©«é¤ L2 ¡�  L3
àª �¥ãª

L2|m, l >= �h2l(l + 1)|m, l > ¡�  L3|m, l >= �hm|m, l >
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�¨å�¦¬£� «¦¬ª �¡æ¢¦¬�¦¬ª «�¢�©«âª «�ª £�«�«æ§ ©�ª.

L+ = L1 + iL2 = �hei
(

∂

∂�
+ i © �

∂

∂

)

L− = L1 − iL2 = �he−i
(
− ∂

∂�
+ i © �

∂

∂

)

�  «�¢�©«âª �¬«¦å §¨¦�¤éª ��¤ �å¤�  �¨£�« �¤¦å, �¢¢á ¦ â¤�ª �å¤�  ©¬�¬�ãª
«¦¬ á¢¢¦¬. ��¢��ã  ©®ç�  � ©®â©�

< m, l|L± = L∓|m, l >

�  «�¢�©«âª �¬«¦å  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª �¥ãª ©®â©� ª «�ª �¤« £�«á��©�ª £�
«¦¬ª «�¢�©«âª L3 ¡�  L2

[L3, L+] = �hL+ [L3, L−] = −�hL− [L2, L±] = 0

�§ �¨¦ç£� «é¨� «¦¬ª «�¢�©«âª «�ª §�¨�§á¤à ©®â©�ª ©«�¤ ©� ¨ ¡ã �¨-
£¦¤ ¡ã |m, l >. �¨å©¡¦¬£� ¡�«á ©� ¨á

[L3, L±]|m, l >=L3L±|m, l > −L±L3|m, l >=
L3L±|m, l > −L±�hm|m, l >= ±�hL±|m, l >

[L2, L±]|m, l >=L2L±|m, l > −L±L2|m, l >=

L2L±|m, l > −L±�h2l(l + 1)|m, l >= 0

�§æ « ª ©®â©� ª �¬«âª â®¦¬£�

L3 (L±|m, l >) = �h (m± 1) (L±|m, l >)

L2 (L±|m, l >) = �h2l(l + 1) (L±|m, l >)

�  �ç¦ §�¨�§á¤à ©®â©� ª ©�£�å¤¦¬¤ æ«  «� � �¤ç©£�«� L±|m, l > �å¤� 
 � ¦� �¤ç©£�«� «¦¬ «�¢�©«ã L3 £�  � ¦« £âª �h(m ± 1) ¡�  «�¬«æ®¨¦¤�  � ¦-
� �¤ç©£�«� «¦¬ L2 £�  � ¦« £ã �h2l(l + 1). �§¦£â¤àª «� � �¤ç©£�«� �¬«á
�å¤�  �¤á¢¦�� £� «� � �¤ç©£�«� |m± 1, l >. ��¢��ã  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

(6.2) L+|m, l >= C+|m + 1, l > L−|m, l >= C−|m− 1, l >
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��¨�«�¨¦ç£� æ«  ¦ «�¢�©«ãª L+ �¤��á��  «�¤ « £ã «¦¬ m ¡�«á £å�
£¦¤á�� �¤é � « £ã «¦¬ l §�¨�£â¤�  ©«���¨ã. �£¦åàª ¦ «�¢�©«ãª L−¡�«��á�� 
«�¤ « £ã «¦¬ m ¡�«á â¤�. ���¦£â¤¦¬ æ«  «¦ m £�«��á¢¢�«�  �§æ «¦ −l §¦¬
�å¤�  � ¡�«é«�¨� « £ã £â®¨  «¦ +l §¦¬ �å¤�  � �¤é«�¨� « £ã ¦  «�¢�©«âª �¬«¦å
§¨â§�  ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª

L+|l, l >= 0 L−| − l, l >= 0

�  £â©�ª « £âª «à¤ «�¢�©«é¤ L± �å¤�  £��â¤ §¨¦�¤éª ¢æ�à «�ª ¦¨-
�¦�à¤ æ«�«�ª «à¤ ©� ¨ ¡é¤ �¨£¦¤ ¡é¤. � � ¤� �¨¦ç£� « ª ©«���¨âª C±
�� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ ©¬¤�ã¡� «�ª ¡�¤¦¤ ¡¦§¦å�©�ª «à¤ � �¤¬©£á«à¤
|m, l >.

�¦ � ¤æ£�¤¦ «à¤ «�¢�©«é¤ L+ ¡�  L−  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ ©®â©�

L∓L± = (L1 ∓ iL2)(L1 ± iL2) =

= L2
1 + L2

2 ± i(L1L2 − L2L1) = L2 − L2
3 ∓ �hL3

�§¦£â¤àª â®¦¬£�

|C±|2 =< (L±|m, l >) | (L±|m, l >) >=< m, l|L∓L±|m, l >=

< m, l| (L2 − L2
3 ∓ �hL3

) |m, l >= �h2 < m, l| (l(l + 1)−m2 ∓m
) |m, l >=

�h2(l ∓m)(l ±m + 1)

��«á ©¬¤â§� � ¦  ��«¦ç£�¤�ª ©«���¨âª �å¤� 

C± = �h
√

(l ∓m)(l ±m + 1)

�¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª ©«���¨âª �¬«âª ©« ª ©®â©� ª (6.2) ¡�  �¨å©¡¦¬£�

L+|m, l >= �h
√

(l −m)(l + m + 1)|m + 1, l >

L−|m, l >= �h
√

(l + m)(l −m + 1)|m− 1, l >

�� £� £���¤ ¡á ©«¦ ®�å� £ã«¨�ª «à¤ «�¢�©«é¤ «�ª £�«�«æ§ ©�ª L± £� �á©�
« ª ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ ¡âª �å¤� 

(L±)m±1,m = �h
√

(l ∓m)(l ±m + 1)

233



��á¢� ¦ 6

�â¢¦ª �� �¨¦ç£� « ª £â©�ª « £âª ¡�  « ª � �©§¦¨âª «à¤ L1 ¡�  L2.
�§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «à¤ «�¢�©«é¤ L± �¨å©¡¦¬£�

L1 =
1
2

(L+ + L−) L2 =
1
2i

(L+ − L−)

�§æ « ª ©®â©� ª �¬«âª ¡�  �§æ « ª ©®â©� ª (6.2) �¢â§¦¬£� æ«  � �¨á©� «à¤
«�¢�©«é¤ L1 ¡�  L2 §á¤à ©« ª ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ ¡âª �å¤�«�  �§æ « ª ©®â©� ª.

L1|m, l >=
1
2
C+|m + 1, l > +

1
2
C−|m− 1, l >

L2|m, l >=
1
2i

C+|m + 1, l > − 1
2i

C−|m− 1, l >

�§� �ã «� � �¤ç©£�«� |m, l > �å¤�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡á �§æ « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª
�å¤�«�  �£â©àª æ«  ¦  £â©�ª « £âª «à¤ «�¢�©«é¤ L1 ¡�  L2 �å¤�  £��â¤.
�¨��£�« ¡á

< L1 >=< m, l|L1|m, l >= 0 < L2 >=< m, l|L2|m, l >= 0

�  � �©§¦¨âª «à¤ £����é¤ L1 ¡�  L2 �å¤�  àª �¤à©«æ¤ «� £ã¡� «à¤
� �¤¬©£á«à¤ L1|m, l > ¡�  L2|m, l >. �¨å©¡¦¬£� �ç¡¦¢� æ« 

‖L1|m, l > ‖2 =
1
4
C2

+ +
1
4
C2
− =

�h2

4
(l −m)(l + m + 1)+

�h2

4
(l + m)(l −m + 1) =

�h2

2
[
l(l + 1)−m2]

�� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ �¨å©¡¦¬£�

‖L2|m, l > ‖2 =
1
4
C2

+ +
1
4
C2
− =

�h2

2
[
l(l + 1)−m2]

�§¦��å¥�£� �§¦£â¤àª æ«  ¦  � �©§¦¨âª «à¤ £����é¤ L1 ¡�  L2 �å¤� 

�L1 = �L2 = �h
√

l(l + 1)−m2

2
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��¨�«�¨¦ç£� æ«  � â¡¨�©� l(l + 1) − m2 §¦¬ �£�¤å��«�  ©«¦¬ª §�-
¨�§á¤à «ç§¦¬ª �å¤�  �  � ¦« £ã «¦¬ £��â�¦¬ª L2 − L2

z. � � ¡á�� m �¬«ã �
� �¦¨á �å¤�  ��« ¡ã �¡«æª �¤ l = 0 §¦¬ �å¤�  å©� £� «¦ £��â¤.

�¨á¦¬£� «â¢¦ª «� £� £���¤ ¡á ©«¦ ®�å� £ã«¨�ª «à¤ «�¢�©«é¤ L1 ¡� 
L2 £� �á©� « ª ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ ¡âª. �®¦¬£�

(L1)m m−1 = (L1)m−1 m =
�h
2
√

(l + m)(l −m + 1)

(L2)m m−1 = − (L1)m−1 m = − �h
2i

√
(l + m)(l −m + 1)

��¨�«ã¨�©�: �¦ � á¤¬©£� |l, l >  ¡�¤¦§¦ �å « ª �¥ ©é©� ª

Lz|l, l >= l|l, l >= 0 L+|l, l >

�§æ « ª �ç¦ �¬«âª �¥ ©é©� ª £§¦¨¦ç£� ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «¦ � á¤¬©£� |l, l >.
�¨á¦¬£� « ª �¥ ©é©� ª �¬«âª ©� ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¡�  â®¦¬£�

−i
∂

∂
|l, l >= l|l, l >

(
∂

∂�
+ i © �

∂

∂

)
|l, l >= 0

�¨¦�¤éª � ¢ç©� â®�  «�¤ £¦¨ã «¦¬ � ¤¦£â¤¦¬

|l, l >≡ �(�)�()

�� «�¤ ¢ç©� �¬«ã � §¨é«� � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� �å¤�«� 

−i
∂

∂
�() = l�()

¡�  â®�  ¢ç©� «�¤ ©¬¤á¨«�©� �() = ceil. �¨� � ��«¦ç£�¤� ¢ç©� �å¤�  «�ª
£¦¨ãª

|l, l >≡ �(�)eil

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ ¢ç©� �¬«ã ©«�¤ ��ç«�¨� � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  �¨å-
©¡¦¬£�

(
∂

∂�
+ i © �

∂

∂

)
�(�)eil = 0 =⇒

(
∂

∂�
− l © �

)
�(�) = 0
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¡�  â®�  ¢ç©� «�¤ ©¬¤á¨«�©� �(�) = �£l �. �§¦£â¤àª â®¦¬£� �§¦��å¥�  æ« 

|l, l >≡ ceil �£l �

�§¦¨¦ç£� ¤� ¬§¦¢¦�å�¦¬£� « ª ¬§æ¢¦ §�ª ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ ¡âª �¤ �§ -
�¨á©¦¬£� «¦¤ «�¢�©«ã L− � ��¦® ¡á §á¤à ©«¦ � á¤¬©£� |l, l >.

6.3 �¦ ©§ ¤
� á¦¨� §� ¨�£�« ¡á ���¦£â¤� £�ª ¦�ã��©�¤ ©«�¤ §�¨��¦®ã æ«  «�

©«¦ ®� é�� ©à£�«å� � â®¦¬¤ ¡�  á¢¢�ª \�©à«�¨ ¡âª  � æ«�«�ª" �¡«æª �§æ
«�¤ £á�� ¡�  «¦ ¦¨«å¦ «¦¬ª � � §�¨á�� �£�. �å� «â«¦ � �©à«�¨ ¡ã  � æ«�«�
«¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬ �å¤�  ¡�  «¦ ©§ ¤.

�¦ ¡¢�©© ¡æ §�å¨�£� §¦¬ â�� ¥� «�¤ §�¨¦¬©å� «¦¬ ©§ ¤, �å¤�  «¦ §�å-
¨�£� «à¤ �«�¨¤ - �¡â¨¢�®. �å� �â©£� �§æ á«¦£� £� L = 0 �¡«¦¥�ç¦¤«� 
£â©� ©� â¤� £� ¦£¦��¤âª £��¤�« ¡æ §��å¦. �§¦«â¢�©£� � �â©£� � �©§á«� 
©� �ç¦ £â¨�. �¦ ���¦¤æª �¬«æ ©�£�å¤�  æ«  ¬§á¨®�  £ � �©à«�¨ ¡ã  � æ«�«�
«à¤ �¢�¡«¨¦¤åà¤ £� �ç¦ « £âª. �  � æ«�«� �¬«ã ¦¤¦£á©«�¡� ©§ ¤. � §�¨�-
�¦®ã «¦¬ ©§ ¤ �å®� £��á¢� �§ «¬®å� ©«�¤ ¡�«�¤æ�©� «¦¬ � ¤¦£â¤¦¬ �â £�¤.
�¦¢¢á ©à£�«å� � æ§àª � � §�¨á�� �£� «� �¢�¡«¨æ¤ � â®¦¬¤ ©§ ¤ 1

2�h £� �ç¦
§¨¦©�¤�«¦¢ ©£¦çª ©«¦¤ ®é¨¦.

�¦ ©§ ¤ �å¤�  â¤� ¬© ¡æ £â���¦ª §¦¬ §�¨ ©«á¤�«�  �§æ «¦¤ � �¤¬©£�-
« ¡æ «�¢�©«ã ~S £� ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ª «�¢�©«âª S1, S2, S3. �  «�¢�©«âª �¬«¦å
�¤�¢¢á©©¦¤«�  £� æ¢¦¬ª «¦¬ª «�¢�©«âª §¦¬ â®¦¬£� �¤à¨å©�  £â®¨  «é¨�.

�  «�¢�©«âª «¦¬ ©§ ¤  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª å� �ª ©®â©� ª «�ª �¤« £�«á��©�ª
§¦¬  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ ¡�  ¦  «�¢�©«âª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª

[Sk, Sl] = i�h�klmSm

[S2, Sk] = 0 � � k = 1, 2, 3

� ¡�«á©«�©� �¤æª ©à£�« �å¦¬ ��¤ £§¦¨�å ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«�å §¢ã¨àª �§æ
«�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� «¦¬ ¯(~r) �¡«æª �¤ ��¤ â®�  ©§ ¤. � ¡�«á©«�©� «¦¬
©à£�« �å¦¬ £� ©§ ¤ §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©�

�(~r, ~S) = ¯(~r)U(~S)

�¦ ©§ ¤ «à¤ ©à£�« �åà¤ §�å��  ©§¦¬��å¦ ¨æ¢¦ ©«�¤ ©«�« ©« ¡ã «à¤ ©«¦ -
®� à�é¤ ©à£�« �åà¤. �� ©¬©«ã£�«� ©à£�« �åà¤ £� �¡â¨� ¦ ©§ ¤ §�¨ �¨á-
¦¤«�  £� ©¬££�«¨ ¡âª ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª. �� ©à£�«å� � �¬«á ¦¤¦£á�¦¤«� 
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£§¦�æ¤ �. �� ©¬©«ã£�«� ©à£�« �åà¤ £� �£ �¡â¨� ¦ ©§ ¤ §�¨ �¨á¦¤«�  £�
�¤« ©¬££�«¨ ¡âª ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  «� ©à£�«å� � ¦¤¦£á�¦¤«�  �¨£ æ-
¤ �. �� ©à£�«å� � - ¦¨�åª æ¢à¤ «à¤ §��åà¤ �å¤�  £§¦�æ¤ �. �� à«æ¤ �
� � §�¨á�� �£� â®¦¬¤ ©§ ¤ 1. �¤« �â«àª «� ��© ¡á §¬¨�¤ ¡á ©à£�«å� � æ§àª
� � §�¨á�� �£� «� §¨à«æ¤ � ¡�  «� ¤�«¨æ¤ � �å¤�  �¨£ æ¤ �. �� �¢�¡«¨æ¤ �
§¦¬ â®¦¬¤ ©§ ¤ ±1/2 �å¤�  �§å©�ª �¨£ æ¤ �.

� � «� �¨£ æ¤ �  ©®ç�  � �§��¦¨�¬« ¡ã �¨®ã «¦¬ �á¦¬¢  §¦¬ ¢â�  æ« ,
��¤ ¬§á¨®¦¬¤ �ç¦ �¢�¡«¨æ¤ � ©� â¤� á«¦£¦ £� «¦¬ª å� ¦¬ª �¡¨ �éª ¡��¤« -
¡¦çª �¨ �£¦çª.

�¤« �â«àª, � � «� £§¦�æ¤ � §¦¬ ��¤  ©®ç�  «â«¦ � �§��¦¨�¬« ¡ã �¨®ã,
�å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� ©¬¤¬§á¨®¦¬¤ ©� £å� ¡�  £¦¤�� ¡ã ¡�«á©«�©� §¦¢¢á ©à£�-
«å� �. �¬«ã � ©¬¤ç§�¨¥� �å¤�  �§�¨�å«�«� §¨¦è§æ��©� � � «�¤ ��£ ¦¬¨�å�
�¤æª ¡¢�©© ¡¦ç §��å¦¬ æ§àª � � §�¨á�� �£� «¦ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦.

�� §�¨ ¦¨ ©«¦ç£� ©«�¤ §�¨å§«à©� ©à£�« �å¦¬ §¦¬ � §¨¦�¦¢ã «¦¬ ©§ ¤
«¦¬ª ©«�¤ z � �ç�¬¤©� §�å¨¤�  �ç¦ £æ¤¦ « £âª, « ª ± 1

2�h ¡�  �� �¨¦ç£� «�¤
§�¨á©«�©� «à¤ «�¢�©«é¤ S1, S1 ¡�  S3 «¦¬ ©§ ¤ ©� £¦¨ã £�«¨é¤.

�¬£�¦¢å�¦¬£� £� U+ ¡�  U− « ª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ S3 £�  � ¦« £âª
+ 1

2�h ¡�  − 1
2�h �¤« ©«¦å®àª. �©®ç¦¬¤ ��¢��ã ¦  �¥ ©é©� ª  � ¦« £é¤

S3U+ =
1
2

�hU+ S3U− = −1
2

�hU−

�¤ «¦ ©§ ¤ �å¤�  §�¨á¢¢�¢¦ ã �¤« §�¨á¢¢�¢¦ §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� «à¤ z, «æ«�
� ¡�«á©«�©� «¦¬ �å¤�  U+ ã U− �¤«å©«¦ ®�. �� æ¢�ª « ª á¢¢�ª §�¨ §«é©� ª,
� ¡�«á©«�©� ©§ ¤ �å¤�  â¤�ª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ �ç¦ �¬«é¤ ¡���¨é¤
¡�«�©«á©�à¤ U+ ¡�  U−. ��¢��ã

��«á©«�©� ©§ ¤ U(S) = c+U+ + c−U−

æ§¦¬ c± �å¤�  «� §¢á«� § ��¤æ«�«�ª � � §�¨á¢¢�¢¦ ¡�  �¤« §�¨á¢¢�¢¦ ©§ ¤.
�¨¦�¤éª §¨â§�  ¤�  ©®ç�  � ©®â©�

|c+|2 + |c−|2 = 1

�  ¡�«�©«á©� ª U± ¦¤¦£á�¦¤«�  ¡�«�©«á©� ª ©§å¤¦¨ª.
��à¨¦ç£� «� U+ ¡�  U− ©�¤ �á©� ª «¦¬ ®é¨¦¬ ¦§æ«� ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª

U+ ¡�  U− àª §¨¦ª «�¤ �á©� (U+, U−) â®¦¬¤ «�¤ £¦¨ã ©«ã¢�ª � �¤¬©£á«à¤

U+ =
(

1
0

)
¡�  U− =

(
0
1

)
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�¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª §¦¬ §�¨ �¨á¦¬¤ ©à£�«å� � £� ©§ ¤ ±�h/2 �¨á¦-
¤«�  £� «�¤ £¦¨ãª ©«ã¢�ª � �¤¬©£á«à¤

¯(~r)U(S) =
(

¯+(~r)
¯−(~r)

)

� �¤«å©«¦ ®� £ã«¨� «¦¬ S3 �å¤�  §¨¦�¤éª £å� � ��é¤ ¦ª £ã«¨� £�
� ��é¤ � ©«¦ ®�å� « ª  � ¦« £âª «¦¬ S3. ��¢��ã

S3 =
1
2

�h
(

1 0
0 −1

)

�  ¬§æ¢¦ §�ª £ã«¨�ª £§¦¨¦ç¤ ¤� ¬§¦¢¦� ©«¦ç¤ �§æ « ª ©®â©� ª �¤�¢¢��ãª
«à¤ «�¢�©«é¤ S1, S2, S3. �§¦�â«¦¬£� æ« 

S1 =
1
2

�h
(

a1 b1
c1 d1

)
S2 =

1
2

�h
(

a2 b2
c2 d2

)

¡�  �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� « ª á�¤à©«�ª ©«���¨âª.
�§æ «�¤ ©®â©� �¤�¢¢��ãª: S1S3 − S3S1 = −i�hS2, â®¦¬£�

1
4

�h2
(

a1 b1
c1 d1

)(
1 0
0 −1

)
− 1

4
�h2

(
1 0
0 −1

)(
a1 b1
c1 d1

)

=
1
2

�h2
(

0 −b1
c1 0

)
= −i

1
2

�h2
(

a2 b2
c2 d2

)

� §�¨�§á¤à  ©æ«�«� «à¤ �ç¦ £�«¨é¤ �å¤�  « ª �¥ ©é©� ª

a2 = d2 = 0 b1 = ib2 ¡�  c1 = −ic2

�§æ «�¤ ©®â©� �¤�¢¢��ãª: S2S3 − S3S2 = i�hS1, â®¦¬£�

1
4

�h2
(

a2 b2
c2 d2

)(
1 0
0 −1

)
− 1

4
�h2

(
1 0
0 −1

)(
a2 b2
c2 d2

)

=
1
2

�h2
(

0 −b2
c2 0

)
= i

1
2

�h2
(

a1 b1
c1 d1

)
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� §�¨�§á¤à  ©æ«�«� «à¤ �ç¦ £�«¨é¤ �å¤�  « ª �¥ ©é©� ª

a1 = d1 = 0 − b2 = ib1 ¡�  c2 = ic1

� «�¢�¬«�å� ©®â©� «�ª �¤« £�«á��©�ª S1S2 − S2S1 = i�hS3 �å¤� 

1
4

�h2
(

0 b1
c1 0

)(
0 b2
c2 0

)
− 1

4
�h2

(
0 b2
c2 0

) (
0 b1
c1 0

)
=

=
1
4

�h2
(

b1c2 − b2c1 0
0 −b1c2 + b2c1

)
= i

1
2

�h2
(

1 0
0 −1

)

�§æ «�¤ ¦§¦å� ©¬¤�§á��«�  � �¥å©à©�

b1c2 − b2c1 = 2i

� ©®â©� �¬«ã ¢æ�à «à¤ ©®â©�à¤ b1 = ib2 ¡�  c1 = −ic2 �å¤�«� 

ib2c2 − b2(−ic2) = 2ib2c2 = 2i =⇒ b2c2 = 1

¡�  â®�  ¢ç©� b2 = 1 ¡�  c2 = 1.
�¨� � «�¢ ¡ã ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤� 

a1 = a2 = d1 = d2 = 0 b1 = c1 = 1 − b2 = c2 = i

�¨á¦¬£� «é¨� « ª £ã«¨�ª «à¤ «�¢�©«é¤ «¦¬ ©§ ¤ £� «�¤ £¦¨ã

Sj =
1
2

�h©j

æ§¦¬ ¦  £ã«¨�ª ©j �å¤�  ¦  §�¨�¡á«à £ã«¨�ª «¦¬ �á¦¬¢ 

©1 =
(

0 1
1 0

)
©2 =

(
0 −i
i 0

)
©3 =

(
1 0
0 −1

)

�  £ã«¨�ª «¦¬ �á¦¬¢   ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª

©j©k + ©k©j = 2�jk ©2
i = 1 i = 1, 2, 3
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� � «¦¤ «�¢�©«ã S2 �¨å©¡¦¬£� «�¤ � ��é¤ ¦ £ã«¨�

S2 = S2
1 + S2

2 + S2
3 =

3
4

�h2
(

1 0
0 1

)

� «�¢�©«ãª �¬«æª â®�  £å�  � ¦« £ã �ç¦ ¦¨âª �¡¬¢ ©£â¤� «�¤ 3
4�h2. ��«'

�¤�¢¦�å� £� «�¤ ©«¨¦¦¨£ã �¨á¦¬£�

3
4

�h2 = �h2 1
2

(
1
2

+ 1
)

�§� �ã «¦ ©§ ¤  ¡�¤¦§¦ �å ©®â©� ª �¤�¢¢��ãª æ£¦ �ª £� �¡�å¤�ª «�ª ©«¨¦-
¦¨£ãª, «¦ ©§ ¤ �¤�â¨�«�  ©¬¤ã�àª ¡�  ©�¤ �©à«�¨ ¡ã ©«¨¦¦¨£ã. � £¦¨ã
«�ª  � ¦« £ãª �å¤�  æ£¦ � £� «�¤  � ¦« £ã «�ª ©«¨¦¦¨£ãª, £� «�¤ � �¦¨á
æ£àª æ«  ��é â®¦¬£� «�¤ « £ã l = 1

2 ¡�  æ®  �¡â¨� �ª « £âª. �§æ «�¤ §�¨�-
«ã¨�©� �¬«ã �å¤�  ¬© ¡æ ¤� �¨á¦¬£� §¦¢¢âª ¦¨âª « ª ¡�«�©«á©� ª ©§ ¤
£� «�¤ £¦¨ã «à¤ � �¤¬©£á«à¤.

U+ ≡ |1
2
,

1
2

> U− ≡ |1
2
,−1

2
>

��¨�«�¨¦ç£� æ«  «¦ ©§ ¤ ��¤ £§¦¨�å ¤� �å¤�  � ©«¨¦¦¨£ã §¦¬ â®�  «¦
�¢�¡«¨æ¤ ¦ �¬¨å�¦¤«�ª �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� «¦¬, � æ«  � ©«¨¦¦¨£ã §�å¨¤� 
�¡â¨� �ª « £âª. � \©�¦ç¨�" �¬«ã §¦¬ ¢â��«�  �¢�¡«¨æ¤ ¦ §¨â§�  ¤� §�¨ -
©«¨��å �ç¦ ¦¨âª �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� «¦¬ � � ¤� �á©�  ©«�¤ �¨® ¡ã «¦¬
�â©�. �§æ «�¤ á¢¢� £�¨ á, ©«¦ ¡¢�©© ¡æ æ¨ ¦ «¦¬ �h → 0, «¦ ©§ ¤ £���¤å-
��«�  ¡�  �§¦£â¤àª ��¤ ¬§á¨®�  ¡¢�©© ¡æ �¤á¢¦�¦ � � ¤� §�¨ �¨á¯¦¬£� « 
�¡¨ �éª �å¤�  «¦ ©§ ¤.

6.4 �¬¤�£ ¡á ©� ¨ ¡éª ©¬££�«¨ ¡á
�� ¨ ¡éª ©¬££�«¨ ¡æ ¦¤¦£á��«�  «¦ �¬¤�£ ¡æ §¦¬ �¥�¨«á«�  �§æ «¦

£ã¡¦ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~r. �¤� «â«¦ ¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  «�ª £¦¨ãª

V (~r) = V (r) r = |~r| =
√

x2 + y2 + z2

�   ©¦�¬¤�£ ¡âª �§ á¤� �ª V (r) = C �å¤�  ¦£æ¡�¤«¨�ª ©�å¨�ª £� ¡â-
¤«¨¦ «¦ ©�£�å¦ ~r = 0. � �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å«�  ©«¦ ©à£�«å� ¦ £â©� ©� â¤�
«â«¦ ¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  ¡�¤«¨ ¡ã. ��¨¤á�  ��¢��ã �§æ «¦ ©�£�å¦ 0. �¨å©¡¦¬£�

~F (~r) = −~∇V (r) = −1
r

dV (r)
dr

~r
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�¬¤�£ ¡á ©� ¨ ¡éª ©¬££�«¨ ¡á

�â«¦ ¦¬ �å�¦¬ª �¬¤�£ ¡æ �å¤�  � � §�¨á�� �£� «¦ �¬¤�£ ¡æ �¦¬¢æ£§ ¡� 
«¦ �¬¤�£ ¡æ � ¦¬¡á��

V (r) = −¢
r

V (r) = g
e−£r

r

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� « ª  � ¦« £âª «�ª �¤�¨��å�ª �¤æª ©à£�« �å¦¬ £â©� ©�
â¤� «â«¦ ¦ �¬¤�£ ¡æ.

� �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ �å¤� 
[
− �h2

2m
~∇2 + V (r)

]
¯(~r) = �¯(~r)

��«�â¨¦¬£� æ¢¦¬ª «¦¬ æ¨¦¬ª ©«¦ §¨é«¦ £â¢¦ª ¡�  â®¦¬£�
[
~∇2 +

2m

�h2 [�− V (r)]
]

¯(~r) = 0

�§� �ã «¦ �¬¤�£ ¡æ §�¨¦¬© á��  ©� ¨ ¡ã ©¬££�«¨å�, �� �¨��©«¦ç£� ©� ©� -
¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª. � �¥å©à©� ©� ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª �¨á�«� 

[
1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1
r2 �(�, ) +

2m

�h2 [�− V (r)]
]

¯(r, �, ) = 0

�� �(�, ) ©¬£�¦¢å�¦¬£� «¦¤ «�¢�©«ã

�(�, ) =
1

�£ �
∂

∂�

(
sin�

∂

∂�

)
+

1
�£2 �

∂2

∂2

� «�¢�©«ãª �¬«æª �å¤�  ¦ ã�� �¤à©«æª «�¢�©«ãª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª L2.
�§¦¨¦ç£� ¤� � �®à¨å©¦¬£� «�¤ �¥å©à©� �¬«ã àª §¨¦ª « ª �¤�¥á¨«�«�ª

£�«��¢�«âª. ��«¦ç£� ¢ç©� ª «�ª £¦¨ãª � ¤¦£â¤¦¬. � §¨é«¦ª æ¨¦ª «¦¬
� ¤¦£â¤¦¬ �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «¦ �¡« ¤ ¡æ £â¨¦ª ¡�  ¦ á¢¢¦ª £æ¤¦ �§æ « ª
�à¤å�ª

¯(r, �, ) = R(r)�(�, )

�â«¦¬£� «�¤ ¢ç©� �¬«ã ©«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  � � ¨¦ç£� £� «¦¤ æ¨¦

R(r)�(�, )/r2
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«¦¤ æ§¦ ¦¤ ¬§¦�â«¦¬£� ¬© ¡á � á¦¨¦ «¦¬ £���¤æª. � �¥å©à©� �å¤�«� 

1
R(r)

d

dr

(
r2 d

dr

)
R(r) +

2mr2

h2 [�− V (r)] = − 1
�(�, )

� �(�, )

�¦ �¨ ©«�¨æ £â¢¦ª «�ª �¥å©à©�ª �¬«ãª �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «¦ r ¡�  «¦ ��¥ æ
£æ¤¦ �§æ « ª �à¤å�ª � ¡�  . �§� �ã ¦  £�«��¢�«âª �å¤�  �¤�¥á¨«�«�ª, ¡á��
£â¢¦ª «�ª �¥å©à©�ª �¬«ãª §¨â§�  ¤� �å¤�  å©¦ £� £å� ©«���¨á. � ©«���¨á
�¬«ã ¦¤¦£á��«�  ©«���¨á � �®à¨ ©£¦ç. �¥ ©é¤¦¬£� «� �ç¦ £â¢� £� «�¤
©«���¨á �¬«ã, §¦¬ «�¤ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� ¢ ¡�  â®¦¬£�

1
r2

d

dr

(
r2 d

dr

)
R(r) +

[
2m

�h2 [�− V (r)]− ¢
r2

]
R(r) = 0

��(�, ) + ¢�(�, ) = 0

� ��ç«�¨� �¥å©à©� �å¤�  �¤�¥á¨«�«� �§æ «¦ ¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ ¡�  â®� 
ã�� ¢¬��å. �   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª �(�, ) �å¤�  ¦  �¤à©«âª  � ¦©¬¤�¨«ã©� ª «�ª
©«¨¦¦¨£ãª L2 ��¢��ã ¦  ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ ¡âª

�(�, ) = �lm(�, ) |m| < l l = 0, 1, 2, · · ·

�l−m(�, ) = (−1)m [�lm(�, )]∗

�   � ¦« £âª �å¤� 

¢ = l(l + 1) l = 0, 1, 2, · · ·

� �¡« ¤ ¡ã �¥å©à©� �¨á�«� 

(6.3)
1
r2

d

dr

(
r2 d

dr

)
R(r) +

[
2m

�h2 [�− V (r)]− l(l + 1)
r2

]
R(r) = 0

�¤ �â©¦¬£�

R(r) =
©(r)

r

� �¥å©à©� �¨á�«� 

d

dr2 ©(r) +
[

2m

�h2 [�− V (r)]− l(l + 1)
r2

]
©(r) = 0
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�¬¤�£ ¡á ©� ¨ ¡éª ©¬££�«¨ ¡á

� �¥å©à©� �¬«ã �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� £å� £¦¤¦� á©«�«� �¥å©à©� «¦¬ �¨â-
¤« ¤�¡�¨ ©«¦ � á©«�£� D = {0 ≤ r < ∞} ¬§æ «�¤ �§å�¨�©� «¦¬ � ¤¦£�¤ -
¡¦ç �¬¤�£ ¡¦ç

Veff (r) = V (r) +
�h2

2m

l(l + 1)
r2

� §¨æ©��«¦ª æ¨¦ª æ§àª �� ��å¥¦¬£� §�¨�¡á«à, ¦�å¢�«�  ©«�¤ ©«¨¦¦¨£ã
«¦¬ ©à£�« �å¦¬ ¡�  ¦¤¦£á��«�  ¬�¦¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ. �¨á�£�«  ¦ æ¨¦ª
�¬«æª �¤« ©«¦ ®�å ©«¦ ¬© ¡æ £â���¦ª L2/2mr2 �æ©¦¤ «¦ �h2l(l + 1) �å¤� 
�  � ¦« £ã «¦¬ «�«¨��é¤¦¬ «�ª ©«¨¦¦¨£ãª. �¤� ¡¢�©© ¡æ ©à£á« ¦ §¦¬
¡ ¤�å«�  £â©� ©� ¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ ¡ ¤�å«�  ©«¦ �§å§��¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ~r

¡�  ~�.
� ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � «¦¬ �å¤� 

� =
1
2
mv2 =

1
2
m

(
v2

r + v2
�
)

�¦ £â«¨¦ «�ª ©«¨¦¦¨£ãª «¦¬ ©à£�« �å¦¬ �å¤� 

L = |~L| = |~r × ~p| = m |~r × ~v| = mrv�

¡�  �§¦£â¤àª

v� =
L

mr

� ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � �å¤�«� 

T =
1
2
mv2

r +
L2

2mr2

� ��ç«�¨¦ª æ¨¦ª «�ª ¡ ¤�« ¡ãª �¤â¨�� �ª ¦�å¢�«�  ©«�¤ §�¨ ¦¨á «¦¬ ©à£�-
« �å¦¬ �ç¨à �§æ «¦ ©�£�å¦ r = 0. � �ç¤�£� §¦¬ �§¦¨¨â�  �§æ «¦¤ §¨æ©��«¦
æ¨¦ «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç �å¤� 

F = − ∂

∂r

L2

2mr2 =
L2

mr3 = m
v2

�
r

� �ç¤�£� �¬«ã �å¤�  � �¤à©«ã ¬�æ¡�¤«¨¦ª �ç¤�£�.

243
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�å� §¦¢ç � � ¡ã §�¨å§«à©� ©à£�« �å¦¬ ¡ ¤¦ç£�¤¦¬ ©� ©� ¨ ¡éª ©¬£-
£�«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  «¦ �¢�ç��¨¦ ©à£�«å� ¦. �� ¢ç©¦¬£� «�¤ �¡« ¤ ¡ã
�¥å©à©� � � «¦ �¢�ç��¨¦ ©à£á« ¦.

� �¡« ¤ ¡ã �¥å©à©� (6.3) � � «¦ �¬¤�£ ¡æ V (r) = 0 �å¤�«� 

1
r2

d

dr

(
r2 d

dr

)
R(r) +

(
k2 − l(l + 1)

r2

)
R(r) = 0

� ©«���¨á k �å¤� 

k =
(

2m�
�h2

)1/2

�¡«�¢¦ç£� «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª

¨ = kr R(r) = ¨−1/2J(¨)

¡�  � �¥å©à©� �å¤�«� 

d2J(¨)
d¨2 +

1
¨

dJ(¨)
d¨

+

(
1−

(
l + 1

2

)2

¨2

)
J(¨) = 0

� «�¢�¬«�å� �¥å©à©� �å¤�  � �¤à©«ã �¥å©à©� �§â©�¢ ¡�  â®�  ¢ç©� ª « ª
�¡æ¢¦¬��ª ©¬¤�¨«ã©� ª �§â©�¢.

J±(l+ 1
2 )(¨)

� � ¦§¦ ¦¤�ã§¦«� ��å¡«� ¤ ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª �§â©�¢ �å¤¦¤«�  �§æ «¦¤ «ç§¦

J¤(¨) =
∞∑

m=0

(−1)m�(¤ + 1)
�(m + 1)�(¤ + ¨ + 1)

(x

2

)2m+¤

�å¤�  § ¦ �¦¢ ¡æ ¤� �¡¨á©¦¬£� «�¤ ¢ç©� §¦¬ �¨ã¡�£� ©¬¤�¨«ã©�  «à¤ ©� -
¨ ¡é¤ �§â©�¢ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ¡�  «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ «¦¬ �æ¬£�¤, §¦¬ ¦¨å�¦-
¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

jl(¨) =
(

π

2¨

)1/2

Jl+ 1
2
(¨) nl(¨) =

(
π

2¨

)1/2

J−(l+ 1
2 )(¨)

244



�¬¤�£ ¡á ©� ¨ ¡éª ©¬££�«¨ ¡á

�  ©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ �æ¬£�¤ §�¨¦¬© á�¦¬¤ �¤à£�¢å� ©«¦ £��â¤ ¡�  §¨â§�  ¤�
�§¦¨¨ �¦ç¤ � � §¨¦�¢ã£�«� §¦¬ §�¨ â®¦¬¤ «¦ £��â¤, æ§àª ©¬£��å¤�  ��é.

��¨�«ã¨�©�: �� ¦¨ ©£â¤� §¨¦�¢ã£�«� �å¤�  ®¨ã© £¦ � ¡¬£�«¦©¬-
¤á¨«�©� ¤� £�¤  ¡�¤¦§¦ �å « ª ©¬¤�� ©£â¤�ª ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª. �«�¤ ©¬�¡�-
¡¨ £â¤� §�¨å§«à©� £ � ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤�«�  �§æ « ª ©¬¤�¨«ã©� ª
�á¤¡�¢ §¨é«¦¬ ¡�  ��ç«�¨¦¬ �å�¦¬ª

H
(±)
l (¨) = jl(¨)± i nl(¨)

�  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª �§� ¨å�¦¤«�  ©«¦ £��â¤.
�  ©� ¨ ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª �§â©�¢ �å¤¦¤«�  �§æ «¦¤ «ç§¦

jl(kr) = (−1)l

√
2
π

rl

kl

(
1
r

d

dr

)l �£ (kr)
r

�§æ «¦¤ §�¨�§á¤à «ç§¦ �¨å©¡¦¬£� �ç¡¦¢� « ª «¨� ª §¨é«�ª ©� ¨ ¡âª
©¬¤�¨«ã©� ª �§â©�¢.

j0(kr) =
√

2
π

k
�£ (kr)

kr
j1(kr) =

√
2
π

k

[
�£ (kr)
(kr)2 − ©¬¤ (kr)

kr

]

j2(kr) =
√

2
π

k

[(
3

(kr)3 −
1
kr

)
�£ (kr)− 3

(kr)2 ©¬¤ (kr)
]

�¨¦©��� ©« ¡âª �¡¨á©� ª «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ �¬«é¤ � � £��á¢� r ¡�  ¡¦¤«á
©«�¤ �¨®ã �å¤�  �¤« ©«¦å®àª ¦  �¡æ¢¦¬��ª

jl(kr) −−−→r→∞
�£ (kr − lπ/2)

r
jl(kr) −−−→r→0

kl+1

(2l + 1)!!
rl

��¢ ¡á §¨¦©�â«¦¤«�ª ¡�  «¦¤ �à¤ �¡æ æ¨¦ � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� «¦¬
�¢�¬�â¨¦¬ ©à£�« �å¦¬ �å¤� 

¯klm = jl(kr)Ylm(�, )

� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �¬«ã §�¨ �¨á�  â¤� �¢�ç��¨¦ ©à£�«å� ¦ £� ¡��¦¨ -
©£â¤� �¤â¨�� � � = k2/2m ¡�  ¡��¦¨ ©£â¤� ©«¨¦¦¨£ã, ¦¨ ©£â¤� �§æ «¦¬ª
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¡��¤« ¡¦çª �¨ �£¦çª l ¡�  m. � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤�  � ¦-
©¬¤á¨«�©� «à¤ «�¢�©«é¤ H, L2 ¡�  Lz §¦¬ ¬© ¡á �¤�¢¢á©©¦¤«�  £�«�¥ç
«¦¬ª. ��¤ £�ª �å¤�  §¢�¨¦¦¨å�ª � � «�¤ ¦¨£ã «¦¬ ©à£�« �å¦¬.

�¤«å��«� � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� §¦¬ �¨ã¡�£� ©«�¤ �¨®ã «¦¬ ¡��¢�å¦¬
��¢��ã

¯k = ei~k·~r

£�ª �å¤�  «�¤ ¦¨£ã ~p = �h~k, �¤é ��¤ �å¤�  §¢�¨¦¦¨å�ª � � «�¤ ©«¨¦¦¨£ã
«¦¬.

�§� �ã ¦  ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª jl(kr)�lm(�, ) «¦¬ �¢�¬�â¨¦¬ ©à£�« �å¦¬
�å¤�  â¤� §¢ã¨�ª ©ç©«�£� ©¬¤�¨«ã©�à¤, £§¦¨¦ç£� ¤� �¤�¢ç©¦¬£� «¦ �§å§��¦
¡ç£� ei~k·~r àª §¨¦ª « ª ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª. � � «¦¤ ¢æ�à �¬«æ «�
¡ç£�«� jl(kr)�lm(�, ) ¦¤¦£á�¦¤«�  \�§å £â¨¦¬ª ¡ç£�«�" (partial waves).
� ©®â©� �å¤�  � �¡æ¢¦¬��

¯k = ei~k·~r =
∑

l,m

Clmjl(kr)�lm(�, )

�¬¤�§éª ¡á�� �§å§��¦ ¡ç£� §¦¬ ®�¨�¡«�¨å��«�  �§æ ¦¨ ©£â¤� ¦¨£ã �å¤�  «¦
á�¨¦ ©£� á§� ¨¦¬ §¢ã�¦¬ª �§å £â¨¦¬ª ¡¬£á«à¤ §¦¬ «¦ ¡��â¤� «¦¬ª ®�¨�¡«�-
¨å��«�  �§æ ¦¨ ©£â¤� ©«¨¦¦¨£ã. �� � �¢â¥¦¬£� «¦¤ á¥¦¤� «à¤ z §�¨á¢¢�¢¦
§¨¦ª «¦ � á¤¬©£� ~k. �«©  «¦ §¨é«¦ £â¢¦ª «�ª §�¨�§á¤à �¥å©à©�ª �å¤�«� 
å©¦ £� eikr ©¬¤ �. �¦ ©à£�«å� ¦ ¡ ¤�å«�  «é¨� §�¨á¢¢�¢� §¨¦ª «¦¤ z á¥¦¤�.
� §¨¦�¦¢ã «�ª ©«¨¦¦¨£ãª ©«¦¤ z á¥¦¤� �å¤�  §¨¦�¤éª å©� £� «¦ £��â¤.
�¦ ��ç«�¨¦ £â¢¦ª «�ª �¥å©à©�ª �å¤�«�  �¤�¥á¨«�«¦ «¦¬ .

� �¤á§«¬¥� £�«á ¡�  «¦¤ ¬§¦¢¦� ©£æ «à¤ ¡�  ©«���¨é¤ �å¤� 

¯k = eikr ©¬¤ � =
∑

l

il
√

4π(2l + 1)jl(kr)�l0(�)

��¨�«ã¨�©�: �¤ �â¢¦¬£� � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� £� l = 0 ¤� §�¨ ©«á¤� 
â¤� §¨¦©�¨®æ£�¤¦ ã �§�¨®æ£�¤¦ �§æ «¦ ¡â¤«¨¦ ©� ¨ ¡æ ¡ç£� «æ«� � ¢ç©�
«¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �¡¨á��«�  £� «�¤ �¦ã�� � «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ �á¤¡�¢. �¤�
�§�¨®æ£�¤¦ ã � ©�¨®æ£�¤¦ ©� ¨ ¡æ ¡ç£� §�¨ �¨á¦¤«�  �¤« ©«¦å®àª �§æ
©¬¤�¨«ã©� ª «�ª £¦¨ãª

¯(~r, t) =
e−i(àt−kr)

r
¯(~r, t) =

e−i(àt+kr)

r
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�¦ �¬¤�£ ¡æ �¦¬¢æ£§

�¨��£�« ¡á ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª �á¤¡�¢ �å¤¦¬¤

H
(±)
0 (kr) = j0(kr)± i n0(kr) = A

e±ikr

r

�  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª �§� ¨å�¦¤«�  ©«¦ £��â¤.

6.5 �¦ �¬¤�£ ¡æ �¦¬¢æ£§
�¤� ©� ¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ §¦¬ â®�  £��á¢� ©�£�©å� �å¤�  «¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬

�¦¬¢æ£§. � �¢¢�¢�§å�¨�©� �¤æª �¢�¡«¨¦¤å¦¬ £� ¦¨«å¦ −e ¡�  �¤æª §¬¨ã¤�
£� ¦¨«å¦ +Ze §�¨ �¨á�«�  ©� §¨é«� §¨¦©â�� ©� �§æ «¦ �¬¤�£ ¡æ

V (r) = −Ze2

r

....

.......

.......

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

......................

.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ......
....

E < 0

V (r)

r

E > 0

�� ¤¦£�¤ ¡æ �¬¤�£ ¡æ

��¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ

�¬�¦¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ

0

.........................................................................................................................

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
............
............
............
............
.............
...............
................
.................

..................
..................

...................
.......................

..........................
..............................

.....................................
..............................................

...........................

..........
..........
...........
.............
.............
............
.............
...............
.................

...................
..................

...................
.......................

..........................
..............................

.....................................
............................................

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

�®ã£� 6.3
�¤� ©à£�«å� ¦ £� � < 0 �å¤�  �â©£ ¦ ¡�  â®�  �¤â¨�� � ¡��¤« ©£â¤�.

� §�¨ ¦®ã � > 0 �å¤�  §�¨ ¦®ã «�ª ©¡â��©�ª

�� �¬«æ «¦ �¬¤�£ ¡æ � �¡« ¤ ¡ã �¥å©à©� (6.3) �å¤�«� 

1
r2

d

dr

(
r2 d

dr

)
R(r) +

[
2m

�h2

(
E +

Ze2

r

)
− l(l + 1)

r2

]
R(r) = 0

��¤ �¥å©à©� �¬«ã �� ¢ç©¦¬£� ©«�¤ §�¨á�¨�¦ �¬«ã.
��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � r → 0 «¦ ¬�¦¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ, ©«�¤ §�¨å§«à©�

¬© ¡á §¦¬ l 6= 0, «�å¤�  ©«¦ á§� ¨¦. �§¦£â¤àª ©«�¤ §�¨ ¦®ã «¦¬ £���¤æª
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��¤ ¬§á¨®¦¬¤ ©à£�«å� � ¡�  á¨� � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� � � r → 0 �� §¨â§�  ¤�
£���¤å��«� . �§å©�ª � � � < 0 «¦ ©à£�«å� ¦ �å¤�  �â©£ ¦ ¡�  á¨� �� §¨â§� 
¤� â®¦¬£� ¡�á¤«à©� «�ª �¤�¨��å�ª. � §�¨å§«à©� � > 0 �å¤�  ¡�«á©«�©�
©¡â��©�ª ¡�  �� «�¤ �¥�«á©¦¬£� ©� á¢¢¦ ¡�á¢� ¦.

�� ¢ç©¦¬£� ©«�¤ §�¨á�¨�¦ �¬«ã «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ©«�¤ §�¨å-
§«à©� §¦¬ � < 0. �«¦ �¥ãª �� ®�¨�¡«�¨å©¦¬£� £� «¦¬ª ��å¡«�ª n ¡�  l «�¤
¢ç©� «�ª �¡« ¤ ¡ãª �¥å©à©�ª æ§¦¬ n �å¤�  ¦ ¡��¤« ¡æª �¨ �£æª «�ª �¤�¨��å�ª
¡�  �� §¨¦©� ¦¨ ©«�å ©«�¤ ©¬¤â®� �.

�«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡á¤¦¬£� « ª �¤« ¡�«�©«á©� ª

(6.4) k =
(
−2mE

�h2

)1/2

> 0 ¡�  � =
2mZe2

�h2

¡�  â®¦¬£�

1
r2

d

dr

(
r2 d

dr

)
Rnl +

(
−k2 +

�
r
− l(l + 1)

r2

)
Rnl = 0

�¦ k �å¤�  ¬© ¡á §¨��£�« ¡æª �¨ �£æª. ��¤ ¥�®¤á«� æ«  � < 0. � �

Rnl =
1
r

©nl

� �¥å©à©� �¬«ã �å¤�«� 

(6.5)
d2

dr2 ©nl +
(
−k2 +

�
r
− l(l + 1)

r2

)
©nl = 0

�� �¤���«ã©¦¬£� «�¤ ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª �¬«ãª � � £��á¢� r. � �¥å-
©à©� �¬«ã � � £��á¢� r �å¤�«� 

d2

dr2 ©nl − k2©nl = 0

¡�  â®�  ¢ç©� «�¤ ©¬¤á¨«�©�

©nl(r) = e±kr
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�¦ �¬¤�£ ¡æ �¦¬¢æ£§

� � ¤� £§¦¨�å � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� ¤� ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ ���å �� §¨â§�  ¤� � �-
¢â¥¦¬£� «¦ �¨¤�« ¡æ ©�£�å¦ «�ª ¢ç©�ª �¬«ãª, â«©  é©«� � ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª
¤� £���¤å��«�  ©«¦ á§� ¨¦. �§æ «�¤ §�¨�§á¤à §�¨�«ã¨�©� �å¤�  §¨¦�¤âª
æ«  §¨â§�  ¤� �¤���«ã©¦¬£� ¢ç©� ª «�ª £¦¨ãª

©nl(r) = fnl(r)e−kr

� �¥å©à©� (6.5) £� «�¤ §�¨�§á¤à �¤« ¡�«á©«�©� �å¤�«� 

d2

dr2 fnl − 2k
d

dr
fnl +

(
�
r
− l(l + 1)

r2

)
fnl = 0

� �¥å©à©� �¬«ã �� ¢¬��å £� «�¤ £â�¦�¦ «à¤ ©� ¨é¤.
�¦ £��â¤ �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡æ �¤é£�¢¦ ©�£�å¦ � � «�¤ �¥å©à©� �¬«ã. �¨�

�â®�«�  ¢ç©� «�ª £¦¨ãª

fnl =
∞∑

p=0

�pr
p+¤

� ©á�¦¬£� «�¤ â¡¨�©� �¬«ã ©«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  §�å¨¤¦¬£� «¦
á�¨¦ ©£�

∞∑
n=0

�p [(p + ¤)(p + ¤− 1)− l(l + 1)]rp+¤−2−
∞∑

n=0

�p [2k(p + ¤)− �] rp+¤−1 = 0

�§� �ã «¦ á�¨¦ ©£� �¬«æ §¨â§�  ¤� £���¤å��«�  «�¬«¦« ¡á, �§� «¦ç£� ¦ 
©¬¤«�¢�©«âª «à¤ �¬¤á£�à¤ «¦¬ r ¤� £���¤å�¦¤«� . ��«�¢ã�¦¬£� ©¬¤�§éª
©« ª �¥ ©é©� ª

�0 [¤(¤− 1)− l(l + 1)] = 0

(6.6) · · · · · · · · · · · ·

�p+1 [(p + ¤)(p + ¤ + 1)− l(l + 1)]− �p [2k(p + ¤)− �] = 0
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� §¨é«� �§æ « ª �¥ ©é©� ª �¬«âª ¦¤¦£á��«�  �¥å©à©� «à¤ �� ¡«é¤. �¬-
© ¡á «¦ �0 ��¤ �� §¨â§�  ¤� �å¤�  £��â¤ ¡�  á¨� §¨â§�  ¤� �¥ ©é©¦¬£� £� «¦
£��â¤ «�¤ §�¨á©«�©� £â©� ©« ª ��¡ç¢�ª. �®¦¬£� ¡�«á ©¬¤â§� � �ç¦ ¢ç©� ª

¤(¤− 1)− l(l + 1) = 0 =⇒ ¤ = l + 1 ¡�  ¤ = −l

�§� �ã � ©¬¤á¨«�©� §¨â§�  ¤� £���¤å��«�  � � r → 0 �å¤�  §¨¦�¤âª æ« 
§¨â§�  ¤� �§¦¨¨å¯¦¬£� «�¤ ��ç«�¨� ¢ç©�. �¤«å��«� � §¨é«� ¢ç©� �å¤�  ¬-
© ¡á �§¦��¡«ã. �¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ ¢ç©� �¬«ã ©«�¤ «�¢�¬«�å� «à¤ ©®â©�à¤
(6.6) ¡�  §�å¨¤¦¬£� «�¤ �¡æ¢¦¬�� �¤��¨¦£ ¡ã ©®â©� «à¤ ©¬¤«�¢�©«é¤ «¦¬
��«¦ç£�¤¦¬ ��¨¦å©£�«¦ª

(6.7) �p+1 =
2k(p + l + 1)− �

(p + l + 2)(p + l + 1)− l(l + 1)
�p

�¤ � ©� ¨á ��¤ «�¨£�«å��«�  «æ«� � � £��á¢� r � ¢ç©� ©¬£§�¨ â¨�«� 
æ§àª ¡�  � ©¬¤á¨«�©� e2kr. �¨á�£�«  � ©¬¤á¨«�©� e2kr �¨á�«�  �¤�¢¬« ¡á

e2kr = 1 + (2kr) + · · ·+ (2kr)p

p!
+

(2kp)p+1

(p + 1)!
+ · · ·

¡�  ¦ ¢æ�¦ª �ç¦ � ��¦® ¡é¤ æ¨à¤ «�ª ©� ¨áª �¬«ãª �å¤� 

�p+1

�p
=

2k

p

�å¤�  ��¢��ã å©¦ª £� «¦¤ ¢æ�¦ «à¤ � ��¦® ¡é¤ æ¨à¤ «�ª ¢ç©�ª � � £��á¢�
p. ��«á ©¬¤â§� � � ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�«� 

Rnl =
1
r
e−kre2kr =

1
r
ekr

� ¦§¦å� ¬© ¡á �§¦¡¢å¤�  � � £��á¢� r. �¨� §¨â§�  æ§àª ¡�  � � «¦¤ �¨-
£¦¤ ¡æ «�¢�¤«à«ã â«©  ¡�  ��é ¤� ��®«¦ç£� £æ¤¦ « ª §¦¢¬à¤¬£ ¡âª ¢ç©� ª
©�¤ ¬© ¡á §�¨���¡«âª.

�§¦�â«¦¬£� æ«  «¦ ��«¦ç£�¤¦ §¦¢¬é¤¬£¦ �å¤�  ���£¦ç p æ§¦¬ ¬© ¡á
p ≥ 0. �§æ «�¤ �¤��¨¦£ ¡ã ©®â©� (6.7) �å¤�«�  �£â©àª æ«  � � ¤�  ©®ç¦¬¤
¦  ©®â©� ª �p+1 = 0 ¡�  �p 6= 0 §¨â§�  ¤�  ©®ç�  � §�¨�¡á«à ©®â©�

2k(p + l + 1)− � = 0
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�¦ �¬¤�£ ¡æ �¦¬¢æ£§

�â«¦¬£� n = p + l + 1 ¡�  �¨å©¡¦¬£�

2kn = �

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «� � ¡�  «� k �§æ « ª ©®â©� ª (6.4) ¡�  §�å¨¤¦¬£� «�¢ ¡á « ª
 � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª

�n = −mZ2e4

2�h2
1
n2 n = 1, 2, 3, · · ·

� �¨ �£æª n ¦¤¦£á��«�  ¡ç¨ ¦ª ¡��¤« ¡æª �¨ �£æª.
�§æ «�¤ ©®â©� n = p + l + 1 �§� �ã «¦ p §�å¨¤�  « ª « £âª 0, 1, 2, · · · ,

©¬¤�§á��«�  æ«  n ≥ l + 1 ¡�  �§¦£â¤àª «� æ¨ � £�«��¦¢ãª «¦¬ ¡��¤« ¡¦ç
�¨ �£¦ç l �å¤� 

l = 0, 1, 2, · · · , n− 1

��¢��ã «¦ l §�å¨¤�  n � �¦¨�« ¡âª « £âª. �¨� �  � ¦« £ã «�ª �¤â¨�� �ª ¢æ�à
«¦¬ ¡��¤« ¡¦ç �¨ �£¦ç l �å¤�  n ¦¨âª �¡¬¢ ©£â¤�. �¥�å¨�©� ¬© ¡á �å¤� 
� ��£�¢ é��ª ¡�«á©«�©� n = 1 ¡�  l = 0 æ§¦¬ ��¤ ¬§á¨®�  �¡¬¢ ©£æª. �
�¡¬¢ ©£æª �¬«æª ¦¤¦£á��«�  ©¬£§«à£�« ¡æª ¡�  �å¤�  £ �  � �å«�¨�  � æ«�«�
«¦¬ §��å¦¬ �¦¬¢æ£§.

�� �¨¦ç£� «é¨� « ª ��«¦ç£�¤�ª ©¬¤�¨«ã©� ª. � �¤��à� ¡ã ©®â©� (6.7)
�å¤�«� 

�p+1 = −2k
n− p− l − 1

(p + 1)(p + 2l + 2)
�p

� ¦§¦å� �å¤�  æ¢¦¬ª «¦¬ª æ¨¦¬ª «¦¬ �¤�§«ç�£�«¦ª ©¬¤�¨«ã©�  «¦¬ §¨é«¦¬.
�¨å©¡¦¬£� «�¢ ¡á

�p =
(−2k)p

p!
(n− l − 1)!(2l + 1)!

(n− l − p− 1)!(2l + p + 1)!
�0

� §¦¢¬à¤¬£ ¡ã ¢ç©� �å¤�«� 

fnl = �0r
l+1

n−l−1∑
p=0

(−2knr)p

p!
(n− l − 1)!(2l + 1)!

(n− l − p− 1)!(2l + p + 1)!
=

= Cklr
l+1L2l+1

n−l−1(2knr)
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�� §¦¢¬é¤¬£� Lk
n ¦¤¦£á�¦¤«�  ��¤ ¡�¬£â¤� §¦¢¬é¤¬£� «¦¬ ���¡â¨ ¡� 

�å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

Lk
n(r) =

n∑
m=0

(−r)m

m!
(n + k)!

(n−m)!(k + m)!

�å� ®¨ã© £� â¡¨�©� � � «� §¦¢¬é¤¬£� «¦¬ ���¡â¨ �å¤�  ¦ �¥ãª «ç§¦ª
«¦¬ �¦¤«¨å�¡�ª

Lk
n(r) =

exx−k

n!
dn

dxn

(
e−xxn+k

)

����ç¦¬£� «â¢¦ª æ¢¦¬ª «¦¬ª æ¨¦¬ª ¡�  â®¦¬£� «�¤ �¥ãª ¢ç©�

Rnl(r) = Cnlr
lL2l+1

n−l−1(2knr)e−knr

� ©«���¨á Cnl �å¤�  � ©«���¨á ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ ã©�ª.
�� §¨é«� §¦¢¬é¤¬£� �å¤¦¤«�  ©«¦¤ §�¨�¡á«à §å¤�¡�, æ§¦¬ â®¦¬£� �â-

©� 

�1 =
�h2

me2 ¨ =
Z

�1
r ¡�  © =

(
Z

�1

)3/2

R10(r) = 2©e−¨ R20(r) = 1
2
√

2
©(2− ¨)e−¨/2

R21(r) = 1
2
√

6
©¨e−¨/2 R30(r) = 1

9
√

3
©

(
6− 6¨ + ¨2) e−¨/3

R31(r) = 1
9
√

6
©¨(4− ¨)e−¨/3 R32(r) = 1

9
√

30
©¨2e−¨/3

6.6 �¦ á«¦£¦ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬
�¦ á«¦£¦ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬ �§¦«�¢�å«�  �§æ â¤� §¬¨ã¤� £� ��« ¡æ ¦¨«å¦

e ¡�  £á�� M ¡�  �§æ â¤� �¢�¡«¨æ¤ ¦ £� �¨¤�« ¡æ ¦¨«å¦ −e ¡�  £á�� m. �
�¢¢�¢�§å�¨�©� «à¤ �ç¦ ©à£�« �åà¤ §�¨ �¨á�«�  �§æ «¦ �¬¤�£ ¡æ �¦¬¢æ£§

V (~r) = −e2

r
= − e2

|~rp − ~re|

æ§¦¬ ~rp ¡�  ~re «� � �¤ç©£�«� �â©�ª «¦¬ §¬¨ã¤� ¡�  «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬ �¤« -
©«¦å®àª.
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�¦ á«¦£¦ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬

� �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ «à¤ �ç¦ ©à£�« �åà¤ £§¦¨�å ¤� ®à¨ ©«�å ©� �ç¦
�¥ ©é©� ª. � £å� §�¨ �¨á�  «�¤ ¡å¤�©� «¦¬ ¡â¤«¨¦¬ £á��ª. �¦ ¡â¤«¨¦
£á��ª ¡ ¤�å«�  ©�¤ â¤� �¢�ç��¨¦ ©à£�«å� ¦ £� £á�� � + m. � ��ç«�¨�
�¥å©à©� §�¨¦¬© á��  «¦ �¤� �â¨¦¤, � æ«  �å¤�  « ª  � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª
� � «¦ á«¦£¦ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬. � �¥å©à©� �¬«ã §�¨ �¨á�  «�¤ ¡å¤�©� �¤æª
©à£�« �å¦¬ £� £á�� «�¤ �¤��£â¤� £á�� £ «à¤ �ç¦ ©à£�« �åà¤ §¦¬ �å¤�«� 
�§æ «�¤ ©®â©�

1
£

=
1
�

+
1
m

=⇒ £ =
mM

m + M

� �â©� «¦¬ ©à£�« �å¦¬ �¬«¦ç �å¤�  � ©®�« ¡ã �â©� «¦¬ �¤æª àª §¨¦ª «¦ á¢¢¦

~r = ~rp − ~re

� �¥å©à©� §¦¬ §�¨ �¨á�  «�¤ ¡å¤�©� «¦¬ ©à£�«å¦¬ �¬«¦ç �å¤� 

(
−�h2

2£
~∇2 − e2

r

)
¯(~r) = �¯(~r)

� £á�� m «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬ �å¤�  £ ¡¨ã ©¬�¡¨ « ¡á £� «�¤ £á�� M «¦¬ §¬-
¨ã¤� ¡�  �§¦£â¤àª ã �¤��£â¤� £á�� £ �å¤�  §�¨å§¦¬ å©� £� «�¤ £á�� m «¦¬
�¢�¡«¨¦¤å¦¬.

� �¥å©à©� �¬«ã â®�  ã�� ¢¬��å ©« ª §¨¦��¦ç£�¤�ª §�¨��¨á¦¬ª. �«�¤
§�¨á�¨�¦ �¬«ã �� �§�¤�¢á�¦¬£� «� ¡¬¨ æ«�¨� ©¬£§�¨á©£�«�.

�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� ¯nmls(~r) «�¤ ¢ç©� «¦¬ �«æ£¦¬ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬ «æ«�
�¬«ã �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

¯nmls(~r) = ¯(~r)U±

æ§¦¬ ¯(~r) �å¤�  � ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª �¨â¤« ¤�¡�¨ ¡�  U± �å¤�  � ¡�«á©«�©�
©§ ¤ «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬.

�®�  ã�� �§¦�� ®«�å æ« 

¯nlms(~r) = Cnlr
lL2l+1

n−l−1(2knr)e−knrPlm(©¬¤ �)eimU±

æ§¦¬ Cnl �å¤�  � ©«���¨âª «�ª ¡�¤¦¤ ¡¦§¦å�©�ª.
��¨�«�¨¦ç£� æ«  � §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª ¯¯∗ �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «�¤

�à¤å� � ¡�  ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ �à¤å� .
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� ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤�  � ¦©¬¤á¨«�©� «à¤ �¥ãª «�¢�©«é¤
1) ��ª �¤â¨�� �ª H £�  � ¦« £âª

�n = −£Z2e4

2�h2
1
n2 = −Z2e2

2�1

1
n2 n = 1, 2, 3, · · ·

æ§¦¬ �1 = �h2/£e2 = 0.529×10−8 cm �å¤�  � �¡«å¤� «�ª ��£�¢ é�¦¬ª «¨¦® áª.
� � «¦ á«¦£¦ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬ Z = 1.

2) ��ª ©«¨¦¦¨£ãª L2 £�  � ¦« £âª

¢ = �h2l(l + 1) l = 0, 1, 2, 3, · · · , n− 1

3) ��ª §¨¦�¦¢ãª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª ©«¦¤ z á¥¦¤� £�  � ¦« £âª

¢ = �hm m = 0,±1,±2,±3, · · · ,±l

4) ��ª §¨¦�¦¢ãª «¦¬ ©§ ¤ ©«¦¤ z á¥¦¤� £�  � ¦« £âª

s = +
1
2

�h ã s = −1
2

�h

��¨�«ã¨�©�: � â¤¤¦ � «¦¬ ©§ ¤ �å¤�«�  æ«  â®�  � ©�®��å ��é �¬-
��å¨�«� £� ©¡¦§æ ¤� �¥��ã©�  ¡á§¦ �ª ¬© ¡âª  � ¦£¦¨å�ª «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬.
� � § ¦ �¬©«�¨ã � ¡� ¦¢¦�å� � � «�¤ � ©��à�ã «¦¬ ©§ ¤ �£�¤å��«�  ©«�¤
©®�« ¡ ©« ¡ã ¡��¤« ¡ã ��à¨å� «¦¬ �« ¨á¡.
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�¦ á«¦£¦ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬

�«¦¤ §�¨�¡á«à §å¤�¡� â®¦¬£� ©¬¤¦¯å©�  «� �§¦«�¢â©£�«� � � « ª «¨� ª
§¨é«�ª �¤�¨�� �¡âª ©«á�£�ª «¦¬ �«æ£¦¬ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬, æ§¦¬ â®¦¬£� �â©� 

�1 = �h2/£e2 ¨ = r/�1 © = (1/�1)3/2

n l m s ��«á©«�©� ¯nlms(~r) = Rnl(~r)�lm(�, )U±

1 0 0 ± 1
2 1s 1√

π
©e−¨

2 0 0 ± 1
2 2s 1

4
√

2π
©(¨− 2)e−¨/2

2 1 0 ± 1
2 2p 1

4
√

2π
©¨e−¨/2 ©¬¤ �

2 1 1 ± 1
2 2p 1

8
√

π
©¨e−¨/2 �£ �ei

2 1 -1 ± 1
2 2p 1

8
√

π
©¨e−¨/2 �£ �e−i

3 0 0 ± 1
2 3s 1

81
√

3π
©(21− 18¨ + 2¨2)e−¨/3

3 1 0 ± 1
2 3p

√
2

81
√

π
©¨(6− ¨)e−¨/3 ©¬¤ �

3 1 1 ± 1
2 3p 1

81
√

π
©¨(6− ¨)e−¨/3 �£ �ei

3 1 -1 ± 1
2 3p 1

81
√

π
©¨(6− ¨)e−¨/3 �£ �e−i

3 2 0 ± 1
2 3d 1

81
√

6π
©¨2e−¨/3(3 ©¬¤2 �− 1)

3 2 1 ± 1
2 3d

√
2

81
√

π
©¨2e−¨/3 �£ � ©¬¤ �ei

3 2 -1 ± 1
2 3d

√
2

81
√

π
©¨2e−¨/3 �£ � ©¬¤ �e−i

3 2 2 ± 1
2 3d 1

81
√

2π
©¨2e−¨/3 �£2 �e2i

3 2 -2 ± 1
2 3d 1

81
√

2π
©¨2e−¨/3 �£2 �e−2i

255



��á¢� ¦ 6

�¢� «� �¢�¡«¨æ¤ � §¦¬ â®¦¬¤ «�¤ å� � �¤â¨�� � ¢â£� æ«  �¨å©¡¦¤«� 
©«¦¤ å� ¦ ¢¦ æ. �¦ §¢ã�¦ª «à¤ �¢�¡«¨¦¤åà¤ �¬«é¤  ©¦ç«�  £� «¦¤ ���£æ
�¡¬¢ ©£¦ç «�ª  � ¦« £ãª �n «�ª �¤â¨�� �ª. �� �¨¦ç£� «é¨� «¦¤ ���£æ
�¡¬¢ ©£¦ç «�ª n  � ¦« £ãª «�ª �¤â¨�� �ª.

�¦ l §�å¨¤�  n � �¦¨�« ¡âª « £âª. �¢�ª ¦  ¡�«�©«á©� ª £� � �¦¨�« ¡æ
l �¢¢á «¦ å� ¦ n â®¦¬¤ «�¤ å� � �¤â¨�� �. �§¦£â¤àª �  � ¦« £ã «�ª �¤â¨�� �ª
�å¤�  n ¦¨âª �¡¬¢ ©£â¤�. �§á¨®�  �§å©�ª ¡�  ¦ �¡¬¢ ©£æª «¦¬ £��¤�« -
¡¦ç ¡��¤« ¡¦ç �¨ �£¦ç m. �§� �ã ¦ ¡��¤« ¡æª �¨ �£æª m £§¦¨�å ¤� §á¨� 
©¬¤¦¢ ¡á 2l + 1 « £âª, ¦ ���£æª �¡¬¢ ©£¦ç ¡á�� �¤�¨�� �¡ãª ¡�«á©«�©�ª
�å¤�«�  �§æ «¦ §�¨�¡á«à á�¨¦ ©£�, «¦ ¦§¦å¦ â®¦¬£� §¦¢¢�§¢�© á©�  £� �ç¦
¢æ�à «à¤ �ç¦  � ¦« £é¤ «¦¬ ©§ ¤ S3.

( ���£æª �¡¬¢ ©£¦ç «¦¬ �n ) = 2
n−1∑

l=0

(2l + 1) = 2n2

�æ�à «�ª �§��¦¨�¬« ¡ãª �¨®ãª «¦¬ �á¦¬¢  ��¤ ¬§á¨®¦¬¤ �ç¦ �¢�¡«¨æ-
¤ � ©� â¤� á«¦£¦ £� «¦¬ª å� ¦¬ª ¡��¤« ¡¦çª �¨ �£¦çª. �¬«æ ©�£�å¤�  æ« 
©«�¤ �¤�¨�� �¡ã ©«á�£� �n �¨å©¡¦¤«�  «¦ §¦¢ç 2n2 �¢�¡«¨æ¤ �.

�«�¤ ��© ¡ã ¡�«á©«�©� æ§¦¬ n = 1 «¦ §¢ã�¦ª «à¤ �¢�¡«¨¦¤åà¤ �å¤� 
2 · 1 = 2. �� �ç¦ �¬«á �¢�¡«¨æ¤ � � �â¨¦¬¤ £æ¤¦ àª §¨¦ª «¦¤ §¨¦©�¤�«¦-
¢ ©£æ «¦¬ ©§ ¤. �¤ â¤� á«¦£¦ â®�  «¨å� �¢�¡«¨æ¤ � «æ«� «¦ �§ §¢â¦¤ �¢�-
¡«¨æ¤ ¦ �� ¡�«�¢á��  �¤��¡�©« ¡á «�¤ ��ç«�¨� �¤�¨�� �¡ã ©«á�£� n = 2. �
��ç«�¨� �¤�¨�� �¡ã ©«á�£� £§¦¨�å ¤� §�¨ â®�  2 ·22 = 8 «¦ §¦¢ç � �¦¨�« ¡á
�¢�¡«¨æ¤ � ¡�  «� �§ §¢â¦¤ �¢�¡«¨æ¤ � §¦¬ �¤��®¦£â¤àª �� ¬§á¨®¦¬¤ ©� â¤�
á«¦£¦, �� §¨â§�  ¤� ¡�«�¢á�¦¬¤ «�¤ �§æ£�¤� �¤�¨�� �¡ã ©«á�£� ¡.¢.§.

�¤� á«¦£¦ £� §�¨ ©©æ«�¨� �§æ â¤� �¢�¡«¨æ¤ � �å¤�  â¤� ©ç¤��«¦ ©ç-
©«�£� �§æ �¢�¡«¨æ¤ � £â©� ©«¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬ §¬¨ã¤� §¦¬ æ£àª �¢¢�¢�§ -
�¨¦ç¤ ¡�  £�«�¥ç «¦¬ª. �¬«ã � �¢¢�¢�§å�¨�©� «à¤ �¢�¡«¨¦¤åà¤ £�«�¥ç «¦¬ª
¡á¤�  ��ç¤�«� «�¤ �¡¨ �ã ¢ç©� «�ª �¥å©à©�ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨.

� � ¡�¢ã §¨¦©â�� ©� �å¤�  ¤� ��à¨ã©¦¬£� æ«  ¡á�� �¢�¡«¨æ¤ ¦ ¡ ¤�å«� 
�¤�¥á¨«�«� �§æ «� á¢¢� £â©� ©� â¤� �¤�¨�æ ¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ §¦¬ ��-
£ ¦¬¨��å«�  �§æ «�¤ â¢¥� «¦¬ §¬¨ã¤� ¡�  �§æ « ª �§à©« ¡âª �¬¤á£� ª æ¢à¤
«à¤ á¢¢à¤ �¢�¡«¨¦¤åà¤. �� «�¤ §�¨��¦®ã �¬«ã �§¦¨¦ç£� ¤� ��®«¦ç£�
«�¤ §�¨�§á¤à �¤á§«¬¥� ¡�  ¤� §�¨ �¨á¯¦¬£� â«©  « ª � ��¦® ¡âª ©«á© £�ª
¡�«�©«á©� ª «à¤ �«æ£à¤.
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�¦ á«¦£¦ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬

�«©  � ¡��¤«¦£�®�¤ ¡ã �¥ã��©� £� �§¢æ «¨æ§¦ «¦ §�¨ ¦� ¡æ ©ç©«�£�
«à¤ ©«¦ ®�åà¤ §¦¬ �å®� �§ ¤¦ã©�  §¨ ¤ §�¨å§¦¬ �¡�«æ ®¨æ¤ � �£§� ¨ ¡á ¦
��¤«�¢â��.

� §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª ¤� �¨���å «¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦ ©«�¤ §�¨ ¦®ã �ç¨à
�§æ «¦ ©�£�å¦ (r, �, ) �å¤�  ¯nlm(r, �, )¯∗nlm(r, �, ). � §¬¡¤æ«�«� �¬«ã ��¤
�¥�¨«á«�  �§æ «�¤ �à¤å� . �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «�¤ �à¤å� � �§æ «�¤ ©¬-
¤á¨«�©� Plm(�)P ∗lm(�). � â¡¨�©� �¬«ã £���¤å��«�  � � ¦¨ ©£â¤�ª « £âª «�ª
�à¤å�ª � ¡�  ¡�«á ©¬¤â§� � � §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª £���¤å��«�  ©� ¡á§¦ �ª
¡à¤ ¡âª �§ á¤� �ª. � �§ á¤� �ª �¬«âª ��¤ £§¦¨¦ç¤ ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«¦ç¤ �æ-
©¦¤ � � �ç�¬¤©� «¦¬ á¥¦¤� OZ �å¤�  �¬��å¨�«�. ��¤ ¬§á¨®�  §¨¦¤¦£ ¦ç®¦ª
� �ç�¬¤©� ©«¦¤ ®é¨¦ � æ«  «¦ �¬¤�£ ¡æ V = −Ze/r §�¨¦¬© á��  ©� ¨ ¡ã
©¬££�«¨å�.

� § ��¤æ«�«� ¤� �¨���å â¤� �¢�¡«¨æ¤ ¦ ©«� ¡�«á©«�©� ¯nlm(~r) £�«�¥ç
r ¡�  r + dr, �å¤�«�  �§æ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª §¬¡¤æ«�«�ª § ��¤æ«�«�ª «¦¬
àª §¨¦ª « ª �à¤å�ª � ¡�  . �§� �ã ¦  ©� ¨ ¡âª �¨£¦¤ ¡âª �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡¦-
§¦ �£â¤�ª ©«�¤ £¦¤á�� �¨å©¡¦¬£�

�nl(~r)dr =
∫ π

0
d�

∫ 2π

0
d [�m

l (�, )]∗ �m
l (�, ) �£ � r2 (Rnl)

∗
Rnldr

= r2 (Rnl)
∗
Rnldr

� §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª �å¤�  �¤�¥á¨«�«� «¦¬ ¡��¤« ¡¦ç �¨ �£¦ç m.
��¨�«�¨¦ç£� æ«  � § ��¤æ«�«� �¬«ã £���¤å��«�  ©� n− l−1 ©�£�å� §¦¬ �å¤� 
¦  ¨å��ª «¦¬ §¦¢¬é¤¬£¦¬ L2l+1

n−l−1(r). � §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª £���¤å��«� 
©� ¡á§¦ �ª ©� ¨ ¡âª �§ á¤� �ª.

� §�¨ ¦®ã «¦¬ r §¦¬ �§ «¨â§�«�  ¤� ¡ ¤���å «¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦ �¤æª ¢¦ ¦ç
�¥�¨«á«�  ¡¬¨åàª �§æ «¦¤ ¡��¤« ¡æ �¨ �£æ n �¤é ¦ �¨ �£æª l �§�¨�á��  �¢�-
¨á «�¤ £¦¨ã «�ª ¡�£§ç¢�ª. � £â©� « £ã �å¤�  � § ¦ § ��¤ã « £ã §¦¬
£§¦¨¦ç£� ¤� §�¨�«�¨ã©¦¬£� «¦ ©à£á« ¦. ��¨�«�¨¦ç£� æ«  «� �¢�¡«¨æ¤ �
«¦¬ å� ¦¬ �¤�¨�� �¡¦ç ¢¦ ¦ç â®¦¬¤ «�¤ å� � §�¨å§¦¬ £â©� « £ã. � £â©� « £ã
¬§¦¢¦�å��«�  �§æ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

£ =< r >=
∫ ∞

0
r�nl(~r)dr =

n2�1

2

[
1 +

1
2

(
1− l(l + 1)

n2

)]

� � «¦¤ å� ¦ ¢¦ æ, § ¦ ¡¦¤«á ©«¦ ©�£�å¦ r = 0 �å¤�  � £â©� « £ã «à¤
�¢�¡«¨¦¤åà¤ §¦¬ â®¦¬¤ £���¢ç«�¨� ©«¨¦¦¨£ã l = n− 1.
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� § ��¤æ«�«� â¤� ©à£á« ¦ ¤� �¨å©¡�«�  ¡¦¤«á ©«¦ ©�£�å¦ r = 0 �å-
¤�  ©�£�¤« ¡ã � � « ª ¡�«�©«á©� ª l = 0. �¢�©© ¡á ¦  ¡�«�©«á©� ª �¬«âª
�¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©� �¬�ç�¨�££�ª ¡ ¤ã©� ª. � § ��¤æ«�«� �å¤�  £ ¡¨æ«�¨� � �
l = 1 ¡�  �¡æ£� £ ¡¨æ«�¨� � � l = 2. � � « ª ¡�«�©«á©� ª £� £��á¢� ©«¨¦-
¦¨£ã � § ��¤æ«�«� �¬«ã �å¤�  §¨�¡« ¡á £���¤ ¡ã. � ¢æ�¦ª �å¤�  æ«  ©« ª
¡�«�©«á©� ª �¬«âª «¦ ¬�¦¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ �å¤�   ©®¬¨æ �¤é � � l = 0 «¦
¬�¦¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  £��â¤ ¡�  «¦ �¤�¨�æ �¬¤�£ ¡æ ©¬£§å§«�  £� «¦
�¬¤�£ ¡æ �¦¬¢æ£§.
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||
£ r

n = 3

�®ã£� 6.4
� \�¡« ¤ ¡ã" § ��¤æ«�«� � � â¤� �¢�¡«¨æ¤ ¦ §¦¬ ¡ ¤�å«� 

©� �¬¤�£ ¡æ �¦¬¢æ£§, £ �å¤�  � £â©� « £ã.

��¨�«ã¨�©�: �¦ á«¦£¦ «¦¬ �¢å¦¬ �§¦«�¢�å«�  �§æ â¤� §¬¨ã¤� ¡� 
�ç¦ �¢�¡«¨æ¤ �. � £�¢â«� �¤æª «â«¦ ¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  �ç©¡¦¢� � �«å «�
�ç¦ �¨¤�« ¡á ¦¨« ©£â¤� �¢�¡«¨æ¤ � �§à�¦ç¤«�  £�«�¥ç «¦¬ª �§o «�¤ �ç-
¤�£� �¦¬¢æ£§. �£�¤å��«�  â«©  ©«�¤ ��£ ¢«¦¤ �¤ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª â¤�
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�¦ á«¦£¦ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬

�§ §¢â¦¤ �¬¤�£ ¡æ «�ª £¦¨ãª U = e2/r12 æ§¦¬ r12 �å¤�  � �§æ©«�©� £�-
«�¥ç «à¤ �¬¦ �¢�¡«¨¦¤åà¤. �¦ §¨æ�¢�£� �¤« £�«à§å��«�  £� §¨¦©��� ©« ¡âª
£��æ�¦¬ª.
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�©¡ã©� ª

�©¡ã©� ª

′�©¡�©� 6.1

�� ¢¬��å «¦ §¨æ�¢�£� «¦¬ ¦£¦��¤¦çª £��¤�« ¡¦ç §��å¦¬ §�¨á¢¢�¢¦¬
§¨¦ª «¦¤ z− á¥¦¤�.

�ç©�: ��à¨¦ç£� â¤� �¢�¡«¨æ¤ ¦ £� ¦¨«å¦ e ¡�  £á�� m ¤� ¡ ¤�å«� 
£â©� ©� â¤� ©«���¨æ, �¤�¥á¨«�«¦ �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦, �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦.
�§æ «�¤ ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã �å¤�  �¤à©«æ æ«  ©«¦ ©à£�«å� ¦ �§�¤�¨��å £ �
�ç¤�£�, �¤à©«ã ©�¤ �ç¤�£� �æ¨�¤«ª

~F = e~� +
e

c

(
~¬× ~H

)

� �ç¤�£� �¬«ã �å¤�  ¡á��«� ©«�¤ «�®ç«�«� «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬ ¡�  ¡á��«� ©«�¤
â¤«�©� «¦¬ £��¤�« ¡¦ç §��å¦¬. � ¡¢�©© ¡ã ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ «¦¬
�¢�¡«¨¦¤å¦¬, ®à¨åª ©§ ¤ �å¤� 

� =
1

2m

(
~p− e

c
�(~r)

)2
+ e(~r)

æ§¦¬ c �å¤�  � «�®ç«�«� «¦¬ à«æª.
�¦ � �¤¬©£�« ¡æ �¬¤�£ ¡æ �(~r) ¡�  «¦ ���£à«æ �¬¤�£ ¡æ (~r) ©¬¤�â-

¦¤«�  £� « ª �¤«á©� ª «à¤ §��åà¤ £� « ª ©®â©� ª

~H = ~∇× ~�(~r) ¡�  ~� = −~∇(~r)

�¦ � �¤¬©£�« ¡æ �¬¤�£ ¡æ ¬§¦�â«¦¬£� æ«   ¡�¤¦§¦ �å �§å©�ª ¡�  «�¤ ©¬¤�ã¡�

~∇ · ~�(~r) = 0

� ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �å¤�  å� � £� «�¤ ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �¤æª
©à£�« �å¦¬ ¡ ¤¦ç£�¤¦¬ ©«¦ �¬¤�£ ¡æ e(~r) £� ¦¨£ã

~§ = ~p− e

c
~�(~r)
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��á¢� ¦ 6

�� ¢ç©¦¬£� «�¤ �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ � � «�¤ §�¨å§«à©� ¦£¦��¤¦çª
£��¤�« ¡¦ç §��å¦¬, §�¨á¢¢�¢¦¬ §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� «à¤ z, ��¢��ã

~H = (0, 0, H)

�� �¬¤�£ ¡á ©«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã �å¤� 

~�(~r) =
1
2

~H × ~r =
1
2
H(−y, x, 0) (~r) = 0

� ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �å¤�«� 

H =
1

2m

(
§2

x + §2
y

)
+

1
2m

p2
x = Hxy + Hz

� ©¬¤á¨«�©� Hz �å¤�  � ©¬¤á¨«�©� �á£ ¢«¦¤ �¤æª �¢�¬�â¨¦¬ ©à£�« �å¦¬
©«�¤ z � �ç�¬¤©�. �  ¦¨£âª §x ¡�  §y �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

§x = px +
eH

2c
y §y = py − eH

2c
x

�  §�¨�§á¤à ¦¨£âª ��¤ �¤�¢¢á©©¦¤«�  £�«�¥ç «¦¬ª, �¢¢á  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤
�¡æ¢¦¬�� ©®â©� �¤« £�«á��©�ª

[§x, §y] = i�h
eH

c

�¤ �â©¦¬£�

§x =
(

eH

c

)1/2

Q §y =
(

eH

c

)1/2

P

«æ«� �¨å©¡¦¬£� æ«  «¦ «£ã£� Hxy «�ª ©¬¤á¨«�©�ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �å¤�«� 

Hxy =
eH

2mc

(
P 2 + Q2)

�§¦£â¤àª ¦ «�¢�©«ãª Hxy �å¤�  ¦ «�¢�©«ãª �á£ ¢«¦¤ «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�-
¤«à«ã £� ©¬®¤æ«�«�

àc =
1
m

=
eH

mc
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�   � ¦« £âª «¦¬ «�¢�©«ã «¦¬ �á£ ¢«¦¤ ¡�«á ©¬¤â§� � �å¤� 

�n =
(

n +
1
2

)
�hàc +

�h2

2m
k2

z n = 0, 1, 2, · · ·

′�©¡�©� 6.2

�� �§¦�� ®«�å æ«  �¤ ~© = (©1, ©2, ©3) æ§¦¬ ©j �å¤�  ¦  £ã«¨�ª «¦¬ �á¦¬¢ 
«æ«�  ©®ç� 

~©× ~© = 2i~©

�� �§¦�� ®«¦ç¤ �§å©�ª ¦  ©®â©� ª

exp (i�~n · ~©) = ©¬¤ �+i~n·~© �£ � exp
(
i~� · ~S

)
= ©¬¤ (

�
2

)+i~�·~S �£ (
�
2

)

æ§¦¬ «¦ � á¤¬©£� ~n �å¤�  £¦¤�� �å¦. �� �§¦�� ®«�å «â¢¦ª æ« 

d2

d�2 exp (i�~n · ~©) = − exp (i�~n · ~©)

�§æ�� ¥�: � � «¦¤ ¬§¦¢¦� ©£æ «à¤ � ¤¦£â¤à¤ §¨â§�  ¤� §¨¦©â¥¦¬£�
� æ«  «� ©j �å¤�  £ã«¨�ª ¡�  ��¤ �¤�¢¢á©©¦¤«�  £�«�¥ç «¦¬ª. � � « ª £ã«¨�ª
�¬«âª  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

©1©2 = −©2©1 = −i©3 ©2©3 = −©3©2 = −i©1 ©3©1 = ©3©1 = −i©2

©1
1 = ©2

2 = ©2
3 = 1

� �§æ�� ¥� «�ª §¨é«�ª ©®â©�ª �å¤�  �§¢ã. �®¦¬£�

~©× ~© =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
©1 ©2 ©3
©1 ©2 ©3

∣∣∣∣∣∣
=

(©2©3 − ©3©2, ©3©1 − ©1©3, ©1©2 − ©2©1) = (2i©1, 2i©2, 2i©3) = 2i~©

� � ¤� �§¦��å¥¦¬£� «�¤ �§æ£�¤� ©®â©� �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ �¤á-
§«¬¥� «¦¬ �¡��« ¡¦ç ©� ©� ¨á �â¬¢¦¨. � � ¦§¦ ¦¤�ã§¦«� «�¢�©«ã � ¦¨å�¦¬£�

e�� =
∞∑

n=0

�n

n!
�n = 1 +

�
1

� +
�2

1 · 2�2 +
�3

1 · 2 · 3�3 + · · ·+
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�� �¨¦ç£� « ª � ��¦® ¡âª �¬¤á£� ª «¦¬ ~n · ~©. �®¦¬£�

(~n · ~©)2 = (n1©1 + n2©2 + n3©3)2 = n2
1s

2
1 + n2

2s
2
2 + n2

3s
2
3+

n1n2(©1©2+©2©1)+n2n3(©2©3+©3©2)+n3n1(©3©1+©1©3) = n2
1+n1

2+n2
3 = 1

� «¨å«� �ç¤�£� «¦¬ ~n · ~© �å¤� 

(~n · ~©)3 = ~n · ~©(~n · ~©)2 = ~n · ~©

� «â«�¨«� �ç¤�£� �å¤� 

(~n · ~©)4 = (~n · ~©)2 · (~n · ~©)2 = 1

�� «¦ å� ¦ «¨æ§¦ ¬§¦¢¦�å�¦¤«�  æ¢�ª ¦  �¬¤á£� ª. �¬£§�¨�å¤¦¬£� æ«  æ¢�ª
¦  á¨« �ª �¬¤á£� ª «¦¬ ~n · ~© �å¤�  å©�ª £� «�¤ £¦¤á�� ¡�  æ¢�ª ¦  §�¨ ««âª
�¬¤á£� ª å©�ª £� «¦ ~n · ~©. �§¦£â¤àª â®¦¬£�

(i�~n · ~©)2n =
(−�2)n (i�~n · ~©)2n+1 =

(−�2)n (i�~n · ~©)

�§¦¢¦�å�¦¬£� «é¨� «¦ �¡��« ¡æ. �¨å©¡¦¬£�

exp (i�~n · ~©) =
∞∑

n=0

(i�~n · ~©)2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

(i�~n · ~©)2n+1

(2n + 1)!
=

∞∑
n=0

(−1)n�2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

i(−1)n�2n+1

(2n + 1)!
~n · ~© = ©¬¤ � + i~n · ~© �£ �

� � ¤� �§¦��å¥¦¬£� «�¤ �§æ£�¤� ©®â©� �â«¦¬£�

~� = �~n ~S =
1
2
~©

æ§¦¬ � �å¤�  «¦ £â«¨¦ «¦¬ ~a ¡�  �¨å©¡¦¬£�

U(�) = exp(i~� · ~S) = exp(i
�
2
~n · ~S) = ©¬¤ (

�
2

) + i~� · ~S �£ (
�
2

)

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � � = 2π ¡�  � � � = 4π � ©®â©� �å¤� 

U(2π) = −1 U(4π) = +1
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�¦ ©§ ¤ §¨â§�  ¤� §�¨ ©«¨��å �ç¦ ¦¨âª �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� «¦¬ ��¢��ã
¡�«á 4π � � ¤� �é©�  «�¤ £¦¤á��.

� «�¢�¬«�å� ©®â©� �§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� �¤ ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ §�-
¨�§á¤à  ©æ«�«�. ��¨��à�å�¦¬£� �ç¦ ¦¨âª ¡�  �¨å©¡¦¬£�

d2

d�2 exp (i�~n · ~©) =
d2

d�2 (©¬¤ � + i~n · ~© �£ �) =− ©¬¤ �− i~n · ~© �£ � =

− exp (i�~n · ~©)

′�©¡�©� 6.3

�� �¨��¦ç¤ ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  ¦   � ¦« £âª � � â¤� ©à£á« ¦ §¦¬
¡ ¤�å«�  ©� £å� � á©«�©�

�) ©«¦ �¬¤�£ ¡æ

V = − V0

cosh2(ax)

£� �¤â¨�� � V0 < � < 0 ¡� 
�) ©«¦ ¨á�£� �¬¤�£ ¡¦ç

V =
V0

cosh2(ax)

£� �¤â¨�� � V0 > E > 0
�ç©�: � �¨� ¡ã §�¨á©«�©� «¦¬ §¨é«¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç �å¤�«�  ©«¦

§�¨�¡á«à ©®ã£�

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.....
V (x)

x

−V0

............................................................................................................................................................................................................................................................................
...................

..................
.................

..................
..................

...................
.......................

............................
............................

�®ã£� 6.5

�§æ «¦ ©®ã£� «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç �å¤�«�  �£â©àª æ«  «� ©à£á« � £� �¤â¨-
�� � E < 0 �å¤�  �â©£ � ¡�  �§¦£â¤àª ©«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã â®¦¬£� ¡�á¤«à©�

265



��á¢� ¦ 6

©«�¤ �¤â¨�� �. �¤«å��«� ¦  ¡�«�©«á©� ª £� ��« ¡ã �¤â¨�� � �å¤�  ¡�«�©«á-
©� ª ©¡â��©�ª. �� �¥�«á©¦¬£� £æ¤¦ « ª §¨é«�ª ¡�«�©«á©� ª.

� �¥å©à©� «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ £� «¦ �¬¤�£ ¡æ «�ª á©¡�©�ª �å¤� 

− �h2

2m

d2

dx2 ¯(x)− V0

cosh2(ax)
¯(x) = E¯(x)

��à¨¦ç£� «¦¤ �¡æ¢¦¬�¦ £�«�©®�£�« ©£æ

¥ = tanh(ax) =⇒ 1− ¥2 =
1

cosh2(ax)

�¨å©¡¦¬£� «�¤ §�¨á�à�¦ àª §¨¦ª x

d

dx
=

d¥
dx

d

d¥
=

a

cosh2(ax)
d

d¥
= a(1− ¥2)

d

d¥

�§¦£â¤àª � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� �å¤�«� 

−�h2a2

2m
(1− ¥2)

d

d¥

[
(1− ¥2)

d

d¥

]
¯(¥)− (1− ¥2)V0¯(¥) = �¯(¥) =⇒

(1− ¥2)
d2

d¥2 ¯(¥)− 2¥
d

d¥
d

d¥
¯(¥) +

[
2mV0

�h2a2
+

2mE

�h2a2

1
1− ¥2

]
¯(¥) = 0

�á¤¦¬£� «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª

� =
√−2mE

�ha

� ©«���¨á � �å¤�  §¨��£�« ¡ã �æ©¦¤ E < 0 ¡� 

s(s + 1) =
2mV0

�h2a2
=⇒ s =

1
2

[
−1 +

√
1 +

8mV0

�h2a2

]

¡�  � � �¦¨ ¡æ �¥å©à©� �å¤�«� 

(1− ¥2)
d2

d¥2 ¯(¥)− 2¥
d

d¥
¯(¥) +

[
s(s + 1) +

�
1− ¥2

]
¯(¥) = 0
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� �¥å©à©� �¬«ã �å¤�  � �¤à©«ã �¥å©à©� (6.1) «¦¬ ���á¤«¨ ¡�  â®�  ¢¬��å.
� �¥å©à©� �¬«ã £§¦¨�å ¤� §á¨�  «�¤ ¬§�¨��à£�«¨ ¡ã £¦¨ã �¤ ¡á¤¦¬£� «¦¤
£�«�©®�£�« ©£æ

¯ = (1− ¥2)�/2(¥) u =
1
2

(1− ¥)

� � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� �å¤�«� 

u(1− u)′′ + (� + 1)(1− 2u)′ − (�− s)(� + s + 1) = 0

¡�  â®�  ¢ç©� «�¤ §�¨�¡á«à ¬§�¨��à£�«¨ ¡ã ©¬¤á¨«�©�.

¯ = (1− ¥2)�/2F

[
�− s, � + s + 1, � + 1,

1
2

(1− ¥)
]

� ¬§�¨��à£�«¨ ¡ã ©¬¤á¨«�©� ¦¨å��«�  ©«¦¤ ¡ç¡¢¦ |z| < 1 �§æ «¦¤ «ç§¦

F (�, �, �, z) = 1 +
��
�

z

1!
+

�(� + 1)�(� + 1)
�(� + 1)

z2

2!
+ · · ·

æ§¦¬ ¦  ©«���¨âª � ¡�  � �å¤�  ¦§¦ �©�ã§¦«� �¤é � 6= 0,−1,−2, · · · � ©¬¤á¨-
«�©� �å¤�  §¨¦�¤éª ©¬££�«¨ ¡ã àª §¨¦ª � ¡�  �.

� ¢ç©� ��¤ �§� ¨å��«�  � � ¥ = −1 (��¢��ã � � x → −∞) �¤ â®¦¬£�

s− � = n n = 0, 1, 2, · · ·

� ¬§�¨��à£�«¨ ¡ã ©¬¤á¨«�©� F �å¤�  â¤� §¦¢¬é¤¬£¦ ���£¦ç n
�¤ �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� « ª ©«���¨âª � ¡�  s �¨å©¡¦¬£� «�¢ ¡á « ª  � ¦« £âª

«¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.

E = −�h2a2

8m

[
−(1 + 2n) +

√
1 +

8mV0

�h2a2

]

�§� �ã §¨¦�¤éª � > 0 ¦ �¨ �£æª «à¤ �¤�¨�� �¡é¤ ¡�«�©«á©�à¤ �å¤�  §�§�-
¨�©£â¤¦ª ¡�  ¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©¬¤�ã¡�

n < s
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�) �� ¢ç©¦¬£� «é¨� «¦ ��ç«�¨¦ §¨æ�¢�£�. � �¨� ¡ã §�¨á©«�©� «¦¬
�¬¤�£ ¡¦ç �¬«¦ç �å¤�«�  ©«¦ §�¨�§á¤à ©®ã£�

V =
V0

cosh2(ax)

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

..... V (x)

x

V0

...................................
...........................

......................
...................

.................
.................

..................
...................

......................
....................................................................................................................................................................................................................................................................

�®ã£� 6.6

� �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ £� «¦ �¬¤�£ ¡æ �¬«æ �å¤� 

− �h2

2m

d2

dx2 ¯(x) +
V0

cosh2(ax)
¯(x) = E¯(x)

� �¥å©à©� �å¤�  å� � £� «�¤ §¨¦��¦ç£�¤� £æ¤¦ §¦¬ «¦ V0 â®�  ��é � �¦¨�-
« ¡æ §¨æ©�£¦. � ¢ç©� �å¤� 

¯ = (1− ¥2)−ik/2aF

[
−ik/a− s,−ik/a + s + 1,−ik/a + 1,

1
2

(1− ¥)
]

æ§¦¬ â®¦¬£� �â©� 
¥ = tanh(ax)

k =
√

2mE

�h2 s =
1
2

[
−1 +

√
1− 8mV0

�h2a2

]

�¤ ��à¨ã©¦¬£� æ«  «� ©à£�«å� � «�¥ ��ç¦¬¤ �§æ «� �¨¤�« ¡á x §¨¦ª «�
��« ¡á «æ«� � � x → +∞ (ã ¥ → 1, ã 1 − ¥ ≈ 2e−x � ¢ç©� §¨â§�  ¤� â®� 
£æ¤¦ «¦¤ æ¨¦ eikx. �¨¦©��� ©« ¡ã â¡¨�©� � � «�¤ ¡¬£�«¦©¬¤á¨«�©� «¦¬
§¨¦�¢ã£�«¦ª £§¦¨¦ç£� ¤� �¨¦ç£� � � x →∞ (ã ¥ → −1).

¯ ≈ eikx �(ik)�(1− ik)
�(−s)�(s + 1)

+ e−ikx �(−ik)�(1− ik)
�(−ik − s)�(−ik + s + 1)
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�§¦¨¦ç£� «â¢¦ª ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «¦¤ ©¬¤«�¢�©«ã «�ª � â¢�¬©�ª D �§æ «¦
�¬¤�£ ¡æ. ��«á �§æ ¡á§¦ �ª §¨á¥� ª �¨å©¡¦¬£�

D =
sinh2(πk/a)

sinh2(πk/a) + ©¬¤2
(

1
2π

√
1− 8mV0/�h2a2

)

æ§¦¬ 1 − 8mV0/�h2a2 > 0. �¤ � §¨¦��¦ç£�¤� â¡¨�©� �å¤�  �¨¤�« ¡ã «¦
©¬¤�£å«¦¤¦ «¦¬ §�¨�§á¤à «ç§¦¬ �å¤�«�  ¬§�¨�¦¢ ¡æ ©¬¤�£å«¦¤¦.

D =
sinh2(πk/a)

sinh2(πk/a) + cosh2
(

1
2π

√
1− 8mV0/�h2a2

)
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�©¡ã©� ª

′�©¡�©� 7.1

� ¡¢�©© ¡ã �¥å©à©� «�ª ¡å¤�©�ª �¤æª �¢�¡«¨¦¤å¦¬ £â©� ©� �¢�¡«¨¦£�-
�¤�« ¡æ §��å¦ �å¤� 

d

dt
(m~v) = e

(
~E +

1
c
~v × ~H

)

�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� ~A ¡�   «¦ � �¤¬©£�« ¡æ ¡�  «¦ ���£à«æ �¬¤�£ ¡æ «¦¬
§��å¦¬ �¤« ©«¦å®àª ��¢��ã

~E = −~∇− 1
c

∂

∂t
~A ~H = ~∇× ~A

«æ«� ¤� �§¦�� ®«�å æ«  ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡å¤�©�ª §¨¦â¨®¦¤«�  �§æ «�¤ �¡æ-
¢¦¬�� ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ���¡¨á¤�.

L =
1
2
mv2 + e

(
1
c
~v · ~A− 

)

�� ¬§¦¢¦�å©�«� «�¤ ©¬�¬�ã ¦¨£ã §¦¬ ���å¤�  �§æ «�¤ ¢��¡¨�¤� �¤ã �¬«ã
¡�  ¤� �¨�å«� «�¤ ¡¢�©© ¡ã ®�£ ¢«¦¤ �¤ã.

H =
1

2m

(
~p− e

c
~A
)

+ e

′�©¡�©� 7.2

�� ��å¥�«� æ«  � �©£�« ¡ã ¡�«�¤¦£ã «�ª �¤�¨�� �¡ãª §¬¡¤æ«�«�ª u(¤)
â®�  â¤� £â� ©«¦ � � ¤ = ¤0. �� �¨���å � « £ã ¤0. �� ��å¥�«� æ«  «¦ £â� ©«¦
«à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ u(¢) ¡�  u(¤) �¤« ©«¦ ®�å ©� � �¦¨�« ¡æ £ã¡¦ª ¡ç£�«¦ª.
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�¬«æ ¦�å¢�«�  ©«�¤ ©®â©� u(¢)|d¢| = u(¤)|d¤|. �å¤�«�  æ«  � ¢ç©� «�ª
�¥å©à©�ª 3(ex − 1)− xex = 0 �å¤�  x = 2, 9.

′�©¡�©� 7.3

�� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

< f |g >=
∫

<
f∗gdx ∀f , g ∈ L2(<)

�å¤�  §¨á�£�«  â¤� �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦.
�� �§¦�� ®«�å æ«  ©«¦ ©ç¤¦¢¦ L2[0, 2π] «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤

k =
1√
2π

eikt k = ±0,±1, · · ·

�å¤�  ¦¨�¦¡�¤¦¤ ¡æ.

′�©¡�©� 7.4

�� �§¦�� ®«�å æ«  ©� â¤�¤ ®é¨¦ �å¢£§�¨« «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ �å¤� 
©¬¤�®ãª ©¬¤á¨«�©� àª §¨¦ª �£æ«�¨�ª « ª £�«��¢�«âª. �� �§¦�� ®«�å �§å©�ª
æ«  ¡�  � §�¨�¡á«à �§� ¡æ¤ ©� �å¤�  ©¬¤�®ãª

‖·· ‖ : x 7−→ ‖x‖ ∈ <

′�©¡�©� 7.5

�� �§¦�� ®«�å æ«  ¦ ®é¨¦ª

l2(∞) =

{
x = (x1, x2, · · · ), xi ∈ C /

∞∑

k=1

|x|2 < ∞
}

�å¤�  â¤�ª ®é¨¦ª �å¢£§�¨«.
�� �� ®«�å æ«  ¡á�� §�§�¨�©£â¤�ª � á©«�©�ª �¬¡¢�å�� ¦ª ®é¨¦ª �å¤� 

â¤�ª � �®à¨å© £¦ª ®é¨¦ª �å¢£§�¨«.
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′�©¡�©� 7.6

�¨å�¦¬£� «�¤ ¡�«�¤¦£ã ¡¬¨å� « £ã «¦¬ x−1 = P
( 1

x

)
�§æ «�¤ �¡æ¢¦¬��

©®â©�

(
P

(
1
x

))
((x)) ==

¦¨© lim
�→0+

(∫ −�

−∞

(x)
x

dx +
∫ ∞

�

(x)
x

dx

)

�� �§¦�� ®«�å æ«  � §�¨�§á¤à ©®â©� ¦¨å��  §¨á�£�«  £å� ¡�«�¤¦£ã ¡�  æ« 

∂

∂x
(¢¦� |x|) = P

(
1
x

)

�§å©�ª ¤� �§¦�� ®«�å æ«   ©®ç¦¬¤ ¡�  ¦  ©®â©� ª

lim
y→0+

¢¦� z = ¢¦� |x|+ iπ (1−H(x)) æ§¦¬ z = x + iy

1
x± i0

= lim
y→0+

1
x± iy

= P

(
1
x

)
∓ iπ�(x)

�� �§¦�� ®«�å «â¢¦ª æ«  � �¥å©à©�

xy = 1

â®�  ¢ç©� «�¤ ¡�«�¤¦£ã

y = P

(
1
x

)
+ c�(x)

′�©¡�©� 7.7

�� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á �¦¬¨ â � ©¬¤á¨«�©� f(x) = x, −π < x < π. ��
«�¤ �¦ã�� � «�ª �¤á¢¬©�ª �¬«ãª ¤� �§¦��å¥�«� «�¤ ©®â©�

π2

12
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 = 1− 1
4

+
1
9
− 1

16
+ · · ·
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�� �§¦��å¥�«� æ«  � �¤á¢¬©� ©� ©� ¨á �¦¬¨ â «�ª ©¬¤á¨«�©�ª f(x) = x2,
−π < x < π �å¤� 

f(x) =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2 ©¬¤(nx)

�� �¨á¯�«� «¦ §�¨�§á¤à á�¨¦ ©£� æ«�¤ x = 0 ¡�  æ«�¤ x = π.
�� �¤�¢ç©�«� «â¢¦ª ©� ©� ¨á �¦¬¨ â «�¤ á¨« � ©¬¤á¨«�©� f(x) = x4,

−π < x < π. �� «�¤ �¦ã�� � «�ª �¤á¢¬©�ª �¬«ãª ¤� �§¦��å¥�«� «�¤ ©®â©�

∞∑
n=1

(1/n4) = π4/90

′�©¡�©� 7.8

�� £�¢�«��¦ç¤ ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª �¡¨�¤ � � «¦¬ª «�¢�©«âª �¬¤�£ ¡¦ç, ��¨-
£æ«�«�ª ¡�  ¡ç£�«¦ª §¦¬  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ �¤« ©«¦å®àª « ª §�¨�¡á«à � �¦¨ ¡âª
�¥ ©é©� ª

∇2G(~r;~r0) = −4π�(~r − ~r0)
(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
G(~r, t;~r0, t0) = −4π�(~r − ~r0)�(t− t0)

(
∇2 − �2 ∂

∂t

)
G(~r, t;~r0, t0) = −4π�(~r − ~r0)�(t− t0)

�� �§¦�� ®«�å æ«  � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�
(∇2

1 + k2)G(~r1, ~r2) = −�(~r1 − ~r2)

â®�  ¢ç©� «�¤ �¡¨�¤ ©¬¤á¨«�©�

G(~r1, ~r2) =
eik|~r1−~r2|

4π|~r1 − ~r2|
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′�©¡�©� 7.9

��à¨¦ç£� â¤� ©«��£�«æ � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦ V ¡�  â¤� ©«¦ ®�å¦ f ∈ V ∗.
�� �§¦�� ®«�å æ«  ¦ ®é¨¦ª V �å¤�«�  â¤�ª ®é¨¦ª �§á¤�® £� «� ©«á�£�

‖f‖ = sup
x 6=0

|f(x)|
‖x‖

′�©¡�©� 7.10

�� �§¦�� ®«�å æ«  â¤� �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ �å¤�  ©¬¤�®âª «æ«� ¡� 
£æ¤¦ «æ«� æ«�¤ �å¤�  ¨��£â¤¦

�� �§¦�� ®«�å æ«  â¤� �¨�££ ¡æ ©¬¤�¨«�© �¡æ �å¤�  ©¬¤�®âª æ«�¤ �å¤� 
©¬¤�®âª ©� â¤� £æ¤¦ ©�£�å¦.

′�©¡�©� 7.11

�� ¦¨ ©«�å � ¡�«�¤¦£ã «¦¬ �« ¨á¡ ©� ¦§¦ ¦�ã§¦«� ¡�£§¬¢æ�¨�££¦ ©ç-
©«�£� ©¬¤«�«��£â¤à¤ (q1, q2, q3). �� �§¦�� ®«�å æ«  ©� ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��-
£â¤�ª (r, ©¬¤ �, ) � �â¢«� ©¬¤á¨«�©� �(~r1 − ~r2) �å¤�«� 

1
r2
1

� (r1 − r2) � (©¬¤ �1 − ©¬¤ �2) � (1 − 2)

′�©¡�©� 7.12

�¤ H �å¤�  â¤�ª �¨£�« �¤æª «�¢�©«ãª ¡�  U â¤�ª £¦¤�� �å¦ª «�¢�©«ãª
«æ«� ¤� �§¦�� ®«¦ç¤ æ«  ¦ «�¢�©«ãª UHU−1 �å¤�  �¨£�« �¤æª, ¦ «�¢�©«ãª
exp{iH} �å¤�  £¦¤�� �å¦ª, ¦ «�¢�©«ãª iU−1

U+I �å¤�  �¨£�« �¤æª ¡�  ¦ «�¢�©«ãª
I−iH
I+iH �å¤�  £¦¤�� �å¦ª.

′�©¡�©� 7.13

�� �§¦�� ®«�å æ«  ¦  «�¢�©«âª «�ª �â©�ª ¡�  «�ª ¦¨£ãª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤
©®â©� «¦¬ �á ¢.

eiaQeibP = e−i�habeibP eiaQ

� ©®â©� �¬«ã �å¤�   ©¦�ç¤�£� £� «�¤ ¡�¤¦¤ ¡ã ©®â©� [Q,P ] = i�h. �®�  æ£àª
«¦ §¢�¦¤â¡«�£� ¤� §�¨ â®�  ¨��£â¤¦¬ª «�¢�©«âª. �� �§¦�� ®«�å �§å©�ª �
©®â©�

e−ibP QneibP = (Q− b�h)n
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¡�  ¦  ��¤ ¡æ«�¨�ª ©®â©� ª

[Q,F (Q,P )] = i�h
∂F

∂P
[P, F (Q, P )] = −i�h

∂F

∂Q

�§¦�â«¦¬£� æ«  � ©¬¤á¨«�©� F (Q,P ) £§¦¨�å ¤� �¤�¢¬��å ©� ©� ¨á �¬¤á£�à¤
«à¤ Q ¡�  P . �� �§¦�� ®«�å «â¢¦ª æ«  � � �ç¦ «¬®æ¤«�ª «�¢�©«âª � ¡�  �
 ©®ç�  � ©®â©�

eBAe−B = A + [B, A] +
1
2

[B, [B, A]] +
1
3!

[B, [B, [B, A]]] + · · ·

′�©¡�©� 7.14

� §�¨á�à�¦ª �¤æª «�¢�©«ã �(¥) §¦¬ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ §¨��£�« ¡ã
£�«��¢�«ã ¥ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

d�
d¥

= lim
�→0

�(¥ + �)−�(¥)
�

�� �§¦��å¥�«� æ« 

d

d¥
(AB) =

dA

d¥
B + A

dB

d¥
d

d¥
A2 =

dA

d¥
A + A

dA

d¥

d

d¥
(
eiA¥) = iAeiA¥

�� �§¦�� ®«�å � �¤á§«¬¥�

etABe−tA = B + t[A,B] +
t2

2!
[A, [A,B]] + · · ·+ tn

n!

n−§�¨�¤�â©� ª︷ ︸︸ ︷
[A, [A, · · · [A, [A,B]] · · ·]]

�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� L� «¦¤ «�¢�©«ã §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ « ª ©®â©� ª

L0
A = B LAB = [A,B] L2

AB = [A, [A,B]] · · ·
«æ«� � §�¨�§á¤à «�¬«æ«�«� �¨á�«� 

etABe−tA =
∞∑

n=0

tn

n!
Ln

AB
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�â¢¦ª �¤ �(¥) �å¤�  â¤�ª «�¢�©«ãª §¦¬ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ §¨��£�« ¡ã £�«�-
�¢�«ã ¥ ¡�  dA/d¥ � §�¨á�à�¦ª àª §¨¦ª ¥ ¤� �§¦�� ®«�å � «�¬«æ«�«�

d

d¥
etA = tetA

∞∑
n=0

(−t)n

(n + 1)!
Ln

A

dA

d¥

′�©¡�©� 7.15

�� ¬§¦¢¦� ©«�å ¦ £�«��â«�ª [T1, T2] «à¤ «�¢�©«é¤

T1 = x ¡�  T2 =
d2

dx2 T1 = g(x) ¡�  T2 =
d

dx

T1 = ∇2 ¡�  T2 = ~r · ~∇ T1 = ~c× ~∇ ¡�  T2 = ~r

′�©¡�©� 7.16

�å¤�«�  ¦ «�¢�©«ãª «�ª £�«á��©�ª

T = e� d
dx =

∞∑

k=1

�n

n!

(
d

dx

)n

�� �§¦�� ®«�å æ«  Tf(x) = f(x + �).
�� �¨��¦ç¤ ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  ¦   � ¦« £âª «¦¬ «�¢�©«ã �¬«¦ç.

′�©¡�©� 7.17

�¤ �¬¦ «�¢�©«âª H1 ¡�  H2 �å¤�  �¨£�« �¤¦å ¤� �§¦�� ®«�å æ«  ¡�  ¦ 
�¡æ¢¦¬�¦  «�¢�©«âª �å¤�  �§å©�ª �¨£�« �¤¦å

{H1,H2} = H1H2 + H2H1 i[H1,H2] TH1T
+

′�©¡�©� 7.18

�� ��å¥�«�  æ«  �¤ [A,B] = 0, [A, C] = 0 ¡�  [B, C] 6= 0 «æ«� ¦   � ¦« £âª
«¦¬ «�¢�©«ã A �å¤�  �¡¬¢ ©£â¤�ª.
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′�©¡�©� 7.19

N� �¥�«�©«�å §¦ ¦  �§æ «¦¬ª §�¨�¡á«à «�¢�©«âª �å¤�  �¨£�« �¤¦å

T1 =
d

dx
T2 = i

d

dx
T3 =

d2

dx2

′�©¡�©� 7.20

�� �§¦�� ®«�å æ«  �¤ � §¬¡¤æ«�«� § ��¤æ«�«�ª ¨(~r, t) ¡�  � §¬¡¤æ«�«�
¨�ç£�«¦ª § ��¤æ«�«�ª ~J(~r, t), �å¤�  �¤�¥á¨«�«�ª �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦, «æ«� � ¡¬-
£�«¦©¬¤á¨«�©� §�¨ ©«á¤�  £ � ©«á© £� ¡�«á©«�©� ��¢��ã

�(~r, t) = e−
i
�h Et¯(~r)

�� �� ®«�å æ«  «¦ á�¨¦ ©£� ©«á© £à¤ ¡�«�©«á©�à¤ ��¤ �å¤�  ©«á© £�
¡�«á©«�©�.

′�©¡�©� 7.21

�� �¨á¯�«� «�¤ �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ ©« ª �ç¦ §�¨�©«á©� ª q ¡�  p ¡� 
«�¤ �¥å©à©� �á ��¤£§�¨�¡ � � â¤� ¦¨« ©£â¤¦ ©à£�«å� ¦ £â©� ©� �¢�¡«¨¦-
£��¤�« ¡æ §��å¦. �¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤�  V (~r) = eE · ~r.

′�©¡�©� 7.22

�� ��å¥�«� æ«  � £â©� « £ã «¦¬ «�«¨��é¤¦¬ «�ª ¦¨£ãª ©� â¤� £¦¤¦� á-
©«�«¦ §¨æ�¢�£�, £§¦¨�å ¤� �¨��å £� «�¤ £¦¨ã

〈
p2〉 = �h2

∫ ∞

−∞
|¯′(x)|2dx

′�©¡�©� 7.23

�¤� ©à£�«å� ¦ ¡ ¤�å«�  �§æ «� �¨ ©«�¨á §¨¦ª «� ��¥ á ©«¦ �¬¤�£ ¡æ

V (x) =
{

V � � x > 0
0 � � x < 0

�� ¢¬��å «¦ §¨æ�¢�£� ©« ª §�¨ §«é©� ª � < V ¡�  � > V .
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′�©¡�©� 7.24

�å¤�«�  � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�  � ¦« £é¤

1
r

d2

dr2 (ru(r)) + ¢u(r) = 0

£� « ª ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª u(0) = §�§�¨�©£â¤¦ ¡�  u(a) = 0. �� �§¦��å¥�«�
æ«  â®�  ¢ç©� £æ¤¦ � � ��« ¡á ¢ = k2 ¡�  æ«  ¦  ¡�¤¦¤ ¡¦§¦ �£â¤�ª  � ¦©¬-
¤�¨«ã©� ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤� 

u(r) =
1√
2πa

1
r

�£
(nπ

a
r
)

n = 1, 2, 3, · · ·

��¤ ¡æ«�¨� ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª «�ª £¦¨ãª u(r) = �±ikr/r ¦¤¦£á�¦¤«� 
©� ¨ ¡á ¡ç£�«�. �� �§¦��å¥�«�  æ«  «¦ ¨�ç£� §¬¡¤æ«�«�ª § ��¤æ«�«�ª «¦¬ª
�å¤�  ~J = ± �hk

m
1
r2 ~r0.

′�©¡�©� 7.25

�� ¢¬��å «¦ §¨æ�¢�£� �¤æª ©à£�« �å¦¬ £â©� ©«¦ §�¨ ¦� ¡æ �¬¤�£ ¡æ
«¦¬ ©®ã£�«¦ª

.....................................................................................
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
........................................................

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ......
....

x
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........................V (x)

V

0 ︸ ︷︷ ︸
l = 2a + 2b

2�. . . . . . . . . .2�. . . . . . . . . .

�®ã£� 7.1

′�©¡�©� 7.26

�� �§¦��å¥�«�  «�¤ ©®â©�

[A,Bn] =
n−1∑
s=0

Bs[A,B]An−s−1

279



�©¡ã©� ª

�� ��¨£æ©�«� «�¤ ©®â©� � � ¤� �§¦��å¥�«� æ« 

[q, pn] = n i�hpn−1 [qn, p] = n i�hqn−1

�¤ A(q, p) �å¤�  £ � �¤�¢¬« ¡ã ©¬¤á¨«�©� «à¤ «�¢�©«é¤ p ¡�  q ¤� �§¦�� -
®«¦ç¤ ¦  ��¤ ¡æ«�¨�ª ©®â©� ª

[p, A(q, p)] = −i�h
∂A

∂q
[q, A(q, p)] = i�h

∂A

∂p

�¤ � = a+a �å¤�  ¦ �¨ �£�« ¡æª «�¢�©«ãª, ¤� �§¦��å¥�«� �§å©�ª « ª
©®â©� ª

[N, ap] = −pap [N,
(
a+)p] = +p

(
a+)p

æ§¦¬ p �å¤�  ��« ¡æª �¡â¨� ¦ª. �  £æ¤�ª �¢���¨ ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª «à¤ «�-
¢�©«é¤ ��£ ¦¬¨�å�ª ¡�  �¥�á¤ ©�ª §¦¬ �¤�¢¢á©©¦¤«�  £� «¦¤ �¨ �£�« ¡æ
«�¢�©«ã � �å¤�  ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ �.

′�©¡�©� 7.27

�� «�¤ �¦ã�� � «�ª §�¨�¡á«à ��¤¤ã«¨ �ª ©¬¤á¨«�©�ª «à¤ §¦¢¬à¤ç£à¤
«¦¬ �¨£å«

e−¥2+2s¥ =
∞∑

n=0

¥n

n!
Hn(s)

¤� �¨���å «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
∫ ∞

−∞
¥pHn(¥)Hk(¥)e−¥2

d¥

′�©¡�©� 7.28

�¤� ©à£�«å� ¦ ¡ ¤�å«�  ©«¦ �¬¤�£ ¡æ

V (x) =
1
2
k (|x| − �)2

�� �¨��¦ç¤ ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  ¦   � ¦« £âª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.
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′�©¡�©� 7.29

�� ¢¬��å � �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨
� � «¦ £¦¨ �¡æ �¬¤�£ ¡æ �¨â«��¨

V (x) =
G

x2 −
g

x

�) ¡�  � � «¦ £¦¨ �¡æ �¬¤�£ ¡æ �¦¨ª

V (x) = V0
(
e−2¢x − e−¢x

)

′�©¡�©� 7.30

�� ¢¬��å «¦ §¨æ�¢�£� «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã ©� «¨� ª � �©«á©� ª.

H = − �h2

2m
∇2 +

m

2
(
à2

1x
2 + à2

2y
2 + à2

3z
2)

�� ��å¥�«� æ«  ©«�¤ §�¨å§«à©� «à¤ �ç¦ � �©«á©�à¤ (à3 = 0) �¤ ¦ ¢æ�¦ª
à1/à2 �å¤�  á¨¨�«¦ª ��¤ ¬§á¨®�  �¡¬¢ ©£æª «�ª �¤â¨�� �ª.

�� ¢¬��å ¡�  ¤� � �¨�¬¤���å �  ©æ«¨¦§¦ª §�¨å§«à©� æ§¦¬ à1 = à2 =
à3 = à. N� �§¦�� ®��å æ«  ¦ ���£æª �¡¬¢ ©£¦ç «�ª �¤�¨�� �¡ãª ©«á�£�ª
�n �å¤�  å©¦ª £� 1

2 (n + 1)(n + 2). �� ¢ç©�«� «¦ §¨æ�¢�£� ©� ©� ¨ ¡âª
©¬¤«�«��£â¤�ª.

′�©¡�©� 7.31

�� �¨��¦ç¤ ¦  £â©�ª « £âª «à¤ «�¢�©«à¤ x2 ¡�  p2 «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�-
¤«à«ã ©«�¤ n ¡�«á©«�©�. �� �§¦��å¥�«� æ«   ©®ç�  � ©®â©� �§¨¦©� ¦¨ ©«å�ª

(�x)(�p) = (n + 1/2)�h

�� �� ®��å æ«  � �¤â¨�� � «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã ©«�¤ n − ¡�«á-
©«�©�, �å¤�  �¤á¢¦�� «�ª £â©�ª « £ãª «¦¬ «�«¨��é¤¦¬ «�ª �â©�ª ¡�  æ«  �
£â©� ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� �, �å¤�  å©� £� «�¤ £â©� �¬¤�£ ¡ã �¤â¨�� � ��¢��ã

�n = mà2 〈
x2〉

n
¡�  〈�¡ ¤〉 = 〈V 〉n
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′�©¡�©� 7.32

�� �¨��¦ç¤ ¦  «�¢�©«âª §¦¬ �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©« ª ©¬¤ ©«é©�ª «�ª ©«¨¦-
¦¨£ãª ~L = ~r × ~p ¡�  ¤� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  ©®â©� ª �¤�¢¢��ãª

~L× ~L = i~L

[Lj , xk] = i�h�jknxn [Lj , pk] = i�h�jknpn

�� �§¦�� ®«�å æ«  ¦  £ã«¨�ª §¦¬ §�¨ ©«á¤¦¬¤ «¦¬ª «�¢�©«âª «�ª ©«¨¦-
¦¨£ãª � � l = 1 �å¤� 

l1 =
�h√
2




0 1 0
1 0 1
0 1 0


 l2 =

�h√
2




0 −i 0
i 0 −i
0 i 0




l3 = �h



−1 0 0
0 0 0
0 0 1


 l2 = 2�h2 · 1

′�©¡�©� 7.33

�¤� ©à£�«å� ¦ �¨å©¡�«�  ©«¦ �¬¤�£ ¡æ

V = mà2x2 +
b2

x2

�� �� ®«�å æ«  ¦   � ¦« £âª « ª �¤�¨��å�ª �å¤� 

Wn = 2�hà
(

n +
1
2

+
1
2

�
)

n = 0, 1, 2, · · ·

æ§¦¬ �2 = (2mb2/�h2) + 1/4, ¡�  æ«  ¦  �¤«å©«¦ ®�ª ¡¬£�«¦©¬¤�¨«ã©� ª �å¤� 

¯n = Nne−
1
2 z2

z�+ 1
2 L�

n+�
(
z2)

æ§¦¬ z = x
√

mà/�h. �� �¨�å«� « ª ©«���¨âª Nn ©� ©¬¤á¨«�©� «à¤ n, �, à
¡�  �h.
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′�©¡�©� 7.34

�� £�¢�«���å � ¦¢ ¡ã ©«¨¦¦¨£ã �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª �ç¦ ©à£�« �åà¤

J = J1 + J2

�  «�¢�©«âª J1 ¡�  J2 «�ª ©«¨¦¦¨£ãª «à¤ �ç¦ ©à£�« �åà¤ �¤« ©«¦å®àª
£�«�«å��¤«� . �� £�¢�«���å �§å©�ª «¦ ¦¢ ¡æ ©§ ¤ �ç¦ �¢�¡«¨¦¤åà¤.

S = S1 + S2

′�©¡�©� 7.35

�� ¢¬��å � �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ ©� �¬¤�£ ¡æ �¦¬¢æ£§ ©� §�¨��¦¢ ¡âª
©¬¤«�«��£â¤�ª

¥ = r − z = r(1− ©¬¤ �) � = r + z = r(1 + ©¬¤ �)  = 

�� �§¦�� ®«�å æ«  ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�   � ¦« £âª �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

¯n1n2m(¥, �, ) = e−
1
2 �(¥+�)(¥�)

1
2 |m|L|m|n1+|m|(�¥)L|m|n2+|m|(��)

�n = −£Z2e4

2�h2
1
n2 n = n1 + n2 + |m|+ 1

′�©¡�©� 7.36

�å¤�«�  æ«  «¦ ©§ ¤ �¤æª �¢�¡«¨¦¤å¦¬ ¡�å«�  �§å �¤æª � �¤ç©£�«¦ª §¦¬
©®�£�«å��  �à¤å�ª � ¡�   £� «¦¬ª á¥¦¤�ª z ¡�  x. �� �¨���å � ¡�«á©«�©�
©§ ¤ «¦¬ �¢�¡«¨¦¤å¦¬ �¬«¦ç.

′�©¡�©� 7.37

�  «�¢�©«âª ~� ¡�  ~� �å¤�  �ç¦ � �¤¬©£�« ¡¦å «�¢�©«âª §¦¬ �¤�¢¢á©©¦-
¤«�  £� «¦¬ª «�¢�©«âª ~© �¢¢á æ®  £�«�¥ç «¦¬ª. N� �§¦�� ®«�å æ« 

(~© · ~A)(~© · ~B) = ~A · ~B + i~© · ( ~A× ~B)
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~©×
(
~©× ~A

)
= i

(
~©× ~A

)
− 2 ~A

(
~© · ~�

)
~© = ~A + i

(
~©× ~A

)

′�©¡�©� 7.38

�� â¤� �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦ ��à¨¦ç£� «¦¤ �¡æ¢¦¬�¦ £�«�©®�£�« -
©£æ ���£å��ª (gauge)

~A′ = ~A + ~∇f £� ∇2f = 0

¯′ = ¯ exp(i
e

�hc
f)

�� �§¦�� ®«�å æ«  � �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ §�¨�£â¤�  �¤�¢¢¦åà«�.

′�©¡�©� 7.39

�� �¨��¦ç¤ ¦   � ¦« £âª «�ª �¤â¨�� �ª �¤æª ©à£�«å¦¬ ©«¦ �¡æ¢¦¬�¦
¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ

V (r) =
A

r2 + Br2

æ§¦¬ A ¡�  B �å¤�  ��« ¡¦å �¨ �£¦å. �� �� ®«�å æ«  � ª «�¤ � � ¡ã §�¨å§«à©�
æ§¦¬ A = 0 ¡�  B = mà2/2, «� �¤�¨�� �¡á �§å§��� �å¤�  å� � £� �¡�å¤� «¦¬
 ©æ«¨¦§¦¬ «¨ ©� á©«�«¦¬ «�¢�¤«à«ã.

�� ¢¬��å �§å©�ª «¦ å� ¦ §¨æ�¢�£� ¡�  � � «¦ �¡æ¢¦¬�¦ ¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�-
£ ¡æ

V (r) =
A

r2 −
B

r

′�©¡�©� 7.40

� �¥å©à©� �¨â¤« ¤�¡�¨ «¦¬ �«æ£¦¬ «¦¬ ¬�¨¦�æ¤¦¬ £â©� ©� �¢�¡«¨ ¡æ
§��å¦ ¡�«á «�¤ z � �ç�¬¤©� �å¤� 

− �h2

2m
∇2¯− e2

r
¯− eEz¯ = E¯

�� £�¢�«���å «¦ §¨æ�¢�£� ©� §�¨��¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª, �� ¤æ£�¤¦ �«�¨¡.
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′�©¡�©� 7.41

�� ¢¬��å «¦ � �¦¨ ¡æ ©ç©«�£�

i
dX

dt
= H X =

1
2

à©1X

£� �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡�

�(0) =
(

1
0

)

�¦ ¡�«�©«�« ¡æ � á¤¬©£� �(t) §�¨ ©«á¤�  «¦ ©§ ¤ �¤æª �¢�¡«¨¦¤å¦¬ £â©� ©�
©«���¨æ ¡�  ¦£¦��¤âª £��¤�« ¡æ §��å¦ ¡�«á «�¤ ��« ¡ã � �ç�¬¤©� «¦¬ á¥¦¤�
x. �¨�å«� �§å©�ª « ª § ��¤æ«�«�ª ¤� �¨¦ç£� «¦ �¢�¡«¨æ¤ ¦ £� ©§ ¤ §á¤à ã
¡á«à àª §¨¦ª «¦¤ �¨® ¡æ á¥¦¤� z.

′�©¡�©� 7.42

�� ¢¬��å £� «�¤ £â�¦�¦ «à¤ ©� ¨é¤ � �¥å©à©� �§â©�¢

x2y′′(x) + xy′(x) +
(
x2 − ¤2) y(x) = 0

�� ¢¬��å �§å©�ª � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�

x2y′′(x) + 2xy′(x) +
[
x2 − l(l + 1)

]
y(x) = 0

′�©¡�©� 7.43

�  «�¢�©«âª « ª �â©�ª ¡�  «�ª ¦¨£ãª ©«�¤ §�¨á©«�©� �å�¡¤�¨, �å¤¦¤«� 
�§æ « ª ©®â©� ª

Q = q +
i�h
2

∂

∂p
P = p− i�h

2
∂

∂q

�� �§¦�� ®«�å æ«  ¦  «�¢�©«âª �¬«¦å  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª �¤à©«âª ©®â©� ª «�ª
�¤« £�«á��©�ª

[P, Q] = −i�h [P ∗, Q∗] = i�h [P ∗, Q] = [P, Q∗] = 0
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�� �§¦�� ®«�å �§å©�ª æ«  � ¡�«�¤¦£ã «¦¬ �å�¡¤�¨

f(p, q, t) = h−3
∫ ∞

−∞
eip«/�h¯∗

(
q +

«
2
, t

)
¯

(
q − «

2
, t

)
d«

�å¤�  ¢ç©� «�ª � �¦¨ ¡ãª �¥å©à©�ª

i�h
df

dt
= [H(P, Q)−H(P ∗, Q∗)] f(p, q)

�� �§¦�� ®«�å æ«  � £â©� « £ã �¤æª £��â�¦¬ª � �å¤�«�  �§æ «¦ �¥ãª \¡¢�©-
© ¡æ" ¦¢¦¡¢ã¨à£� ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤

〈A〉 = Tr(fA) =
∫

dp dq A(p, q)f(p, q)

æ§¦¬ �(p, q) �å¤�  ¦ £�«�©®�£�« ©£æª �á ¢ «¦¬ «�¢�©«ã A(p, q), ��¢��ã

A(p, q) = (2π)−2
∫

d« d� �−i(�q+«p)Tr
[
A(P,Q)ei(�Q+«P )

]

�� �§¦�� ®«�å æ«  «� ¦¢¦¡¢�¨é£�«� «�ª ¡�«�¤¦£ãª «¦¬ �å�¡¤�¨ àª
§¨¦ª p ¡�  q �å¤�  ¦  §¬¡¤æ«�«�ª § ��¤æ«�«�ª ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ ¦¨£é¤ ¡�  ©«¦¤
®é¨¦ «à¤ �â©�à¤ �¤« ©«¦å®àª. ��¢��ã ¤� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  ©®â©� ª.

∫
f(p, q, t)dq = |(p, t)|2

∫
f(p, q, t)dp = |¯(q, t)|2

�� �¨���å «â¢¦ª � ©¬¤á¨«�©� f(q, p, t) � � «¦ �¢�ç��¨¦ ©à£á« ¦.
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