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� ©��à�ã

�¬© ¡ã �å¤�  � �§ ©«ã£� §¦¬ â®�  ©¡¦§æ ¤� �¤�¡�¢ç¯�  ¡�  ¤� � �«¬§é-
©�  «¦¬ª "¤æ£¦¬ª «�ª ç©�àª". �å¤�  � �§ ©«ã£� §¦¬ �¥�«á��  «�¤ ç¢� ¡� 
«�¤ �¤â¨�� �, «�¤ ¡å¤�©� ¡�  « ª �¬¤á£� ª, «�¤ £�«��¦¢ã ¡�  «�¤ £â«¨�©�.

� �¢é©©� «�ª �¬© ¡ãª �å¤�  «� £���£�« ¡á, £ � �¢é©©� §¦¬ ��¤ �â-
®�«�  §�¨�¤¦ã©� ª. �  ¤æ£¦  ¡�  ¦  §¨¦«á©� ª «�ª ¬© ¡ãª �¡¨á�¦¤«�  £�
¦ ¡¦¤¦£å� ¡�  �¡¨å�� � £� «�¤ �¦ã�� � «à¤ £���£�« ¡é¤. �� £���£�« ¡á
®¨�© £¦§¦ ¦ç¤«�  ©�¤ �¨��¢�å¦ � � «�¤ �¤á§«¬¥� «�ª ��à¨å�ª. � � �®à¨ -
©£æª æ£àª �¤á£�©� ©«� £���£�« ¡á ¡�  «�¤ ¬© ¡ã ��¤ �å¤�  ©�ãª. ��«© 
� � §�¨á�� �£� «� ©«¦ ®� é�� ©à£á« � «¦¬ �¢á«à¤� ��¤ �§¦«�¢¦ç¤«�  �§æ
¡á§¦ � ¦¬©å� �¢¢á �å¤�  £���£�« ¡âª £¦¨âª ¡�  ©� �¬«æ ©¬£à¤�å �§¦¢ç-
«àª � ©ç�®¨¦¤� ¬© ¡ã. �¬«æª æ£àª ¦ £� ©�ãª � �®à¨ ©£æª �å¤�  �¬¤�«æ¤
¤� ¦���ã©�  ¦¨ ©£â¤¦¬ª �¬á¤«�©«¦¬ª ¡�  ©� §�¨�¤¦ã©� ª, «�«¨�� á©«�«�
æ¤«�, «�¥å� � ©«¦¤ ®¨æ¤¦, §�¨á¢¢�¢¦  ¡æ©£¦ .

� ¬© ¡ã �§¦«�¢�å«�  �§æ «�¤ ��à¨å� ¡�  «¦ §�å¨�£� ¡�  «� �ç¦ §�å-
�¦¬¤ ©¬£§¢�¨à£�« ¡æ ¨æ¢¦ ©«�¤ �¤á§«¬¥� «�ª �§ ©«ã£�ª. � ¦¨�æ«�«� «à¤
©¬£§�¨�©£á«à¤ «�ª ��à¨å�ª �¢â�®�«�  �§æ «� §� ¨�£�« ¡á ���¦£â¤�. ��
§� ¨á£�«� æ®  £æ¤¦ ©«�¨å�¦¬¤ «�¤ ��à¨å� �¢¢á £§¦¨¦ç¤ ¤� ¬§¦��å¥¦¬¤ ¡� 
¡á§¦ �ª «¨¦§¦§¦ ã©� ª «�ª ��à¨å�ª ã �¡æ£� ¡�  ¤� §�¨ ¦¨å�¦¬¤ «¦ §��å¦ «�ª
 ©®ç¦ª «�ª. � � ¡�¢ã £���£�« ¡ã ��à¨å� §¦¬ ��¤ â®�  §� ¨�£�« ¡æ ¬§æ��-
�¨¦ ��¤ �å¤�  £ � ¬© ¡ã ��à¨å�. � ¬© ¡ã �å¤�  ¦¬© �©« ¡á £ � §� ¨�£�« ¡ã
�§ ©«ã£�. � ©ç�®¨¦¤� ¬© ¡ã �§� «�å ¡á�� ¬© ¡æ £â���¦ª ¤� «¦ ¦¨å�¦¬£�
§�¨ �¨á¦¤«�ª ©¬�®¨æ¤àª «¦ §�å¨�£� £� «¦ ¦§¦å¦ «¦ £â���¦ª �¬«æ �� £§¦-
¨¦ç©� ¤� £�«¨���å. � �¦¨�« ¡á â¤¤¦ �ª §¦¬ � �¢ã�� � «¦¬ª ��¤ £§¦¨�å ¤�
�¢��®��å §� ¨�£�« ¡á �å¤�  â¥à �§æ «¦ �¤« ¡�å£�¤¦ «�ª ¬© ¡ãª, �¤� �â¨¦¬¤
å©àª «�¤ � ¢¦©¦å� ã «�¤ ��¦¢¦�å�.

��¤� £��á¢¦ £â¨¦ª «�ª â¨�¬¤�ª ��©å��«�  ©ã£�¨� ©«¦¤ �¢�¡«¨¦¤ ¡æ
¬§¦¢¦� ©«ã. �§ «¨â§¦¬¤ ©«¦¤ ��à¨�« ¡æ ¬© ¡æ ¤� �¡«�¢â©�  ¬§¦¢¦� ©£¦çª
¬§�¨�¦¢ ¡á �¡«�«�£â¤¦¬ª ¡�  §¦¢ç§¢¦¡¦¬ª. �§¦¢¦� ©«âª â®¦¬¤ �§å©�ª �¤-
©à£�«à��å �§æ «¦¬ª §� ¨�£�« ¡¦çª ¬© ¡¦çª ¡�«á¢¢�¢� ©� §� ¨�£�« ¡âª
� �«á¥� ª â«©  é©«� «� �§¦«�¢â©£�«� «à¤ £�«¨ã©�à¤ ¤� �å¤�  � ��â© £� «�¬-
«æ®¨¦¤� £� «�¤ � �¥��à�ã «à¤ §� ¨�£á«à¤.
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�¡¦§æª «�ª ¬© ¡ãª �å¤�  ¤� �¨���å â¤� �¤¦§¦ �£â¤¦ ©ç¤¦¢¦ ¤æ£à¤ ¡� 
¡�¤æ¤à¤ §¦¬ ¤� ¬§�¡¦ç�  � ç¢�. �¬«æ â®�  �§ «�¬®��å ©ã£�¨� ©� £��á¢¦
���£æ �¤ ¡�  ��¤ â®�  �¨���å �¡æ£� £å� §¢ã¨�ª ��à¨å� æ¢à¤ «à¤ ¬© ¡é¤
� ¤¦£â¤à¤ ¡�  ¦¨ ©£â¤¦  �§� © æ�¦¥¦  ¬§¦©«�¨å�¦¬¤ æ«  ��¤ �� �¨���å §¦«â..

� ¬© ¡ã â®�  �§�¨�á©�  á¢¢� �§ ©«�£¦¤ ¡á §��å� æ§àª � � §�¨á�� �£�
«�¤  ¢¦©¦å� ¡�  «�¤  �«¨ ¡ã. � ¬© ¡ã §¨¦©â¨�  «� ©¬£§�¨á©£�«á «�ª
¡¬¨åàª ©«�¤ «�®¤¦¢¦�å� §¦¬ £� «�¤ ©� ¨á «�ª §¨¦©â�¨� ¬¯�¢æ«�¨¦ � ¦-
« ¡æ �§å§��¦ ©« ª �¤�¨é§ ¤�ª ¡¦ ¤à¤å�ª �¢¢á ¡�  «¦¤ æ�¦ �¤æª §¬¨�¤ ¡¦ç
¦¢â�¨¦¬.

�  ©«¦¨å� «�ª ¬© ¡ãª �¨®å��  £� «�¤  ©«¦¨å� «¦¬ �¤�¨é§¦¬. �  £¬�¦¢¦-
�å�ª «à¤ � �æ¨à¤ ¢�é¤ �©®¦¢¦ç¤«�  £� «�¤ �¨®ã «¦¬ ¬© ¡¦ç ¡æ©£¦¬ ¡� 
§�¨ �¨á¦¬¤ «¦¤ «¨æ§¦ §¦¬ ��¤¤ã��¡�. �  ��¢¢�¤�ª �¤«á©«�¡�¤ «¦¤ ®é¨¦
(®á¦ª) ©�¤ «�¤ �¨®ã ¡�  «¦¤ ®¨æ¤¦ (�¨æ¤¦ª) ©�¤ â¤� � «á¤� §¦¬ ��¤¤¦ç©�
¡�  £�«á â«¨à�� «� §� � á «¦¬. � £ç�¦ª «�ª ��£ ¦¬¨�å�ª «¦¬ ¡æ©£¦¬ �§æ
â¤� ¬§â¨«�«¦ ¦¤ «� ®�¨�¡«�¨ ©« ¡á «¦¬ ¦§¦å¦¬ � �â¨¦¬¤ �§æ §¦¢ « ©£æ ©�
§¦¢ « ©£æ �£�¤å©«�¡� ©� â¤� �¤é«�¨¦ ©«á� ¦ §¦¢ « ©« ¡ãª �¤�§«ç¥�àª.

�  §¨é«¦  §¦¬ �©®¦¢ã��¡�¤ ©¬©«�£�« ¡á £� «�¤ �¬© ¡ã �å¤�  ¦  ��¢¢�-
¤�ª � ¢æ©¦¦  «�ª �¨®� æ«�«�ª. � �¬���æ¨�ª (570-470), o �¢á«à¤ (428-
347) ¡�  o �¨ ©«¦«â¢�ª (384-322) �å¤�  ¦¨ ©£â¤¦  �§æ �¬«¦çª. ��£�¤« ¡ã
�å¤�  � ©¬£�¦¢ã «¦¬ �¨® £ã�� (287-212) ©«�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã. ����©�
« ª �á©� ª «¦¬ �§� ¨¦©« ¡¦ç ¢¦� ©£¦ç ¡�  ��à¨�å«�  ¦ ��£�¢ à«ãª «�ª ©«�-
« ¡ãª. ��«á «�¤ ¡�«�©«¨¦ã «�ª � �¢ ¦�ã¡�ª «�ª �¢�¥á¤�¨� �ª, ¡á§¦ �ª
�¤é©� ª §â¨�©�¤ ©«�¤ �¬¨é§� £â©à «à¤ �¨á�à¤ ¡�  «à¤ ��¨�åà¤ ©¦é¤.

� ¤�æ«�¨� ¬© ¡ã �¨®å��  «¦¤ 17¦ � é¤� £� «¦¤ ��ç«à¤� (1642-1727)
§¦¬ � �«ç§à©� «¦¬ª §�¨å�£¦¬ª ¤æ£¦¬ª «�ª ��®�¤ ¡ãª. �¬© ¡¦å §¦¬ ©¬¤â-
��¢¢�¤ ©�£�¤« ¡á ©«�¤ �¤á§«¬¥� «�ª ¡¢�©© ¡ãª ¬© ¡ãª �å¤�  ¦ ��¢ ¢�å¦ª
(1629-1695), ¦ �â§¢�¨ (1571-1630), o �¡á¦¬ª (1777-1855) §¦¬ £��å £� «¦¤
�¨® £ã�� ¡�  «¦¤ ��ç«à¤� ��à¨�å«�  â¤�ª �§æ «¦¬ £���¢ç«�¨¦¬ª £���£�-
« ¡¦çª ¡�  «â¢¦ª o �á¥�¦¬�¢ (1831-1879) §¦¬ ��£�¢åà©� «¦¤ �¢�¡«¨¦£�-
�¤�« ©£æ. �¤�â¨¦¬£� �§å©�ª «¦¬ª ���¡¨á¤� (1730-1813) ¡�  �á£ ¢«¦¤
(1805-1865) §¦¬ ��£�¢åà©�¤ «�¤ �¤�¢¬« ¡ã £�®�¤ ¡ã.

�«¦¤ 20¦ � é¤� §¦¢¢¦å ¬© ¡¦å §å©«�¬�¤ æ«  � ��à¨å� �å®� «�¢� é©� 
¡�  â§¨�§� ¤� ��¨£æ©¦¬£� «¦¬ª ã�� �¤à©«¦çª ¤æ£¦¬ª � � ¤� �¥��ã©¦¬£�
æ¢� «� � ¤æ£�¤�. �¡�å¤� æ£àª «�¤ �§¦®ã �£�¤å©«�¡�¤ ¦¨ ©£â¤� §� ¨�£�-
« ¡á ���¦£â¤� §¦¬ � ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã ��¤ £§¦¨¦ç©� ¤� �¥��ã©� . �� ¨á-
£�«� £� �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡á §��å�, £� «�®ç«�«�ª §¦¬ §¢�©å���¤ «�¤ «�®ç«�«�
«¦¬ à«æª â� ¤�¤ �§¦«�¢â©£�«� §¦¬ ��¤ ©¬£à¤¦ç©�¤ £� «� ©¬£§�¨á©£�«�
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(1853-1928) ¡�  �¦¬�¤¡�¨â (1854-1912). �¦ 1905 ��£�¢ é��¡� � ��à¨å� «�ª
� � ¡ãª ©®�« ¡æ«�«�ª �§æ «¦¤ �ä¤©«á ¤ (1879-1955) ¡�  ��¤ ¡�ç��¡� �¨�æ-
«�¨� (1916) �§æ «¦¤ å� ¦. �� ã«�¤ §�¨á¢� ¯� �¤ ��¤ �¤�â¨�£� ��é ¡�  «¦
æ¤¦£� «¦¬ ��¨���¦�à¨ã (1873-1950).

�¡�å æ£àª §¦¬ � ¡¢�©© ¡ã ��®�¤ ¡ã �§â«¬®� §�«��à�éª ¤� �é©� 
«�¤ ¦§¦ ��ã§¦«� �§á¤«�©� ã«�¤ ©«�¤ §�¨ ¦®ã «à¤ £ ¡¨é¤ ©à£�« �åà¤. ��
©¬£§�¨á©£�«� «à¤ §� ¨�£á«à¤ ©«¦¤ £ ¡¨æ¡¦©£¦ ã«�¤ �¤«å��«� æ®  £æ¤¦
©«�¤ ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã �¢¢á ¡�  ©«�¤ ¡¦ ¤ã ¢¦� ¡ã £�ª. �¬«âª ¦  �©¬£à¤å�ª
¦�ã��©�¤ «�¢ ¡á ©«�¤ �¤á§«¬¥� £ �ª «�¢�åàª � �¦¨�« ¡ãª ��à¨å�ª. ��¤
���¤« ¡ã ��®�¤ ¡ã. �  §¨é«¦  §¦¬ �©®¦¢ã��¡�¤ £� «� á«¦£� ¬§ã¨¥�¤ ¦ 
��¢¢�¤�ª  ¢æ©¦¦  ��ç¡ §§¦ª (440/430) ¡�  ��£æ¡¨ «¦ª (470-380). �
¡��¤« ¡ã £�®�¤ ¡ã �¨®å��  ¦¬© �©« ¡á «¦ 1927 �§æ «¦¤ �¨â¤« ¤�¡�¨ (1887-
1961) ¡�  «¦¤ �á ��¤£§�¨�¡ (1901- 1976) �¤é ¦ �¢�¤¡ (1858-1947) ��à¨�å«� 
¦ §�«â¨�ª «�ª ¡��¤« ¡ãª £�®�¤ ¡ãª.

� � ¡� ¤¦ç¨� � ��à¨å� §¦¬ �� ©¬¤�¬á��  «�¤ ©®�« ¡ ©« ¡ã ¡�  «�¤ ¡��-
¤« ¡ã £�®�¤ ¡ã �å¤�  «¦ �¤« ¡�å£�¤¦ «�ª ©ç�®¨¦¤�ª â¨�¬¤�ª. �  �ç¦ ��à¨å�ª
�å¤�«�  æ«  ��¤ �å¤�  ©¬£� ��©«âª £�«�¥ç «¦¬ª ¡�  «¦ §¨æ�¢�£� §�¨�£â¤� 
�¤¦ ¡«æ. �á§¦ � §¨æ¦�¦ª â®�  �å¤�  � � «¦ §��å¦ «�ª ��¨ç«�«�ª §¦¬ �å¤� 
©¬¤�§âª ¡�  £� «�¤ ¡��¤« ¡ã ¡�  £� «�¤ ©®�« ¡ ©« ¡ã £�®�¤ ¡ã. �â¢¦ª �
¡��¤« ¡ã ��à¨å� «à¤ §��åà¤ â®�  ¡á¤�  ©§¦¬��å� §¨æ¦�¦ ©«�¤ §¨¦©§á�� �
� � «�¤ ¡�«�¤æ�©� «�ª ç©�àª.
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�¦ � �¢å¦ �¬«æ �§�¬�ç¤�«�  ©«¦¬ª ¦ «�«âª «¦¬ ����£�« ¡¦ç «£ã£�«¦ª
§¦¬ â¨®¦¤«�  � � §¨é«� ¦¨á ©� �§�ã £� «�¤ ¬© ¡ã. �¦ � �¢å¦ ��©å©«�¡�
©«�¤ ç¢� «¦¬ �¤�¢¬« ¡¦ç §¨¦�¨á££�«¦ª «¦¬ «¦£â� «�ª ��¨£¦©£â¤�ª �¤á-
¢¬©�ª «¦¬ ����£�« ¡¦ç �£ã£�«¦ª. �¦¢¢á �§æ «� �â£�«� «¦¬ � �¢å¦¬ �¥�-
«á�¦¤«�  � �¥¦� ¡æ«�¨� ©� �¤«å©«¦ ®� £��ã£�«� �§ ¢¦�ãª §¦¬ � �á©¡¦¤«� ,
�¤ «� �§ ¢â¥¦¬¤, ¦  ¦ «�«âª ©� �§æ£�¤� �¥á£�¤�. �¡¦§æª «¦¬ � �¢å¦¬ �å¤� 
¤� � ©á��  «¦¬ª ¦ «�«âª ©«� £��ã£�«� �¬«á.

� � «�¤ ¡�«�¤æ�©� «¦¬ � �¢å¦¬ ¦ ¦ «�«ãª §¨â§�  ¤� �¤à¨å��  «�¤ ��à¨å�
«à¤ � �¦¨ ¡é¤ �¥ ©é©�à¤ §¦¬ â®�  ã�� � ��®��å ©� §¨¦��¦ç£�¤¦ �¥á£�¤¦.
�¦ �¤��¡�å¦ £���£�« ¡æ ¬§æ���¨¦ §�¨ â®�«�  ©¬¤¦§« ¡á ©«¦ §¨é«¦ ¡�á-
¢� ¦. � ç¢� «¦¬ ¡��¢�å¦¬ �¬«¦ç �¥�«á��«�  � �¥¦� ¡æ«�¨� ©«� £��ã£�«�
«�ª �¨��£�« ¡ãª �¤�¢ç©�àª. �«� �§æ£�¤� ¡�á¢� � §�¨ â®¦¤«�  «� ��© ¡á
�â£�«� «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª ¡�  �¥�«á�¦¤«�  � á¦¨� ¬© ¡á � ¤æ-
£�¤�. ��£�©� �å¤�«�  ©«�¤ £�¢â«� «à¤ «�¢�¤«é©�à¤ ¡�  ©«� £�¢â«� «à¤
¡ ¤ã©�à¤ ©� ¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ. �«¦ �§æ£�¤¦ ¡�á¢� ¦ �¤�§«ç©©�«�  ©¬-
¤¦§« ¡á � ��à¨å� «à¤ �� ¦£á�à¤. � ��à¨å� «à¤ ¦£á�à¤ �å¤�  â¤� §¦¢ç
®¨ã© £¦ �¨��¢�å¦ � � «�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã. �«� «�¢�¬«�å� �ç¦ ¡�á¢� �
�¤�§«ç©©�«�  � ��à¨å� «à¤ ���¡¨á¤� ¡�  �á£ ¢«¦¤ ¡�  � � � ¡ã ��à¨å� «�ª
©®�« ¡æ«�«�ª. �� ¡á�� ¡�á¢� ¦ §�¨ â®¦¤«�  ¢¬£â¤�ª �©¡ã©� ª §¦¬ â®¦¬¤
©¡¦§æ ¤� �£§��à��å ¡�¢ç«�¨� � ��à¨å�. �¦¢¢âª �§æ « ª �©¡ã©� ª �¬«âª ©¬-
£§¢�¨é¤¦¬¤ «�¤ ��à¨å� �¡�å §¦¬ � �¤�¢¬« ¡ã �¤á§«¬¥� �� â¡�¤� «¦ � �¢å¦
£á¢¢¦¤ �¡�«á¢¢�¢¦ � � «¦¬ª ¦ «�«âª §¦¬ �§�¬�ç¤�«� .

��¨�¡�¢é «¦¬ª �¤��¤é©«�ª ¤� £�¤ � ©«á©¦¬¤ ¤� £¦¬ ¬§¦��å¥¦¬¤ «¬®æ¤
¨�©« ¡á ¡�  ¬§¦¢¦� ©« ¡á ¢á�� �¢¢á ¡�  §�¨�¢�å¯� ª §¦¬ �� ¬§¦§â©¦¬¤
©«�¤ �¤«å¢�¯ã «¦¬ª. �� «¦¬ª �å£�  ¢å�¤ ¬§¦®¨�à£â¤¦ª ¡�  �� «� ¢á�à
©¦��¨á ¬§æ¯� £¦¬ ©� £ � �§æ£�¤� â¡�¦©�.

�á«¨� 2000 �¤«é¤�ª �«¨â¡¢�ª
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� �ç©�, ��á £�«â¨� æ¢à¤, � �ç©  §�££ã«� ¨� ��á,
§¦¢¬£ã®�¤� £�«â¨�, �§¦¬¨á¤ �, §¦¢¬£ã®�¤� £ã«�¨, ¦¬¨�¤å�,

©���©«ã, ��á §¦¬ ¡«å�� ª §¦¢¢á, §¨â©�� ¨�, §¦¢ç¡« «� ��å£¦¤,
��©å¢ ©©�, ��£á�� ª «� §á¤«�, �¤á©©�, §�¤��£á«à¨, ��á£�©«�

á¡�£§«� ¡¬��¨¤ã«¨�, ¦¢æ¢�£§¨�, ¡¬��¨¤ã«� ¨�, §�¤�¬�ãª,
§�¤«¦¡¨á«� ¨�, §á¤«¦«� « £�£â¤�, §�¤«¦¡¨á«� ¨�, «�« £â¤' ��å,
¦ ¬§�¨á¤à æ¢à¤ ��æª, �å©�  ��á- §�¤¬§â¨«�«� ��å£¦¤,

¤�«�, §¨à«æ«¦¡¦ª, §�¤á¨®� � ¡�  á� «�, §¨à«¦�â¤� �, §�¢�å�«�,
�¦¥á�� ª «¦¬ª á¤�¨�ª ©«� £á®�, ¡¬� á¤� ¨�,

¤¬¡«�¨ ¤ã, §¦¢ç§� ¨�, â¨¤� ª �¤¤¬®å�, §¦¢ç§� ¨�, ©�¢�©æ¨�,
«¦ àª, �ç©¡¦¢� ¡���©¬®á�� ª, �� ¤¦¡á��¡«�, á¯¦¦¤
§�¨§�«áª ��æ¨¬�� £� �¢ �£¦çª, �©«¨��á¢¦ ©  §¦� é¤ å®¤¦ª

��¤ã, � �¬�ç¤� ª «¦¬ ��¦çª, �å©�  � ¢å©©¦¬©�, ��¤ã, ¡¦©£ã«� ¨�
«¦ «â¢¦ª, ®à¨åª ¤� â®� ª «â¢¦ª, ��é¤, �«�¢ãª «� «�¢�¬«ã,
£�«â®� ª ©«� §á¤«� �¢¢á �å©�  ¡¦ ¤ã £�¤ §á¤«�©© ¤,

¦¢¦£æ¤�®�, �¬«¦�â¤¤�«�, ®à¨åª �¡¦ ¤é¤�«� �� £¦ç¤�,
§�«â¨�, �å©�  �¨á©£ �, §¦¢¬£ã- �¬«¦§á«à¨, �§á«à¨, �¨�«ã,

®�¤� ¡�  £â� ©«� . . . . . . . §¦¢ç£�« , £��å©«� . . . . . .
«� §á¤«� �å©�  �©ç, � æ«  £æ¤� §á¤«� ©¬ â©© , «� §á¤«�

©¦¬ �©ç ��£ ¦¬¨��åª æ¢� �¬«á. ©¬ ��¨ £¦ç¤� «á�� «�ç®� ª

�¨ ¡æª ��£¤¦ª
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�� ¬© ¡á £��â��

��á¢� ¦ 1

������������ �������

1.1 �� ¬© ¡á £��â��
T� ���â�� «�ª ¡¢�©© ¡ãª ¬© ¡ãª �å¤�  ¬© ¡âª  � æ«�«�ª §¦¬ ®�¨�¡«�-

¨å�¦¤«�  �§æ §¦ æ«�«� ¡�  §¦©æ«�«�. �� £���£�« ¡á ©ç£�¦¢� §¦¬ §�¨ ©«á-
¤¦¬¤ «¦ ¬© ¡æ £â���¦ª ¦¨å�¦¬¤ «�¤ §¦ æ«�«�, �¤é ¦  �¨ �£¦å ®�¨�¡«�¨å�¦¬¤
«�¤ §¦©æ«�«� «¦¬ £��â�¦¬ª. �¦ �§¦«â¢�©£� «�ª £�«¨ã©�àª �¤æª £��â�¦¬ª
�å¤�  � �¨ �£�« ¡ã « £ã. � � «¦¤ §¨¦©� ¦¨ ©£æ «¦¬ �¨ �£¦ç �¬«¦ç �å¤�  �§�-
¨�å«�«¦ ¤� ¦¨å©¦¬£� «�¤ £¦¤á�� £�«¨ã©�àª §¦¬ �¡¢â��«�  �¬�� ¨â«àª. �
« £ã «¦¬ £��â�¦¬ª §¨¦¡ç§«�  �§æ «�¤ ©ç�¡¨ ©� «¦¬ £��â�¦¬ª £� «�¤ £¦-
¤á�� £�«¨ã©�àª. �¦ £â«¨¦ �¤æª £��â�¦¬ª �å¤�  «¦ � ¤æ£�¤¦ «�ª �¨ �£�« ¡ãª
«¦¬ « £ãª £� «�¤ £¦¤á�� £�«¨ã©�àª. � � §�¨á�� �£� £ã¡¦ª å©¦ £� §â¤«�
® ¢ æ£�«¨� l = 5Km ã £á�� å©� £� �â¡� �¨�££á¨ � m = 10gr.

��®�  � �§ ©«à��å æ«  «� §�¨ ©©æ«�¨� £��â�� £§¦¨¦ç¤ ¤� �¡¨�©«¦ç¤
©�¤ ©¬¤�¨«ã©� ª á¢¢à¤ £����é¤. � §¨æ©��©� ã � ��å¨�©� £����é¤ �å-
¤�«�  £æ¤¦ �¤ «� £��â�� ®�¨�¡«�¨å�¦¤«�  �§æ « ª å� �ª £¦¤á��ª. �¦¢¢âª
¦¨âª £§¦¨¦ç£� ¤� � �§ ©«é©¦¬£� �¤ £ � ©¬¤�¨«�© �¡ã ©®â©� £�«�¥ç ¡á-
§¦ à¤ £����é¤ �å¤�  ©à©«ã ã ¢�¤��©£â¤� �§æ « ª £¦¤á��ª £�«¨ã©�àª «à¤
£����é¤. � � §�¨á�� �£� ¦  £¦¤á��ª �£¦«â¨à¤ «à¤ £�¢é¤ £ �ª  ©æ«�«�ª
§¨â§�  ¤� ©¬£§å§«¦¬¤. �  £¦¤á��ª �¬«é¤ «à¤ §�¨��é�à¤ £����é¤ ¦¨å�¦¤«� 
£� «�¤ �¦ã�� � «�ª ©¬¤�¨«�© �¡ãª «¦¬ª ©®â©�àª �§æ «� ��© ¡á £��â��. � �
§�¨á�� �£� � £¦¤á�� £�«¨ã©�àª «�ª «�®ç«�«�ª �å¤�  «¦ 1 cm/sec � æ«  �
«�®ç«�«� ¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©¬¤�¨«�© �¡ã ©®â©� ¬ = s/t æ§¦¬ s �å¤�  «¦
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��á¢� ¦ 1

£ã¡¦ª ¡�  t �å¤�  ¦ ®¨æ¤¦ª £� �¤«å©«¦ ®�ª £¦¤á��ª £�«¨ã©�à¤ «¦ �¡�«¦©«æ
cm ¡�  «¦ ��¬«�¨æ¢�§«¦ sec.

�� ��© ¡á £��â�� «�ª £�®�¤ ¡ãª �å¤�  «¨å� ¡�  ¦  £¦¤á��ª «¦¬ª ¦¤¦£á-
�¦¤«�  ��£�¢ é�� ª £¦¤á��ª. �  ��£�¢ é�� ª £¦¤á��ª ¦¨å�¦¤«�  £� � ��¤�åª
©¬£�á©� ª. �¬¤ã�àª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� «� �¥ãª ©¬©«ã£�«� ��© ¡é¤ £����é¤.

1. �¦ ©ç©«�£� (C.G.S) (�¡�«¦©«æ �¨�££á¨ ¦ ��¬«�¨æ¢�§«¦)
��£�¢ é�� £��â�� �å¤�  «¦ £ã¡¦ª, � £á�� ¡�  ¦ ®¨æ¤¦ª £� �¤«å©«¦ ®�ª

£¦¤á��ª «¦ �¡�«¦©«æ (1cm), «¦ �¨�££á¨ ¦ (1gr) ¡�  «¦ ��¬«�¨æ¢�§«¦ (1sec).
2. �¦ ©ç©«�£� �.�. (��®¤ ¡æ �ç©«�£�)
��£�¢ é�� £��â�� �å¤�  «¦ £ã¡¦ª, «¦ �á¨¦ª (� �ç¤�£�) ¡�  ¦ ®¨æ¤¦ª £�

�¤«å©«¦ ®�ª £¦¤á��ª «¦ £â«¨¦ (1m), «¦ ® ¢ æ�¨�££¦ �á¨¦¬ª (1Kgr*) ¡�  «¦
��¬«�¨æ¢�§«¦ (1sec).

3. �¦ ©ç©«�£� S.I. (� ��¤âª ©ç©«�£�)
��£�¢ é�� £��â�� �å¤�  «¦ £ã¡¦ª, � £á��, ¦ ®¨æ¤¦ª ¡�  � ��¨£¦¡¨�©å�

£� �¤«å©«¦ ®�ª £¦¤á��ª «¦ £â«¨¦ (1m), «¦ ® ¢ æ�¨�££¦ (1�gr) «¦ ��¬«�¨æ-
¢�§«¦ (1sec) ¡�  «¦¤ ���£æ �â¢� ¤ (1¦�).

1.2 � �¤¬©£�« ¡æª ¢¦� ©£æª
�¦¢¢á ¬© ¡á £��â�� £§¦¨¦ç¤ ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«¦ç¤ §¢ã¨àª �§æ â¤� £æ¤¦

�¨ �£æ, æ§àª � � §�¨á�� �£� � ��¨£¦¡¨�©å� � �¤â¨�� � «¦ £ã¡¦ª ¡.¢.§. ��
£��â�� �¬«á ¦¤¦£á�¦¤«�  £¦¤æ£�«¨� ã ���£à«á. �§á¨®¦¬¤ æ£àª á¢¢� ¬-
© ¡á £��â�� §¦¬ §¨¦©� ¦¨å�¦¤«�  �§æ §�¨ ©©æ«�¨¦¬ª �¨ �£¦çª. � � §�¨á-
�� �£� «¦ £â���¦ª «�ª «�®ç«�«�ª ®�¨�¡«�¨å��«�  �§æ «¨� ª �¨ �£¦çª §¦¬
§�¨ ©«á¤¦¬¤ «¦ £â���¦ª, «�¤ � �ç�¬¤©� ¡�  «�¤ ¦¨á «¦¬ £��â�¦¬ª. � ¡�-
«á¢¢�¢� £���£�« ¡ã â¤¤¦ � � � ¤� §�¨ �¨á¯¦¬£� �§¢á ¡�  £� ©�ã¤� � «â«¦ �
£��â�� �å¤�  «¦ � á¤¬©£�. �� �¤«å©«¦ ®� £��â�� ¦¤¦£á�¦¤«�  � �¤¬©£�« ¡á
¬© ¡á £��â��.
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�� � �¤ç©£�«� £��â��

�â¢¦ª ¬§á¨®¦¬¤ ¬© ¡á £��â�� §¦¬ §¨¦©� ¦¨å�¦¤«�  �§æ §�¨ ©©æ«�¨¦¬ª
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� �¤¬©£�« ¡æª ¢¦� ©£æª

�§æ «¨� ª �¨ �£¦çª. �â«¦ � £��â�� ¦¤¦£á�¦¤«�  «�¤¬©« ¡á ¡�  §�¨ �¨á¦-
¤«�  �§æ «�¤¬©«âª.

��¤� � á¤¬©£� §�¨ ©«á¤�«�  ��à£�«¨ ¡á �§æ â¤� §¨¦©�¤�«¦¢ ©£â¤¦ �¬-
�ç�¨�££¦ «£ã£�. � §¨¦©�¤�«¦¢ ©£æª «¦¬ ¡��¦¨å��«�  �§æ â¤� �â¢¦ª

−→
AB.

�¦ ©�£�å¦ � �å¤�  � �¨®ã ¡�  «¦ � «¦ «â¢¦ª «¦¬ «£ã£�«¦ª. � � �ç�¬¤©�
¡�  � ¦¨á «¦¬ «£ã£�«¦ª �¬«¦ç §¨¦©� ¦¨å��  «�¤ � �ç�¬¤©� ¡�  «�¤ ¦¨á «¦¬
� �¤ç©£�«¦ª, �¤é «¦ £ã¡¦ª «¦¬ §¨¦©� ¦¨å��  «¦ £â«¨¦ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª.

�� �¨á¦¬£� «� � �¤ç©£�«� £� �¤� �â¢¦ª �§æ �§á¤à. � � §�¨á�� �£� �
«�®ç«�«� ©¬£�¦¢å��«�  £� ~¬. �¦ £â«¨¦ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �� «� ©¬£�¦¢å�¦¬£�
£� «� £���£�« ¡á «¦¬ª ©ç£�¦¢� ®à¨åª «¦ �â¢¦ª �§æ �§á¤à. � � «¦ £â«¨¦
«�ª «�®ç«�«�ª � � §�¨á�� �£� �¨á¦¬£� (£â«¨¦~¬) = ¬. �  ©¬£�¦¢ ©£¦å |~¬|
ã ¡�  ‖~¬‖ ®¨�© £¦§¦ ¦ç¤«�  �§å©�ª � � «¦ £â«¨¦ �¤æª � �¤ç©£�«¦ª.
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�®ã£� 1.2
�¨ ©¦¨�¦�é¤ ¦ ©ç©«�£� �¥æ¤à¤

� � «�¤ �§¢æ«�«� «à¤ �¡¨á©�à¤ ©¬¤ã�àª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� â¤� «¨ ©¦¨-
�¦�é¤ ¦ ©ç©«�£� �¥æ¤à¤ �xyz ©�¤ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª. �§á¤à ©«¦¬ª á¥¦-
¤�ª �x, Oy ¡�  Oz ¦¨å�¦¬£� �¤« ©«¦å®àª «¨å� £¦¤�� �å� � �¤ç©£�«� ~i,~j,~k.
�� � �¤ç©£�«� �¬«á ��å®¤¦¬¤ «�¤ ��« ¡ã ¦¨á «à¤ �¥æ¤à¤.
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��á¢� ¦ 1

��¤� � á¤¬©£� §�¨ �¨á�«�  �¢���¨ ¡á �§æ «¨� ª �¨ �£¦çª. �¦§¦��-
«¦ç£� «¦ � á¤¬©£� â«©  é©«� � �¨®ã «¦¬ ¤� ©¬£§å§«�  £� «�¤ �¨®ã �¤æª
©¬©«ã£�«¦ª �¤�¦¨áª. � �â©� «¦¬ «â¢¦¬ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª §�¨ �¨á�«� 
�§æ «¨� ª �¨ �£¦çª. �  �¨ �£¦å �¬«¦å �å¤�  ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ � �¤ç©£�-
«¦ª àª §¨¦ª «¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª. �� �¬«ã «�¤ â¤¤¦ � «¦ � á¤¬©£� «�ª
«�®ç«�«�ª §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤ «¨ á�� «à¤ �¨ �£é¤ (¬1, ¬2, ¬3) §¦¬ ¦¤¦-
£á�¦¤«�  (��¨«�© �¤âª) ©¬¤ ©«é©�ª. ��¤� � á¤¬©£� ~v �¨á�«�  àª �¥ãª

~v = (v1, v2, v3) = v1~i + v2~j + v3~k

�ç¦ � �¤ç©£�«� �å¤�  å©� �¤ ¦  �¤«å©«¦ ®�ª ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ª �å¤�  å©�ª.
��¤� � á¤¬©£� �å¤�  å©¦ £� «¦ £���¤ ¡æ � á¤¬©£� æ«�¤ ¡�  ¦  «¨� ª ©¬¤ -
©«é©�ª «¦¬ �å¤�  £��â¤.

��©«à æ«  «¦ � á¤¬©£� ~v �å¤�  «¦§¦��«�£â¤¦ ©«�¤ �¨®ã «à¤ �¥æ¤à¤
¡�  ©®�£�«å��  £� «¦¬ª ��« ¡¦çª á¥¦¤�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª « ª �à¤å�ª �, � ¡� 
�. �  ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª £§¦¨¦ç¤ ¤� �¨��¦ç¤ �§æ « ª �à¤å�ª
�¬«âª. ��®¦¬£� ~v = (v1, v2, v3) ¡� 

v1 = v ©¬¤ � v2 = v ©¬¤ � v3 = v ©¬¤ �

�� ©¬¤�£å«¦¤� �¬«á ¦¤¦£á�¦¤«�  � �¬�ç¤¦¤«� ©¬¤�£å«¦¤�. �¦ £â«¨¦ «¦¬
� �¤ç©£�«¦ª �§æ «¦ �¬���æ¨� ¦ ��é¨�£� �å¤� 

¬ =
√

¬2
1 + ¬2

2 + ¬2
3

�§¦¨¦ç£� ¤� §¨¦©�â©¦¬£� �ç¦ � �¤ç©£�«� ~� ¡�  ~�. �¦ �§¦«â¢�©£�
�å¤�  â¤� «¨å«¦ � á¤¬©£� §¦¬ ©¬£�¦¢å��«�  £� ~�+~�. � §¨á¥� «�ª §¨¦©�â©�àª
�å¤�  £ � �©à«�¨ ¡ã §¨á¥� ©¬¤�â©�àª ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤.
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� �¤¬©£�« ¡æª ¢¦� ©£æª

�¦ á�¨¦ ©£� �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ ~� + ~� �¨å©¡�«�  ��à£�«¨ ¡á �§æ «¦¤
¡�¤æ¤� «¦¬ §�¨�¢¢�¢¦�¨á££¦¬. ��«�â¨¦¬£� «� � �¤ç©£�«� ©� â¤� ©�£�å¦
� §¦¬ ©¬¤ã�àª �å¤�  � �¨®ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ©¬¤«�«��£â¤à¤. ��«á ©®�£�-
«å�¦¬£� «¦ §�¨�¢¢�¢æ�¨�££¦ §¦¬ â®�  §¨¦©¡�å£�¤�ª §¢�¬¨âª «� � �¤ç©£�«�
~� ¡�  ~�. �¦ � á¤¬©£� ~� +~� �å¤�  � � ��é¤ ¦ª «¦¬ §�¨�¢¢�¢¦�¨á££¦¬.

�¢���¨ ¡á «¦ á�¨¦ ©£� �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ �å¤�  â¤� «¨å«¦ � á¤¬©£� £�
©¬¤ ©«é©�ª «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ �¤«å©«¦ ®à¤ ©¬¤ ©«à©é¤ «à¤ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤.
��¢��ã

~� +~� = (�1, �2, �3) + (�1, �2, �3) = (�1 + �1, �2 + �2, �3 + �3)

�  �ç¦ �¬«¦å ¦¨ ©£¦å «¦¬ ��¨¦å©£�«¦ª �å¤�   ©¦�ç¤�£¦ .
� §¨á¥� «�ª §¨¦©�â©�àª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ â®�  «�¤ §¨¦©�«� ¨ ©« ¡ã

 � æ«�«� ��¢��ã
(~� +~�) + ~� = ~� + (~� + ~�)

¡�  «�¤ �¤« £�«���« ¡ã  � æ«�«� ��¢��ã

~� +~� = ~� + ~�

�§å©�ª ¬§á¨®�  � á¤¬©£� ~0 «â«¦ ¦ é©«�

~� +~0 = ~0 + ~� = ~�

�¦ � á¤¬©£� ~0 ¦¤¦£á��«�  ¦¬�â«�¨¦ ©«¦ ®�å¦ «�ª §¨¦©�â©�àª. �â¢¦ª � �
¡á�� � á¤¬©£� ~� ¬§á¨®�  â¤� � á¤¬©£� ~� §¦¬ ¦¤¦£á��«�  �¤«å��«¦ «¦¬ ~�.
�¬£�¦¢å��«�  £� −~� ¡�   ©®ç� 

~� +~� = ~� + (−~�) = ~0

�� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ �¤«å��«¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ¦¨å�¦¬£� «�¤ � �¦¨á �ç¦
� �¤¬©£á«à¤. �¨å�¦¬£�

~�−~� = ~� + (−~�)

�¦ � ¤æ£�¤¦ �¤æª � �¤ç©£�«¦ª ~� £� â¤�¤ §¨��£�« ¡æ �¨ �£æ ¥ �å¤�  â¤�
� á¤¬©£� §¦¬ ©¬£�¦¢å��«�  £� ¥~�. �¦ � á¤¬©£� ¥~� â®�  «�¤ å� � � �ç�¬¤©�
£� «¦ � á¤¬©£� ~�. �¦ £â«¨¦ «¦¬ �å¤�  å©¦ £� «¦ � ¤æ£�¤¦ «¦¬ |¥| £� «¦ £â«¨¦
«¦¬ ~�,

‖¥~�‖ = |¥| · ‖~�‖
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��á¢� ¦ 1

�¤ ¦ �¨ �£æª �å¤�  �¨¤�« ¡æª � ¦¨á «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ¥~� �å¤�  �¤«å��«� �§æ
«�¤ ¦¨á «¦¬ ~� �¤é � � ��« ¡á ¥ «� �ç¦ � �¤ç©£�«� â®¦¬¤ «�¤ å� � ¦¨á.

� §¨á¥� �¬«ã �å¤�  £ � �¥à«�¨ ¡ã §¨á¥� ©¬¤�â©�àª ¡�  ¦¤¦£á��«�  �¥à-
«�¨ ¡æª ã ���£à«æª §¦¢¢�§¢�© �©£æª. �¨¦�¤éª 1~� = ~� ¡�  0~� = ~0. �
�¥à«�¨ ¡æª §¦¢¢�§¢�© �©£æª  ¡�¤¦§¦ �å �§å©�ª ¡�  «�¤  � æ«�«�

¥(�~�) = (¥�)~�

�¢���¨ ¡á � §¨á¥� ¦¨å��«�  àª �¥ãª

¥~� = ¥(�1, �2, �3) = (¥�1, ¥�2, ¥�3)

�  �ç¦ §¨á¥� ª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª �¡æ¢¦¬��ª  � æ«�«�ª

¥(~� +~�) = ¥~� + ¥~� (¥ + �)~� = ¥~� + �~�

§¦¬ ¦¤¦£á�¦¤«�  �§ £�¨ ©« ¡âª  � æ«�«�ª «¦¬ §¦¢¢�§¢�© �©£¦ç àª §¨¦ª «�¤
§¨æ©��©�. � ©®â©� ª �¬«âª �å¤�  �§�¨�å«�«�ª � æ«  ©�£�å¤¦¬¤ æ«  ¦  �ç¦
§¨á¥� ª, � §¨æ©��©� ¡�  ¦ �¥à«�¨ ¡æª §¦¢¢�§¢�© �©£æª �å¤�  §¨á¥� ª ©¬£-
� ��©«âª £�«�¥ç «¦¬ª.

�¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ ®é¨¦ £� « ª �ç¦ §�¨�-
§á¤à §¨á¥� ª ¦¤¦£á��«�  «¨ � á©«�«¦ª �¬¡¢�å�� ¦ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª �§å
«¦¬ < ¡�  ©¬£�¦¢å��«�  £� <3. �� � �¤ç©£�«� ~i,~j,~k �å¤�  £å� ¦¨�¦¡�¤¦-
¤ ¡ã �á©� «¦¬ ®é¨¦¬ �¬«¦ç. � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª £§¦¨�å ¤� ¦¨ ©«�å ¡� 
©«¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ £ ��� ¡é¤ �¨ �£é¤ C.

�¨ ©£æª: �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ~� ¡�  ~� £� ©¬¤«�«��-
£â¤�ª (�1, �2, �3) ¡�  (�1, �2, �3) �¤« ©«¦å®àª, ¦¨å�¦¬£� «¦¤ §¨��£�« ¡æ
�¨ �£æ �1�1 + �2�2 + �3�3. �¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ �å¤�  å©¦ £� «¦ � ¤æ-
£�¤¦ «à¤ £â«¨à¤ «à¤ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ �§å «¦ ©¬¤�£å«¦¤¦ «�ª �à¤å�ª §¦¬
©®�£�«å�¦¬¤. �¨á¦¬£�

~� ·~� = �1�1 + �2�2 + �3�3 = |~�||~�|©¬¤ 

�¬¤�§éª £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ £§¦¨¦ç£� ¤� �¨¦ç£� «�¤
�à¤å� �ç¦ � �¤¬©£á«à¤.

©¬¤  =
~� ·~�
|~�||~�|

≤ 1
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� �¤¬©£�« ¡æª ¢¦� ©£æª

� §�¨�§á¤à �¤ ©æ«�«� �å¤�  �¤à©«ã ©�¤ �¤ ©æ«�«� «¦¬ ���¨«ª.
�¤ �ç¦ £� £���¤ ¡á � �¤ç©£�«� â®¦¬¤ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ å©¦ £� £��â¤

«æ«� «� � �¤ç©£�«� �¬«á �å¤�  ¡á��«� £�«�¥ç «¦¬ª �¨á¦¬£� ©¬£�¦¢ ¡á
~� ⊥ ~�. � � «� ��© ¡á � �¤ç©£�«�  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

~i ·~j = ~j · ~k = ~k ·~i = 0 ~i ·~i = ~j ·~j = ~k · ~k = 1

��¢��ã �å¤�  �¤á �ç¦ ¡á��«� £�«�¥ç «¦¬ª ¡�  â®¦¬¤ £â«¨¦ «�¤ £¦¤á��.
�¨ ©£æª: �¦ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ~� ¡�  ~� ©¬£�¦-

¢å��«�  £� ~�×~� ¡�  ¦¨å��«�  ©�¤ «¦ � á¤¬©£� £� £â«¨¦ å©¦ £� «¦ � ¤æ£�¤¦
«à¤ £â«¨à¤ «à¤ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ �§å «¦ �£å«¦¤¦ «�ª �à¤å�ª «¦¬ª. �§¦£â-
¤àª «¦ £â«¨¦ «¦¬ �¥à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ �å¤�  å©¦ £� «¦
�£���æ¤ «¦¬ §�¨�¢¢�¢¦�¨á££¦¬ §¦¬ ©®�£�«å�¦¬¤. � � �ç�¬¤©� «¦¬ � �¤ç-
©£�«¦ª �å¤�  ¡á��«� ¡�  ©«� �ç¦ � �¤ç©£�«� ¡�  � ¦¨á «¦¬ ¦¨å��«�  �§æ
«¦¤ ¡�¤æ¤� «¦¬ ��¥ æ©«¨¦¦¬ ¡¦®¢å�. ��¢��ã «â«¦ � é©«� «� � �¤ç©£�«�
~�, ~� ¡�  ~�×~� ¤� �§¦«�¢¦ç¤ â¤� ��¥ æ©«¨¦¦ ©ç©«�£�.
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�®ã£� 1.5
�¦ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤

�¤ �¢¢á¥¦¬£� «�¤ ¦¨á «à¤ �¥æ¤à¤ â¤� � á¤¬©£� �¢¢á��  ©�£�å¦. �¤« -
�â«àª «¦ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ §�¨�£â¤�  �¤�¢¢¦åà«¦. ��¤� «â«¦ ¦ � á¤¬©£�
¦¤¦£á��«�  ©¬¤ã�àª ¯�¬�¦� á¤¬©£� ã �¥¦¤ ¡æ � á¤¬©£�.

�¤ �ç¦ £� £���¤ ¡á � �¤ç©£�«� â®¦¬¤ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ å©¦ £� «¦
£���¤ ¡æ � á¤¬©£� «¦ç«¦ ©�£�å¤�  æ«  «� � �¤ç©£�«� �å¤�  §�¨á¢¢�¢�. �¨á-
¦¬£� ©¬£�¦¢ ¡á ~� ‖ ~�.

�¦ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ ¦¨å��«�  �§å©�ª �¢���¨ ¡á ¡�  �§æ «¦¤ «ç§¦

~�×~� = (�1, �2, �3)× (�1, �2, �3) = (�2�3− �3�2, �3�1− �1�3, �1�2− �2�1) =
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��á¢� ¦ 1

=
∣∣∣∣
�2 �3
�2 �3

∣∣∣∣~i +
∣∣∣∣
�3 �1
�3 �1

∣∣∣∣~j +
∣∣∣∣
�1 �2
�1 �2

∣∣∣∣~k =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
�1 �2 �3
�1 �2 �3

∣∣∣∣∣∣
� «�¢�¬«�å� \¦¨å�¦¬©�" �å¤�  £æ¤¦ â¤�ª £¤�£¦¤ ¡æª ¡�¤æ¤�ª.

�§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� «¦ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ £� «�¤
�¦ã�� � «¦¬ «�¤¬©«ã �ijk, i, j, k = 1, 2, 3 §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ « ª ©®â©� ª

�123 = �312 = �231 = 1 �321 = �213 = �132 = −1

� � æ¢¦¬ª «¦¬ª ¬§æ¢¦ §¦¬ª ©¬¤�¬�©£¦çª «à¤ �� ¡«é¤ ¦ «�¤¬©«ãª �å¤�  å©¦ª
£� «¦ £��â¤.

�¨å�¦¬£� «é¨� «¦ ~� × ~� ©�¤ â¤� � á¤¬©£� £� i ©¬¤ ©«é©� §¦¬ �å¤�«� 
�§æ «¦¤ «ç§¦ (

~�×~�
)

i
=

3∑

j,k=1

�ijk�j�k = �ijk�j�k

æ§¦¬ ©«¦¤ «�¢�¬«�å¦ æ¨¦ «¦ á�¨¦ ©£� �¤¤¦�å«�  ®à¨åª ¤� �¨á�«�  �¤�¢¬« ¡á.
� � «� ��© ¡á £¦¤�� �å� � �¤ç©£�«�  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

~i×~j = ~k ~j × ~k =~i ~k ×~i = ~j

�¦ £â«¨¦ «¦¬ �¥à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ ~�, ~� £� �à¤å� �
�¨å©¡�«�  �§æ «�¤ «�¬«æ«�«�

‖~�×~�‖2 =
(
~�×~�

)
·
(
~�×~�

)
= �2�2 −

(
~� ·~�

)2

� �§æ�� ¥� �å¤�  �§¢ã. ��å¤�«�  �£â©àª æ«  «¦ §¨é«¦ £â¢¦ª «�ª �¥ ©é©�àª
�¬«ãª �å¤�  å©¦ £�

(�� �£ �) · (�� �£ �) = �2�2 �£2 �

¡�  «¦ ��ç«�¨¦ å©¦ £�

�2�2 − (�� ©¬¤ �)2 = �2�2 �£2 �

�¨ ©£æª: � ¡«æ � ¤æ£�¤¦ «¨ é¤ � �¤¬©£á«à¤ ~�, ~� ¡�  ~� ¦¨å��«�  ¦
�¨ �£æª ~� · (~� × ~�). � �¨ �£æª �¬«æª �å¤�  å©¦ª £� «¦¤ æ�¡¦ «¦¬ §�¨�¢¢�-
¢�§ §â�¦¬ §¦¬ ©®�£�«å��«�  £� �¡£âª «� «¨å� �¬«á � �¤ç©£�«�.
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� �¤¬©£�« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª

�§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� æ«   ©®ç� .

~� · (~�× ~�) =

∣∣∣∣∣∣

�1 �2 �3
�1 �2 �3
�1 �2 �3

∣∣∣∣∣∣

�§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «¦¬ «¨ §¢¦ç �¬«¦ç � ¤¦£â¤¦¬ ©�¤ ¦¨å�¦¬©� �å¤�«�  �£â©àª
æ«   ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

~� · (~�× ~�) = ~� · (~�× ~�) = ~� · (~�×~�)

�â¢¦ª â¤� �¡æ£� «¨ §¢æ � ¤æ£�¤¦ �å¤�  «¦ � ¤æ£�¤¦

~�× (~�× ~�)

§¦¬ �å¤�  â¤� � á¤¬©£�. � � «¦ � á¤¬©£� �¬«æ  ©®ç�  � ©®â©�

~�× (~�× ~�) = (~� · ~�)~�− (~� ·~�)~�

�§æ «�¤ ©®â©� �¬«ã �å¤�  �¤�¨æ æ« 

~�× (~�× ~�) 6= (~�×~�)× ~�

¡��éª �§å©�ª ¡�  æ«   ©®ç�  � «�¬«æ«�«�

~�× (~�× ~�) +~�× (~�× ~�) + ~�× (~�×~�) = 0

�¤à©«ã ©�¤ «�¬«æ«�«� «¦¬ ���¡æ£§ .
��¨�«ã¨�©�: �  §�¨�¤�â©� ª «¦¬ «¨ §¢¦ç �¬«¦ç � ¤¦£â¤¦¬ �å¤� 

�§�¨�å«�«�ª §¨á�£�«  «¦ � á¤¬©£� ~�× (~�×~�) �å¤�  £��â¤ �¤é «¦ � á¤¬©£�
(~� × ~�) × ~� ��¤ �å¤� . �¤« �â«àª ¦  §�¨�¤�â©� ª «¦¬ «¨ §¢¦ç � ¤¦£â¤¦¬
~� · (~� × ~�) £§¦¨¦ç£� ¤� « ª §�¨�¢�å¯¦¬£� � �«å � â¡¨�©� (~� · ~�) × ~� ��¤
¦¨å��«� .

1.3 � �¤¬©£�« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª
��¤� � á¤¬©£� §¦¬ ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª £ �ª ã §�-

¨ ©©¦«â¨à¤ £�«��¢�«é¤ �å¤�  £å� � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©�. �¦¢¢á £��â��
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��á¢� ¦ 1

©«�¤ ¬© ¡ã £�«��á¢¢¦¤«�  ©�¤ ©¬¤�¨«ã©� ª ¡á§¦ à¤ §�¨�£â«¨à¤. � «�-
®ç«�«� �¤æª ¡ ¤�«¦ç � � §�¨á�� �£� �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� £�«��á¢¢�«�  ¡�«á
«�¤ � á¨¡� � «¦¬ ®¨æ¤¦¬. �â«¦ � £��â�� §�¨ ©«á¤¦¤«�  �§æ � �¤¬©£�« ¡âª
©¬¤�¨«ã©� ª.

�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� ~r «¦ � á¤¬©£� �â©�àª �¤æª ¡ ¤�«¦ç, «æ«� �å¤� 
�¬¤�«æ¤ «¦ � á¤¬©£� �¬«æ ¤� �å¤�  £ � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� £ �ª §¨��-
£�« ¡ãª £�«��¢�«ãª. �¨á¦¬£� �¤�¢¬« ¡á

~r(t) = (x(t), y(t), z(t)) t ∈ <
� � �¤¬©£�« ¡ã �¬«ã ©¬¤á¨«�©� §�¨ ©«á¤�  £ � ¡�£§ç¢� ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦
�¬¡¢�å�� ¦ ®é¨¦, «�¤ «¨¦® á «¦¬ ¡ ¤�«¦ç.

� � §�¨á�� �£� � ©¬¤á¨«�©�

~r(t) = (a ©¬¤ à t, b ©¬¤ à t, 0) = a ©¬¤ à t~i + b �£ à t~j t ∈ [0, 2π]

§�¨ ©«á¤�  £å� â¢¢� ¯� ©«¦ �§å§��¦ xy. ��¤ ¡�£§ç¢� �¬«ã £§¦¨¦ç£� ¤� «�¤
§�¨ �¨á¯¦¬£� ¡�  £� « ª �ç¦ §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª

x = a ©¬¤ à t y = b �£ à t

ã �¡æ£� £� «�¤ §�¨ ©©æ«�¨¦ �¤à©«ã �¥å©à©�

x2/a2 + y2/b2 = 1

................................................................................................................................................................................................................... ......
....

y
.....................................................................................................................x

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

........................z

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.............................

.............
..........
....................

...........................................
.....................

..........................................
..........................................

.....................

.....
~r(t)

�

�

�®ã£� 1.6
� â¢¢� ¯� §á¤à ©«¦ �§å§��¦ xy

�¨ ©£æª: � §�¨á�à�¦ª £ �ª � �¤¬©£�« ¡ãª ©¬¤�¨«ã©�àª ~r(t) =
(x(t), y(t), z(t)) £ �ª §¨��£�« ¡ãª £�«��¢�«ãª àª §¨¦ª t ¦¨å��«�  �§æ «�¤
©®â©�

d~r

d t
= lim

h→0

~r(t + h)− ~r(t)
h

=
dx(t)
d t

~i +
dy(t)
d t

~j +
dz(t)
d t

~k
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� �¤¬©£�« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª

��¢��ã �¤á��«�  ©« ª §�¨��é�¦¬ª «à¤ ©¬¤ ©«à©é¤ «�ª.
�� ©�£�å� £� � á¤¬©£� �â©�àª £å� � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� �ç¦ §¨��-

£�« ¡é¤ £�«��¢�«é¤ � ��¨á¦¬¤ £ � �§ á¤� � ©«¦¤ ®é¨¦. � � ¤� £�¢�«ã-
©¦¬£� � �¤¬©£�« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª �ç¦ §¨��£�« ¡é¤ £�«��¢�«é¤ �å¤�  �§�-
¨�å«�«¦ ¤� ¦¨å©¦¬£� «�¤ â¤¤¦ � «�ª £�¨ ¡ãª §�¨��é�¦¬.

�¨ ©£æª: �  £�¨ ¡âª §�¨á�à�¦  £ �ª ©¬¤�¨«ã©�àª x(u, v) àª §¨¦ª
u ¡�  àª §¨¦ª v ¦¨å�¦¤«�  �¤« ©«¦å®àª �§æ « ª ©®â©� ª.

∂x(u, v)
∂u

= lim
h→0

x(u + h, v)− x(u, v)
h

,
∂x(u, v)

∂v
= lim

h→0

x(u, v + h)− x(u, v)
h

� ª ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª £§¦¨¦ç£� ¤� « ª §�¨��à�å©¦¬£� §á¢  � � ¤� §á¨¦¬£�
« ª �¥ãª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª.

∂

∂u

(
∂x

∂u

)
=

∂2x

∂u2 ,
∂

∂v

(
∂x

∂v

)
=

∂2x

∂v2

∂

∂u

(
∂x

∂v

)
=

∂2x

∂u∂v
,

∂

∂v

(
∂x

∂u

)
=

∂2x

∂v∂u

�  �ç¦ «�¢�¬«�å�ª �¡¨á©� ª �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� £�¤ �å¤�  å©�ª �¤ ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª
��¤ â®¦¬¤ ©¬¤�®�åª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª.

�� � �¦¨ ¡á £ �ª ©¬¤�¨«ã©�àª £� �ç¦ £�«��¢�«âª ¦¨å�¦¤«�  �§æ « ª
�¥ãª ©®â©� ª

dx =
∂x

∂u
du +

∂x

∂v
dv dy =

∂y

∂u
du +

∂y

∂v
dv

�¨ ©£æª: � £�¨ ¡ã §�¨á�à�¦ª £ �ª � �¤¬©£�« ¡ãª ©¬¤�¨«ã©�àª
~r(u, v) �ç¦ £�«��¢�«é¤ ¦¨å��«�  �§æ «�¤ £�¨ ¡ã §�¨á�à�¦ «à¤ ©¬¤ ©«à©é¤
«�ª

~ru =
∂~r

∂u
=

∂x

∂u
~i +

∂y

∂u
~j +

∂z

∂u
~k ~rv =

∂~r

∂v
=

∂x

∂v
~i +

∂y

∂v
~j +

∂z

∂v
~k

��¤� ©�£�å¦ £� � á¤¬©£� �â©�àª ~r(u, v) æ§¦¬ u ¡�  v �å¤�  �ç¦ �¤�-
¥á¨«�«�ª £�«��¢�«âª � ��¨á�  £ � �§ á¤� � S. �  �¥ ©é©� ª

x = x(u, v), y = y(u, v) z = z(u, v) (u, v) ∈ <2
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��á¢� ¦ 1

¦¤¦£á�¦¤«�  §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª �§ á¤� �ª.
� ©¬¤á¨«�©� ~r = ~r(u, v0) �å¤�  £ � ¡�£§ç¢� §á¤à ©«�¤ �§ á¤� �

S. � ¡�£§ç¢� ~r = ~r(u0, v) �¨å©¡�«�  �§å©�ª §á¤à ©«�¤ å� � �§ á¤� � S.
�  ¡�£§ç¢�ª ~r(u, v0) ¡�  ~r(u0, v) ¦¤¦£á�¦¤«�  ©¬¤«�«��£â¤�ª ¡�£§ç¢�ª.
�� � �¤ç©£�«� ~ru = ∂~r/∂u ¡�  ~rv = ∂~r/∂v �å¤�  ��§«¦£�¤ ¡á «à¤
©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�£§ç¢à¤. �¦ � á¤¬©£� ~ru × ~rv �å¤�  ¡á��«¦ ¡�  ©«¦
� á¤¬©£� ~ru ¡�  ©«¦ � á¤¬©£� ~rv ¡�  �§¦£â¤àª �å¤�  ¡á��«¦ §á¤à ©«�¤
�§ á¤� � S.
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.................

.....................
.......................

........................... s

~ru×~rv

~ru

~rv
d~r=~rudu+~rvdv

.........

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
..........
..........

............
...........................................................................

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
..........
..........

................
............................................

............
.......................................................................
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�®ã£� 1.7
�¦ ��§«¦£�¤ ¡æ �§å§��¦ ©� £ � �§ á¤� �

�¤ ��à¨ã©¦¬£� æ«  ¦  §¨��£�« ¡âª £�«��¢�«âª u ¡�  v �å¤�  ©¬¤�¨-
«ã©� ª £ �ª §¨��£�« ¡ãª £�«��¢�«ãª t «æ«� «¦ ©�£�å¦ £� � á¤¬©£� �â©�àª
~r(u(t), v(t)) � ��¨á�  £å� ¡�£§ç¢� §á¤à ©«�¤ �§ á¤� �. �§¦�� ¡¤ç�«� 
æ«   ©®ç�  � ©®â©�

d~r(u(t), v(t))
d t

=
∂~r

∂u

du

d t
+

∂~r

∂v

dv

d t

� ��§«¦£â¤� d~r/d t «�ª ¡�£§ç¢�ª �¨á�«�  ©�¤ �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�-
©£æª «à¤ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ ~ru ¡�  ~rv. �� �¤ ¢æ�à � �¤ç©£�«� �å¤�  «�
��© ¡á � �¤ç©£�«� «¦¬ ��§«¦£�¤ ¡¦ç �§ §â�¦¬ «�ª �§ á¤� �ª S.

�  �¥ ©é©� ª

F (x, y, z) = 0 z − f(x, y) = 0

§�¨ ©«á¤¦¬¤ �§å©�ª �§ á¤� �ª. �  �¥ ©é©� ª �¬«âª §¨¦¡ç§«¦¬¤ �¤ �§�¢�å-
¯¦¬£� « ª £�«��¢�«âª u ¡�  v �§æ « ª «¨� ª §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª �§ -
á¤� �ª.
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�� � �¤¬©£�« ¡á §��å�

��¨á�� �£�: �  §�¨�¡á«à §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª §�¨ ©«á¤¦¬¤ «�¤
�§ á¤� � �¤æª �¢¢� ¯¦� �¦çª

x = a �£ � ©¬¤  x = b �£ � �£  x = c ©¬¤ �

� ©¬¤�¨«�© �¡ã ©®â©� §¦¬ §�¨ ©«á¤�  «�¤ å� � �§ á¤� � �¨å©¡�«�  �¤ �§�-
¢�å¯¦¬£� « ª £�«��¢�«âª � ¡�  . � ©®â©� �å¤� 

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1

� � a = b = c = R ¦  �¥ ©é©� ª §�¨ ©«á¤¦¬¤ «�¤ �§ á¤� � £ �ª ©�å¨�ª £�
�¡«å¤� R.
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...................................................................................... ......
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�®ã£� 1.8
�¦ �¢¢� ¯¦� �âª

1.4 �� � �¤¬©£�« ¡á §��å�
�¨ ©£â¤� £��â�� �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª, ���£à«âª ã � �¤¬©£�« ¡âª ¡�  «à¤

«¨ é¤ ©¬¤ ©«à©é¤ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�àª ¡�  �¤��®¦£â¤àª ¤� §�¨ â®¦¬¤
�¤�¢¬« ¡á ¡�  «¦¤ ®¨æ¤¦ t.

�¨ ©£æª: �¨å�¦¬£� ©�¤ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ £ � §�¨ ¦®ã «¦¬ ®é¨¦¬
§¦¬ ©� ¡á�� ©�£�å¦ «�ª �¤« ©«¦ ®�å â¤� � á¤¬©£�. �¨á¦¬£� «¦ � á¤¬©£�
©�¤ ©¬¤á¨«�©� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�àª ¡�  «¦¬ ®¨æ¤¦¬ ~F (~r, t). �¤ «¦
� á¤¬©£� §�¨ ©«á¤�  £å� �ç¤�£� «æ«� «¦ §��å¦ ¦¤¦£á��«�  �¬¤�£ ¡æ §��å¦.

� � §�¨ ¦®ã §¦¬ ©� ¡á�� ©�£�å¦ «�ª �¤« ©«¦ ®�å £ � ���£à«ã ©¬¤á¨«�©�
�å¤�  â¤� ���£à«æ §��å¦.
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��á¢� ¦ 1

��¨á�� �£�: � «�®ç«�«� §¦¬ â®�  «¦ ¡á�� £æ¨ ¦ �¤æª ¨�¬©«¦ç §¦¬
¡ ¤�å«�  ©� £ � ¦¨ ©£â¤� §�¨ ¦®ã � � §�¨á�� �£� �å¤�  â¤� � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦
«�®¬«ã«à¤. �¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬ §��å¦¬ ��¨ç«�«�ª �å¤�  â¤� §�¨á�� �£� �¤æª
���£à«¦ç §��å¦¬.

��¤� � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ â®�  «�¤ £¦¨ã

~F (~r, t) = F1(~r, t)~i + F2(~r, t)~j + F3(~r, t)~k

� ��¤ ¡ã â¡¨�©� �¤æª ���£à«¦ç §��å¦¬ �å¤� 

V = V (~r, t)

�§¦�â«¦¬£� æ«  «¦ � á¤¬©£� �â©�àª ~r �å¤�  ©¬¤á¨«�©� £ �ª £�«��¢�«ãª.
�¦ � á¤¬©£� ~r � ��¨á�  £ � ¡�£§ç¢� ©«¦¤ ®é¨¦. ¡�  «¦ §��å¦ â®�  «é¨�
«�¤ £¦¨ã.

V = V (~r(t), t) = V (~r(x(t), y(t), z(t)), t)

.
� §�¨á�à�¦ª �¤æª «â«¦ ¦¬ §��å¦¬ àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ �å¤� 

dV (~r, t)
d t

=
dx(t)
d t

∂V

∂x
+

dy(t)
d t

∂V

∂y
+

dz(t)
d t

∂V

∂z
+

∂V

∂ t

� ©á�¦¬£� «�¤ �¡æ¢¦¬�� â¡¨�©� «�¤ ¦§¦å� ¦¤¦£á�¦¬£� �¤á��¢«� ¡� 
«�¤ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� ~∇

~∇ =
(

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
=~i

∂

∂x
+~j

∂

∂y
+ ~k

∂

∂z

� â¡¨�©� �¬«ã �å¤�  â¤�ª � �¦¨ ¡æª «�¢�©«ãª. H §�¨á�à�¦ª �¤æª
���£à«¦ç §��å¦¬ £§¦¨�å ¤� �¨��å £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ «�¢�©«ã �¤á��¢«� àª
�¥ãª

dV (~r, t)
d t

=
∂V

∂t
+ ~∇V · d~r

dt

� «�¢�©«ãª �¬«æª �§ �¨á §á¤à ©� £ � ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� V (x, y, z)
� � ¤� �é©�  â¤� � á¤¬©£�

gradV = ~∇V =
(

∂V

∂x
,
∂V

∂y
,
∂V

∂z

)
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�� � �¤¬©£�« ¡á §��å�

�¦ � á¤¬©£� �¬«æ �å¤�  «�¤ ¡¢ã©� «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª V ¡�  �å¤�  ¡á��«¦
§á¤à ©«�¤ �§ á¤� � V = c. �� ©�£�å� �¬«é¤ «à¤ �§ �¤� é¤ â®¦¬¤ «¦ å� ¦
�¬¤�£ ¡æ ¡�  ¦¤¦£á�¦¤«�   ©¦�¬¤�£ ¡âª �§ á¤� �ª.

��à¨¦ç£� «�¤ � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~F = (F1, F2, F3). � «�¢�©«ãª
�¤á��¢«� £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ �§ �¨á §á¤à ©� £ � � �-
¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~F (x, y, z) � � ¤� �é©�  £ � ���£à«ã ©¬¤á¨«�©�

div ~F = ~∇ · ~F =
∂F1

∂x
+

∂F2

∂y
+

∂F3

∂z

� ©¬¤á¨«�©� �¬«ã ¦¤¦£á��«�  �§æ¡¢ ©� «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬ ~F .
�¤ � �§æ¡¢ ©� �¤æª � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬ �å¤�  £��â¤ «¦ §��å¦ ¦¤¦£á-

��«�  ©à¢�¤¦� �âª.
� «�¢�©«ãª �¤á��¢«� £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ �¥à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ �§ �¨á

§á¤à ©� £ � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~F (x, y, z) � � ¤� �é©�  £ � ¤â� � �-
¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©�

curl ~F = rot ~F = ~∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣
=

=
(

∂

∂y
F3 − ∂

∂z
F2

)
~i +

(
∂

∂z
F1 − ∂

∂x
F3

)
~j +

(
∂

∂x
F2 − ∂

∂y
F1

)
~k

� ©¬¤á¨«�©� �¬«ã ¦¤¦£á��«�  ©«¨¦� ¢ ©£æª «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬.
�� §¨â§�  ¤� §¨¦©â¥¦¬£� ¢å�¦ ©« ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª. �¨á¦¬£� «¦

� á¤¬©£� ~∇× ~F ©�¤ £ � ¦¨å�¦¬©�. �¬«æ æ£àª �å¤�  £æ¤¦ â¤�ª £¤�£¦¤ ¡æª
¡�¤æ¤�ª. ��£� é©«� æ«  � ¦¨å�¦¬©� �å¤�  £ � ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� ã â¤�ª
�¨ �£æª ��é ã \¦¨å�¦¬©�" �å¤�  â¤� � á¤¬©£�. � \¦¨å�¦¬©�" ~F × ~∇ �å¤� 
â¤�ª � �¤¬©£�« ¡æª «�¢�©«ãª.

�¤ ¦ ©«¨¦�¦¢ ©£æª �¤æª � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬ �å¤�  £��â¤ «¦ §��å¦ ¦¤¦-
£á��«�  �©«¨æ� ¢¦.

�§¦¨¦ç£� ¤� ��¨£æ©¦¬£� � ��¦® ¡á «¦¤ «�¢�©«ã �¤á��¢«� � � ¤� §á-
¨¦¬£� §�¨��é�¦¬ª ��ç«�¨�ª «á¥�àª. � � §�¨á�� �£� ¦ «�¢�©«ãª ~∇·~∇ = ~∇2

¦¤¦£á��«�  «�¢�©«ãª ��§¢áª ¡�  � �¥å©à©�

~∇2V (x, y, z) =
(

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2

)
V (x, y, z) = 0
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��á¢� ¦ 1

�¥å©à©� «¦¬ ��§¢áª
�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� £ �ª � �¤¬©£�« ¡ãª ©¬¤�¨«ã©�àª ¦¨å��«�  �§æ «¦ ¦¢¦-

¡¢ã¨à£� «à¤ ©¬¤ ©«à©é¤ «�ª ��¢��ã � � â¤� �§¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�  ©®ç� 
∫

~r(t)d t =
∫

x(t)dt~i +
∫

y(t)dt~j +
∫

z(t)dt~k

�¤é � � â¤� «¨ §¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�, � � «¦ � á¤¬©£� ~F (x, y, z) = (F1, F2, F3)
� � §�¨á�� �£� â®¦¬£�

∫∫∫
~F (x, y, z)dxdydz =

~i

∫∫∫
~F1dxdydz +~j

∫∫∫
~F2dxdydz + ~k

∫∫∫
~F3dxdydz

�¦¢¢âª ¦¨âª � � ¤� �¨á¯¦¬£� «¦¤ ©«¦ ®� é�� æ�¡¦ ®¨�© £¦§¦ ¦ç£�
«�¤ â¡¨�©� d3~r = dxdydz.

�¨ ©£æª: �§¦�â«¦¬£� æ«  «¦ � á¤¬©£� �â©�àª � ��¨á�  £ � ¡�£§ç¢�
c ��¢��ã �¥�¨«á«�  �§æ £å� §�¨á£�«¨¦ ~r = ~r(t), t ∈ [�, �] ⊂ <. �¨å�¦¬£�
©�¤ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ¡�  «¦ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £�

∫
~F ·d~r «¦ �¡æ¢¦¬�¦

�§¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ∫

c

~F · d~r =
∫ �

�

~F (~r(t)) · d~r

dt
dt

�¨ ©£æª: �§¦�â«¦¬£� æ«  «¦ � á¤¬©£� �â©�àª � ��¨á�  £ � �§ -
á¤� � S ��¢��ã �¥�¨«á«�  �§æ �ç¦ §�¨�£â«¨¦¬ª ~r = ~r(u, v), (u, v) ∈
D ⊂ <2. �¨å�¦¬£� ©�¤ �§ �¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ¡�  «¦ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £�∫∫

~F · d~S «¦ �¡æ¢¦¬�¦ � §¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

∫∫

S

~F · d~S =
∫∫

D

~F (~r(u, v)) · ∂~r

∂u
× ∂~r

∂v
dudv

�§ ¡�£§ç¢ � ¡�  �§ �¤� �¡á ¦¢¦¡¢�¨é£�«� ¦¨å�¦¤«�  ¡�  � � ���£à«âª
©¬¤�¨«ã©� ª. ��®¦¬£�

∫

c

V (~r(t))ds =
∫ �

�
V (~r(t))

∣∣∣∣
d~r

dt

∣∣∣∣ dt
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æ§¦¬ «¦ ds ��é �å¤�  «¦ £ã¡¦ª «¦¬ ©«¦ ®� é�¦¬ª «æ¥¦¬ ¡� 
∫∫

S

V (~r(u, v))dS =
∫∫

D

V (~r(u, v))
∣∣∣∣
∂~r

∂u
× ∂~r

∂u

∣∣∣∣ dudv

� � « ª ���£à«âª ©¬¤�¨«ã©� ª V (~r(t)) ¡�  V (~r(u, v)) �¤« ©«¦å®àª.
� � V = 1 ¦  §�¨�§á¤à «ç§¦  �å¤¦¬¤ «¦ £ã¡¦ª «�ª ¡�£§ç¢�ª ¡�  «¦

�£���æ¤ «�ª �§ á¤� �ª �¤« ©«¦å®àª.

(£ã¡¦ª c) =
∫ �

�

∣∣∣∣
d~r

dt

∣∣∣∣ dt

(�£���æ¤ D) =
∫∫

D

∣∣∣∣
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

∣∣∣∣ dudv

�á«à �§æ ¦¨ ©£â¤�ª §¨¦è§¦�â©� ª �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«   ©®ç¦¬¤ «� �¡æ-
¢¦¬�� ¦¢¦¡¢�¨à« ¡á ��à¨ã£�«�.

��é¨�£�: �¦ �§ �¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� £ �ª ©¬¤á¨«�©�ª ~F (x, y, z) =
(P,Q, R) ©«�¤ ¡¢� ©«ã �§ á¤� � S �å¤�   ©¦�ç¤�£¦ £� â¤� «¨ §¢æ ¦¢¦¡¢ã-
¨à£� ©«¦¤ æ�¡¦ D §¦¬ §�¨ ¡¢�å�  � �§ á¤� � S. � §¨æ«�©� �å¤�  �¤à©«ã
©�¤ ��é¨�£� «¦¬ �¡á¦¬ª ã ��é¨�£� «�ª �§¦¡¢å©�àª ¡�  �¨á�«� 

∫∫∫

D

~∇ · ~F dxdydz =
∫∫

S

~F · d~S

��é¨�£�: T¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� £ �ª ©¬¤á¨«�©�ª ~F (x, y, z) =
(P,Q, R) ©«�¤ ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� c �å¤�   ©¦�ç¤�£¦ £� â¤� � §¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
©«�¤ �§ á¤� � S §¦¬ §�¨ ¡¢�å�  � ¡�£§ç¢� c. � §¨æ«�©� �å¤�  �¤à©«ã ©�¤
��é¨�£� «¦¬ �«æ¦¬¡ª ¡�  �¨á�«� 

∫∫

S

~∇× ~F · d~S =
∮

c

~F · d~r =
∮

c

Pdx + Qdy + Rdz

�¤ � �§ á¤� � �å¤�  �§å§��� � ©®â©� ¦¤¦£á��«�  ��é¨�£� «¦¬ �¡¨�¤.
�â«¦¬£� P = P (x, y), Q = Q(x, y) ¡�  R = 0 ©«�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� ¡� 
�¨å©¡¦¬£� ∫∫

S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∮

c

Pdx + Qdy
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�� «�¤ �¦ã�� � «à¤ §�¨�§á¤à ¦¢¦¡¢�¨à« ¡é¤ ��à¨�£á«à¤ £§¦¨¦ç£� ¤�
�¨¦ç£� « ª ¦¢¦¡¢�¨à« ¡âª �¡¨á©� ª � � «�¤ �§æ¡¢ ©� ¡�  «¦¤ ©«¨¦� ¢ ©£æ
�¤æª � �¤¬©£�« ¡¦ç §��å¦¬. �  ©®â©� ª �å¤� 

~∇ · ~f = lim
�V→0

1
�V

∫
O

∫

�S

d~S · ~f ~∇× ~f = lim
�V→0

1
�V

∫
O

∫

�S

d~S × ~f

�  ©®â©� ª £§¦¨¦ç¤ ¤� ��à¨��¦ç¤ ¡�  ©�¤ ¦  ¦¨ ©£¦å «�ª �§¦¡¢å©�àª
¡�  «¦¬ ©«¨¦� ¢ ©£¦ç.

1.5 � �¦¨ ¡âª £¦¨âª
�¨ ©£æª: ��©«à K â¤� �¤¦ ¡«æ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ <3. K ⊂ <3.

� �¡¨å¤¦¬£� «â©©�¨� �å�� ¬§¦©¬¤æ¢à¤ «¦¬ �.
1) �� ©�£�å� «¦¬ �
2) � ª �§¢âª ¡�£§ç¢�ª «¦¬ �
3) � ª �§ á¤� �ª «¦¬ �
4) �� ¬§¦©ç¤¦¢� «¦¬ �

�� ¬§¦©ç¤¦¢� �¬«á �� «� ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� Cn n = 0, 1, 2, 3 �¤« ©«¦å-
®àª.

� � ¡�£§ç¢� §�¨�«é¤�«�  ©� �ç¦ ©�£�å�. ��¢��ã «¦ ©ç¤¦¨¦ £ �ª �§¢ãª
¡�£§ç¢�ª �å¤�  �ç¦ ©�£�å�. �¦ ©ç¤¦¨¦ £ �ª �§ á¤� �ª �å¤�  £ � §¨¦©�¤�-
«¦¢ ©£â¤� ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢� ¡�  «¦ ©ç¤¦¨¦ �¤æª ¬§¦©¬¤æ¢¦¬ «¦¬ � �å¤�  £ �
§¨¦©�¤�«¦¢ ©£â¤� ¡¢� ©«ã �§ á¤� �. ��¢��ã «¦ ©ç¤¦¨¦ �¤æª ¬§¦©¬¤æ¢¦¬
«ç§¦¬ Cn �å¤�  â¤� ¬§¦©ç¤¦¢¦ «ç§¦¬ Cn−1. �¬£�¦¢å�¦¬£� «¦ ©ç¤¦¨¦ «¦¬
Cn £� ∂Cn. ��¢��ã â®¦¬£�

∂C3 = C2 � � §¨¦©�¤�«¦¢ ©£â¤� ¡¢� ©«ã �§ á¤� �

∂C2 = C1 � � §¨¦©�¤�«¦¢ ©£â¤� ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢�

�  ¡¢� ©«âª ¡�£§ç¢�ª ��¤ §�¨�«é¤¦¤«�  §¦¬��¤á ��¢��ã £ � ¡¢� ©«ã
¡�£§ç¢� ��¤ â®�  ©ç¤¦¨¦. �§¦¨¦ç£� ¤� §¦ç£� æ«  «¦ ©ç¤¦¨¦ £ �ª ¡¢� ©«ãª
¡�£§ç¢�ª �å¤�  «¦ £��â¤. �¦ ©ç¤¦¨¦ «�ª �§ á¤� �ª £ �ª ©�å¨�ª �å¤�  �§å©�ª
«¦ £��â¤ �¦ç � �§ á¤� � �¬«ã ��¤ â®�  ©ç¤¦¨¦. �� á¢¢�ª ¢â¥� ª «¦ ©ç¤¦¨¦
�¤æª ¬§¦©¬¤æ¢¦¬ «ç§¦¬ Cn §¦¬ �å¤�  «¦ ©ç¤¦¨¦ �¤æª á¢¢¦¬ ¬§¦©¬¤æ¢¦¬ �å¤� 
«¦ £��â¤. �¨á¦¬£�

∂ (∂Cn) = ∂2Cn = 0
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�¨ ©£æª: �¨å�¦¬£� ©�¤ � �¦¨ ¡âª £¦¨âª ¡�  « ª ©¬£�¦¢å�¦¬£� £�
àn, n = 0, 1, 2, 3 « ª �¡æ¢¦¬��ª £¦¨âª.

1) «ç§¦¬ 0, æ¢�ª « ª §¨��£�« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ � ©«¦ <.
2) «ç§¦¬ 1, æ¢�ª « ª �¡¨á©� ª «�ª £¦¨ãª à1 = Pdx + Qdy + Rdz æ§¦¬

P ,Q, ¡�  R �å¤�  §¨��£�« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª,
1) «ç§¦¬ 2, æ¢�ª « ª �¡¨á©� ª «�ª £¦¨ãª à2 = Fdydz +Gdzdx+Hdxdy

æ§¦¬ F ,G, ¡�  H �å¤�  §¨��£�« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª ¡� 
3) «ç§¦¬ 3, æ¢�ª « ª �¡¨á©� ª «�ª £¦¨ãª à3 = Adxdydz æ§¦¬ A �å¤� 

£ � §¨��£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©�.
��¤ ¬§á¨®¦¬¤ � �¦¨ ¡âª £¦¨âª £���¢ç«�¨¦¬ «ç§¦¬ ©«¦¤ ®é¨¦ <3.

��¤ ¡æ«�¨� ©«¦¤ ®é¨¦ <n ��¤ ¬§á¨®¦¬¤ � �¦¨ ¡âª £¦¨âª «ç§¦¬ n + 1 ã
£���¢ç«�¨¦¬ «ç§¦¬.

�§¦¨¦ç£� ¤� §¨¦©�â©¦¬£� �ç¦ � �¦¨ ¡âª £¦¨âª «¦¬ å� ¦¬ «ç§¦¬ � �
¤� §á¨¦¬£� £ � á¢¢� � �¦¨ ¡ã £¦¨ã «¦¬ å� ¦¬ «ç§¦¬. ��¤ �� ®¨� �©«�å ¤�
§¨¦©�â©¦¬£� £¦¨âª � �¦¨�« ¡¦ç «ç§¦¬.

�¨â§�  ¤� §¨¦©â®¦¬£� ¤� �¨á¦¬£� «� � �¦¨ ¡á dx, dy, ¡�  dz £�
«�¤ ©� ¨á ©«� � ¤æ£�¤� §¦¬ �£�¤å�¦¤«� . ��¢��ã � � «� � §¢á � ¤æ£�¤�
�¨á¦¬£� £æ¤¦ dxdy ã dydz ã dzdx �¤é � � «¦ «¨ §¢æ �¨á¦¬£� £æ¤¦ «¦
dxdydz.

�  � �¦¨ ¡âª £¦¨âª �§� ¡¦¤å�¦¬¤ «� ¬§¦©ç¤¦¢� «¦¬ � ©«¦¬ª §¨��£�-
« ¡¦çª �¨ �£¦çª àª �¥ãª

1) �  � �¦¨ ¡âª £¦¨âª «ç§¦¬ à0 ��¢��ã ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª �§� ¡¦¤å�¦¬¤ «�
¬§¦©ç¤¦¢� «ç§¦¬ C0 «¦¬ � ��¢��ã «� ©�£�å� «¦¬ � ©«¦¬ª §¨��£�« -
¡¦çª �¨ �£¦çª. � §¨��£�« ¡æª �¨ �£æª §¦¬ �¤« ©«¦ ®�å ©«�¤ � �¦¨ ¡ã
£¦¨ã «ç§¦¬ à0 �å¤�«�  �§æ «�¤ ©¬¤�¨«�© �¡ã ©®â©�

f : K −→ < f : x −→ f(x) ∈ <

2) �  � �¦¨ ¡âª £¦¨âª «ç§¦¬ à1 �§� ¡¦¤å�¦¬¤ «� ¬§¦©ç¤¦¢� «ç§¦¬ C1
��¢��ã « ª ¡�£§ç¢�ª ©«¦¬ª §¨��£�« ¡¦çª �¨ �£¦çª. � §¨��£�« ¡æª
�¨ �£æª A §¦¬ �¤« ©«¦ ®�å ©«�¤ � �¦¨ ¡ã £¦¨ã à1 �å¤�  «¦ �§ ¡�£§ç-
¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. �¬£�¦¢å�¦¬£� £� ~f «¦ � á¤¬©£� ~f = (P,Q, R) ¡� 
â®¦¬£�

A =
∫

C1

à1 =
∫

C1

Pdx + Qdy + Rdz =
∫

C1

~f · d~r =
∫

I

~f · d~r(t)
dt

dt

æ§¦¬ ~r = ~r(t), t ∈ I �å¤�  ¦  §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª « ª ¡�£§ç¢�ª.
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3) �  � �¦¨ ¡âª £¦¨âª «ç§¦¬ à2 �§� ¡¦¤å�¦¬¤ «� ¬§¦©ç¤¦¢� «ç§¦¬ C2
��¢��ã « ª �§ á¤� �ª «¦¬ � ©«¦¬ª §¨��£�« ¡¦çª �¨ �£¦çª. � §¨��£�-
« ¡æª �¨ �£æª B §¦¬ �¤« ©«¦ ®�å ©«�¤ � �¦¨ ¡ã £¦¨ã à2 �å¤�  «¦ �§ -
�¤� �¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. �¬£�¦¢å�¦¬£� £� ~f «¦ � á¤¬©£� ~f = (F,G, H)
¡�  â®¦¬£�

B =
∫

C2

à2 =
∫∫

C2

Fdxdy + Gdydz + Hdzdx =

∫∫

C2

~f · d~S =
∫∫

D

~f · ~ru × ~rvdudv

æ§¦¬ ~r = ~r(u, v), (u, v) ∈ D �å¤�  ¦  §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª « ª �§ á-
¤� �ª.

3) �  � �¦¨ ¡âª £¦¨âª «ç§¦¬ à3 �§� ¡¦¤å�¦¬¤ «� ¬§¦©ç¤¦¢� «ç§¦¬ C3
©«¦¬ª §¨��£�« ¡¦çª �¨ �£¦çª. � §¨��£�« ¡æª �¨ �£æª � §¦¬ �¤« ©«¦ -
®�å ©«�¤ � �¦¨ ¡ã £¦¨ã à3 �å¤�  «¦ «¨ §¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�.

� =
∫∫∫

C3

à3 =
∫∫∫

C3

Adxdydz

�� ¦¨å©¦¬£� «é¨� «¦¤ §¦¢¢�§¢�© �©£æ «à¤ � �¦¨ ¡é¤ £¦¨é¤.
�¨ ©£æª: �¤ à £ � £¦¨ã «ç§¦¬ � ¡�  � £ � £¦¨ã «ç§¦¬ � «æ«� «¦

�¥à«�¨ ¡æ (©�¤¦� �âª) � ¤æ£�¤¦ à ∧ � �å¤�  £ � £¦¨ã «ç§¦¬ � + � ≤ 3.
�¦ � ¤æ£�¤¦ �¬«æ �¡¦¢¦¬��å «¦¬ª �¥ãª ¡�¤æ¤�ª.

(fà + �) ∧ � = f (à ∧ �) + (� ∧ �) (à ∧ �) ∧ � = à ∧ (� ∧ �)

à ∧ � = (−1)��(� ∧ à) à ∧ (f�) = (fà) ∧ � = f(à ∧ �)

f ∧ à = fà

æ§¦¬ à, � ¡�  � �å¤�  � �¦¨ ¡âª £¦¨âª «ç§¦¬ �, � ¡�  � �¤« ©«¦å®àª �¤é
«¦ f �å¤�  £ � £¦¨ã «ç§¦¬ 0 ��¢��ã £ � §¨��£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©�.

� � « ª ��© ¡âª � �¦¨ ¡âª £¦¨âª  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

dx ∧ dy = dxdy (dx ∧ dy) ∧ dz = dx ∧ (dy ∧ dz) = dxdydz

dx ∧ dx = dy ∧ dy = dz ∧ dz = 0
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dx ∧ dy = −dy ∧ dx dy ∧ dz = −dz ∧ dy dz ∧ dx = −dx ∧ dz

�� ¦¨å©¦¬£� «â¢¦ª «�¤ §�¨á�à�¦ £ �ª � �¦¨ ¡ãª £¦¨ãª §¦¬ �� «�¤
©¬£�¦¢å�¦¬£� £� d.

�¨ ©£æª: � §�¨á�à�¦ª £ �ª � �¦¨ ¡ãª £¦¨ãª à «ç§¦¬ � < 3 �å¤� 
£ � £¦¨ã � + 1. � §�¨á�à�¦ª £ �ª £¦¨ãª 3 �å¤�  £��â¤.

� §�¨á�à�¦ª â®�  « ª  � æ«�«�ª

d(à + �) = dà + d� (�¨�££ ¡æ«�«�)

d(à ∧ �) = dà ∧ � + (−1)�(à ∧ d�)

d2à = 0 d(dx) = d(dy) = d(dz) = 0

� §�¨á�à�¦ª £ �ª £¦¨ãª 0 ¦¨å��«�  �§æ «�¤ ©®â©�

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

�¨ ©£æª: � � £¦¨ã n ¦¤¦£á��«�  ¡¢� ©«ã �¤ dàn = 0. � � n
£¦¨ã ¦¤¦£á��«�  §¢ã¨�ª �¤ �å¤�  � §�¨á�à�¦ª £ �ª £¦¨ã n − 1 ��¢��ã
àn = dàn−1. �¨¦�¤éª £ � §¢ã¨�ª £¦¨ã �å¤�  ¡¢� ©«ã � æ« 

dàn = d(dàn−1) = d2àn−1 = 0

�� �¨¦ç£� «é¨� «�¤ §�¨á�à�¦ £ �ª � �¦¨ ¡ãª £¦¨ãª à «ç§¦¬ 1.
�¨å©¡¦¬£�

dà = d (Pdx + Qdy + Rdz) = d (P ∧ dx + Q ∧ dy + R ∧ dz) =
(

∂P

∂x
dx +

∂P

∂y
dy +

∂P

∂z
dz

)
∧ dx +

(
∂Q

∂x
dx +

∂Q

∂y
dy +

∂Q

∂z
dz

)
∧ dy+

(
∂R

∂x
dx +

∂R

∂y
dy +

∂R

∂z
dz

)
∧ dz =

∂P

∂y
dy ∧ dx +

∂P

∂z
dz ∧ dx +

∂Q

∂x
dx∧ dy+

∂Q

∂z
dz∧dy+

∂R

∂x
dx∧dz+

∂R

∂y
dy∧dz = −∂P

∂y
dx∧dy+

∂P

∂z
dz∧dx+

∂Q

∂x
dx∧dy−

−∂Q

∂z
dy ∧ dz − ∂R

∂x
dz ∧ dx +

∂R

∂y
dy ∧ dz =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy+
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(

∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz

�¤ ¦  ¡�¨«�© �¤âª ©¬¤«�«��£â¤�ª �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª �ç¦ �¤�¥á¨«�«à¤
£�«��¢�«é¤ ��¢��ã �¤ ~r = ~r(u, v) «æ«� �¨å©¡¦¬£�

dà = ~∇~f · ~ru × ~rvdudv

æ§¦¬ ~f = (P, Q,R). �  �¥ ©é©� ª ~r = ~r(u, v) �å¤�  ¦  §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª
£ �ª �§ á¤� �ª.

�� �¨¦ç£� «â¢¦ª «�¤ §�¨á�à�¦ £ �ª � �¦¨ ¡ãª £¦¨ãª à «ç§¦¬ 2. �¨å-
©¡¦¬£�

dà = d(Fdydz + Gdzdx + Hdxdy) = d(F ∧ dydz + G∧ dzdx + H ∧ dxdy) =
(

∂F

∂x
dx +

∂F

∂y
dy +

∂F

∂z
dz

)
∧ dydz +

(
∂G

∂x
dx +

∂G

∂y
dy +

∂G

∂z
dz

)
∧ dzdx+

(
∂H

∂x
dx +

∂H

∂y
dy +

∂H

∂z
dz

)
∧ dxdy =

∂F

∂x
dx ∧ dy ∧ dz +

∂G

∂y
dy ∧ dz ∧ dx+

∂H

∂z
dz ∧ dx ∧ dy =

(
∂F

∂x
+

∂G

∂y
+

∂H

∂z

)
dxdydz = ~∇ · ~fdxdydz

æ§¦¬ ~f = (F, G, H).
� ©®â©� d2à = 0 æ«�¤ «¦ à �å¤�  £ � £¦¨ã 1 �å¤�  � �¤à©«ã ©®â©�

~∇ · ~∇× ~f = div curl f = 0.
�å£�©«� «é¨� ©� �â©� ¤� � �«¬§é©¦¬£� «� «¨å� ¦¢¦¡¢�¨à« ¡á ��à¨ã-

£�«� ©�¤ â¤� ��¤ ¡æ ��é¨�£� �«æ¦¬¡ª.
��é¨�£�: ��©«à C £ � §¨¦©�¤�«¦¢ ©£â¤� §¦¢¢�§¢æ«�«� «ç§¦¬

¡ ©«¦¤ ®é¨¦ <3 §¦¬ §�¨ â®�«�  ©� â¤� �¤¦ ¡«æ ¬§¦©ç¤¦¢¦ � ¡�  à £ �
� �¦¨ ¡ã £¦¨ã «ç§¦¬ ¡− 1 «æ«�  ©®ç�  �  ©æ«�«�

∫

∂C

à =
∫

C

dà

�¤ «¦ ¡ = 1 «æ«� � §¦¢¢�§¢æ«�«� C �å¤�  £ � �§ á¤� � ¡�  «¦ ©ç¤¦¨¦
«�ª ∂C �å¤�  £ � §¨¦©�¤�«¦¢ ©£â¤� ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢�. �¦ ��é¨�£� �å¤�  «¦
�¤à©«æ ��é¨�£� «¦¬ �«æ¦¬¡ª. �¤ �¨ ©¡æ£�©«� ©«¦¤ ®é¨¦ <2 «¦ ��é¨�£�
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�  ��¤¬©«âª

�å¤�  «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡¨ã¤. �¤ «¦ ¡ = 2 «æ«� �ç¡¦¢� �¤�¡�¢ç§«¦¬£� «¦
��é¨�£� «¦¬ �¡á¦¬ª.

1.6 �  ��¤¬©«âª
�¦¢¢á £��â�� ©«�¤ ¬© ¡ã � � ¤� ¦¨ ©«¦ç¤ ®¨� á��«�  ¤� §¨¦©� ¦¨å-

©¦¬£� §�¨ ©©æ«�¨¦¬ª �§æ «¨� ª �¨ �£¦çª. ��®¦¬£� � � §�¨á�� �£� â¤�
�¤ ©æ«¨¦§¦ ¬¢ ¡æ, ��¢��ã â¤� ¬¢ ¡æ §¦¬ ¡á§¦ �  � æ«�«� «¦¬ �å¤�  � �¦-
¨�« ¡ã ©«�¤ x−� �ç�¬¤©� � �¦¨�« ¡ã ©«�¤ y−� �ç�¬¤©� ¡�  � �¦¨�« ¡ã
©«�¤ z−� �ç�¬¤©�. �¤ £ � � �¤¬©£�« ¡ã  � æ«�«� �¥�¨«á«�  �§æ £ � á¢¢�
�¨�££ ¡á £� «�¤ ©®â©� §.®. ~p = m~¬ «æ«� «¦ p1 �¥�¨«á«�  �§æ «¦ ¬1 £�
©«���¨á �¤�¢¦�å�ª m11 �¢¢á ¡�  �§æ æ¢�ª « ª á¢¢�ª ©¬¤ ©«é©�ª ¬2 ¡� 
¬3 £� ©«���¨âª �¤�¢¦�å�ª m12 ¡�  m13. �¨á¦¬£�

pj =
∑

k

mjk¬k

�¦ £â���¦ª m ¦¨å��«�  �¤ ¦¨å©¦¬£� ¡�  «� �¤¤â� ©«¦ ®�å� «�ª £ã«¨�ª. �¨á-
¦¬£�

m =




m11 m12 m13
m21 m22 m23
m31 m32 m33




�¦ £â���¦ª �¬«æ �å¤�  â¤�ª «�¤¬©«ãª «á¥�àª 2. �  ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ �å¤� 
¦  32 = 9 �¨ �£¦å mjk, 1 ≤ j, k ≤ 3

��¤�¤ «�¤¬©«ã «á¥�àª 2 ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ ®é¨¦ �å¤�  �¦¢ ¡æ ¤� «¦¤
�¨á¦¬£� ©�¤ £ � £ã«¨� 3 × 3. �¬«æ æ£àª ��¤ ©�£�å¤�  æ«  â¤�ª §å¤�¡�ª
£� 9 ©«¦ ®�å� §�¨ ©«á¤�  â¤� «�¤¬©«ã.

�¤ â¤�ª «�¤¬©«ãª �å¤�  � �¦¨�« ¡æª ©«� � á¦¨� ©�£�å� «¦¬ ®é¨¦¬ £�
� á¤¬©£� �â©�àª ~r «æ«� â®¦¬£� â¤� «�¤¬©« ¡æ §��å¦. � «�¤¬©«ãª �¬«æª �å¤� 
£ � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ®é¨¦¬ ¡�  �¤��®¦£â¤àª £§¦¨�å ¤� �¥�¨«á«�  �¤�¢¬« ¡á
¡�  �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦. �¨á¦¬£� â¤� «�¤¬©« ¡æ §��å¦ £� «¦ ©ç£�¦¢¦ �(~r, t).

�«¦¤ «�¤¬©«ã �(~r, t) £§¦¨¦ç£� ¤� �§ �¨á©¦¬£� «¦¬ª � �¦¨ ¡¦çª «�-
¢�©«âª grad = ~∇, div = ~∇· ¡�  rot = ~∇×. �¦ �§¦«â¢�©£� �å¤�  â¤� á¢¢¦ª
«�¤¬©«ãª £� «á¥� £���¢ç«�¨� � � «¦ grad, £ ¡¨æ«�¨� � � «¦ div ¡�  å©� � �
«¦ rot £� «�¤ «á¥� «¦¬ �(~r, t).

��®¦¬£� ¦¨å©�  «� � �¤ç©£�«� ©�¤ «� £��â�� �¡�å¤� §¦¬ â®¦¬¤ £â«¨¦,
¦¨á ¡�  � �ç�¬¤©�. ��¢¢¦ª ¦¨ ©£æª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ �å¤�  £� « ª ©¬¤ ©«é-
©�ª «¦¬ª. � � «¨ á�� �¨ �£é¤ §¨¦©� ¦¨å��  â¤� � á¤¬©£� àª §¨¦ª ¡á§¦ ¦
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��á¢� ¦ 1

©ç©«�£� ©¬¤«�«��£â¤à¤. �� � �¤ç©£�«� æ£àª �æ©¦¤ §�¨ ©«á¤¦¬¤ ¡á§¦ �
¬© ¡á £��â�� §¨â§�  §¨¦�¤éª ¤� �å¤�  �¤�¥á¨«�«� �§æ «¦ ©ç©«�£� ©¬¤«�-
«��£â¤à¤.

�¨ ©£æª: ��¤� ¬© ¡æ £â���¦ª ~r ¦¤¦£á��«�  � á¤¬©£� �¤ � � ¤�
«¦ ¦¨å©¦¬£� ®¨� ��æ£�©«� «¨� ª �¨ �£¦çª xi àª §¨¦ª â¤� ©ç©«�£� ©¬¤«�-
«��£â¤à¤ S. �¤ §�¨ ©«¨â¯¦¬£� «¦ ©ç©«�£� ©¬¤«�«��£â¤à¤ «¦ � á¤¬©£�
§�¨ ©«á¤�«�  £� £ � ¤â� «¨ á�� �¨ �£é¤ x ′i. �«¦ ¡� ¤¦ç¨� ¦ ©ç©«�£� S ′

¦  �ç¦ �¬«âª «¨ á��ª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª �¡æ¢¦¬��ª �¨�££ ¡âª ©®â©� ª

S ′ = �S x ′j = Ajkxk Ajk ∈ R(3)

æ§¦¬ Ajk �å¤�  £ � £ã«¨� 3× 3. �«�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� �¤¤¦�å«�  æ«  �å¤�«� 
á�¨¦ ©� àª §¨¦ª «¦¤ ��å¡«� k � æ«  �§�¤�¢�£�á¤�«�  �ç¦ ¦¨âª ©«�¤ å� �
§¢�¬¨á «�ª  ©æ«�«�ª.

�§¦£â¤àª «¨� ª �¨ �£¦å � � ¤� §�¨ ©«á¤¦¬¤ â¤� � á¤¬©£� §¨â§�  ¤�  ¡�-
¤¦§¦ ¦ç¤ ¡�  «�¤ §�¨�§á¤à ©¬¤�ã¡�.

��à¨¦ç£� «é¨� �ç¦ � �¤ç©£�«� ~x ¡�  ~y £� ©¬¤ ©«é©�ª xj ¡�  yj . �§æ
«� �ç¦ �¬«á � �¤ç©£�«� £§¦¨¦ç£� ¤� §á¨¦¬£� �¤¤ á �¨ �£¦çª xjyk. �¬«¦å ¦ 
�¨ �£¦å £�«�©®�£�«å�¦¤«�  §¨¦�¤éª §á¢  �¨�££ ¡á �§æ £å� §�¨ ©«¨¦ã «à¤
�¥æ¤à¤. �§æ «�¤ §¨æ«�©� �¬«ã �å¤¦¬£� «¦¤ §�¨�¡á«à ¬© ¡æ ¦¨ ©£æ � �
«¦¬ª «�¤¬©«âª ®à¨åª �¬«æ ¤� ©�£�å¤�  æ«  â¤�ª «�¤¬©«ãª �å¤�  ¡�«' �¤á�¡�
«¦ � ¤æ£�¤¦ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤.

�¨ ©£æª: ��¤� ¬© ¡æ £â���¦ª ¦¤¦£á��«�  «�¤¬©«ãª «á¥�àª �ç¦ �¤
®¨� á��«�  �¤¤ á �¨ �£¦çª �jk, j, k = 1, 2, 3 � � ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«�å §¢ã¨àª
¡�  �§å §¢â¦¤ �¤ §�¨ ©«¨â¯¦¬£� «¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª � ¡� ¤¦ç¨� � �¤¤ á��
«à¤ �¨ �£é¤ � ′

jk, j, k = 1, 2, 3  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ ©®â©�

S ′ = �S T ′
ij = AikAjlTkl Ajk ∈ R(3)

æ§¦¬ �¤¤¦�å«�  æ«  �å¤�«�  á�¨¦ ©� àª §¨¦ª «¦¬ª ��å¡«�ª k ¡�  l.
� ¦¨ ©£æª �¬«æª £§¦¨�å ¤� ��¤ ¡�¬«�å ¡�  � � «�¤¬©«âª £� ¦§¦ ��ã§¦«�

«á¥�.
�¨ ©£æª: ��¤� ¬© ¡æ £â���¦ª ¦¤¦£á��«�  «�¤¬©«ãª «á¥�àª � �¤

®¨� á��«�  3� �¨ �£¦çª �jk···m, 1 ≤ j, k, · · · , m ≤ 3 � � ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«�å
§¢ã¨àª ¡�  �§å §¢â¦¤ �¤ §�¨ ©«¨â¯¦¬£� «¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª ¦  ¡� ¤¦ç¨� ¦ 
�¨ �£¦å � ′

jk···m, 1 ≤ j, k · · ·m ≤ 3  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª

S ′ = �S T ′
ij···m = AikAjl · · ·AmnTkl···n Ajk ∈ R(3)
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�  ��¤¬©«âª

��¤�ª «�¤¬©«ãª «á¥�àª 0 �å¤�  â¤� ���£à«æ £â���¦ª. ��¤� ���£à«æ
£â���¦ª ��¤ £�«��á¢¢�«�  ¡�«á «�¤ §�¨ ©«¨¦ã «à¤ �¥æ¤à¤. ��¤�ª «�¤¬-
©«ãª «á¥�àª 1 �å¤�  â¤� � á¤¬©£�.

��¨á�� �£�: ��à¨¦ç£� «¦¤ ®é¨¦ «à¤ �ç¦ � �©«á©�à¤ ¡�  §�¨ ©«¨â-
¦¬£� «¦¬ª á¥¦¤�ª ¡�«á �à¤å� �. �¤ «¦ ©�£�å¦ (x, y) ©«¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£�
â®�  ©«¦ §�¨ ©«¨�æ£�¤¦ ©ç©«�£� ©¬¤ ©«é©�ª (x ′, y ′) «æ«�  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â-
©� ª

x ′ = x ©¬¤ � + y �£ � x ′ = −x �£ � + y ©¬¤ �

ã ©� £¦¨ã § ¤á¡à¤ �¨á¦¬£�
(

x ′

y ′

)
=

(
©¬¤ � �£ �
− �£ � ©¬¤ �

)(
x
y

)

�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� � «¦¤ §å¤�¡� §�¨ ©«¨¦ãª â®¦¬£�

A11 = ©¬¤ � A12 = �£ � A21 = − �£ � A22 = ©¬¤ �

�å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  �§æ «¦¬ª §�¨�¡á«à §å¤�¡�ª 2× 2

T =
(−xy −y2

x2 xy

)
P =

(−xy −y2

x2 −xy

)

¦ §¨é«¦ª �å¤�  â¤�ª «�¤¬©«ãª �¤é ¦ ��ç«�¨¦ª ��¤ �å¤� . ��«©  â¤�ª §å¤�¡�ª
2× 2 ��¤ �å¤�  ¡�«' �¤á�¡� «�¤¬©«ãª.

� � «¦ ©«¦ ®�å¦ T11 � � §�¨á�� �£� â®¦¬£�

T ′
11 = −x ′y ′ =

= −(x ©¬¤ � + y �£ �)(−x �£ � + y ©¬¤ �) = x2 ©¬¤ � �£ �− xy ©¬¤2 �+

xy �£2 �−y2 ©¬¤ � �£ � = ©¬¤2 �T11 +©¬¤ � �£ �T12 +©¬¤ � �£ �T21 +�£2 �T22

��¢��ã  ©®ç� 

T ′
11 = �11A11T11 + �11A12T12 + �12A11T21 + �12A12T22

��¨æ£¦ ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å  ©®ç¦¬¤ ¡�  � � «� ©«¦ ®�å� T ′
21, T ′

12 ¡�  T ′
22

� � «¦¤ §å¤�¡� � ��¤  ©®ç�  «â«¦ � ©®â©� ¡�  �§¦£â¤àª ¦ §å¤�¡�ª ��¤
�å¤�  «�¤¬©«ãª.
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��á¢� ¦ 1

�¤ �¨��©«¦ç£� ©� â¤� á¢¢¦ ©ç©«�£� ©¬¤«�«��£â¤à¤ «æ«� §¨â§�  ¤�
¥�®à¨å©¦¬£� �ç¦ �å�� «�¤¬©«é¤. �¦¬ª ©¬¤�¢¢¦åà«¦¬ª ¡�  «¦¬ª �� �¢¢¦åà-
«¦¬ª «�¤¬©«âª. �¦ å� ¦ � �®à¨ ©£æ §¨â§�  ¤� ¡á¤¦¬£� ¬© ¡á ¡�  � � «�
� �¤ç©£�«� ¡�  � � « ª ���£à«âª ©¬¤�¨«ã©� ª.

�ª ��à¨ã©¦¬£� æ«  �§æ «¦ ©ç©«�£� xj §���å¤¦¬£� ©� â¤� «¦¤¦ç£�¤¦
©ç©«�£� x ′j . ��®¦¬£� ��¢��ã £ � �¢¢��ã ©« ª ©¬¤«�«��£â¤�ª «�ª £¦¨ãª

x ′1 = x ′1(x1, x2, x3) x ′2 = x ′2(x1, x2, x3) x ′3 = x ′3(x1, x2, x3)

�� �¬«ã «�¤ �¢¢��ã «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ «� � �¦¨ ¡á dx ′j �å¤¦¤«�  �§æ «�¤
©®â©�

dx ′j =
∑

k

∂x ′j
∂xk

dxk

�¤« �â«àª �¤ V (x, y, z) �å¤�  â¤� ���£à«æ §��å¦ «æ«� ¦  §�¨á�à�¦  «¦¬
§��å¦¬ �¬«¦ç �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

∂V

∂xj
=

∑

k

∂x ′j
∂xk

∂V

∂x ′j

�  §�¨�§á¤à � �¦¨�« ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å «à¤ � �¦¨ ¡é¤ dxj ¡� 
«à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ ∂V/∂xj �§æ £å� �¢¢��ã «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ £�ª �¦��á¤�
� � ¤� ¦¨å©¦¬£� «� �ç¦ �å�� «à¤ � �¤¬©£á«à¤.

�¨ ©£æª: �¤¦£á�¦¬£� �¤«�¢¢¦åà«¦ � á¤¬©£� ã «�¤¬©«ã «á¥�àª
(0, 1) ¡á�� £â���¦ª � §¦¬ ®¨� á��«�  «¨� ª �¨ �£¦çª �j � � ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«�å
¡�  £� £ � �¢¢��ã ©« ª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ £�«�©®�£�«å�¦¤«� 
æ§àª «� � �¦¨ ¡á ��¢��ã

T ′j =
∑

k

�j
kT k æ§¦¬ �j

k =
∂x ′j
∂xk

�¨ ©£æª: �¤¦£á�¦¬£� ©¬¤�¢¢¦åà«¦ � á¤¬©£� ã «�¤¬©«ã «á¥�àª (1,0)
¡á�� £â���¦ª � §¦¬ ®¨� á��«�  «¨� ª �¨ �£¦çª �j � � ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«�å ¡�  £�
£ � �¢¢��ã ©« ª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ £�«�©®�£�«å�¦¤«�  æ§àª
¦  £�¨ ¡âª §�¨á�à�¦  «¦¬ §��å¦¬ V , ��¢��ã æ§àª � ©®â©�.

� ′
j =

∑

k

�k
j �k æ§¦¬ �k

j =
∂xk

∂x ′j
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�  ��¤¬©«âª

��¨�«�¨¦ç£� æ«   ©®ç�  � ©®â©�

∑

j

�j
i �k

j =
∂xi

∂xk
= �k

i

∑

j

�i
j�j

k =
∂xi

∂xk
= �i

k

�¦ ©ç£�¦¢¦ �k
j = �j

k ¦¤¦£á��«�  «�¤¬©«ãª «¦¬ �¨æ¤�¡�¨ ¡�  �å¤�  å©¦ª £�
«¦ £��â¤ � � j 6= k ¡�  å©¦ª £� «�¤ £¦¤á�� � � j = k.

�k
j = { 1 j = k

0 j 6= k

�§¦¨¦ç£� «é¨� ¤� ��¤ ¡�ç©¦¬£� «¦¬ª §�¨�§á¤à ¦¨ ©£¦çª ¡�  ¤� ¦¨å-
©¦¬£� «�¤¬©«âª £� £���¢ç«�¨� «á¥�.

�¨ ©£æª: ��¤� ¬© ¡æ £â���¦ª ¦¤¦£á��«�  �¤« �¢¢¦åà«¦ª «�¤¬©«ãª
«á¥�àª � ã «�¤¬©«ãª «á¥�àª (N, 0) �¤ ®¨� á��«�  3� �¨ �£¦çª �jk···m, 1 ≤
j, k, · · · ,m ≤ 3 � � ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«�å §¢ã¨àª ¡�  �§å §¢â¦¤ �¤ ©� £ � �¢-
¢��ã «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ©� â¤� «¦¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª ¦  ¡� ¤¦ç¨-
� ¦  �¨ �£¦å � ′pq···r, 1 ≤ p, q · · · r ≤ 3 ©¬¤�â¦¤«�  £� «¦¬ª á«¦¤¦¬ª £� «�¤
©®â©�.

� ′jk···m = �j
p�k

q · · · �m
r �pq···r æ§¦¬ �j

p =
∂x ′j
∂xp

�¨ ©£æª: ��¤� ¬© ¡æ £â���¦ª ¦¤¦£á��«�  ©¬¤�¢¢¦åà«¦ª «�¤¬©«ãª
«á¥�àª � ã «�¤¬©«ãª «á¥�àª (0, N) �¤ ®¨� á��«�  3� �¨ �£¦çª �jk···m, 1 ≤
j, k, · · · ,m ≤ 3 � � ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«�å §¢ã¨àª ¡�  �§å §¢â¦¤ �¤ ©� £ � �¢-
¢��ã «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ©� â¤� «¦¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª ¦  ¡� ¤¦ç¨-
� ¦  �¨ �£¦å � ′

pq···r, 1 ≤ p, q · · · r ≤ 3 ©¬¤�â¦¤«�  £� «¦¬ª á«¦¤¦¬ª £� «�¤
©®â©�.

� ′
jk···m = �p

j �q
k · · · �r

m�pq···r æ§¦¬ �p
j =

∂xp

∂x ′j

�¨ ©£æª: ��¤� ¬© ¡æ £â���¦ª ¦¤¦£á��«�  «�¤¬©«ãª «á¥�àª (�,M)
�¤ ®¨� á��«�  3�+M �¨ �£¦çª �jk···m

j′k′···m′ � � ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«�å §¢ã¨àª ¡� 
�§å §¢â¦¤ �¤ ©� £ � �¢¢��ã «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ©� â¤� «¦¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£�
�¤�¦¨áª ¦  ¡� ¤¦ç¨� ¦  �¨ �£¦å � ′pq···r

p′q′···r′ ©¬¤�â¦¤«�  £� «¦¬ª á«¦¤¦¬ª £�
«�¤ ©®â©�.

� ′jk···m
j′k′···m′ = �j

p�k
q · · · �m

r �p′

j′�
q′

k′ · · · �r′
m′�pq···r

p′q′···r′
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��á¢� ¦ 1

��¢¦  ¦  ��å¡«�ª £�«��á¢¢¦¤«�  �§æ 1 âàª 3 ¡�  «� �k
j ¡�  �j

k �å¤¦¤«�  �§æ
«�ª §¨¦��¦ç£�¤�ª ©®â©� ª.

�§¦¨¦ç£� ¤� §¦¢¢�§¢�© á©¦¬£� â¤� «�¤¬©«ã £� â¤�¤ �¨ �£æ � � ¤�
§á¨¦¬£� â¤�¤ ¡� ¤¦ç¨� ¦ «�¤¬©«ã «�ª å� �ª «á¥�àª. �§¦¨¦ç£� �§å©�ª ¤�
§¨¦©�â©¦¬£� «�¤¬©«âª §¦¬ â®¦¬¤ «�¤ å� � «á¥�. ��«©  æ¢¦  ¦  «�¤¬©«âª
¡á§¦ �ª «á¥�àª ©®�£�«å�¦¬¤ â¤�¤ � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨¦.

A¤ â®¦¬£� â¤� «�¤¬©«ã «á¥�àª � £� 3� ©«¦ ®�å� ¡�  â¤� «�¤¬©«ã «á¥�àª
� £� 3� ©«¦ ®�å� £§¦¨¦ç£� ¤� §¦¢¢�§¢�© á©¦¬£� «� ©«¦ ®�å� «¦¬ª â¤� §¨¦ª
â¤� � � ¤� §á¨¦¬£� 3�×3� = 3�+� �¨ �£¦çª ��¢��ã â¤�¤ «�¤¬©«ã «á¥�àª
� + �. � §¨á¥� �¬«ã ¦¤¦£á��«�  «�¤¬©« ¡æ � ¤æ£�¤¦ «à¤ �ç¦ «�¤¬©«é¤.
� � §�¨á�� �£� «¦ «�¤¬©« ¡æ � ¤æ£�¤¦ �ç¦ � �¤¬©£á«à¤ �å¤�  â¤�¤ «�¤¬©«ã
«á¥�àª 2. �¨á¦¬£� ©¬£�¦¢ ¡á ~v1~v2 � � «¦ � ¤æ£�¤¦ �¬«æ.

�¤ ��¨¦å©¦¬£� àª §¨¦ª �ç¦ ��å¡«�ª �¤æª «�¤¬©«ã T «á¥�àª � §�å¨¤¦¬£�
â¤�¤ «�¤¬©«ã S «á¥�àª �− 2.

Sjk··· =
∑

i

Tji···ik

� §¨á¥� ¦¤¦£á��«�  ©¬©«¦¢ã «à¤ �� ¡«é¤.
� §¨á¥� «�ª ©¬©«¦¢ãª ©¬£§å§«�  £� «¦ å®¤¦ª «¦¬ §å¤�¡� ¡�  ©�£� é¤�«� 

£� «¦ ©ç£�¦¢¦ �¨.

�¨(m) = �¨




m11 m12 m13
m21 m22 m23
m31 m32 m33


 = m11 + m22 + m33

� � §¨á¥� æ£¦ � £� «¦ �©à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ «à¤ � �¤¬©£á«à¤ �å¤�  �
©¬©«¦¢ã. �¥ ©é¤¦¬£� â¤�¤ ©¬¤�¢¢¦åà«¦ ��å¡«� ¡�  â¤�¤ �� �¢¢¦åà«¦ ��å¡«�
ã �¤« ©«¨æàª ¡�  £�«á §¨¦©�â«¦¬£� àª §¨¦ª «¦¤ ¡¦ ¤æ �¬«æ ��å¡«�.
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�©¡ã©� ª

��©¡�©� 1.1
�� �§¦�� ®«�å æ«  �¤ � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~r(t) �å¤�  ¡á��«�

©«�¤ §�¨��à�æ «�ª «æ«� â®�  ©«���¨æ £â«¨¦ ¡�  �¤« ©«¨æàª. �§å©�ª ¤�
�§¦�� ®«�å æ«  � ©¬¤á¨«�©� ~r(t) â®�  ©«���¨ã � �ç�¬¤©� �á¤ ¡�  £æ¤¦ �á¤
�å¤�  §�¨á¢¢�¢� §¨¦ª «�¤ §�¨á�à�æ «�ª.

�ç©�: �§¦�â«¦¬£� æ«  � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� â®�  ©«���¨æ £â«¨¦

‖~r(t)‖ = r(t) = ©«���¨æ

��¨��à�å�¦¬£� «¦ «�«¨á�à¤¦ «¦¬ £â«¨¦¬ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ¡�  â®¦¬£�

d

d t
‖~r‖2 =

d

d t
(~r · ~r) = 2~r · d

dt
~r = 0

�§¦£â¤àª «¦ � á¤¬©£� ~r(t) �å¤�  ¡á��«¦ ©«�¤ §�¨��à�æ «¦¬.
�¤« ©«¨æàª �¤ «¦ � á¤¬©£� �å¤�  ¡á��«¦ ©«�¤ §�¨��à�æ «¦¬ «æ«�

 ©®ç¦¬¤ ¦  §�¨�§á¤à  ©æ«�«�ª ¡�  �§¦£â¤àª

d

d t
‖~r‖2 = 0 =⇒ ‖~r‖2 = C =⇒ ‖~r‖ = ©«���¨æ

� � «¦ ��ç«�¨¦ ©¡â¢¦ª «�ª �©¡ã©�àª ¬§¦�â«¦¬£� æ«  «¦ � á¤¬©£� ~r(t)
â®�  ©«���¨ã � �ç�¬¤©�. �¦ � á¤¬©£� ~r(t)/r(t) �å¤�  �¤á¢¦�¦ «¦¬ ~r(t) á¨�
â®�  ¡�  �¬«æ ©«���¨ã � �ç�¬¤©�. �§å §¢â¦¤ â®�  £â«¨¦ å©¦ £� «�¤ £¦¤á��.
��¨� �å¤�  ©«���¨æ ¡�  �§¦£â¤àª � §�¨��à�æª «¦¬ �å¤�  £��â¤.

��®¦¬£�

d

dt

1
r
~r =

1
r2

(
r

d

dt
~r − ~r

d

dt
r

)
= 0 =⇒ r

d

dt
~r − ~r

d

dt
r = 0
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�¦¢¢�§¢�© á�¦¬£� «�¤ «�¢�¬«�å� �¥å©à©� �¥à«�¨ ¡á £� «¦ � á¤¬©£�
~r(t) ¡�  §�å¨¤¦¬£�

~r×
(

r
d

dt
~r − ~r

d

dt
r

)
= r~r× d

dt
~r−~r×~r

d

dt
r = r~r× d

dt
~r = 0 =⇒ ~r× d

dt
~r = 0

� � «¦ �¤«å©«¨¦¦. �§¦�â«¦¬£� æ«   ©®ç�  � ©®â©�

~r × d

dt
~r = 0

�¦ � á¤¬©£� ~r(t)/r(t) â®�  ©«���¨æ £â«¨¦ å©¦ £� «�¤ £¦¤á�� �¤ �§¦-
��å¥¦¬£� æ«  �å¤�  ©«���¨æ «æ«� â®�  ¡�  ©«���¨ã � �ç�¬¤©� ¡�  �§¦£â¤àª ¡� 
«¦ ~r(t) â®�  ©«���¨ã � �ç�¬¤©�.

��¨��à�å�¦¬£� ¡�  â®¦¬£�

(1)
d

dt

1
r
~r = − 1

r2
dr

dt
~r +

1
r

d

dt
~r =

1
r3

(
r2 d

dt
~r − r

dr

dt
~r

)

��£àª  ©®ç�  §¨¦�¤éª � ©®â©� r2 = ~r · ~r «�¤ ¦§¦å� §�¨��à�å�¦¬£�
¡�  â®¦¬£�

d

dt
r2 =

d

dt
~r · ~r =⇒ 2r

d

dt
r = 2~r · d

dt
~r

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ ©®â©� �¬«ã ©«�¤ (1) ¡�  �¨å©¡¦¬£�

d

dt

1
r
~r =

1
r3

(
(~r · ~r)

d

dt
~r −

(
~r · d

dt
~r

)
~r

)
=

1
r3

(
~r × d

dt
~r

)
× ~r = 0

�§¦£â¤àª «¦ � á¤¬©£� ~r(t) â®�  ©«���¨ã � �ç�¬¤©�.
��¨�«ã¨�©�: �¤ ��à¨ã©¦¬£� «�¤ ¡å¤�©� �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ ©�

£ � §�¨ â¨� � £� �¡«å¤� r ©«���¨¦ç £â«¨¦¬ «æ«� � á©¡�©� £�ª ¢â�  æ«  �
«�®ç«�«� �å¤�  §á¤«� ¡á��«� ©«¦ � á¤¬©£� �â©�àª «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬.

��©¡�©� 1.2
�� �§¦�� ®«�å æ«  ¡á�� ©à¢�¤¦� �âª � á¤¬©£� ~f £§¦¨�å ¤� �¨��å £�

«�¤ £¦¨ã

(1) ~f = ~∇× ~g
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�«� ¬© ¡ã ¡�   � �å«�¨� ©«¦¤ �¢�¡«¨¦£��¤�« ©£æ �£�¤å�¦¤«�  �¥ ©é©� ª
«â«¦ ¦¬ �å�¦¬ª ¡�  «¦ � á¤¬©£� ~g ¦¤¦£á��«�  � �¤¬©£�« ¡æ �¬¤�£ ¡æ.

�ç©�: �¦ � á¤¬©£� ~f §¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� �å¤� 
§¨¦�¤éª â¤� ©à¢�¤¦� �âª � á¤¬©£�. �¨á�£�« 

~∇ · ~f = ~∇ · ~∇× ~g = 0

�¬£�¦¢å�¦¬£� £� fi ¡�  £� gi « ª ©¬¤ ©«é©�ª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ~f ¡�  ~g

�¤« ©«¦å®àª. �§� �ã «¦ � á¤¬©£� ~f �å¤�  ©à¢�¤¦� �âª  ©®ç�  � ©®â©�

(2) ~∇ · ~f = 0 =⇒ ∂

∂x
f1 +

∂

∂y
f2 +

∂

∂z
f3 = 0

� ©®â©� (1) �¨á�«�  �¤�¢¬« ¡á

∂

∂y
g3 − ∂

∂z
g2 = f1

∂

∂z
g1 − ∂

∂x
g3 = f2

∂

∂x
g2 − ∂

∂y
g1 = f3

��¢��ã «¦ §¨æ�¢�£� �å¤�  ¤� ¢¬��å «¦ §�¨�§á¤à ©ç©«�£� «à¤ � �¦¨ ¡é¤
�¥ ©é©�à¤.

��«á£� ©«�¤ �¨®ã £ � £�¨ ¡ã ¢ç©� ~g0 = (A,B, 0) «â«¦ � é©«�

~f = ~∇× ~g0

�¤�¢ç¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à �¥å©à©� ¡�  §�å¨¤¦¬£� « ª �¥ ©é©� ª

− ∂

∂z
B = f1

∂

∂z
A = f2

∂

∂x
B − ∂

∂y
A = f3

�§¦¨¦ç£� ¤� ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£� �£â©àª « ª �ç¦ §¨é«�ª �¥ ©é©� ª. �¦ �§¦«â-
¢�©£� �å¤� 

A =
∫ z

z0

f2(x, y, t)d t + �(x, y) B = −
∫ z

z0

f1(x, y, t)d t + �(x, y)

æ§¦¬ � ¡�  � �å¤�  �¬��å¨�«�ª ©¬¤�¨«ã©� ª «à¤ £�«��¢�«é¤ x ¡�  y.
���¦£â¤¦¬ æ«  ��«á£� £ � £�¨ ¡ã ¢ç©� ¡�  â®¦¬£� £å� �¡æ£� �¥å©à©�

£§¦¨¦ç£� ¤� £���¤å©¦¬£� £ � �§æ « ª �ç¦ �¬«âª �¬��å¨�«�ª ©¬¤�¨«ã©� ª.
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�§¦�â«¦¬£� æ«  �(x, y) = 0 ¡�  �¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª ©¬¤�¨«ã©� ª � ¡�  �
©«�¤ «¨å«� �¥å©à©� «¦¬ � �¦¨ ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª. �¨å©¡¦¬£�

∂

∂x

(
−

∫ z

z0

f1(x, y, t)d t + �(x, y)
)
− ∂

∂y

(∫ z

z0

f2(x, y, t)d t

)
=

= −
∫ z

z0

(
∂

∂x
f2(x, y, t) +

∂

∂y
f1(x, y, t)

)
d t +

∂

∂x
�(x, y) = f3

�¦ � á¤¬©£� æ£àª ~f �å¤�  ©à¢�¤¦� �âª ¡�  á¨�  ¡�¤¦§¦ �å«�  � ©®â©� (2).
�§¦£â¤àª � §�¨�§á¤à �¥å©à©� �¨á�«� 

∫ z

z0

(
∂

∂ t
f3(x, y, t)

)
d t +

∂

∂x
�(x, y) = f3

� �¥å©à©� �¬«ã £�«á «�¤ ¦¢¦¡¢ã¨à©� àª §¨¦ª t �å¤�«� 

∂

∂x
�(x, y) = f3(x, y, z0)

�§æ «�¤ ©®â©� �¬«ã �¨å©¡¦¬£� «�¤ á�¤à©«� ©¬¤á¨«�©� �(x, y) £� £å�
¦¢¦¡¢ã¨à©�

�(x, y) =
∫

f3(x, y, z0)dx

O  ©¬¤ ©«é©�ª � ¡�  � «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~g0 �å¤� 

A =
∫ z

z0

f1(x, y, t)d t B = −
∫ z

z0

f2(x, y, t)d t +
∫

f3(x, y, z0)dx

� ¢ç©� §¦¬ �¨ã¡�£� �å¤�  £ � £�¨ ¡ã ¢ç©�. �� �¨¦ç£� «é¨� «�¤ ��¤ ¡ã
¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.

�¤ ~g �å¤�  £ � á¢¢� ¢ç©� «�ª �¥ ©é©�àª ~f = ~∇ × ~g «æ«� §¨¦�¤éª
§¨â§� 

~∇× ~g − ~∇× ~g0 = ~∇× (~g − ~g0) = ~0

�§¦£â¤àª «¦ � á¤¬©£� ~g − ~g0 �å¤�  �©«¨æ� ¢¦ ¡�  á¨� ¬§á¨®�  ���£à«ã
©¬¤á¨«�©� (~r) «â«¦ � é©«� ~g − ~g0 = ~∇(~r).
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��¨� â®¦¬£�
~g = ~g0 + ~∇(~r)

æ§¦¬ (~r) �å¤�  £ � �¬��å¨�«� ©¬¤á¨«�©� §¦¬ ¬© ¡á §¨â§�  ¤� â®�  £�¨ ¡âª
§�¨��é�¦¬ª ��ç«�¨�ª «á¥�àª.

� ©¬¤á¨«�©� ~g �å¤�  «�¢ ¡á � ��¤ ¡ã ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.

��©¡�©� 1.3
�� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  �¡æ¢¦¬��ª � �¤¬©£�« ¡âª «�¬«æ«�«�ª

~∇(f +g) = ~∇f + ~∇g ~∇·(~f +~g) = ~∇· ~f + ~∇·~g ~∇×(~f +~g) = ~∇× ~f + ~∇×~g

~∇× (~∇f) = ~0 ~∇× (~∇× ~f) = ~∇(~∇ · ~f)− ~∇2f ~∇ · (~∇× ~f) = 0
~∇ · (f~g) = (~∇f) · ~g + f(~∇ · ~g) ~∇× (f~g) = (~∇f)× ~g + f(~∇× ~g)

~∇(~f · ~g) = (~g · ~∇)~f + (~f · ~∇)~g + ~g × (~∇× ~f) + ~f × (~∇× ~g)

~∇× (~f × ~g) = (~g · ~∇)~f − ~g(~∇ · ~f)− (~f · ~∇)~g + ~f(~∇ · ~g)

~∇ · (~f × ~g) = ~g · (~∇× ~f)− ~f · (~∇× ~g)

�ç©�: �  �§¦��å¥� ª «à¤ «�¬«¦«ã«à¤ �¬«é¤ �å¤�  �§¢âª. �� �§¦��å-
¥¦¬£� £æ¤¦ «�¤ «�¢�¬«�å�  ©æ«�«�.

��®¦¬£�

~∇ · (~f × ~g) =

∣∣∣∣∣∣

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
f1 f2 f3
g1 g2 g3

∣∣∣∣∣∣
=

∂

∂x
(f2g3 − f3g2) +

∂

∂y
(f3g1 − f1g3)+

∂

∂z
(f1g2 − f2g1)=f2

∂

∂x
g3+g3

∂

∂x
f2−f3

∂

∂x
g2−g2

∂

∂x
f3+

f3
∂

∂y
g1+g1

∂

∂y
f3−f1

∂

∂y
g3−g3

∂

∂y
f1+f1

∂

∂z
g2+g2

∂

∂z
f1−f2

∂

∂z
g1−g1

∂

∂z
f2 =

�¤�§«ç©©¦¬£� «é¨� «¦ ��ç«�¨¦ £â¢¦ª «�ª «�¬«æ«�«�ª

~g · (~∇× ~f)− ~f · (~∇×~g) =

∣∣∣∣∣∣

g1 g2 g3
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
f1 f2 f3

∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣

f1 f2 f3
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
g1 g2 g3

∣∣∣∣∣∣
=
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g1
∂

∂y
f3−g1

∂

∂z
f2+g2

∂

∂z
f1−g2

∂

∂x
f3+g3

∂

∂x
f2−g3

∂

∂y
f1+f1

∂

∂z
g2−f1

∂

∂y
g3+

f2
∂

∂x
g3 − f2

∂

∂z
g1 + f3

∂

∂y
g1 − f3

∂

∂x
g2

��§àª � �§ ©«é¤¦¬£� �ç¡¦¢� «� �ç¦ £â¢� «�ª  ©æ«�«�ª �å¤�  §¨��£�-
« ¡á å©� ¡�  á¨� ã «�¬«æ«�«�  ©®ç� 

��©¡�©� 1.4
��©«à ¨(~r, t) � §¬¡¤æ«�«� �¤æª ¨�¬©«¦ç £â©� ©� â¤� æ�¡¦ V §¦¬ §�¨ -

¡¢�å�«�  �§æ «�¤ ¡¢� ©«ã �§ á¤� � S. �á¤ v(~r, t) �å¤�  «¦ §��å¦ «�®¬«ã«à¤
«¦¬ ¨�¬©«¦ç «æ«� ¤� �§¦�� ®«�å æ«   ©®ç�  � �¡æ¢¦¬�� �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª

∂

∂ t
¨(~r, t) + ~∇ ·~j(~r, t) = 0 æ§¦¬ ~j = ¨~v

�§¦�â«¦¬£� æ«  ��¤ ¬§á¨®¦¬¤ §�¨ ¦®âª §¦¬ §�¨á��«�  ã �¥��¤å��«�  £á��.
��¤ ¡á � � ¡á�� £â���¦ª §¦¬ � �«�¨�å«�  ¬§á¨®�  ¡�  £ � �¤«å©«¦ ®�

�¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª.

............
............
............
...................
........ ~n

................................................................................. .......
...
~v

.........

.........
..........
...........

..............
.........................

....................................................................................................................................................................................................................................
...............

...........
..........
.........
.........
...............................................................................................................................
..

........................
..............................

V S
dS

�®ã£� 1.9
�«¦¤ æ�¡¦ V � £á�� � �«�¨�å«� 

�ç©�: �¦ £â���¦ª ¨dV �å¤�  � £á�� «¦¬ ¨�¬©«¦ç §¦¬ �¨å©¡�«� 
©«¦¤ ©«¦ ®� é�� æ�¡¦ dV . � £á�� «¦¬ ¨�¬©«¦ç §¦¬ ¡�«�¢�£�á¤�  «¦¤ æ�¡¦
V �å¤�  ∫

V

¨dV

� £�«��¦¢ã àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ «�ª £á��ª �¬«ãª �å¤� 

∂

∂ t

∫

V

¨dV =
∫

V

∂¨
∂ t

dV
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��à¨¦ç£� «¦ dS â¤� ©«¦ ®�å¦ «�ª �§ á¤� �ª �ç¨à �§æ «¦ ©�£�å¦ P ¡� 
~n «¦ £¦¤�� �å¦ ¡á��«¦ � á¤¬©£� ©«¦¤ �§ á¤� � S £� ¦¨á �§æ «¦ �©à«�¨ ¡æ
§¨¦ª «¦ �¥à«�¨ ¡æ «�ª �§ á¤� �ª. �á¤ ~v � «�®ç«�«� «¦¬ ¨�¬©«¦ç ©«¦ ©�£�å¦
P «æ«� � §¨¦�¦¢ã «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �¬«¦ç ¡�«á «�¤ ¡á��«¦ � �ç�¬¤©� �å¤� 
å©� £� ~v ·~n. �¦ §¦©æ «�ª £á��ª «¦¬ ¨�¬©«¦ç §¦¬ ���å¤�  �§æ «�¤ �§ á¤� �
dS �å¤�  ¨~v ·~n dS. � ©¬¤¦¢ ¡ã �¡¨¦ã «¦¬ ¨�¬©«¦ç �§æ «�¤ �§ á¤� � S §¦¬
§�¨ ¡¢�å�  «¦¤ æ�¡¦ V �å¤� 

∫

S

¨~v · ~n dS

�§� �ã ��¤ §�¨á��«�  ¦ç«� �¥��¤å��«�  £á�� â§�«�  æ«  � £�«��¦¢ã «�ª
£á��ª £â©� ©«¦¤ æ�¡¦ V ¦�å¢�«�  ©«�¤ �¡¨¦ã ( ã ©«�¤ � ©¨¦ã) «�ª £á��ª
�§æ «�¤ �§ á¤� � S. �§¦£â¤àª  ©®ç�  �  ©æ«�«�

∫

V

∂¨
∂ t

dV = −
∫

S

¨~v · ~n dS

��¨£æ�¦¬£� «¦ ��é¨�£� «¦¬ �¡á¦¬ª ©«¦ ��ç«�¨¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª §�¨�-
§á¤à ©®â©�àª ¡�  â®¦¬£�

∫

V

∂¨
∂ t

dV +
∫

V

~∇ · (¨~v) dV =
∫

V

(
∂¨
∂ t

+ ~∇ · (¨~v)
)

dV = 0

� ©®â©� �¬«ã  ©®ç�  � � ¡á�� æ�¡¦ V á¨� � §¦©æ«�«� ¡á«à �§æ «¦ ¦¢¦¡¢ã-
¨à£� §¨â§�  ¤� �å¤�  £��â¤. �§¦£â¤àª â®¦¬£�

∂¨
∂ t

+ ~∇ · (¨~v) = 0

� ¦§¦å� �å¤�  � �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª.
� �¥å©à©� �¬«ã �¨á�«�  �¢¢ éª £� «�¤ £¦¨ã

∂

∂ t
¨ + ¨~∇ · ~v + ~v · ~∇¨ = 0

�§å©�ª ¢æ�à «�ª ©®â©�àª

d¨(~r, t)
d t

=
∂¨
∂t

+ ~∇¨ · d~r

dt
=

∂¨
∂t

+ ~∇¨ · ~v

47



��á¢� ¦ 1

� �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª £§¦¨�å ¤� �¦��å §¨¦�¤éª ¡�  £� «�¤ £¦¨ã

d¨
dt

+ ¨~∇ · ~v = 0

��¨� � � â¤� �©¬£§å�©«¦ ¬�¨æ §¦¬ � £á�� â®�  ©«���¨ã §¬¡¤æ«�«� ��-
¢��ã d¨/dt = 0 �§æ «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� ©¬¤�§á��«�  æ« 

~∇ · ~v = 0

��©¡�©� 1.5
�«¦¤ «�«¨�� á©«�«¦ ®à¨¦®¨æ¤¦ «¦¬ � ¤¡æ©¡¬ (t, x, y, z), (c = 1) �å-

¤¦¤«�  ¦  � �¦¨ ¡âª £¦¨âª 2

F = (E1dx + E2dy + E3dz) ∧ dt + B1dy ∧ dz + B2dz ∧ dx + B3dx ∧ dy

F ∗ = (B1dx + B2dy + B3dz) ∧ dt− E1dy ∧ dz − E2dz ∧ dx− E3dx ∧ dy

�� Ei ¡�  Bi, i = 1, 2, 3 �å¤�  � �¤¬©£�« ¡á §��å� §¦¬ �¥�¨«é¤«�  ¡�  �§æ
«¦¤ ®¨æ¤¦ ��¢��ã Ei = Ei(x, y, z, t) ¡�  Bi = Bi(x, y, z, t). �å¤�«� �§å©�ª
¡�  � �¡æ¢¦¬�� £¦¨ã 3

J = (j1dy ∧ dz + j2dz ∧ dx + j3dx ∧ dy) ∧ dt− ¨dx ∧ dy ∧ dz

�� �¨�å«� £ � £¦¨ã 1 «â«¦ � é©«� F = dA.
�� �§¦��å¥�«� æ«  ¦  �¥ ©é©� ª

dF = 0 dF ∗ = J

¦���¦ç¤ ©« ª �¥ ©é©� ª «¦¬ �á¥�¦¬�¢.
�ç©�:

�� �¨¦ç£� £ � £¦¨ã 1 «â«¦ � é©«� F = dA. �§¦�â«¦¬£� æ«  � £¦¨ã
�¬«ã �å¤� 

A = A0dt + A1dx + A2dy + A3dz

æ§¦¬ «� �i, i = 0, 1, 2, 3 �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ «�«¨� - � �¤ç©£�«¦ª (x,y,z,t).
�¨å©¡¦¬£� §�¨�¢�å§¦¤«�ª «¦¬ £���¤ ¡¦çª æ¨¦¬ª

dA = dA0dt + dA1dx + dA2dy + dA3dz =
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�©¡ã©� ª
(

∂A0

∂x
dx +

∂A0

∂y
dy +

∂A0

∂z
dz

)
∧ dt +

(
∂A1

∂y
dy +

∂A1

∂z
dz +

∂A1

∂t
dt

)
∧ dx+

(
∂A2

∂x
dx +

∂A2

∂z
dz +

∂A2

∂t
dt

)
∧ dy +

(
∂A3

∂x
dx +

∂A3

∂y
dy +

∂A3

∂t
dt

)
∧ dz =

(
∂A0

∂x
− ∂A1

∂t

)
dx∧ dt +

(
∂A0

∂y
− ∂A2

∂t

)
dy ∧ dt +

(
∂A0

∂z
− ∂A3

∂t

)
dz ∧ dt+

(
∂A2

∂x
− ∂A1

∂y

)
dx∧dy+

(
∂A3

∂y
− ∂A2

∂z

)
dy∧dz+

(
∂A1

∂z
− ∂A3

∂x

)
dz∧dx =

F = (E1dx + E2dy + E3dz) ∧ dt + B1dy ∧ dz + B2dz ∧ dx + B3dx ∧ dy

�§¦£â¤àª �  ©æ«�«� F = dA  ©®ç�  æ«�¤  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

E1 = −∂A1

∂t
+

∂A0

∂x
E2 = −∂A2

∂t
+

∂A0

∂y
E3 = −∂A3

∂t
+

∂A0

∂z

B1 =
∂A3

∂y
− ∂A2

∂z
B2 =

∂A1

∂z
− ∂A3

∂x
B3 =

∂A2

∂x
− ∂A1

∂y

� §�¨�§á¤à ©®â©� ª �å¤�  ¦  �¤à©«âª ©®â©� ª

~B = ~∇× ~A ~E = −∂ ~A

∂t
− ~∇

æ§¦¬ A0 = − ¡�  ~A = (A1, A2, A3).
�¨å�¦¬£� «é¨� «¦¬ª �¡æ¢¦¬�¦¬ª «�¤¬©«âª «¦¬ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡¦ç §�-

�å¦¬. �  ��å¡«�ª £, ¤ §�å¨¤¦¬¤ « ª « £âª 0, 1, 2, 3 ¡�  ©¬£�¦¢å�¦¤«�  ¡�  ©«�¤
� ��¤ã � �¢ ¦�¨�å� £� �¢¢�¤ ¡¦çª ®�¨�¡«ã¨�ª.

F£¤ =




0 E1 E2 E3
−E1 0 −B3 B2
−E2 B3 0 −B1
−E3 −B2 B1 0


 ~F£¤ =




0 −B1 −B2 −B3
B1 0 −E3 E2
B2 E3 0 −E1
B3 −E2 E1 0




��å¤�«�  �£â©àª æ«  ¦ «�¤¬©«ãª ~F §¨¦¡ç§«�  �§æ «¦¤ F £� «�¤ �¤« ¡�-
«á©«�©� ~B → ~E ¡�  ~E = − ~B.
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��á¢� ¦ 1

� §¨é«� £ã«¨� �§æ « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª �¨á�«� 

F£¤ =
∂A£

∂x¤ −
∂A¤

∂x£

��®¦¬£� ®¨�© £¦§¦ ã©�  «¦¤ ©¬£�¦¢ ©£æ x0, x1, x2, x3 � � «� t, x, y, z �¤« -
©«¦å®àª (c=1). �å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �¦ç£� æ«  ¦ «�¤¬©«ãª F£¤  ¡�¤¦§¦ �å «�¤
©®â©�

∂F£¤

∂x¡ +
∂F¤¡

∂x£ +
∂F¡£

∂x¤ = 0

�  £¦¨âª F , F ∗ ¡�  � �¨á¦¤«� 

F = −1
2
F£¤dx£ ∧ dx¤ F ∗ = −1

2
~F£¤dx£ ∧ dx¤ A = �£dx£

æ§¦¬ �¤¤¦�å«�  æ«  ¬§á¨®�  á�¨¦ ©£� àª §¨¦ª ¡á�� �§�¤�¢�£��¤æ£�¤¦ ��å¡«�.
�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� « ª �¡¨á©� ª dF = 0 ¡�  dF ∗ = J .
��¨��à�å�¦¬£� «�¤ F §�¨�¢�å§¦¤«�ª «¦¬ª £���¤ ¡¦çª æ¨¦¬ª ¡�  �¨å-

©¡¦¬£�

dF = (dE1dx + dE2dy + dE3dz)∧dt+dB1dy∧dz+dB2dz∧dx+dB3dx∧dy

=
(

∂E1

∂y
dy +

∂E1

∂z
dz

)
∧ dx ∧ dt +

(
∂E2

∂x
dx +

∂E2

∂z
dz

)
∧ dy ∧ dt+

(
∂E3

∂x
dx +

∂E3

∂y
dy

)
∧ dz ∧ dt +

(
∂B1

∂x
dx +

∂B1

∂t
dt

)
∧ dy ∧ dz+

(
∂B2

∂y
dy +

∂B2

∂t
dt

)
∧ dz ∧ dx +

(
∂B3

∂z
dz +

∂B3

∂t
dt

)
∧ dx ∧ dy =

∂E1

∂y
dy ∧ dx∧ dt +

∂E1

∂z
dz ∧ dx∧ dt +

∂E2

∂x
dx∧ dy ∧ dt +

∂E2

∂z
dz ∧ dy ∧ dt+

∂E3

∂x
dx∧ dz ∧ dt +

∂E3

∂y
dy ∧ dz ∧ dt +

∂B1

∂x
dx∧ dy ∧ dz +

∂B1

∂t
dt∧ dy ∧ dz+

∂B2

∂y
dy∧dz∧dx +

∂B2

∂t
dt∧dz∧dx +

∂B3

∂z
dz∧dx∧dy +

∂B3

∂t
dt∧dx∧dy =
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�©¡ã©� ª
(

∂E2

∂x
− ∂E1

∂y
+

∂B3

∂t

)
∧dx∧dy∧dt+

(
∂E1

∂z
− ∂E3

∂x
+

∂B2

∂t

)
∧dz∧dx∧dt+

(
∂E3

∂y
− ∂E2

∂z
+

∂B1

∂t

)
∧dy∧dz∧dt+

(
∂B1

∂x
+

∂B2

∂y
+

∂B3

∂z

)
∧dx∧dy∧dz

�§¦£â¤àª �å¤�  �¤�¨æ æ«  � ©®â©� dF = 0 ©¬¤�§á��«�  « ª �¡æ¢¦¬��ª
©®â©� ª «¦¬ �á¥�¦¬�¢ «¦¬ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡¦ç §��å¦¬.

~∇× ~E +
∂ ~B

dt
= 0 ~∇ · ~B = 0

��¨��à�å�¦¬£� «â¢¦ª «�¤ F ∗. ��¤ �� �§�¤�¢á�¦¬£� « ª §¨á¥� ª ¡á-
¤¦¬£� �§¢éª « ª �¤« ¡�«�©«á©� ª ~B → ~E ¡�  ~E = − ~B.

�¦ �§¦«â¢�©£� �å¤� 

dF ∗= (−dB1dx− dB2dy − dB3dz)∧dt+dE1dy∧dz+dE2dz∧dx+dE3dx∧dy
(
−∂B2

∂x
+

∂B1

∂y
+

∂E3

∂t

)
∧dx∧dy∧dt+

(
−∂B1

∂z
+

∂B3

∂x
+

∂E2

∂t

)
∧dz∧dx∧dt

+
(
−∂B3

∂y
+

∂B2

∂z
+

∂E1

∂t

)
∧dy∧dz∧dt+

(
∂E1

∂x
+

∂E2

∂y
+

∂E3

∂z

)
∧dx∧dy∧dz

�§¦£â¤àª �å¤�  �¤�¨æ æ«  � ©®â©� dF ∗ = J ©¬¤�§á��«�  « ª �¡æ¢¦¬��ª
£� ¦£¦��¤�åª �¥ ©é©� ª «¦¬ �á¥�¦¬�¢ «¦¬ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡¦ç §��å¦¬.

−~∇× ~B +
∂ ~E

dt
= ~J = (j1, j2, j3) ~∇ · ~E = ¨

�â¢¦ª �§� �ã  ©®ç�  � ©®â©�

dJ = d(dF ∗) = d2F ∗ = 0

�¨å©¡¦¬£� §�¨�¢�å§¦¤«�ª §á¢  «¦¬ª £���¤ ¡¦çª æ¨¦¬ª

dJ = (dj1dy ∧ dz + dj2dz ∧ dx + dj3dx ∧ dy) ∧ dt− d¨dx ∧ dy ∧ dz =
(

∂j1

∂x
dx ∧ dy ∧ dz +

∂j2

∂y
dy ∧ dz ∧ dx +

∂j3

∂z
dz ∧ dx ∧ dy

)
∧ dt−

∂¨
∂t

dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz =
(

∂j1

∂x
+

∂j2

∂y
+

∂j3

∂z
+

∂¨
∂t

)
∧ dx ∧ dy ∧ dz ∧ dt = 0

� ¦§¦å� ¦����å §¨¦�¤éª ©«�¤ �¥å©à©� ©¬¤�®�å�ª.

~∇ · ~J +
∂¨
∂t

= 0
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�«�« ¡ã

��á¢� ¦ 2

� � � � � � � �

2.1 �«�« ¡ã
� �«�« ¡ã �å¤�  ¦ ¡¢á�¦ª «�ª £�®�¤ ¡ãª §¦¬ �¥�«á��  « ª �¬¤á£� ª §¦¬

�©¡¦ç¤«�  ©«� ©é£�«� ¡�  « ª ©¬¤�ã¡�ª  ©¦¨¨¦§å�ª «¦¬ª. �  �á©� ª «�ª
â®¦¬¤ «���å �§æ «¦¤ �¨® £ã�� ¦ ¦§¦å¦ª �å¤�  ¡�  ¦ ��£�¢ à«ãª «�ª ��à¨�« ¡ãª
£�®�¤ ¡ãª.

�¨ ©£æª: �ç¤�£� �å¤�  «¦ �å« ¦ §¦¬ §¨¦¡�¢�å «�¤ £�«��¦¢ã «�ª
¡ ¤ã©�àª �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬. ��¤ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ ��à¨¦ç£� â¤� ©�£�å¦ ©«¦¤
«¨ � á©«�«¦ �¬¡¢�å�� ¦ ®é¨¦ <3, §¦ç â®�  §�§�¨�©£â¤� £á��. �¤ � �ç¤�£�
�¥�©¡�å«�  ©� â¤� ©é£� £§¦¨�å ¤� §¨¦¡�¢â©�  æ®  £æ¤¦ «�¤ £�«�¡å¤�©� «¦¬
�¢¢á ¡�  «�¤ §�¨�£æ¨à©� «¦¬.

.........

.........

.........

.........

.........

....................................................................................................................................................
.........
.........
.........
.........
.......................................................................................................................

...................
.........
.........
..........
...............................................................................

............................................................................

.........

.........

.........

.........

.........

.........

...................... ~F

~B

·...........................................................................................• .....................................................................................
.........
.............................................................................................................. .........

.........

........� �............................................................ .........
~F1

.....................................................................

~F2

�®ã£� 2.1
�  �¬¤á£� ª �£�¤å�¦¤«�  �¤á ��ç��, �¨á©� - �¤«å�¨�©�

�  §�¨ ©©æ«�¨¦ �¤à©«âª �¬¤á£� ª �å¤�  �¡�å¤�ª §¦¬ �¥�©¡¦ç¤«�  �§æ â¤�
©é£� ©� â¤� á¢¢¦ £� «¦ ¦§¦å¦ �¨å©¡�«�  ©� �§�ã. �  �¬¤á£� ª «¨ �ãª � �
§�¨á�� �£�. �¡«æª æ£àª �§æ « ª �¬¤á£� ª �¬«âª ¬§á¨®¦¬¤ ¡�  �¬¤á£� ª §¦¬
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��á¢� ¦ 2

�¥�©¡¦ç¤«�  ®à¨åª «� �ç¦ ©é£�«� ¤� â¨®¦¤«�  ©� �§�ã. � � §�¨á�� �£�
¦  �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡âª �¬¤á£� ª ¡�  ¦  �¬¤á£� ª ��¨ç«�«�ª. �¬¦ £��¤ã«�ª
â¢¡¦¤«�  ã �§à�¦ç¤«�  £�«�¥ç «¦¬ ®à¨åª «� �ç¦ ©é£�«� ¤� â¨®¦¤«�  ©�
�§�ã.

��«�¤ â¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ A �©¡�å ©� â¤� á¢¢¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ B £å� �ç¤�£�
~F «æ«� ¡�  «¦ � �©¡�å ©«¦ � £ � å©� ¡�  �¤«å��«� �ç¤�£�. �  �¬¤á£� ª ��¢��ã
�£�¤å�¦¤«�  ©«�¤ ç©� �¤á ��ç��. �  �ç¦ �¬«âª å©�ª ¡�  �¤«å��«�ª �¬¤á£� ª
�¥�©¡¦ç¤«�  ©� � �¦¨�« ¡á ¬¢ ¡á ©�£�å�. � §¨æ«�©� �¬«ã � �«¬§é��¡� �§æ
«¦¤ ��ç«à¤� ¡�  �å¤�  �¤à©«ã ©�¤ �¥åà£� «�ª �¨á©�àª ¡�  �¤« �¨á©�àª.

�§æ «�¤ �£§� ¨å�ª £�ª �¤à¨å�¦¬£� æ«  ¦  �¬¤á£� ª £§¦¨¦ç¤ ¤� §¨¦©«�-
�¦ç¤ ¡�  ¤� �¤�¢¬�¦ç¤ ©� ©¬¤ ©«é©�ª æ§àª æ¢� «� � �¤ç©£�«�. � �ç¤�£�
�å¤�  £â���¦ª � �¤¬©£�« ¡æ â®�  ��¢��ã £â«¨¦, ¦¨á ¡�  � �ç�¬¤©�. � �
¤� ¦¨å©¦¬£� «�¤ �ç¤�£� ¡�  §¦©¦« ¡á ®¨� ��æ£�©«� â¤� §¨æ«¬§¦ £â«¨¦ «¦
¦§¦å¦ ��à¨¦ç£� ©�¤ £¦¤á��. ��¤� «â«¦ ¦ £â«¨¦ � � «¦ «�®¤ ¡æ ©ç©«�£� � �
§�¨á�� �£� �å¤�  «¦ ® ¢ æ�¨�££¦ �á¨¦¬ª Kgr*(kp). � � ¤� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£�
§¦©¦« ¡á « ª �¬¤á£� ª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� � � ¡á æ¨��¤� «� �¬¤�£æ£�«¨�.

�á¤ �ç¦ �¬¤á£� ª �§ �¨¦ç¤ �§å �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬, «æ«� �å¤�  �¬¤�«æ¤
¤� « ª �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� £� £å� «¨å«� §¦¬ §¨¦¡�¢�å «¦ å� ¦ �§¦«â¢�©£�. �
«¨å«� �¬«ã �ç¤�£� �å¤�  � � ��é¤ ¦ª «¦¬ §�¨�¢¢�¢¦�¨á££¦¬ §¦¬ ©®�£�«å-
��«�  �§æ « ª �ç¦ �¬¤á£� ª (¡�¤æ¤�ª «¦¬ §�¨�¢¢�¢¦�¨á££¦¬). � �¤« ¡�«á-
©«�©� �¬«ã «à¤ �¬¤á£�à¤ £� £å� «¨å«� «�¤ ©¬¤ ©«�£â¤� «¦¬ª ¦¤¦£á��«� 
©ç¤��©� «à¤ ©¬¤ ©«à©é¤ �¬¤á£�à¤.

� � ¤� ©¬¤�â©¦¬£� §¦¢¢âª �¬¤á£� ª ��¨£æ�¦¬£� «¦¤ ¡�¤æ¤� «¦¬ §�¨�¢-
¢�¢¦�¨á££¦¬ � � �ç¦ �¬¤á£� ª. ��¤ ©¬¤ ©«�£â¤� «à¤ �ç¦ �¬«é¤ �¬¤á£�à¤
«�¤ ©¬¤�â«¦¬£� £� £å� «¨å«� ¡�  � � �� ¡�©å� ©¬¤�®å��«�  £â®¨  ¤� «�¢� é-
©¦¬¤ æ¢�ª ¦  �¬¤á£� ª §¦¬ �â¢¦¬£� ¤� ©¬¤�â©¦¬£�.
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..................................................................................... .........

~f1
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.........
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........................

~f2 .........
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.........
..
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~f3 ..................

..................
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..................
.................... ~f = ~f1 + ~f2 + ~f3

..........................................
..........................................

........................... .........

~f1

........................................................................................................................... .........

~f2

............................................................................................................................................................................................................................ .........

~f = ~f1 + ~f2

..................................................................................................................................................................................................................................................................

.........................................
..........

�®ã£� 2.2
�¤á¢¬©� ¡�  ©ç¤��©� �¬¤á£�à¤

� �¤«å©«¨¦� � �� ¡�©å� ��¢��ã � �¤« ¡�«á©«�©� £ �ª �¬¤á£�àª £� �ç¦
á¢¢�ª ¦¤¦£á��«�  �¤á¢¬©� �¬¤á£�à¤ ©� �ç¦ ©¬¤ ©«é©�ª. � � «�¤ �¤á¢¬©�

54



�«�« ¡ã

£ �ª �¬¤á£�àª ©� �ç¦ ©¬¤ ©«é©�ª ©®�� á�¦¬£� §�¨�¢¢�¢æ�¨�££¦ «¦¬ ¦§¦å¦¬
� � ��é¤ ¦ª ¤� �å¤�  � �¦��å©� �ç¤�£�. �å¤�  §¨¦�¤âª æ«  â®¦¬£� á§� ¨�ª
�§ ¢¦�âª. � �§ ¢¦�ã «à¤ ¦¨âà¤ «à¤ ©¬¤ ©«à©é¤ �¬¤á£�àª �¥�¨«á«�  �§æ
«�¤ ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.

�å¤�  �§å©�ª § ��¤æ¤ ¤� �â¢¦¬£� ¤� �¤�¢ç©¦¬£� £ � �ç¤�£� ©� «¨� ª
©¬¤ ©«é©�ª. �«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã � �ç¤�£� �� �å¤�  � � ��é¤ ¦ª «¦¬ §�¨�¢-
¢�¢�§ §â�¦¬ §¦¬ ©®�£�«å��«�  �§æ « ª «¨� ª ��«¦ç£�¤�ª ©¬¤ ©«é©�ª.

�ç¦ ã §�¨ ©©æ«�¨�ª �¬¤á£� ª §¦¬ �¥�©¡¦ç¤«�  ©� â¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦,
 ©¦¨¨¦§¦ç¤ æ«�¤ � ©¬¤ ©«�£â¤� «¦¬ª �å¤�  å©� £� «¦ £��â¤.

∑
~F = 0

� � ¤� ��¨£æ©¦¬£� «� ©®â©� �¬«ã �å¤�  ©¬¤ã�àª �¦¢ ¡æ ¤� �¤�¢ç©¦¬£�
« ª �¬¤á£� ª ©� ¦¨�¦�é¤ �ª ©¬¤ ©«é©�ª. � �¢â¥¦¬£� «¨� ª á¥¦¤�ª x, y, z
§¦¬ ©®�£�«å�¦¬¤ â¤� ��¥ æ©«¨¦¦ «¨ ©¦¨�¦�é¤ ¦ ©ç©«�£� �¥æ¤à¤ £� ¡â¤«¨¦
«¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦. �¤�¢ç¦¬£� « ª �¬¤á£� ª àª §¨¦ª «¦ ©ç©«�£� �¬«æ ¡� 
�¡¨á�¦¬£� «�¤ ©¬¤�ã¡�  ©¦¨¨¦§å�ª £� « ª �¡æ¢¦¬��ª «¨� ª �¥ ©é©� ª.

∑
~Fx = 0

∑
~Fy = 0

∑
~Fz = 0

� ©¬¤�ã¡�  ©¦¨¨¦§å�ª £§¦¨�å ¤� � �«¬§à��å ¡�  £� «�¤ �¥ãª §¨æ«�©�.
��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ ©«¦ ¦§¦å¦ �¥�©¡¦ç¤«�  ¦  �¬¤á£� ª ~F  ©¦¨¨¦§�å «æ«� ¡� 
£æ¤¦ «æ«� æ«�¤ ¦  �¬¤á£� ª �§¦«�¢¦ç¤ « ª §¢�¬¨âª �¤æª ¡¢� ©«¦ç §¦¢¬�é¤¦¬.
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�®ã£� 2.3
�  «¨� ª �¬¤á£� ª  ©¦¨¨¦§¦ç¤

�«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ ¦  �¬¤á£� ª �§ �¨¦ç¤ §á¤à ©� â¤� ¬¢ ¡æ ©é£� ¡� 
¦  §¨¦�¡«á©� ª «à¤ ¦¨âà¤ «¦¬ª «â£¤¦¤«�  ©� â¤� ©�£�å¦ «æ«� � �¨á©� «à¤
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�¬¤á£�à¤ £�«�â¨�«�  ©«¦ ¡¦ ¤æ ©�£�å¦ «¦£ãª. �§¦�â«¦¬£� æ«  «¦ ©é£�
��¤ §�¨�£¦¨é¤�«� . �  �¬¤á£� ª �¬«âª �å¤�«�  ¤� �§ �¨¦ç¤ ©� â¤� ¬¢ ¡æ
©�£�å¦. �¦ ©�£�å¦ �¬«æ �å¤�  «¦ ©�£�å¦ «¦£ãª «à¤ ¦¨âà¤ «à¤ �¬¤á£�à¤ £�
£á�� å©� £� «�¤ £á�� «¦¬ ©é£�«¦ª. �  �¬¤á£� ª §¦¬ �§ �¨¦ç¤ ©� â¤� ©é£�
©¬£§�¨ â¨¦¤«�  ©�¤ ¦¢ ©��å¤¦¤«� � �¤ç©£�«�.

�� â¤� ©é£� �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� �§ �¨¦ç¤ �¬¤á£� ª §¦¬ ¦  ¦¨�åª «¦¬ª ��¤
� â¨®¦¤«�  �§æ â¤� ©�£�å¦. � � ¤� �¨¦ç£� « ª ©¬¤�ã¡�ª  ©¦¨¨¦§å�ª �¤æª «â-
«¦ ¦¬ ©é£�«¦ª §¨â§�  ¤� ¦¨å©¦¬£� â¤� ¤â¦ £â���¦ª, «�¤ ¨¦§ã «�ª �¬¤á£�àª.
�¦§ã �å¤�  � «á©� §¦¬ â®�  £ � �ç¤�£� � � ¤� §�¨ ©«¨â¯�  â¤� ©é£�. � �-
¡¨å¤¦¬£� «�¤ ¨¦§ã �¬¤á£�àª àª §¨¦ª ¡á§¦ ¦ ©�£�å¦ ¡�  «�¤ ¨¦§ã �¬¤á£�àª
àª §¨¦ª ¡á§¦ ¦¤ á¥¦¤�.

�¨ ©£æª: �¦§ã �¬¤á£�àª àª §¨¦ª ¡á§¦ ¦ ©�£�å¦. ��à¨¦ç£� £ �
�ç¤�£� ~F ¡�  â¤� ©�£�å¦ O. � �¦§ã «�ª �¬¤á£�àª ~F àª §¨¦ª ©�£�å¦
O ¦¨å��«�  ©�¤ «¦ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�àª ~r, ¡�  «�ª
�¬¤á£�àª ~F .

~M = ~r × ~F

� ¨¦§ã â®�  �¥ ¦¨ ©£¦ç � �ç�¬¤©� ¡á��«� ¡�  ©«¦ � á¤¬©£� ~r ¡�  ©«¦
� á¤¬©£� ~F . �å¤�  ��¢��ã ¡á��«� ©«¦ �§å§��¦ §¦¬ ¦¨å�¦¬¤ � �ç¤�£� ~F ¡� 
«¦ ©�£�å¦ O. � ¦¨á «�ª ¦¨å��«�  �§æ «¦¤ ¡�¤æ¤� «¦¬ ��¥ æ©«¨¦¦¬ ¡¦®¢å�.
�¤ «¦§¦��«ã©¦¬£� £ � (��¥ æ©«¨¦�) �å�� ©«�¤ � �ç�¬¤©� «�ª ¨¦§ãª �¬«ã
�� §¨¦®à¨ã©�  ¡�«á «�¤ ¦¨á «�ª ¨¦§ãª æ«�¤ «�¤ � �é©¦¬£� ¡�«á «�¤ ¦¨á
«�ª �¬¤á£�àª.

�¤ �¤« ©«¨â¯¦¬£� «¦¬ª á¥¦¤�ª �¤�¦¨áª «� � �¤ç©£�«� �¢¢á�¦¬¤ ©�-
£�å¦. �¤«å��«� � ¨¦§ã §�¨�£â¤�  �¤�¢¢¦åà«¦ª. ��¤� «â«¦ ¦ £â���¦ª ¦¤¦£á-
��«�  �¥¦¤ ¡æ � á¤¬©£� ã ¯�¬�¦� á¤¬©£�. � ¨¦§ã �å¤�  â¤� ¯�¬�¦� á¤¬©£�.

�¦ £â«¨¦ «�ª ¨¦§ãª �å¤�  å©¦ £� «¦ £â«¨¦ «�ª �¬¤á£�àª �§å «�¤ ¡á��«�
�§æ©«�©� «�ª �§æ «¦ ©�£�å¦ O.

‖ ~M‖ = ‖~r × ~F‖ = ‖~r‖‖~F‖ �£  = ‖~F‖ · x

�¨¦�¤éª � ¨¦§ã ��¤ £�«��á¢¢�«�  �¤ «¦ � á¤¬©£� «�ª �¬¤á£�àª £�«�¡ ¤���å
§á¤à ©«¦¤ ¦¨â� «�ª.

�å¤�  �¤�¨æ æ«  «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ ¨¦§é¤ §¦¢¢é¤ �¬¤á£�à¤ §¦¬ �¨å©¡¦-
¤«�  ©«¦ å� ¦ �§å§��¦ àª §¨¦ª ¡á§¦ ¦ ©�£�å¦ «¦¬ �§ §â�¦¬ �å¤�  å©� £� «�¤
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¨¦§ã «�ª ©¬¤ ©«�£â¤�ª «¦¬ª àª §¨¦ª «¦ ©�£�å¦ �¬«æ.
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~F1
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x
O A.

�®ã£� 2.4
� ¨¦§ã �¬¤á£�àª àª §¨¦ª á¥¦¤�

�¨ ©£æª: �¦§ã �¬¤á£�àª àª §¨¦ª ¡á§¦ ¦ á¥¦¤�. ��à¨¦ç£� â¤�¤
á¥¦¤� ¡�  £ � �ç¤�£� ~F §¦¬ �¨å©¡�«�  §á¤à ©� â¤� �§å§��¦ ¡á��«¦ ©«¦¤
á¥¦¤�. �¨å�¦¬£� ¨¦§ã «�ª �¬¤á£�àª ~F àª §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� â¤� � á¤¬©£�
£� £â«¨¦ å©¦ £� «¦ £â«¨¦ «�ª �¬¤á£�àª �§å «�¤ �§æ©«�©�. � ¦¨â�ª «�ª
¨¦§ãª �¬«ãª �å¤�  ¦ á¥¦¤�ª. � ¦¨á «�ª �¨å©¡�«�  §á¢  £� «¦¤ ¡�¤æ¤� «¦¬
��¥ æ©«¨¦¦¬ ¡¦®¢å�.

�¨ ©£æª: �§¦�â«¦¬£� «é¨� æ«  � �ç¤�£� ��¤ �¨å©¡�«�  §á¤à ©�
¡á��«¦ �§å§��¦ §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤�. ��©«à ~F1 � �ç¤�£� �¬«ã. �¤�¢ç¦¬£� «�¤
�ç¤�£� ~F1 ©� £å� ©¬¤ ©«é©� ~F §¦¬ �¨å©¡�«�  §á¤à ©� ¡á��«¦ �§å§��¦ ¡� 
©� £å� ~F2 ¡á��«� ©«¦ �§å§��¦ �¬«æ ¡�  §�¨á¢¢�¢� §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤�. �¨å�¦¬£�
©�¤ ¨¦§ã «�ª �¬¤á£�àª ~F1 àª §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� «�¤ ¨¦§ã «�ª ~F . � �ç¤�£�
~F2 �å¤�  §�¨á¢¢�¢� §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� §�¨ ©«¨¦ãª ¡�  á¨� � ¨¦§ã «�ª �å¤� 
£��â¤. �¤ ~n0 �å¤�  «¦ £¦¤�� �å¦ � á¤¬©£� ¡�«á «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ á¥¦¤�
«æ«� � ¨¦§ã «�ª �¬¤á£�àª àª §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� �¬«æ¤ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

~M~F1
= ~M~F = ~r × ~F = (~r × ~F · ~n0)~n0 = (~r × ~F1 · ~n0)~n0

�� â¤� ¬¢ ¡æ ©é£� �¥�©¡¦ç¤«�  §¦¢¢âª �©ç£��«�ª ã £� �¬¤á£� ª. �§¦-
¨¦ç£� «¦ ©ç©«�£� �¬«æ «à¤ �¬¤á£�à¤ ¤� «¦ �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� £� £å� ©¬-
¤ ©«�£â¤� �ç¤�£� ¡�  £å� ©¬¤ ©«�£â¤� ¨¦§ã. � � ¤�  ©¦¨¨¦§�å â¤� ©ç©«�£�
�¬¤á£�à¤ §¦¬ �¤�¨�¦ç¤ ©� â¤� ©«�¨�æ ©é£�, §¨â§�  � ©¬¤ ©«�£â¤� �ç¤�£�
¡�  � ©¬¤ ©«�£â¤� ¨¦§ã àª §¨¦ª ¦§¦ ¦�ã§¦«� ©�£�å¦ ã á¥¦¤� ¤� �å¤�  å©�ª
£� «¦ £��â¤. ∑

~F = 0
∑

~M = 0
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�¬¤ã�àª � � ¤� ¢ç©¦¬£� â¤� §¨æ�¢�£� ©«�« ¡ãª �¤�¢ç¦¬£� « ª �¬¤á£� ª
©� «¨� ª ¦¨�¦�é¤ �ª ©¬¤ ©«é©�ª. �¤ ~Fx, ~Fy ¡�  ~Fz �å¤�  ¦  ©¬¤ ©«é©�ª �¬«âª
¡�  ~Mx, ~My ¡�  ~Mz ¦  �¤«å©«¦ ®�ª ¨¦§âª «¦¬ª àª §¨¦ª ¦§¦ ¦�ã§¦«� á¥¦¤�
ã ©�£�å¦, «æ«� ¦  ©¬¤�ã¡�ª  ©¦¨¨¦§å�ª �¨á¦¤«� .

∑
~Fx = 0

∑
~Fy = 0

∑
~Fz = 0

∑
~Mx = 0

∑
~My = 0

∑
~Mz = 0

�¨ ©£æª: �â¤«¨¦ �á¨¦¬ª �¤æª ©é£�«¦ª ¦¤¦£á��«�  «¦ ©«���¨æ ©�-
£�å¦ �§æ «¦ ¦§¦å¦ � â¨®�«�  ¦ ¦¨â�ª «¦¬ �á¨¦¬ª «¦¬ ©é£�«¦ª �¤ «¦ §�¨ -
©«¨â¯¦¬£� ¡��' ¦§¦ ¦¤�ã§¦«� «¨æ§¦. �¦ ¡â¤«¨¦ �á¨¦ª «¦¬ ©é£�«¦ª �å¤� 
�¬¤�«æ¤ ¤� �¨å©¡�«�  â¥à �§æ «¦ ©é£�.

�¤ â®¦¬£� â¤� ©é£� §¦¬ �§¦«�¢�å«�  �§æ n ¬¢ ¡á ©�£�å� §¦¬ �¨å-
©¡¦¤«�  ©« ª �â©� ª ~r1 = (x1, y1, z1), · · · , ~rn = (xn, yn, zn) £� £á��ª
(m1, · · · , mn), «æ«� ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª ~R = (X, Y, Z) «¦¬ ¡â¤«¨¦¬ £á��ª
�å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

X =
∑

i mixi∑
i mi

Y =
∑

i miyi∑
i mi

Z =
∑

i mizi∑
i mi

�¤ â®¦¬£� â¤� ©é£� £� £á�� §¦¬ �å¤�«�  �§æ «¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦
¨(~r, t), §¦¬ ¦¤¦£á��«�  §¬¡¤æ«�«� £á��ª, «æ«� «¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª «¦¬ �å¤�«� 
§á¢  �§æ «¦¬ª §�¨�§á¤à «ç§¦¬ª £æ¤¦ §¦¬ «� ��¨¦å©£�«� £�«�«¨â§¦¤«�  ©�
¦¢¦¡¢�¨é£�«�. � � §�¨á�� �£� �¤ â¤� ©é£� â®�  «�¤ £¦¨ã «¦¬ «æ¥¦¬ c £�
§¬¡¤æ«�«� ¨ «æ«� ¦  «ç§¦  �¨á¦¤«� 

~R =
1
m

∫

c

¨~rds m =
∫

c

¨ds

§¦¬ �å¤�  �§ ¡�£§ç¢ � ¦¢¦¡¢�¨é£�«�.
� � «� ©é£�«� §¦¬ â®¦¬¤ �§¢æ ��à£�«¨ ¡æ ©®ã£� «¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª «¦¬ª

â®�  ¦¨ ©£â¤� �â©� §¦¬ �¥�¨«á«�  �§æ «¦ ©®ã£� ¡�  «�¤ ©¬££�«¨å� «¦¬ª. � �
§�¨á�� �£� «¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª £ �ª �§ §â�¦¬ «¨ �à¤ ¡ãª �§ á¤� �ª ©¬£§å§«� 
£� «�¤ ¡¦ ¤ã «¦£ã «à¤ «¨ é¤ � �£â©à¤, �¤é «¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª «�ª §�¨ £â«¨¦¬
�¤æª «¨ �é¤¦¬ ©¬£§å§«�  £� «¦ ©�£�å¦ «¦£ãª «à¤ � ®¦«æ£à¤ «¦¬ «¨ �é¤¦¬
§¦¬ â®�  ¡¦¨¬âª «� £â©� «à¤ §¢�¬¨é¤ «¦¬ �¦�â¤«¦ª «¨ �é¤¦¬.
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� ¤�£�« ¡ã

��¨£¦�ã: �å� ©¡á¢�  ©¦¨¨¦§�å �¡¦¬£§ ©£â¤� ©� â¤� ¡�«�¡æ¨¬¦
«¦å®¦. �� ¬§¦¢¦� ©«¦ç¤ ¦  �¬¤á£� ª §¦¬ �¤�¨�¦ç¤ ©«�¤ ©¡á¢�. � «¨ �ã §¦¬
�¥�©¡�å ¦ «¦å®¦ª ©«�¤ ©¡á¢� ��à¨�å«�  �£�¢�«â�.
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�®ã£� 2.5
� ©¡á¢�  ©¦¨¨¦§�å ©«¦¤ ¡�«�¡æ¨¬¦ «¦å®¦

�ç©�: �«� ©¡á¢� ¬§á¨®¦¬¤ «¨� ª �¬¤á£� ª. �¦ �á¨¦ª «�ª ~B £�
� �ç�¬¤©� ¡�«�¡æ¨¬� §¨¦ª «� ¡á«à. � �ç¤�£� ~P �§æ «¦¤ ¡�«�¡æ¨¬¦
«¦å®¦ §¦¬ �å¤�  ¡á��«� §¨¦ª «¦¤ «¦å®¦ �§� �ã ��¤ ¬§á¨®�  «¨ �ã. �å� �ç¤�£�
�§æ «¦ â��¦ª §¦¬ â®�  �¤�¢¬��å ©� �ç¦ ©¬¤ ©«é©�ª. ��¤ �ç¤�£� ~K ¡�  «�¤
�ç¤�£� «¨ �ãª ~T . ���¦£â¤¦¬ æ«  � ©¡á¢�  ©¦¨¨¦§�å ¦  ©¬¤�ã¡�  ©¦¨¨¦§å�ª∑ ~F = 0 àª §¨¦ª «¦¤ ¦¨ �æ¤« ¦ ¡�  ¡�«�¡æ¨¬¦ á¥¦¤� �å¤�  �¤« ©«¦å®àª
« ª �¥ ©é©� ª

T − P = 0 ¡�  K −B = 0

��«æ§ ¤ �� ��¨£æ©¦¬£� «�¤ ©¬¤�ã¡�  ©¦¨¨¦§å�ª
∑ ~M = 0 «à¤ ¨¦§é¤

àª §¨¦ª «¦ A, «¦ ©�£�å¦ �§�ãª ��¢��ã «�ª ©¡á¢�ª £� «¦ â��¦ª. �¤ L �å¤� 
«¦ £ã¡¦ª «�ª ©¡á¢�ª, ¡�   � �à¤å� §¦¬ ©®�£�«å��  £� «¦¤ «¦å®¦, â®¦¬£�

−P · L · ©¬¤  + � · L

2
· �£  = 0

� ¢ç©� «à¤ �ç¦ §�¨�§á¤à �¥ ©é©�à¤ �å¤�  «�¢ ¡á « ª ��«¦ç£�¤�ª �¬¤á£� ª.
�¨å©¡¦¬£�

T =
B

2
� , K = B, P =

B

2
� 

��¨�«ã¨�©�: �¤ ��¤ ¬§ã¨®�¤ ¦  �¬¤á£� ª «¨ �ãª ¡�£å� ©¡á¢� ��¤
�� £§¦¨¦ç©� ¤�  ©¦¨¨¦§ã©�  ©«�¤ �â©� �¬«ã.
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2.2 � ¤�£�« ¡ã
�¨ ©£æª: ��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ �� ¢â£� æ«  ¡ ¤�å«�  æ«�¤ �¢¢á��  �â©�

àª §¨¦ª ¡á§¦ ¦ ©ç©«�£� ©¬¤«�«��£â¤à¤, §¦¬ «¦ ��à¨¦ç£� �¡å¤�«¦. ��¢�ª
¦  ¡ ¤ã©� ª �å¤�  ©®�« ¡âª ¡ ¤ã©� ª ¡�  ¡å¤�©� §¦¬ ��¤ �¤�â¨�«�  «¦ ©ç©«�£�
�¤�¦¨áª ��¤ â®�  â¤¤¦ � ©«�¤ �¬© ¡ã. � ¡ ¤�£�« ¡ã �¥�«á��  « ª ¡ ¤ã©� ª
©«¦¤ ®é¨¦ ®à¨åª ¤� �¥�«á��  «¦ �å« ¦ §¦¬ « ª §¨¦¡�¢�å.

� �â©� �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ ©«¦¤ ®é¨¦ ¡��¦¨å��«�  ©� ¡á�� ®¨¦¤ ¡ã
©« �£ã �§æ â¤� � á¤¬©£� ~r(t), §¦¬ ¦¤¦£á��«�  � á¤¬©£� �â©�àª «¦¬ ¡ ¤�«¦ç.
�  ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�àª ©� ¡�¨«�© �¤âª ©¬¤«�«��£â¤�ª �å¤� 

x = x(t), y = y(t), z = z(t)

�  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª ¦¤¦£á�¦¤«�  §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª «¨¦® áª
£� §�¨á£�«¨¦ «¦¤ ®¨æ¤¦ t. � ¡å¤�©� �å¤�  ���¦£â¤� �¤ ¦¨ ©«¦ç¤ ¦  «¨� ª
�¬«âª ©¬¤�¨«ã©� ª. �«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã ¢â£� æ«  «¦ ¡ ¤�«æ â®�  «¨� ª ���-
£¦çª �¢�¬��¨å�ª. ��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ �å¤�  �¬¤�«æ ¤� ¬§æ¡� «�  ©� ¡á§¦ ¦¬ª
��©£¦çª ¡�  â«©  ¤� â®�  �ç¦ ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª ã �¡æ£� ¡�  â¤�¤ ���£æ
�¢�¬��¨å�ª. ���£æª �¢�¬��¨å�ª £ �ª ¡ ¤ã©�àª �å¤�  ¦ £ ¡¨æ«�¨¦ª �¨ �£æª
���¦£â¤à¤ §¦¬ �§� «�å«�  é©«� ¤� ¦¨ ©«�å §¢ã¨àª � ¡å¤�©�.

��«�¤ «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ ¡ ¤�å«�  ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ £�«��á¢¢¦¤«� 
©�¤ ©¬¤�¨«ã©� ª «¦¬ ®¨æ¤¦¬, ¦§æ«� «¦ ©�£�å¦ �� � ��¨á¯�  £ � ¡�£§ç¢� ©«¦
®é¨¦ §¦¬ ¦¤¦£á��«�  «¨¦® á «¦¬ ¡ ¤�«¦ç. �� ��à¨ã©¦¬£� æ«  � ©¬¤á¨«�©�
~r(t) â®�  ©¬¤�®�åª §�¨��é�¦¬ª £â®¨  ��ç«�¨� «á¥�.

~r(t) ∈ C2(<) t ∈ I = [�, �]

�¤ �§�¢�å¯¦¬£� «¦¤ ®¨æ¤¦ �§æ « ª «¨� ª §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª
«¨¦® áª §�å¨¤¦¬£� « ª �¥ ©é©� ª «�ª «¨¦® áª «¦¬ ¡ ¤�«¦ç £� «�¤ £¦¨ã

y = y(x) z = z(x)

��©«à æ«  â¤� ¡ ¤�«æ �¨å©¡�«�  ©«�¤ �â©� � £� � á¤¬©£� �â©�àª ~r(t)
«� ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t. ��«á �§æ ®¨æ¤¦ d t «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ â®�  £�«�¡ ¤���å
©«�¤ �â©� � £� � á¤¬©£� �â©�àª ~r(t + d t). �¦ � á¤¬©£� �â©�àª â®� 
£�«��¢���å ¡�«á d~r = ~r(t + d t)− ~r(t).

�¨ ©£æª: ��®ç«�«� �¤æª ¡ ¤�«¦ç ¦¨å��«�  «¦ � á¤¬©£�

~¬ =
d~r

d t
=

(
dx(t)
d t

,
dy(t)
d t

,
dz(t)
d t

)
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� ¤�£�« ¡ã

� £¦¤á�� «¦¬ £��â�¦¬ª �¬«¦ç �å¤�  «¦ 1cm/sec ©«¦ ©ç©«�£� C.G.S. ã
«¦ 1 m/sec ©«¦ � ��¤âª ©ç©«�£�.
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�®ã£� 2.6
� «�®ç«�«� �å¤�  ��§«¦£�¤ ¡ã «�ª «¨¦® áª.

� � �ç�¬¤©� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �¬«¦ç ©¬£§å§«�  £� «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬
d~r. �«¦ æ¨ ¦ d t → 0 «¦ ©�£�å¦ A «�å¤�  ¤� ©¬£§â©�  £� «¦ B ¡�  á¨� �
«�®ç«�«� ©¬£§å§«�  £� «� ��§«¦£â¤� «�ª «¨¦® áª ©«¦ ©�£�å¦ A.

��¨£¦�ã: ��¤� ¡ ¤�«æ �¨å©¡�«�  «�¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t = 0 ©�
â¤� ©�£�å¦ £� � á¤¬©£� �â©�àª ~r(t) = ~r(0) = ~r0. �¤ � «�®ç«�«� «¦¬ �å¤� 
©«���¨ã ~¬(t) = ~¬ = ©«���¨ã «æ«� � «¨¦® á «¦¬ �¨å©¡�«�  �¤ ¢ç©¦¬£� «¦
�¡æ¢¦¬�¦ §¨æ�¢�£� �¨® ¡é¤ « £é¤.

d~r

d t
= ¬ = ©«���¨ã ~r(t)|t=0 = ~r(0) = ~r0

� ¢ç©� �¨å©¡�«�  �¤ ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£� «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  §¨¦©� ¦¨å-
©¦¬£� £�«á « ª ©«���¨âª �§æ «�¤ �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡�. �¨å©¡¦¬£�

~r(t) = ~r0 +~¬ t

�  ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�àª �å¤� 

x(t) = x0 + ¬xt, y(t) = y0 + ¬yt, z(t) = z0 + ¬zt

� «¨¦® á «¦¬ ¡ ¤�«¦ç §¦¬ ¡ ¤�å«�  £� ©«���¨ã «�®ç«�«� �å¤�  £å� �¬��å�
�¨�££ã. � � «â«¦ � ¡å¤�©� ¦¤¦£á��«�  �¬�ç�¨�££� ¦£�¢ã ¡å¤�©�.
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��á¢� ¦ 2

��©«à æ«  â¤� ¡ ¤�«æ �¨å©¡�«�  ©«�¤ �â©� � £� «�®ç«�«� ~¬(t) «�
®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t. ��«á �§æ ®¨æ¤¦ d t «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ â®�  £�«�¡ ¤���å ©«�¤
�â©� � £� «�®ç«�«� ~¬(t + d t). �¦ � á¤¬©£� «�ª «�®ç«�«�ª â®�  £�«��¢���å
¡�«á d~¬ = ~¬(t + d t)−~¬(t).
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d~v
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�®ã£� 2.7
� �§ «á®¬¤©� �å¤�  §�¨á¢¢�¢� ©«¦ � á¤¬©£� d~v

�¨ ©£æª: �§ «á®¬¤©� �¤æª ¡ ¤�«¦ç ¦¨å��«�  «¦ � á¤¬©£�

~� =
d~¬
d t

=
(

d¬x(t)
d t

,
d¬y(t)

d t
,

d¬z(t)
d t

)

� £¦¤á�� «¦¬ £��â�¦¬ª �å¤�  «¦ 1cm/sec2 ©«¦ ©ç©«�£� C.G.S. ã «¦
1 m/sec2 ©«¦ � ��¤âª ©ç©«�£�.

� � �ç�¬¤©� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �¬«¦ç ©¬£§å§«�  £� «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬
d~¬. � �§ «á®¬¤©� �å¤�  � ��ç«�¨� §�¨á�à�¦ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�àª «¦¬
¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦.

~�(t) =
d

d t

(
d~r

d t

)
=

d2~r

d t2

��¤ �¨¤�« ¡ã �§ «á®¬¤©� «�¤ ¦¤¦£á�¦¬£� �§ �¨á�¬¤©�.
�¦¢¢âª ¦¨âª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� «�¢�å�ª � � ¤� ©¬£�¦¢å©¦¬£� « ª §�¨�-

�é�¦¬ª àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦. � � §�¨á�� �£�

~_r =
d~r

d t
, ~_¬ =

d~¬
d t

=
d2~r

d t2
= ~�r

�§¦¨¦ç£� ¤� ��à¨ã©¦¬£� â¤� ¦¨�¦�é¤ ¦ ©ç©«�£� �¥æ¤à¤ §¦¬ ¡ ¤�å«� 
£� «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦. �¦ ©ç©«�£� �¬«æ ¦¨å��«�  �§æ «¦ ��§«¦£�¤ ¡æ � á¤¬-
©£� ~T , «�¤ §¨é«� ¡á��«¦ ~� ¡�  «�¤ ��ç«�¨� ¡á��«¦ ©«� «¨¦® á ~B. �¤ £�
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� ¤�£�« ¡ã

s ©¬£�¦¢å©¦¬£� «¦ £ã¡¦ª «¦¬ «æ¥¦¬ «æ«� «� «¨å� �¬«á � �¤ç©£�«� �å¤¦¤«� 
�§æ « ª ©®â©� ª

~� =
d~r

ds
, ~� = R

d~T

ds
, ~� = ~�× ~N

�� � �¤ç©£�«� �å¤�  £¦¤�� �å� ¡�  ©®�£�«å�¦¬¤ â¤� ��¥ æ©«¨¦¦ ©ç©«�£�
�¥æ¤à¤. �¦ R ¦¤¦£á��«�  �¡«å¤� ¡�£§¬¢æ«�«�ª.
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�®ã£� 2.8
�¤á¢¬©� «�ª �§ «�®ç¤©�àª ©«¦ ©¬¤¦��ç¦¤ «¨å��¨¦

�¤� �â¨¦¬©� � � « ª ��¨£¦�âª �å¤�  � �¤á¢¬©� «�ª �§ «�®ç¤©�àª ©« ª
�¥ãª �ç¦ ©¬¤ ©«é©�ª. ��¤ ��§«¦£â¤� �§å «�ª «¨¦® áª ¡�  «�¤ ¡á��«¦ ©�
�¬«ã¤, §¦¬ � �¬�ç¤�«�  §¨¦ª «¦ ¡¦å¢¦ «�ª «¨¦® áª. � ¡á��«¦ª ©¬¤ ©«é©�
¦¤¦£á��«�  ¡�¤«¨¦£æ¢¦ª �§ «á®¬¤©� �¡, ¡�  � ��§«¦£�¤ ¡ã ¦¤¦£á��«�  �§ -
«¨æ® ¦ª �§ «á®¬¤©� ��. ��¢��ã

~� = �� ~T + �¡ ~N

�¦ � á¤¬©£� «�ª «�®ç«�«�ª �å¤�  ©¬�¨�££ ¡æ £� «¦ ~� ¡�  �§� �ã «¦ ~� �å¤� 
£¦¤�� �å¦ â®¦¬£� ~¬ = ¬~�, æ§¦¬ ¬ �å¤�  «¦ £â«¨¦ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~¬.

��¨��à�å�¦¬£� àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ «�¤ ©®â©� �¬«ã ¡�  â®¦¬£�

~� =
d~¬
d t

=
d

d t

(
¬~�

)
=

d¬
d t

~T + ¬
d~T

d t
=

d¬
d t

~T + ¬
d~T

ds

ds

d t
=

d¬
d t

~T +
¬2

R
~N

¡�  �§¦£â¤àª

�� =
d¬
d t

=
d2s

d t2
�¡ =

¬2

R
=

(
ds

d t

)2 1
R
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��á¢� ¦ 2

��¨£¦�ã: ��¤� ¡ ¤�«æ �¨å©¡�«�  «�¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t = 0 ©�
â¤� ©�£�å¦ £� � á¤¬©£� �â©�àª ~r(0) = ~r0 ¡�  â®�  «�®ç«�«� ~¬(0) = ~¬0. �¤
� �§ «á®¬¤©� «¦¬ �å¤�  ©«���¨ã ~�(t) = ~�0 = ©«���¨ã «æ«� � «¨¦® á «¦¬
�¨å©¡�«�  �¤ ¢ç©¦¬£� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ §¨æ�¢�£� �¨® ¡é¤ « £é¤.

d2~r

d t2
= ~�0 [~r(t)]t=0 = ~r(0) = ~r0

[
d~r(t)
d t

]

t=0
= ~¬(0) = ~¬0

� ¢ç©� �¨å©¡�«�  �¤ ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£� �ç¦ ¦¨âª «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�
¡�  §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� £�«á « ª ©«���¨âª �§æ « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª.

� §¨é«� ¦¢¦¡¢ã¨à©� �å¤�  «�¤ «�®ç«�«�

~�0 =
d~¬
d t

=⇒ ~�0d t = d~¬ =⇒ ~¬ = ~�0t + ~c

� ��ç«�¨� «à¤ �¨® ¡é¤ ©¬¤��¡é¤ �å¤�  «�¤ ©«���¨á ~c. ��®¦¬£� ~¬(0) =
¬0 = ~c. ��¨�

~¬(t) = ~�0t +~¬0

��¤ §�¨�§á¤à ©®â©� «�¤ ¦¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� á¢¢� £ � ¦¨á ¡�  �¨å©¡¦¬£�

~¬ =
d~r

d t
= ~�0t +~¬0 =⇒ d~r = [~�0t +~¬0]d t =⇒ ~r(t) = ~c ′ +~¬0t +

1
2
~�0t

2

� ©«���¨á ¬§¦¢¦�å��«�  �§æ «�¤ §¨é«� �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡�. ��¢ ¡á �¨å©¡¦¬£�

~r(t) = ~r0 +~¬0t +
1
2
~�0t

2

�«�¤  � ¡ã §�¨å§«à©� §¦¬ ~�0 = 0 � «�®ç«�«� �å¤�  ©«���¨ã ¡�  � ¡å¤�©�
�¬�ç�¨�££�.
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�®ã£� 2.9
� ¡å¤�©� ©� ¡¬¡¢ ¡ã «¨¦® á
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� ¤�£�« ¡ã

��à¨¦ç£� â¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ §¦¬ ¡ ¤�å«�  ©� ¡¬¡¢ ¡ã «¨¦® á. �¦ ¡ ¤�«æ
�¨å©¡�«�  ©«�¤ �â©� � £� � á¤¬©£� �â©�àª ~r(t) «� ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t. ��«á
�§æ ®¨æ¤¦ d t «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ â®�  £�«�¡ ¤���å ©«�¤ �â©� � £� � á¤¬©£�
�â©�àª ~r(t + d t). � �¡«å¤� â®�  � ��¨á¯�  «�¤ �à¤å� d.

�¨ ©£æª: �à¤ �¡ã «�®ç«�«� �¤æª ¡ ¤�«¦ç ¦¨å��«�  «¦ � á¤¬©£� ~à
§¦¬ â®�  £â«¨¦

à =
d
d t

H � �ç�¬¤©� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �¬«¦ç �å¤�  ¡á��«� ©«¦ �§å§��¦ «�ª «¨¦® áª,
¡�  � ¦¨á «¦¬ �å¤�  � ¦¨á §¨¦ª «�¤ ¦§¦å� ¡ ¤�å«�  â¤�ª ��¥ æ©«¨¦¦ª
¡¦®¢å�ª æ«�¤ §�¨ ©«¨��å §¨¦ª «�¤ ¦¨á «�ª ¡ ¤ã©�àª. � �à¤ �¡ã «�®ç«�«�
�å¤�  �¥¦¤ ¡æ � á¤¬©£�.

�¨ ©£æª: �à¤ �¡ã �§ «á®¬¤©� �¤æª ¡ ¤�«¦ç ¦¨å��«�  �§æ � á¤¬©£�

~_à =
d~à
d t

��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ §¦¬ ¡ ¤�å«�  £� «�®ç«�«� ¬ ©� ¡¬¡¢ ¡ã «¨¦® á, £�«á
�§æ ®¨æ¤¦ d t â®�  � �«¨â¥�  � á©«�£� å©¦ £� ds = ¬ d t. �¦ «æ¥¦ ds � �
£ ¡¨âª �à¤å�ª  ©¦ç«�  £� «¦ � ¤æ£�¤¦ «�ª �¡«å¤�ª �§å «�¤ �à¤å� d. ��¢��ã
ds = rd ¡�  �§¦£â¤àª

¬ =
ds

d t
= r

d
d t

= àr

� �¥å©à©� �¬«ã �¨á�«�  � �¤¬©£�« ¡á àª �¥ãª

~¬ = ~à× ~r

�å� ¡¬¡¢ ¡ã ¡å¤�©� ¦¤¦£á��«�  ¦£�¢ã æ«�¤ «¦ £â«¨¦ «�ª «�®ç«�«�ª «¦¬
§�¨�£â¤�  ©«���¨æ ¡�  � «�®ç«�«� �¢¢á��  £æ¤¦ ¡�«á «�¤ � �ç�¬¤©� «�ª. ��
£å� «â«¦ � ¡å¤�©� §¨¦�¤éª � �§ «¨æ® ¦ª �§ «á®¬¤©� �å¤�  £��â¤.

�� ¬§¦¢¦�å�¦¬£� «�¤ ¡�¤«¨¦£æ¢¦ �§ «á®¬¤©�. � � £ ¡¨âª �à¤å�ª «¦ d¬
�å¤�  å©¦ £� «¦ £ã¡¦ª «¦¬ «æ¥¦¬ ¡�  á¨� d¬ = ¬d. � � ¨¦ç£� £� d t «�¤
©®â©� �¬«ã ¡�  â®¦¬£�

�¡ = ¬
d
d t

= ¬ à = r à2 =
¬2

r
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��á¢� ¦ 2

� ¡�¤«¨¦£æ¢¦ª �§ «á®¬¤©� �å¤�  ©«���¨ã.
�¨ ©£æª: �¤¦£á�¦¬£� §�¨å¦�¦ ¡�  ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� �, «¦¤ ®¨æ¤¦

§¦¬ �§� «�å«�  � � ¤� �¡«�¢â©�  «¦ ¡ ¤�«æ £å� §¢ã¨� §�¨ ©«¨¦ã.
�¦ £â���¦ª

¤ =
1
�

¦¤¦£á��«�  ©¬®¤æ«�«�.
�§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� æ«   ©®ç�  � ©®â©�

à = 2 π ¤ =
2π

�

��¨£¦�ã: ��¤� ¬¢ ¡æ ©à£á« ¦ �¡«�¢�å «�¤ «¨¦® á £� � á¤¬©£�
�â©�àª

~r(t) = ©¬¤ àt~i + �£ àt~j

¤� �¨�å«� «�¤ «�®ç«�«�, «�¤ �§ «á®¬¤©� ¡�  «�¤ �à¤ �¡ã «�®ç«�«� «¦¬ ¡ ¤�-
«¦ç.
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�®ã£� 2.10
� «¨¦® á «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ «�ª ��¨£¦�ãª

� «�®ç«�«� �å¤�«�  �§æ «�¤ §�¨á�à�¦ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�àª.

~v =
d~r

d t
=

(
d

d t
©¬¤ àt,

d

d t
�£ àt

)
= (−à �£ àt, à ©¬¤ àt)

� «�®ç«�«� �å¤�  ¡á��«¦ª §¨¦ª «¦ � á¤¬©£� �â©�àª. �¨á�£�«  �å¤�«� 
�ç¡¦¢� æ« 

~¬ · ~r = 0

��¢¢� £ � §�¨��é��©� �� �é©�  «�¤ �§ «á®¬¤©�.

~� =
d2~r

d t2
=

d~¬
d t

=
(−à2 ©¬¤ àt, −à2 �£ àt

)
= −à2~r
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��®�¤ ¡ã «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬

� �§ «á®¬¤©� â®�  ¦¨á �¤«å��«� §¨¦ª «�¤ ¦¨á «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~r ¡� 
¡�«�¬�ç¤�«�  §¨¦ª «�¤ �¨®ã. �¦ £â«¨¦ «�ª �å¤�  �¤á¢¦�¦ «¦¬ £â«¨¦¬ «¦¬ ~r
��¢��ã �¤á¢¦�¦ «�ª �§¦©«á©�àª �§æ «¦ ¡â¤«¨¦, £� ©«���¨á �¤�¢¦�å�ª å©�
£� à2.

�¨å©¡¦¬£� «â¢¦ª «�¤ �à¤ �¡ã «�®ç«�«�

~à = ~r ×~¬ =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
©¬¤ àt �£ àt 0
−à �£ àt à ©¬¤ àt 0

∣∣∣∣∣∣
= à

(
©¬¤2 àt + �£2 àt

)
~k = à~k

� �à¤ �¡ã «�®ç«�«� �å¤�  â¤� ©«���¨æ � á¤¬©£� ¡á��«¦ ©«¦ �§å§��¦ «�ª
«¨¦® áª £� £â«¨¦ å©¦ £� à. � �à¤ �¡ã �§ «á®¬¤©� �å¤�  å©� £� £��â¤.

2.3 ��®�¤ ¡ã «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬
�¨ ©£æª: �¬¤�£ ¡ã �å¤�  ¦ ¡¢á�¦ª «�ª £�®�¤ ¡ãª §¦¬ �¥�«á��  « ª

©®â©� ª £�«�¥ç «à¤ �¬¤á£�à¤ ¡�  «à¤ ¡ ¤ã©�à¤ §¦¬ §¨¦¡�¢¦ç¤ ¦  �¬¤á£� ª
�¬«âª.

�á¤ ~F �å¤�  � �ç¤�£� §¦¬ �§ �¨á ©� â¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ ¡�  ~� � �§ «á®¬¤©�
§¦¬ §¨¦¡�¢�å«�  �§æ «�¤ �ç¤�£� «æ«�  ©®ç�  ã ©®â©�

~F = m~� = m
d~¬
d t

= m
d2~r

d t2

��¢��ã � �ç¤�£� ¡�  � �§ «á®¬¤©� �å¤�  £��â�� �¤á¢¦�� £� ©«���¨á �¤�¢¦-
�å�ª «�¤ £á�� «¦¬ ©é£�«¦ª. � £á�� ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦. � ©®â©�
�¬«ã �å¤�  ¦ ��£�¢ é��ª ¤æ£¦ª «�ª £�®�¤ ¡ãª ã ¤æ£¦ª «¦¬ ��ç«à¤�.

�¤ ©«�¤ ©®â©� �¬«ã �â©¦¬£� ~F = ~0 «æ«� ©¬¤�§á��«�  æ«  ~� = ~0
¡�  á¨� � «�®ç«�«� ~¬ = ©«���¨á. � §¨æ«�©� �¬«ã �å¤�  «¦ �¥åà£� «�ª
��¨á¤� �ª.

�¨ ©£æª: �¨å�¦¬£� «¦ � á¤¬©£� «�ª ¦¨£ãª �§æ «�¤ ©®â©�

~p = m~¬ = m
d~r

d t

¡�  �§¦£â¤àª ¦ ¤æ£¦ª «¦¬ ��ç«à¤� §�å¨¤�  «�¤ £¦¨ã

~F =
d

d t
~p
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� ©®â©� �¬«ã �å¤�  ��¤ ¡æ«�¨�, � �«å §�¨ ¢�£�á¤�  ¡�  «�¤ §�¨å§«à©� §¦¬
� £á�� �¥�¨«á«�  �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦, æ§àª ©¬£��å¤�  ©«�¤ � � ¡ã ��à¨å� «�ª
©®�« ¡æ«�«�ª (�¥�¨«á«�  �§æ «�¤ «�®ç«�«�). �¤ � �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å«�  ©«¦
©é£� �å¤�  £��â¤ «æ«� � ¦¨£ã «¦¬ §�¨�£â¤�  ©«���¨ã. � §¨æ«�©� �¤�â¨�«� 
©¬®¤á ©�¤ «¦ ��é¨�£� � �«�¨ã©�àª «�ª ¦¨£ãª.

��¤� �§æ «� §¨¦�¢ã£�«� «�ª �¬¤�£ ¡ãª �å¤�  «¦ �¥ãª:
�å¤�«�  � �ç¤�£� ~F (~r,~_r, t) ¡�  ��«�å«�  � «¨¦® á «¦¬ ©é£�«¦ª. ��«�å«� 

��¢��ã ¤� �¨���å ã �â©� ~r(t) ¡�  � «�®ç«�«� ~¬(t) (ã � ¦¨£ã ~p = m~¬) «¦¬
¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ ©� ¡á�� ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t.

�¦ £���£�« ¡æ §¨æ�¢�£� �å¤�  ¤� ¢¬��å � �¥å©à©� «¦¬ ��ç«à¤� §¦¬
�å¤�  £ � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ��¬«â¨�ª «á¥�àª. � ¢ç©� §�¨ â®�  �ç¦ �¬��å¨�-
«�ª ©«���¨âª §¦¬ £§¦¨¦ç¤ ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«¦ç¤ �§æ �ç¦ �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª §¦¬
©¬¤ã�àª �å¤�  � �¨® ¡ã �â©� ~r(0) ¡�  � �¨® ¡ã «�®ç«�«� ~¬(0) ©«¦¤ ®¨æ¤¦
t = 0. ��¢��ã ¤� ¢¬��å «¦ �¡æ¢¦¬�¦ §¨æ�¢�£� �¨® ¡é¤ « £é¤

~F = m
d2~r

d t2
, ~r(0) = ~r0 ¡�  ~¬(0) = ~¬0

� ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤�  «�¤ �â©� ¡�  «�¤ «�®ç«�«� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç
©�£�å¦¬ ©� §�¨�£�«¨ ¡ã £¦¨ã £� §�¨á£�«¨¦ «¦¤ ®¨æ¤¦ t. � ¡�«á©«�©� �¤æª
©¬©«ã£�«¦ª â®�  §¨¦©� ¦¨ ©«�å §¢ã¨àª æ«�¤ �¨��¦ç¤ � �â©� ¡�  � «�®ç«�«�
«¦¬ ã � ¦¨£ã «¦¬ ©� ¡á�� ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã.

~r = ~r(t) ~p = ~p(t)

�¤ �§�¢�å¯¦¬£� «¦¤ ®¨æ¤¦ �§æ « ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª §�å¨¤¦¬£� «�¤ ¦¨£ã
©�¤ ©¬¤á¨«�©� «�ª �â©�àª ~p = ~p(~r). �§¦¨¦ç£� ¤� ©®�� á�¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨-
«�©� �¬«ã ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�  «à¤ ¦¨£é¤, �¤à©«æ ©�¤ ®é¨¦
«à¤ á©�à¤.

.................................................................................................................................................................................................................. .........
p

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

....................q

..........
...........

..............
....................

........................................ p(q)

�®ã£� 2.11
� � «¨¦® á ©«¦ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤

�¨ ©£æª: �é¨¦ª «à¤ á©�à¤ �å¤�  ¦ �¬¡¢�å�� ¦ª ®é¨¦ª £� 2n � �-
©«á©� ª æ§¦¬ n �å¤�  ¦ ���£æª �¢�¬��¨å�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �  n � �©«á©� ª
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��®�¤ ¡ã «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬

«¦¬ ®é¨¦¬ �¬«¦ç �å¤�  ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª «�ª �â©�àª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ¡�  ¦ 
á¢¢�ª n ¦  �¤«å©«¦ ®�ª ¦¨£âª. �¬£�¦¢å�¦¬£� §¦¢¢âª ¦¨âª ©�¤ q1, q2, · · · , qn

« ª ©¬¤«�«��£â¤�ª «�ª �â©�àª. � � â¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ §¦¬ ¡ ¤�å«�  ©«¦¤ ®é¨¦
� � §�¨á�� �£� «¦ n �å¤�  å©¦ £� 3 ¡�  ¦ ®é¨¦ª «à¤ á©�àª �å¤�  6 � �©«á-
©�à¤.

� � ¤� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «�¤ �â©� �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª £� N ©à£á« � ©«¦¤
®é¨¦ §¨â§�  ¤� ¦¨å©¦¬£� N � �¤ç©£�«� �â©�àª ~ri, i = 1, 2, · · · , N . ���£æª
�¢�¬��¨å�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  3N . �¬¤�§éª � � � ¬¢ ¡á ©�£�å� ¦ ®é¨¦ª
«à¤ á©�à¤ â®�  � á©«�©� 6�.

�¨ ©£æª: �¨å�¦¬£� ©�¤ ©«¨¦¦¨£ã «¦ £â���¦ª §¦¬  ©¦ç«�  £� «�¤
¨¦§ã «�ª ¦¨£ãª, ��¢��ã

~L = ~r × ~p

� � �ç�¬¤©� «�ª ©«¨¦¦¨£ãª �å¤�  ¡á��«� ©«¦ � á¤¬©£� �â©�àª «¦¬ ¬¢ ¡¦ç
©�£�å¦¬ �¢¢á ¡�  §¨¦ª «�¤ «�®ç«�«� «¦¬. �¤ � ¡å¤�©� �å¤�  �§å§��� «¦
� á¤¬©£� �¬«æ �å¤�  ¡á��«¦ ©«¦ �§å§��¦ «�ª «¨¦® áª.

��®¦¬£� ¦¨å©�  «�¤ ¨¦§ã �¬¤á£�àª àª §¨¦ª ¡á§¦ ¦ ©�£�å¦ «¦ �¥à«�¨ ¡æ
� ¤æ£�¤¦

~� = ~r × ~F

æ§¦¬ ~r «¦ � á¤¬©£� �â©�àª «�ª �¬¤á£�àª àª §¨¦ª «¦ ©�£�å¦. �¤ � �ç¤�£�
�å¤�«�  �§æ «¦¤ ¤æ£¦ «¦¬ ��ç«à¤�, â®¦¬£�

~� = ~r ×m
d

d t
~¬ =

d

d t
(m~r ×~¬) =

d

d t
(~r × ~p) =

d

d t
~L

��¨� � ¨¦§ã §¦¬ �©¡�å«�  ©«¦ ©é£� �å¤�  å©� £� «�¤ §�¨á�à�¦ «�ª
©«¨¦¦¨£ãª àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦. �¬¤�§éª �¤ � ¨¦§ã §¦¬ �©¡�å«�  ©� â¤�
©é£� �å¤�  £��â¤ «æ«� � ©«¨¦¦¨£ã �å¤�  ©«���¨ã. � §¨æ«�©� �¤�â¨�«� 
©¬®¤á ©�¤ «¦ ��é¨�£� � �«�¨ã©�àª «�ª ©«¨¦¦¨£ãª.

�¨ ©£æª: �¨å�¦¬£� ©�¤ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ £ � §�¨ ¦®ã «¦¬ ®é¨¦¬
§¦¬ ©� ¡á�� ©�£�å¦ «�ª �¤« ©«¦ ®�å â¤� � á¤¬©£�. �¤ «¦ � á¤¬©£� �¬«æ
§�¨ ©«á¤�  £å� �ç¤�£� â®¦¬£� â¤� �¬¤�£ ¡æ §��å¦. �¨á¦¬£� «�¤ �ç¤�£�
©�¤ ©¬¤á¨«�©� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�àª ¡�  «¦¬ ®¨æ¤¦¬

~F = ~F (~r(t), t)
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..........................
..........................

..........................
....................

~F (t1)

....................................................................................... .........

~F (t2)

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
....................

~r1

.......................................
........................................

........................................
......................................... .........

~r2O

...........................
......................................................................................................................................................................................................................

�®ã£� 2.12
�¦ � �¤¬©£�« ¡æ §��å¦ ~F (~r, t)

�¨ ©£æª: ��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ £�«�¡ ¤�å«�  ¡�«á «¦ ©«¦ ®� é��ª � á-
©«�£� d~r ¬§æ «�¤ �§å�¨�©� «�ª �¬¤á£�àª ~F (~r, t). �¨å�¦¬£� ©�¤ â¨�¦ «�ª
�¬¤á£�àª ¡�  «¦ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� � «¦ �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

A =
∫ ~r2

~r1

~F · d~r

�¤ «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ ©«¦¤ ®¨æ¤¦ t1 �¨å©¡�«�  ©«�¤ �â©� ~r1 ¡�  ©«¦¤
®¨æ¤¦ t2 ©«�¤ �â©� ~r2 «æ«� «¦ §�¨�§á¤à �§ ¡�£§ç¢ ¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �¨á�«� 

A =
∫ t2

t1

~F · d~r

d t
d t

§¦¬ �å¤�  â¤� �§¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �ã£�¤.
�¤ � �ç¤�£� �å¤�«�  �§æ «¦¤ ¤æ£¦ «¦¬ ��ç«à¤� «æ«�

~F · d~r = m
d2~r

d t2
· d~r = m

d~¬
d t
· d~r = md~¬ · d~r

d t
= m~¬ · d~¬

�¡«�¢¦ç£� «�¤ ¦¢¦¡¢ã¨à©� ¡�  §�å¨¤¦¬£�

A =
∫ ~r2

~r1

~F · d~r =
∫ ~r2

~r1

m~¬ · d~¬ =
1
2
m

(
~¬ 2

2 −~¬ 2
1
)

�¨ ©£æª: �¨å�¦¬£� ©�¤ ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � ¡�  «�¤ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £�
�¡ «¦ £â���¦ª

�¡ =
1
2
m~¬ 2 =

1
2
m

(
d~r

d t

)2

=
~p 2

2m
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�¬¤«�¨�« ¡á �¬¤�£ ¡á §��å�

�¬¤�§éª � £�«��¦¢ã «�ª ¡ ¤�« ¡ãª �¤â¨�� �ª �§æ «¦ ©�£�å¦ ~r1 ©«¦ ©�-
£�å¦ ~r2  ©¦ç«�  £� «¦ â¨�¦ §¦¬ §�¨á��«�  �¤ � � �¦¨á �å¤�  �¨¤�« ¡ã ã
¡�«�¤�¢å©¡�«� �¤ � � �¦¨á �å¤�  ��« ¡ã.

2.4 �¬¤«�¨�« ¡á �¬¤�£ ¡á §��å�
� � ¡á�� £�®�¤ ¡æ ©ç©«�£� � ©¬¤á¨«�©� ~F �¨å©¡�«�  §� ¨�£�« ¡á, ¡� 

� £¦¨ã «�ª �¬¤á£�àª ¦¨å��  «¦ ©ç©«�£�. �� �¥�«á©¦¬£� «é¨� «�¤ � � ¡ã
§�¨å§«à©� §¦¬ � �ç¤�£� �å¤�«�  �§æ £ � ���¦£â¤� ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� V (~r),
�§æ «�¤ ©®â©�:

~F = −
(

∂V

∂x
,

∂V

∂y
,

∂V

∂z

)

��¢��ã �¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� Fx, Fy ¡�  Fz « ª ©¬¤ ©«é©�ª «�ª �¬¤á£�àª,
�¬«âª �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª:

Fx = −∂V

∂x
, Fy = −∂V

∂y
, Fz = −∂V

∂z

�§¦�� ¡¤ç�«�  §�¨��à�å�¦¤«�ª «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� ¡�«á¢¢�¢� æ« , â¤�
«â«¦ ¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦  ¡�¤¦§¦ �å « ª ©®â©� ª

∂Fx

∂y
=

∂Fy

∂x
,

∂Fy

∂z
=

∂Fz

∂y
,

∂Fz

∂x
=

∂Fx

∂z

��®¦¬£� ¦¨å©�  «¦¤ � �¤¬©£�« ¡æ «�¢�©«ã �¤á��¢«� ~∇ �§æ «�¤ ©®â©�:

~∇ =
(

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)

�� «�¤ �¦ã�� � �¬«¦ç «¦¬ «�¢�©«ã �¨á¦¬£� � � «�¤ �ç¤�£� «�¤ ©®â©�
~F = −~∇V (~r), �¤é ¦  �¤��¡�å�ª ©®â©� ª �¨á¦¤«�  ~∇× ~F = ~0. �§¦�� ¡¤ç�-
«�  æ«  ¦  ©®â©� ª �¬«âª �å¤�  �¤��¡�å�ª ¡�   ¡�¤âª. ��¨�

~F = −~∇V (~r), ⇐⇒ ~∇× ~F = ~0

� � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å «�ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª ¦¤¦-
£á��«�  �©«¨æ� ¢� ¡�  «¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ §¦¬ §�¨á��  §��å¦ �©«¨æ� ¢¦.
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�� �¨¦ç£� �¡¦¢¦ç�àª «¦ â¨�¦ §¦¬ §�¨á��«�  ©� â¤� «â«¦ ¦ �¬¤�£ ¡æ
§��å¦. �å¤�  �¤à©«æ æ«  «¦ � �¦¨ ¡æ £ �ª ©¬¤�¨«ã©�àª V (~r) �å¤�«�  �§æ
«�¤ ©®â©�

dV (x, y, z) =
∂V

∂x
dx +

∂V

∂y
dy +

∂V

∂z
dz

�  £�¨ ¡âª §�¨á�à�¦  «�ª V æ£àª �å¤�  ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «�ª �¬¤á£�àª ~F .
�§¦£â¤àª

−dV (~r) = Fxdx + Fydy + Fzdz = (Fx, Fy, Fz) · (dx, dy, dz) = ~F · d~r

¡�  á¨� £§¦¨¦ç£� ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� �ç¡¦¢� «¦ â¨�¦. ��®¦¬£�

� =
∫ ~r2

~r1

~F · d~r = −
∫ ~r2

~r1

dV (~r) = V (~r1)− V (~r2)

� ©®â©� �¬«ã ¢â�  æ«  ©� â¤� �©«¨æ� ¢¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ «¦ â¨�¦ §¦¬
§�¨á��«�  ã ¡�«�¤�¢å©¡�«� �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ « £ã «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª V (~r)
©«� ©�£�å� ~r1 ¡�  ~r2. �¦ â¨�¦ �¬«æ ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ «¨¦® á «¦¬
©é£�«¦ª. �¬© ¡á �¤¤¦�å«�  æ«  ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª �å¤�  \¡�¢âª" ��¢��ã «â«¦ �ª
é©«� ¦  ©�£� ¦ç£�¤�ª §�¨á�à�¦  ¤� ¬§á¨®¦¬¤ ¡�  ¤� �å¤�  ©¬¤�®�åª ©� æ¢¦
«¦ §��å¦ ¦¨ ©£¦ç «¦¬ª.

�§� �ã «¦ â¨�¦ �å¤�  å©¦ £� «�¤ � �¦¨á «à¤ ¡ ¤�« ¡é¤ �¤�¨�� é¤ ©«�
©�£�å� ~r1 ¡�  ~r2 â®¦¬£�

A =
1
2
m

(
~¬ 2

2 −~¬ 2
1
)

= V (~r1)− V (~r2) =⇒

1
2
m~¬ 2

2 + V (~r2) =
1
2
m~¬ 2

1 + V (~r1)

� ©®â©� �¬«ã � ¡� ¦¢¦��å «�¤ �¡¢¦�ã «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª V (~r) £� «¦
�¨¤�« ¡æ ©�£�å¦.

�¬¤�§éª «¦ §�¨�§á¤à £â���¦ª â®�  «�¤ å� � « £ã ©� �ç¦ (¦§¦ ��ã§¦«�)
©�£�å� ��¢��ã §�¨�£â¤�  ©«���¨æ ¡�«á «�¤ � á¨¡� � «�ª ¡ ¤ã©�àª. �å¤� 
æ§àª ¢â£� â¤� ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª ¡ ¤ã©�àª. �¦ £â���¦ª �¬«æ ¦¤¦£á��«� 
(¦¢ ¡ã) �¤â¨�� � «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ¡�  � ©¬¤á¨«�©� V (~r) �¬¤�£ ¡ã �¤â¨�� �
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��®�¤ ¡ã ©¬©«ã£�«¦ª ¬¢ ¡é¤ ©�£�åà¤

ã �§¢á �¬¤�£ ¡æ. �¬¤ã�àª �¨á¦¬£� «�¤ �¤â¨�� � ©�¤ ©¬¤á¨«�©� «�ª ¦¨£ãª
£á¢¢¦¤ §�¨á «�ª «�®ç«�«�ª

E =
1
2
m~¬ 2 + V (~r) =

~p 2

2m
+ V (~r)

�â«¦ � �¬¤�£ ¡ã §��å� ¦¤¦£á�¦¤«�  ¢æ�à «�ª §�¨�§á¤à ©®â©�àª §��å� ©¬-
¤«�¨�« ¡á. ��¤� ©¬¤«�¨�« ¡æ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤�  «¦ §��å¦ «�ª ��¨ç«�«�ª.

��¨£¦�ã: �� �¨���å � «�®ç«�«� §¦¬ â®�  â¤� ©é£� æ«�¤ §â©�  ©«¦
â��¦ª. �¦ ©é£� �ã¤�«�  ¤� §â©�  (®à¨åª �¨® ¡ã «�®ç«�«�) �§æ ç¯¦ª h.

�ç©�: �å¤�  §� ¨�£�« ¡æ ���¦£â¤¦ æ«  � �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å «¦ §��å¦
��¨ç«�«�ª ©� â¤� ©é£� �å¤� 

~F = (0, 0,−mg)

æ§¦¬ g = 9, 8 m/sec2 ¡�  ¦¤¦£á��«�  �§ «á®¬¤©� «�ª ��¨ç«�«�ª. � ©«�-
��¨á m �å¤�  � £á�� «¦¬ ©é£�«¦ª. � á¥¦¤�ª «à¤ z â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� «�ª
¡�«�¡¦¨ç¦¬.

�§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� æ«  «¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤�  �©«¨æ� ¢¦ ��¢��ã
~∇× ~F = ~0. �¬¤�§éª ¬§á¨®�  �¬¤�£ ¡ã ©¬¤á¨«�©� V (~r) §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å « ª
�¥ ©é©� ª

∂V

∂x
= 0

∂V

∂y
= 0

∂V

∂z
= mg

� ¢ç©� «¦¬ §�¨�§á¤à � �¦¨ ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª �å¤� 

V (~r) = mgz

æ§¦¬ ®à¨åª �¢á�� «�ª ��¤ ¡æ«�«�ª, â®¦¬£� £���¤å©�  « ª ©«���¨âª.
�¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ ¡�  � �¤â¨�� � «¦¬ §��å¦¬ �å¤� 

£ � ©«���¨á. �¤ ¬ = dz/d t �å¤�  � «�®ç«�«� «¦¬ ©é£�«¦ª ¡�«á «�¤ z−
� �ç�¬¤©� «æ«�  ©®ç� 

E =
1
2
m¬2 + mgz = ©«���¨á

�§¦£â¤àª � �¤â¨�� � «¦¬ ©é£�«¦ª ©«¦ ç¯¦ª h ¡�  ©«¦ â��¦ª �å¤�  å©�ª. �
�¥å©à©� �¬«ã �å¤�  ¡�  «� ��«¦ç£�¤� «�®ç«�«�. ��®¦¬£�

E = mgh =
1
2
m¬2 =⇒ ¬ =

√
2gh
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��¨�«�¨¦ç£� æ«  � «�®ç«�«� ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ £á�� «¦¬ ©é£�«¦ª.

2.5 ��®�¤ ¡ã ©¬©«ã£�«¦ª ¬¢ ¡é¤ ©�£�åà¤
�§¦¨¦ç£� ¤� �§�¡«�å¤¦¬£� «¦¬ª ¦¨ ©£¦çª ¡�  «� ©¬£§�¨á©£�«� «à¤

§¨¦��¦¬£â¤à¤ §�¨��¨áà¤ � � ©ç©«�£� ¬¢ ¡é¤ ©�£�åà¤. � �¥å©à©� ¡ ¤ã-
©�àª � � «¦ i ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ �¨á�«� 

∑

j

~Fij + ~Fi = mi
~�ri

�  �¬¤á£� ª ~Fij �å¤�  ¦  �¬¤á£� ª §¦¬ �©¡�å ©«¦ i ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ «¦ j ¬¢ ¡æ
©�£�å¦. �  �¬¤á£� ª �¬«âª ¦¤¦£á�¦¤«�  �©à«�¨ ¡âª. � �ç¤�£� ~Fi �å¤�  �
�¥à«�¨ ¡ã �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å«�  §á¤à ©«¦ i ¬¢ ¡æ ©�£�å¦.

�¤ ��¨¦å©¦¬£� æ¢�ª « ª �¥ ©é©� ª �¬«âª � � æ¢� «� ¬¢ ¡á ©�£�å� �¨å-
©¡¦¬£� ∑

i

∑

j

~Fij +
∑

i

~Fi =
∑

i

~Fi =
∑

i

mi
~�ri

�¦ á�¨¦ ©£� «à¤ �©à«�¨ ¡é¤ �¬¤á£�à¤ �å¤�  £��â¤ � æ«  ¡á�� æ¨¦ª ~Fij + ~Fji

�å¤�  £��â¤. � £å� �ç¤�£� �å¤�  �¤«å��«� «�ª á¢¢�ª � æ«  �§¦«�¢¦ç¤ «¦ ��ç�¦ª
�¨á©� - �¤«å�¨�©�.

�¨å�¦¬£� «¦ � á¤¬©£�

~R =
1∑
mi

∑
mi~ri =

1
M

∑
mi~ri

�¦ ©�£�å¦ «¦¬ ®é¨¦¬ §¦¬ ¦¨å��  «¦ � á¤¬©£� �¬«æ �å¤�  «¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª
«¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª «à¤ ¬¢ ¡é¤ ©�£�åà¤. � �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª �¨á�«� 

M~�R =
∑

~Fi = ~F

��¨� ¦  �©à«�¨ ¡âª �¬¤á£� ª ��¤ �§�¨�á�¦¬¤ «�¤ ¡å¤�©� «¦¬ ¡â¤«¨¦¬ £á��ª.
�¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª ¡ ¤�å«�  ¬§æ «�¤ �§å�¨�©� «�ª ©¬¤ ©«�£â¤�ª «à¤ �¥à-

«�¨ ¡é¤ �¬¤á£�à¤ ©�¤ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ £� £á�� å©� £� «¦ á�¨¦ ©£� æ¢à¤ «à¤
¬¢ ¡é¤ ©�£�åà¤ «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª.
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��®�¤ ¡ã ©¬©«ã£�«¦ª ¬¢ ¡é¤ ©�£�åà¤

� ¦¢ ¡ã ¦¨£ã �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª ¬¢ ¡é¤ ©�£�åà¤ �¨å©¡�«�  �ç¡¦¢� æ« 
�å¤� 

~P =
∑

i

mi
d~ri

dt
= M

d~R

dt

��¢��ã � ¦¨£ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  � ¦¨£ã �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ §¦¬ �¨å-
©¡�«�  ©«¦ ¡â¤«¨¦¬ £á��ª ¡�  â®�  £á�� å©� £� «�¤ ©¬¤¦¢ ¡ã £á�� «¦¬
©¬©«ã£�«¦ª.

�¤á¢¦�¦ ��é¨�£�  ©®ç�  ¡�  � � «�¤ ©«¨¦¦¨£ã.
� ©¬¤¦¢ ¡ã ©«¨¦¦¨£ã àª §¨¦ª â¤� ©�£�å¦ � �å¤�  å©� £� «�¤ ©«¨¦¦¨£ã

«¦¬ ¡â¤«¨¦¬ £á��ª £� £á�� å©� £� «�¤ ©¬¤¦¢ ¡ã £á�� àª §¨¦ª «¦ ©�£�å¦ �
©¬¤ «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ ©«¨¦¦¨£é¤ «¦¬ ¡á�� ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª
àª §¨¦ª «¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª. ��¢��ã

~L =
∑

i

~ri ×mi
d~ri

dt
= ~R×M

d~R

dt
+

∑

i

~ri
′ ×mi

d~ri
′

dt

æ§¦¬ ~ri ¡�  ~r ′ �å¤�  «� � �¤ç©£�«� �â©�àª «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ àª §¨¦ª «¦
©�£�å¦ � ¡�  àª §¨¦ª «¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª �¤« ©«¦å®àª. �¦ ~R �å¤�  «¦ � á¤¬©£�
�â©�àª «¦¬ ¡â¤«¨¦¬ £á��ª àª §¨¦ª «¦ �. � �§æ�� ¥� �å¤�  �§¢ã �¨¡�å ¤�
§�¨�«�¨ã©¦¬£� æ«   ©®ç� 

~ri = ~R + ~ri
′

�â¢¦ª «¦ â¨�¦ «à¤ �¬¤á£�à¤ �å¤�  �§å©�ª «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ â¨�à¤ æ¢à¤
«à¤ �¬¤á£�à¤ �©à«�¨ ¡é¤ ¡�  �¥à«�¨ ¡é¤ §¦¬ �©¡¦ç¤«�  ©«� ¬¢ ¡á ©�£�å�.
�¨¦¡� £â¤¦¬ � � ©«�¨�á ©é£�«� ¦  �©à«�¨ ¡âª �¬¤á£� ª ��¤ §�¨á�¦¬¤ â¨�¦
�æ©¦¤ � �§æ©«�©� «à¤ ¬¢ ¡é¤ ©�£�åà¤ £�«�¥ç «¦¬ª ��à¨�å«�  ©«���¨ã.
��¨� � � ¤� £�¢�«ã©¦¬£� «�¤ ¡å¤�©� «¦¬ ©«�¨�¦ç ©é£�«¦ª £§¦¨¦ç£� ¤�
��¤¦ã©¦¬£� «¦ �¬¤�£ ¡æ «à¤ �©à«�¨ ¡é¤ �¬¤á£�à¤ §¦¬ �å¤�  ©«���¨æ.

�¦ §¨æ�¢�£� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ¬¢ ¡é¤ ©�£�åà¤ �å¤�  ©¬¤�§éª � ¢ç©� «à¤
�¥ ©é©�à¤ «¦¬ ��ç«à¤� §¦¬ ¬© ¡á ��¤ �å¤�  �ç¡¦¢� ¬§æ��©�. �¦ §¨æ�¢�£�
§�¨ §¢â¡�«�  �¤ «� ¬¢ ¡á ©�£�å� ¬§æ¡� ¤«�  ©� ��©£¦çª. � � §�¨á�� �£� «¦
©ç©«�£� £§¦¨�å ¤� �å¤�  â¤� ©«�¨�æ §¦¬ � �§æ©«�©� «à¤ ¬¢ ¡é¤ ©�£�åà¤
£�«�¥ç «¦¬ª £â¤�  ©«���¨ã.

‖~ri − ~rj‖ = c i 6= j

�â«¦ ¦  ��©£¦å ¦¤¦£á�¦¤«�  ¦¢æ¤¦£¦ .
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��¢¢¦ §�¨á�� �£� �å¤�  «¦ ©ç©«�£� «à¤ ¬¢ ¡é¤ ©�£�åà¤ §¦¬ ¡ ¤¦ç¤«� 
£æ¤¦ ©«¦ �©à«�¨ ¡æ ¡á§¦ �ª ©�å¨�ª.

‖~ri‖ ≤ c ∀i

�â«¦ ¦  ��©£¦å ¦¤¦£á�¦¤«�  £� ¦¢æ¤¦£¦ .
�¨ ©£æª: �¤¦£á�¦¬£� «¦¬ª ��©£¦çª ¦¢æ¤¦£¦¬ª �¤ £§¦¨¦ç¤ ¤� �¡-

¨�©«¦ç¤ �§æ ©®â©� ª «�ª £¦¨ãª

f(~r1, ~r2, · · · , ~rn; t) = 0

�  ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ª ��¢��ã ��¤ �å¤�  �¤�¥á¨«�«�ª �¢¢á ©¬¤�â¦¤«�  £�
¡á§¦ � ©¬¤�¨«�© �¡ã ©®â©�. �¤ ��¤ ¬§á¨®�  «â«¦ � ©®â©� ¦  ��©£¦å ¦¤¦£á-
�¦¤«�  £� ¦¢æ¤¦£¦ .

�¨¦�¢ã£�«� £� ¦¢æ¤¦£¦¬ª ��©£¦çª �¤« £�«à§å�¦¤«�  ©¬¤ã�àª £� «�¤
� ©��à�ã «à¤ ��¤ ¡�¬£â¤à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤. � �â©� ©«¦ ®é¨¦ �¤æª ©¬©«ã-
£�«¦ª � ©à£�« �åà¤ ¡��¦¨å��«�  �§æ 3� �¤�¥á¨«�«�ª ¡�¨«�© �¤âª ©¬¤«�-
«��£â¤�ª. �â£� æ«  «¦ ©ç©«�£� â®�  3� ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª. �¤ ¬§á¨®¦¬¤
k ��©£¦å �¬«æ ©�£�å¤�  æ«  k �§æ « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª �¬«âª �å¤�  �¥�¨«�£â-
¤�ª ¡�  �§¦£â¤àª «¦ ©ç©«�£� â®�  3N − k ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª. ��®æ£�©«�
«é¨� æ«  «¦ ©ç©«�£� â®�  3N − k �¤�¥á¨«�«�ª ��¤ ¡�¬£â¤�ª ©¬¤«�«��£â¤�ª
q1, q2, · · · , q3N−k «â«¦ �ª é©«� ¤�  ©®ç¦¬¤ «�¬«¦« ¡á ¦  ��©£¦å. �  ¡�¨«�-
© �¤âª ©¬¤«�«��£â¤�ª �å¤¦¤«�  «é¨� �§æ « ª ©®â©� ª

~ri = ~ri(q1, q2, · · · , q3N−k) i = 1, 2, · · · , N

æ§¦¬ ¦  ��¤ ¡�¬£â¤�ª ©¬¤«�«��£â¤�ª �£�¤å�¦¤«�  ©�¤ §�¨á£�«¨¦ .
�¨¦�¢ã£�«� £� £� ¦¢æ¤¦£¦¬ª ��©£¦çª �¤« £�«à§å�¦¤«�  � �¦¨�« ¡á

¡�«á §�¨å§«à©�. ��¤�ª «¨æ§¦ª � � «�¤ �¤« £�«é§ ©� §¨¦�¢�£á«à¤ £� ��-
©£¦çª �å¤�  � £â�¦�¦ª «¦¬ ���¡¨á¤�.
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�©¡ã©� ª

�©¡ã©� ª

��©¡�©� 2.1
�ç¦ §�¨á¢¢�¢�ª �¬¤á£� ª ~f1 ¡�  ~f2 (f1 ≤ f2) §¦¬ �§â®¦¬¤ �§æ©«�©�

l £�«�¥ç «¦¬ª, �¥�©¡¦ç¤«�  �§å �¤æª ©é£�«¦ª. �� ¬§¦¢¦�å©�«� «�¤ ©¬¤ ©«�-
£â¤� «¦¬ª ~f©¬¤ ¡�  «¦ ©�£�å¦ ��¨£¦�ãª «�ª.

..............................................................................................................................
A B �
.............................................. ~f1

...................................................................................................... ~f©¬¤

.......................................................................... ~f2 ..............................................................................................................................

� �
�

.........
.........
.........
................... ~f©¬¤ .........

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
..................... ~f2

.......................................................................... ~f1

�®ã£� 2.13
�©¦¨¨¦§å� ¦£¦¨¨æ§à¤ ¡�  �¤« ¨¨æ§à¤ §�¨�¢¢ã¢à¤ �¬¤á£�à¤

�ç©�: �¬£�¦¢å�¦¬£� £� x1 «�¤ �§æ©«�©� «�ª £ ¡¨æ«�¨�ª �§æ « ª
�¬¤á£� ª �§æ «�¤ ©¬¤ ©«�£â¤� «¦¬ª ¡�  £� l «�¤ �§æ©«�©� «à¤ �ç¦ �¬¤á£�à¤
£�«�¥ç «¦¬ª.

�) �¤ ¦  �¬¤á£� ª �å¤�  §�¨á¢¢�¢�ª ¡�  ¦£æ¨¨¦§�ª, â®¦¬£�

f©¬¤ = f2 + f1

�¦ á�¨¦ ©£� «à¤ ¨¦§é¤ «à¤ �¬¤á£�à¤ àª §¨¦ª «¦ ©�£�å¦ � §¨â§�  ¤� �å¤� 
å©¦ £� «¦ £��â¤. ��¢��ã

F1x− F2(��) = 0 =⇒ F1x− F2(l − x) = 0

�ç¤¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à �¥å©à©� àª §¨¦ª x ¡�  �¨å©¡¦¬£�

x =
f2 · l

f1 + f2
≤ l
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�) �¤ ¦  �¬¤á£� ª �å¤�  §�¨á¢¢�¢�ª ¡�  �¤«å¨¨¦§�ª, â®¦¬£�

f©¬¤ = f2 − f1 ¡�  x =
f2 · l

f1 − f2
≥ l

��¨�«�¨¦ç£� æ«  �¤ ¦  �ç¦ �¬¤á£� ª �å¤�  å©�ª f1 = f2 = f «æ«� �
©¬¤ ©«�£â¤� «¦¬ª �å¤�  £��â¤ ¡�  ¦ ¦¨â�ª «�ª �¨å©¡�«�  ©� á§� ¨� �§æ©«�©�.
�¦ ©ç©«�£� �¬«æ «à¤ �¬¤á£�à¤ ¦¤¦£á��«�  ��ç�¦ª �¬¤á£�à¤. � ¨¦§ã «¦¬
��ç�¦¬ª â®�  £â«¨¦ å©¦ £�

M = f · l

��©¡�©� 2.2
�� ¡�¡¢ £â¤¦ �§å§��¦ £� ¡¢å©�  àª §¨¦ª «¦ ¦¨ �æ¤« ¦ �§å§��¦  ©¦¨¨¦§�å

©é£� �á¨¦¬ª ~B.
�) �� ©®�� �©«¦ç¤ ¦  �¬¤á£� ª §¦¬ �§�¤�¨�¦ç¤ ©«¦ ©é£� æ«�¤ � «¨ �ã

�å¤�  £��â¤. �) ��«�¤ � «¨ �ã («¨ �ã ¦¢ ©�ã©�àª) �å¤�  �¤á¢¦�� «�ª ¡��â«¦¬
�¬¤á£�àª

~� = £~Fk

�� �¨���å � �¢á® ©«� �à¤å� «¨ é©«� «¦ ©é£� ¤� �¨®å©�  ¤� ¦¢ ©��å¤� .

............................................................................................................................................................................................................................
...................

...................
...................

...................
...................

...................
...................

...................
...................

......

� .........
..

.........
............
.................

..................................
..........
..........
.........
..........
..........
.....................
~F

..............................................B �£ 

.................................................................................~B

..........................................................................B ©¬¤ 

..........

.......................................................................................
.....

�®ã£� 2.14
�¦ ¡�¡¢ £â¤¦ �§å§��¦

�ç©�: �  �¬¤á£� ª §¦¬ �¥�©¡¦ç¤«�  ©«¦ ©é£� �å¤�  «¦ �á¨¦ª ~�
«¦¬ ©é£�«¦ª ¡�  � �ç¤�£� ~F §¦¬ §¨¦â¨®�«�  �§æ «¦ ¡�¡¢ £â¤¦ �§å§��¦. �
�ç¤�£� �¬«ã �å¤�  ¡á��«� ©«¦ �§å§��¦ �¤ � «¨ �ã �å¤�  £��â¤.

�¤�¢ç¦¬£� «�¤ �ç¤�£� ~� ©� �ç¦ ©¬¤ ©«é©�ª. � � ¡á��«� ©«¦ �§å§��¦
~F¡ ¡�  £å� §�¨á¢¢�¢� §¨¦ª �¬«æ ~F§.

F§ = B �£  ≤ B F¡ = B ©¬¤ 
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� �ç¤�£� ~F¡ �å¤�  å©� ¡�  �¤«å��«� §¨¦ª «�¤ �ç¤�£� ~F . � � ¤�  ©¦¨¨¦§�å «¦
©é£� §¨â§�  ¤� ��¨£æ©¦¬£� £ � �ç¤�£� å©� ¡�  �¤«å��«� §¨¦ª «�¤ �ç¤�£�
~F§. � �ç¤�£� �¬«ã ¦¤¦£á��«�  �ç¤�£� �¤¬¯é©�àª ¡�  �å¤�  £ ¡¨æ«�¨� �§æ
«¦ �á¨¦ª «¦¬ ©é£�«¦ª. � � §�¨á�� �£� � �  = 300 � �ç¤�£� �¤¬¯é©�àª
�å¤�  å©� £� ~F = ~B/2.

�«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ ¬§á¨®�  «¨ �ã � �ç¤�£� §¦¬ §¨¦â¨®�«�  �§æ «¦
¡�¡¢ £â¤¦ �§å§��¦ ��¤ �å¤�  ¡á��«�. �¤�¢ç¦¬£� «�¤ �ç¤�£� �¬«ã ©� �ç¦
©¬¤ ©«é©�ª. � � ¡á��«� §¨¦ª «¦ �§å§��¦ ¡�  £ � §�¨á¢¢�¢�. (�  �¬¤á£� ª
�¬«âª ��¤ â®¦¬¤ ©®�� �©«�å ©«¦ ©®ã£�). �§� �ã «¦ ©é£�  ©¦¨¨¦§�å  ©®ç¦¬¤
¦  ©®â©� ª

F¡ = � ©¬¤  F§ = � �£ 

�§æ «� ���¦£â¤� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª â®¦¬£�

T = F§ = � �£  = £F¡ = £� ©¬¤  =⇒ £ = � 

� §�¨�§á¤à ©®â©� �å¤�  «�¤ �¢á® ©«� �à¤å� é©«� «¦ ©é£� ¤� �¨®å©�  ¤�
¦¢ ©��å¤� .

��©¡�©� 2.3
�ç¦ ¨á��¦  �� ¡�  �� �å¤�  ©¬¤����£â¤¦  ¡�«á ¦¨�ã �à¤å� ©«¦

©�£�å¦ �, ©«� £â©� «�ª ��. �å¤�«�  æ«  �� = �� = � ¡�  �� = �. �«�
©�£�å� � ¡�  � ¬§á¨®¦¬¤ �ç¦ �á¨� �1 ¡�  �2. �¦ ©ç©«�£� ¡¨â£�«�  �§æ
«¦ ©�£�å¦ �. �� �¨���å � �à¤å� §¦¬ �� ©®�£�«å©�  � ¨á��¦ª �� £� «¦
¦¨ �æ¤« ¦ �§å§��¦ æ«�¤ «¦ ©ç©«�£�  ©¦¨¨¦§ã©� .

�§¦�â©�«� §¨é«¦¤ æ«  ¦  ¨á��¦  â®¦¬¤ �á¨¦ª ¡�  æ«  «¦ �á¨¦ª «¦¬ª �å¤� 
å©¦ £� 2P �¤á £¦¤á�� £ã¡¦¬ª ¡�  ��ç«�¨¦¤ æ«  ��¤ â®¦¬¤ �á¨¦ª.

�ç©�: �§æ «� ���¦£â¤� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª §¨¦�¤éª «� �á¨� «à¤
¨á��à¤ �å¤� 

�1 = 2P� �2 = 2�2� = 4�P

� �à¤å� � �å¤�  � ¡¢ã©� «�ª ¨á��¦¬ �� �§æ «�¤ ¡�«�¡æ¨¬¦ ��
¡�  �å¤�  å©� £� «�¤ ��«¦ç£�¤� ¡¢ã©� � æ«  ¦  �ç¦ �¬«âª �à¤å�ª â®¦¬¤ « ª
§¢�¬¨âª «¦¬ª ¡á��«�ª.
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�§� �ã «¦ ©ç©«�£�  ©¦¨¨¦§�å, «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ ¨¦§é¤ «à¤ ��¨é¤ �1 ¡� 
�2 ¡�  «à¤ ��¨é¤ P1 ¡�  �2 «à¤ ¨á��à¤ �� ¡�  �� àª §¨¦ª «¦ ©�£�å¦
�, §¨â§�  ¤� �å¤�  £��â¤.
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�®ã£� 2.15
�¦ á�¨¦ ©£� «à¤ �¬¤á£�à¤ ¡�  «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ ¨¦§é¤ �å¤�  £��â¤

�  ¦¨�åª «à¤ �¬¤á£�à¤ �1, P1 ¡�  �2 «â£¤¦¬¤ «�¤ ¦¨ �æ¤« ¦ §¦¬ §�¨-
¤á�  �§æ «¦ ©�£�å¦ � ©«� ©�£�å� � ′, � ′ ¡�  � ′ �¤« ©«¦å®àª. ��®¦¬£�

��1 = �P1+MP2+M�2 =⇒ �1(�� ′) = 2P�(�� ′)+4�P (��)+�2(�� ′)

�§æ «¦ ©®ã£� �å¤�«�  �ç¡¦¢� æ« 

�� ′ = (��) �£ � =
�
2

�£ � �� = (��) �£ � = � �£ �

�� ′ = �� ′ − �� = (��) ©¬¤ �− (��) �£ � = � ©¬¤ �− � �£ �

�� ′ = �� ′ + �� = (��) ©¬¤ � + (��) �£ � = � ©¬¤ � + � �£ �

�§¦£â¤àª â®¦¬£�

�1(� ©¬¤ �− � �£ �) = 2�P

(
�
2

�£ �
)

+ 4�P (� �£ �) + �2(� ©¬¤ � + � �£ �)

=⇒ (
��1 + 4��P + �2P + �B2

)
�£ � = (��1 − ��2) ©¬¤ � =⇒

� � =
��1 − ��2

��1 + 4��P + �2P + �B2
=

�
�
· �1 − �2

�1 + B2 + P (4� + �)

80



�©¡ã©� ª

�¤ ¦  ¨á��¦  ��¤ â®¦¬¤ �á¨¦ª «æ«� � ��«¦ç£�¤� �à¤å� �¨å©¡�«�  �¤
�â©¦¬£� P = 0 ©«�¤ §�¨�§á¤à ©®â©�. �¦ �§¦«â¢�©£� �å¤� 

� � =
�
�
· �1 − �2

�1 + B2

��©¡�©� 2.4
�� ¬§¦¢¦�å©�«� «¦ â¨�¦ §¦¬ §�¨á��«�  �§æ «�¤ �ç¤�£� ~F (x, y, z) =

(ayz, bxz, cxy) ¡�«á «�¤ £�«�¡å¤�©� £ �ª £á��ª �§æ «¦ ©�£�å¦ (1, 1, 1) ©«¦
©�£�å¦ (2, 4, 8), �) �á¤à ©«�¤ �¬��å� §¦¬ �¤é¤�  «� �ç¦ ©�£�å� ¡�  �) §á¤à
©«�¤ ¡�£§ç¢� £� §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª ~r = (t, t2, t3).

�� §¨¦©� ¦¨ ©«¦ç¤ ¦  ©«���¨âª a, b ¡�  c é©«� «� �ç¦ �§ ¡�£§ç¢ �
¦¢¦¡¢�¨é£�«� ¤� �å¤�  å©�. �æ«� «¦ §��å¦ �å¤�  �©«¨æ� ¢¦;.

�ç©�: �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «¦ â¨�¦ §á¤à ©«�¤ �¬��å�.
�� �¨¦ç£� §¨é«� «�¤ �¥å©à©� «�ª �¬��å�ª §¦¬ � â¨®�«�  �§æ «� �¦©£â¤�

©�£�å�. �� §�¨á£�«¨¦ «¦ t �§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� æ«  � �¬��å� �¬«ã â®� 
§�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª

x(t) = t + 1 y(t) = 3t + 1 z(t) = 7t + 1

�§¦¢¦�å�¦¬£� «é¨� «¦ â¨�¦

A =
∫

~F · d~r =
∫ 1

0

~F · d~r

dt
dt =

∫ 1

0
(a(3t + 1)(7t + 1), b(t + 1)(7t + 1), c(t + 1)(3t + 1)) · (1, 3, 7)dt =

∫ 1

0
dt [a(3t + 1)(7t + 1) + 3b(t + 1)(7t + 1) + 7c(t + 1)(3t + 1)] dt =

∫ 1

0
dt

[
a(21t2 + 10t + 1) + b(21t2 + 24t + 3) + c(21t2 + 28t + 7)

]
dt =

[
a(7t3 + 5t2 + t) + b(7t3 + 12t2 + 3t) + c(7t3 + 14t2 + 7t)

]1
0 =

a(7 + 5 + 1) + b(7 + 12 + 3 + c(7 + 14 + 7) = 13a + 22b + 28c
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�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «¦ â¨�¦ §á¤à ©«¦¤ ��ç«�¨¦ �¨æ£¦. �¨å©¡¦¬£�

A =
∫

~F · d~r =
∫ 2

1

~F · d~r

dt
dt =

∫ 2

1
(at5, bt4, ct3) · (1, 2t, 3t2)dt =

∫ 2

1

[
at5 + 2bt5 + 3ct5

]
dt =

[
(a + 2b + 3x)t6/6

]2
1 = (a+2b+3c)(26−1)/6 =

63(a + 2b + 3c)/6

�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�  «¦ å� ¦ §á¤à ©«¦¬ª �ç¦ �¬«¦çª �¨æ£¦¬ª �¤ �
©«���¨âª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ©®â©�

13a + 22b + 28c = 63(a + 2b + 3c)/6 =⇒ 15a + 6b− 21c = 0

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � a = b = c � §�¨�§á¤à ©®â©�  ¡�¤¦§¦ �å«� . �
¢ç©� ��¤ �å¤�  £¦¤�� ¡ã. � � §�¨á�� �£� a = 1, b = 2, c = 27/21.

�� �¨¦ç£� «é¨� §æ«� «¦ §��å¦ �å¤�  �©«¨æ� ¢¦ ��¢��ã §æ«� ~∇× ~F = 0.
�¨å©¡¦¬£�

~∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
ayz bxz cxy

∣∣∣∣∣∣
= (cx− bx, ay − cy, bz − az) = 0 =⇒

a = b = c

� � «�¤ « £ã �¬«ã «à¤ ©«���¨é¤ ¬§á¨®�  ���£à«ã ©¬¤á¨«�©� V (x, y, z)
«â«¦ � é©«� ~F = (P, Q, R) = a(yz, xz, xy) = ~∇V (x, y, z).

�� �¨¦ç£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� �¬«ã £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ ��¤ ¡¦ç «ç§¦¬

V =
∫ x

x0

P (t, y0, z0)dt +
∫ y

y0

Q(x, t, z0)dt +
∫ z

z0

R(x, y, t)dt =

a

∫ x

x0

y0z0dt+a

∫ y

y0

xz0dt+a

∫ z

z0

xydt = a [y0z0t]
x
x0

+a [xz0t]
y
y0

+a [xyt]zz0
=

ay0z0x− ay0z0x0 + axz0y − axz0y0 + axyz − axyz0 = axyz − ax0y0z0

�«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã «¦ â¨�¦ �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «�¤ « £ã «�ª ©¬¤á¨-
«�©�ª V (~r) ©«� ©�£�å� (1, 1, 1) ¡�  (2, 4, 8).
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�¨��£�« ¡á �¨å©¡¦¬£�

A =
∫ ~r2

~r1

~F · dt = A =
∫ ~r2

~r1

dV = V (~r2)− V (~r1) = a2 · 4 · 8− a = 63a

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � « ª « £âª a 6= b 6= c 6= a æ§¦¬

15a + 6b− 21c = 0 =⇒ c =
15a + 6b

21

«� �ç¦ â¨�� §á¤à ©« ª �ç¦ �¦©£â¤�ª «¨¦® âª �å¤�  å©� æ£àª «¦ §��å¦ ��¤
�å¤�  �©«¨æ� ¢¦. � ©«¨¦� ¢ ©£æª «¦¬ �å¤� 

~∇× ~F = (cx− bx, ay − cy, bz − az) = (15x, 6y,−21z)
a− b

21
6= 0

��©¡�©� 2.5
� � ¡�«�¡æ¨¬¦ª ¨á��¦ª §�¨ ©«¨â�«�  £� ©«���¨ã �à¤ �¡ã «�®ç«�«�

à. ��¤� ¤ã£� £ã¡¦¬ª l �å¤�  ��£â¤¦ ©«¦ ©�£�å¦ � «�ª ¨á��¦¬ �¤é ©«¦ á¢¢¦
á¡¨¦ «¦¬ P �å¤�  ��£â¤� £å� £á�� m. �� �¨�å«� «�¤ �à¤å� «¦¬ ¤ã£�«¦ª £�
«�¤ ¡�«�¡æ¨¬¦ ¡�  «�¤ «á©� «¦¬ ¤ã£�«¦ª.
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�®ã£� 2.16
� ¨á��¦ª §�¨ ©«¨â�«�  £� ©«���¨ã �à¤ �¡ã «�®ç«�«�

�ç©�: �â¨¦¬£� «�¤ ¡á��«¦ PA. ��à¨¦ç£� â¤� ©«���¨æ ©ç©«�£�
�¥æ¤à¤ £� ¡â¤«¨¦ «¦ ©�£�å¦ �. �ª §¨¦ª «¦ ©ç©«�£� �¬«æ � £á�� ¡ ¤�å«� 
£� ©«���¨ã �à¤ �¡ã «�®ç«�«�

~à = à~k

83



��á¢� ¦ 2

�¤ ~r(t) �å¤�  «¦ � á¤¬©£� �â©�àª «�ª £á��ª «¦ � á¤¬©£� �¬«æ â®� 
©«���¨æ £ã¡¦ª

r = l �£ �

�¤�¢ç¦¬£� «¦ �á¨¦ª ©� �ç¦ ©¬¤ ©«é©�ª. �å� ¡�«á «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬
¤ã£�«¦ª ¡�  £å� ¡�«á «�¤ � �ç�¬¤©� «�ª P�. � §¨é«� ©¬¤ ©«é©� �å¤�  å©�
£� «�¤ «á©� � «¦¬ ¤ã£�«¦ª ¡�  � ��ç«�¨� £� «�¤ ¡�¤«¨¦£æ¢¦ �ç¤�£� Fk.

�§æ «¦ ©®ã£� �å¤�«�  �£â©àª æ« 

Fk = T �£ � T =
mg

©¬¤ �
=⇒ Fk = mg � �

�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� (t) «�¤ �à¤å� §¦¬ � ��¨á�  «¦ � á¤¬©£� �â©�àª
«�ª £á��ª «æ«� �§� �ã � �à¤ �¡ã «�®ç«�«� �å¤�  ©«���¨ã �¨å©¡¦¬£�

à =
d
d t

= ©«��. =⇒ (t) = à t + 0

� ¡�¤«¨¦£æ¢¦ª �§ «á®¬¤©� �å¤�  ©� §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª å©� £�

�k = r _2 = r à2

�æ©¦¤ «¦ � á¤¬©£� �â©�àª â®�  ©«���¨æ £â«¨¦ ¡�  �§¦£â¤àª

Fk = m�k = mr à2 = ml �£ � à2 = mg � �

�§æ «�¤ ©®â©� �¬«ã §¨¦¡ç§«¦¬¤ �ç¡¦¢� «� ��«¦ç£�¤� £��â��. � �à¤å�
«¦¬ ¤ã£�«¦ª £� «�¤ ¡�«�¡æ¨¬¦ �å¤� 

©¬¤ � =
g

là2 =⇒ � = «¦¥©¬¤
( g

là2

)

�§� �ã §¨¦�¤éª «¦ ¤ã£� ¡�  � £á�� � ��¨á¦¬¤ «�¤ �§ á¤� � �¤æª ¡é¤¦¬
«¦ ©ç©«�£� ¦¤¦£á��«�  ¡à¤ ¡æ �¡¡¨�£âª.

� «á©� «¦¬ ¤ã£�«¦ª �å¤� 

� = mlà2
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��©¡�©� 2.6
��¤� ©é£� �¡«¦¥�ç�«�  �§æ £ � �â©� §¦¬ «�¤ ��à¨¦ç£� ©�¤ �¨®ã �¤æª

©¬©«ã£�«¦ª ©¬¤«�«��£â¤à¤. � �¨® ¡ã «�®ç«�«� «¦¬ ©é£�«¦ª ©®�£�«å�� 
�à¤å� � £� «¦¤ ¦¨å�¦¤«�. � �¢â�¦¬£� «¦¤ §¨¦©�¤�«¦¢ ©£æ «à¤ �¥æ¤à¤ x
¡�  y â«©  é©«� «¦ � á¤¬©£� ~v ¤� �¨å©¡�«�  §á¤à ©«¦ xz−�§å§��¦ ¡�  ¦
á¥¦¤� z ¤� �å¤�  ¡�«�¡æ¨¬¦ª. � �§ «á®¬¤©� «¦¬ §��å¦¬ ��¨ç«�«�ª �å¤�  å©�
£� −g~k.

N� �¨���å � «¨¦® á «¦¬ �) ©«¦ ¡�¤æ æ§¦¬ ��¤ ¬§á¨®�  «¨ �ã ¡�  �) ©«¦¤
�â¨� §¦¬ � «¨ �ã �å¤�  �¤á¢¦�� «�ª «�®ç«�«�ª ¡�  �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

~T = −mc~v

�ç©�: � �¨® ¡ã «�®ç«�«� �§æ «� ���¦£â¤� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤�«� 
�§æ «�¤ ©®â©�

~¬0 = (¬0 ©¬¤ �, 0, ¬0 �£ �)

�) �«¦ ¡�¤æ � �ç¤�£� §¦¬ �§ �¨á ©«¦ ©é£� �å¤�  £æ¤¦ «¦ �á¨¦ª «¦¬
©é£�«¦ª. �§¦£â¤àª � �¥å©à©� «¦¬ ��ç«à¤� �å¤� 

~F = m~� =⇒ −mg~k = m
d2~r

d t2

æ§¦¬ ~k �å¤�  «¦ ¡�«�¡æ¨¬¦ £¦¤�� �å¦ � á¤¬©£�. ��¨� ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬
� �¤ç©£�«¦ª �â©�àª «¦¬ ©é£�«¦ª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª �¡æ¢¦¬��ª � �¦¨ ¡âª �¥ -
©é©� ª

d2x

d t2
= 0

d2y

d t2
= 0

d2z

d t2
= −g

� y ©¬¤ ©«é©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª â®�  §¨¦�¤éª «�¤ ¢ç©�

y(t) = 0

¡�  �§¦£â¤àª � ¡å¤�©� «¦¬ ©é£�«¦ª �å¤�«�  ©«¦ �§å§��¦ xz.
� � «�¤ x ©¬¤ ©«é©� â®¦¬£� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ §¨æ�¢�£� �¨® ¡é¤ « £é¤

d2x

d t2
= 0 x(0) = 0 _x(0) = ¬0 ©¬¤ �
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�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «�¤ ©®â©� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

_x = c1

�§æ «�¤ ��ç«�¨� �¨® ¡ã ©¬¤�ã¡� �¨å©¡¦¬£� æ«  � ©«���¨á c1 �å¤�  å©�
£� v0 ©¬¤ �. �§¦£â¤àª � «�®ç«�«� ©«�¤ x−� �ç�¬¤©� �å¤� 

_x(t) = ¬0 ©¬¤ �

�å� �¡æ£� ¦¢¦¡¢ã¨à©� �å¤� 

x(t) = c2 + t ¬0 ©¬¤ �

¡�  ¢æ�à «�ª §¨é«�ª �¨® ¡ãª ©¬¤�ã¡�ª c2 = 0. ��¨� � ¢ç©� �å¤� 

x(t) = t ¬0 ©¬¤ �

� z ©¬¤ ©«é©� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�àª «¦¬ ©é£�«¦ª �å¤�  ¢ç©� «¦¬
�¡æ¢¦¬�¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �¨® ¡é¤ « £é¤

d2z

d t2
= −g z(0) = 0 _z(0) = ¬0 �£ �

� ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �¨å©¡�«�  £� æ£¦ ¦ «¨æ§¦. �¦ �§¦«â¢�©£� �å¤� 
«�¢ ¡á

z(t) = −1
2
g t2 + t ¬0 �£ �
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�®ã£� 2.17
�¨¦® âª £� �¨® ¡âª «�®ç«�«�ª £� å©�ª ¡¢å©� ª ¡�  � �¦¨�« ¡á £ã¡�

�«¦ ©®ã£� �å¤¦¤«�  ¦  «¨¦® âª �¤æª ©é£�«¦ª � � �¨® ¡âª «�®ç«�«�ª
§¦¬ â®¦¬¤ «�¤ å� � ¡¢å©� � àª §¨¦ª «¦¤ x−á¥¦¤� ¡�  � �¦¨�« ¡æ £ã¡¦ª.
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�� �¨¦ç£� �¡¦¢¦ç�àª «¦ £â� ©«¦ ç¯¦ª ¡�  «¦ ��¢�¤�¡âª «�ª «¨¦® áª
�¦ ©é£� �� �á©�  ©«¦ £â� ©«¦ ç¯¦ª «¦¬ ©� ®¨æ¤¦ §¦¬ �¨å©¡�«�  �§æ

«�¤ ¢ç©� «�ª �¥ ©é©�àª dz(t)/d t = 0. ��®¦¬£�

dz(t)
d t

= 0 =⇒ −g t + ¬0 �£ � = 0 =⇒ t =
¬0

g
�£ �

�¦ £â� ©«¦ ç¯¦ª �å¤� 

z£�� = z

(
¬0

g
�£ �

)
= −1

2
g

¬2
0
g

�£2 � +
¬2

0
g

�£2 � =
¬0

2g
�£2 �

�¦ ©é£� �� �á©�  ©«¦ £â� ©«¦ £ã¡¦ª (��¢�¤�¡âª) ©«¦ ®¨æ¤¦ §¦¬ «¦
z(t) �� £���¤ ©«�å. ��¢��ã

z(t) = 0 =⇒ −1
2
g t2 + t ¬0 �£ � = 0 =⇒ t = 2

¬0

g
�£ �

¡�  «¦ ��¢�¤�¡âª �å¤� 

x£�� = x

(
2

¬0

g
�£ �

)
= 2

¬0

g
�£ � ©¬¤ � =

¬2
0
g

�£ 2�

� ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤�  ©� §�¨�£�«¨ ¡ã £¦¨ã £� §�¨á£�«¨¦ «¦¤
®¨æ¤¦ t. �§¦¨¦ç£� ¤� �¨¦ç£� «�¤ «¨¦® á «¦¬ ©é£�«¦ª �¤ �§�¢�å¯¦¬£� «¦¤
®¨æ¤¦ t. ��®¦¬£�

x(t) = t ¬0 ©¬¤ a =⇒ t =
x

¬0 ©¬¤ a

��¤ « £ã �¬«ã «¦¬ t «�¤ �á�¦¬£� ©«�¤ â¡¨�©� «¦¬ z(t) ¡�  «�¢ ¡á �¨å-
©¡¦¬£�

(1) z =
−g

2¬2
0 ©¬¤2 �

x2 +
�£ �
©¬¤ �

x

� «¨¦® á «¦¬ ©é£�«¦ª �å¤�  £ � §�¨��¦¢ã.
��à¨¦ç£� «�¤ �à¤å� � ©�¤ §�¨á£�«¨¦ ¡�  �� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ §�¨ -

�á¢¢¦¬©� «à¤ §�¨��¦¢é¤ �¬«é¤. �¨���æ£�©«� àª �¥ãª.
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��¨��à�å©¦¬£� àª §¨¦ª «�¤ �à¤å� � «�¤ §�¨�§á¤à �¥å©à©� ¡�  â®¦¬£�

0 = −gx2

2¬2
0

(−2)
�£ �

©¬¤3 �
+

x

©¬¤2 �
=⇒ 0 = −gx

¬2
0

�£ �
©¬¤ �

+ 1

�§æ «�¤ ©®â©� �¬«ã ¡�  �§æ «�¤ �¥å©à©� (1) «�ª §�¨��¦¢ãª �� �§�¢�å¯¦¬£�
«�¤ �à¤å� �. ��®¦¬£�

�£ �
©¬¤ �

= − ¬2
0

gx
=⇒ 1

©¬¤2 �
= 1 +

¬4
0

g2x2

¡�  �§¦£â¤àª � �¥å©à©� «�ª §�¨��¦¢ãª �å¤�  «�¤ ©®â©�

z = −gx2

2¬2
0

[
¬4

0
g2x2 + 1

]
+

¬2
0

gx
x = − g

2¬2
0
x2 +

¬2
0

2g

§¦¬ �å¤�  �§å©�ª £ � §�¨��¦¢ã ¡�  ¦¤¦£á��«�  §�¨��¦¢ã �©�¢�å�ª. � � ��-
�¦£â¤¦ ~v0 «¦ �¢ã£� ��¤ �� ¬§�¨��å «�¤ §�¨ �á¢¢¦¬©� §�¨��¦¢ã � � ¦§¦ ¦-
�ã§¦«� �à¤å�ª �. � �©«å� «�ª §�¨��¦¢ãª �å¤�  ©«¦ ©�£�å¦

x = 0 z =
v2

0
2g

�¦ §�¨�¡á«à ©®ã£� ��å®¤�  « ª «¨¦® âª «¦¬ å� ¦¬ ©é£�«¦ª � � �¨® -
¡âª «�®ç«�«�ª £� «¦ å� ¦ £ã¡¦ª ¡�  £� � �¦¨�« ¡âª ¡¢å©� ª àª §¨¦ª «¦¤
x−á¥¦¤�.
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�®ã£� 2.18
�¨¦® âª £� �¨® ¡âª «�®ç«�«�ª £� å� � £ã¡� ¡�  � �¦¨�« ¡âª ¡¢å©� ª

�) ��®æ£�©«� «é¨� æ«  ¬§á¨®�  � «¨ �ã «¦¬ �â¨� §¦¬ �å¤�  �¤á¢¦�� «�ª
«�®ç«�«�ª. �� ¢ç©¦¬£� «�¤ �¥å©à©� «¦¬ ��ç«à¤� £� « ª ���¦£â¤�ª �¨® ¡âª
©¬¤�ã¡�ª.
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��®¦¬£�

−mg~k −mc~_r = m
d2~r

d t2
=⇒ d2~r

d t2
+ g~k + c~_r = 0

�  �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª àª §¨¦ª «¦¤ x ¡�  z á¥¦¤� �å¤�  «é¨�

�x + c _x = 0 �z + c _z + g = 0

£� « ª å� �ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª.
�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� £ � ¦¨á « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª. �� «� �¦ã�� � «à¤ �¨-

® ¡é¤ ©¬¤��¡é¤ ¬§¦¢¦�å�¦¬£� ¡�  « ª ©«���¨âª §¦¬ §¨¦¡ç§«¦¬¤. ��®¦¬£�

_x + c x = ¬0 ©¬¤ � _z + c z = −g t + ¬0 �£ �

�  �¥ ©é©� ª �å¤�  §¨é«�ª «á¥�àª �¨�££ ¡âª £� ¦£¦��¤�åª. �  ��¤ ¡âª
¢ç©� ª «â«¦ à¤ �¥ ©é©�à¤ �å¤�  «¦ á�¨¦ ©£� �ç¦ £�¨ ¡é¤ ¢ç©�à¤. � £å� �å¤� 
� ¢ç©� «�ª ¦£¦��¤¦çª §¦¬ §�¨ â®�  ¡�  « ª ©«���¨âª §¦¬ �� ¬§¦¢¦� ©«¦ç¤
�§æ « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª. � á¢¢� �å¤�  £å� £�¨ ¡ã ¢ç©� «�ª £� ¦£¦��¤¦çª

� ¢ç©� «�ª ¦£¦��¤¦çª «�ª §¨é«�ª �å¤� 

x¦£ = c e−c t

�¤é £ � £�¨ ¡ã ¢ç©� «�ª £� ¦£¦��¤¦çª �å¤�  §¨¦�¤éª �

x£ =
¬0

c
©¬¤ �

�� ¢ç©¦¬£� «é¨� «�¤ ��ç«�¨�. � ¢ç©� «�ª ¦£¦��¤¦çª �å¤�  §á¢  �

z¦£ = c ′e−c t

� � ¤� �¨¦ç£� £å� £�¨ ¡ã ¢ç©� «�ª £� ¦£¦��¤¦çª �¨���æ£�©«� àª �¡¦-
¢¦ç�àª.

�§¦�â«¦¬£� æ«  � ��«¦ç£�¤� ¢ç©� �å¤�  «�ª £¦¨ãª

z£ = f(t)e−c t

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ ¢ç©� �¬«ã ©«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  â®¦¬£�

_fe−c t − c fe−c t + c fe−c t = g t− ¬0 �£ � =⇒ _f = (g t− ¬0 �£ �) e−c t
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�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� f(t).

f(t) =
∫

(g t− ¬0 �£ �) e−c td t =⇒ f(t) =
(¬0

c
©¬¤ �− g

c
t +

g

c2

)
e−c t

�§æ « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª ¬§¦¢¦�å�¦¬£� ¡�  « ª ©«���¨âª «�ª ¦¢¦¡¢�-
¨é©�àª. �¦ �§¦«â¢�©£� �å¤� 

x(t) =
(
1− e−c t

) ¬0

c
©¬¤ � z(t) =

(
1− e−c t

) (¬0

c
�£ � +

g

c2

)
− g

c
t

§¦¬ �å¤�  «�¢ ¡á ¦  §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª «¨¦® áª.
� � ¤� �¨¦ç£� «�¤ �¥å©à©� «�ª «¨¦® áª �� �§�¢�å¯¦¬£� «¦¤ ®¨æ¤¦ �§æ

« ª �ç¦ §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª. �ç¤¦¬£� àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ ¡�  �¨å©¡¦¬£�

z =
xc

¬0 ©¬¤ �

(¬0

c
�£ � +

g

c2

)
− g

c
t =⇒ t =

x

©¬¤ �

(
c

g
�£ � +

1
¬0

)
− c

g
z

�¤« ¡�� ©«¦ç£� ©«�¤ §¨é«� §�¨�£�«¨ ¡ã ©®â©� ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¤ �¥å-
©à©� «�ª «¨¦® áª.

xc

¬0 ©¬¤ �
= 1− e

− cx
©¬¤ �

(
c
g �£ �− 1

¬0

)
+ c2

g z

�§¦¨¦ç£� ¤� �¨��©«¦ç£� æ§àª ¡�  ©«�¤ §¨¦��¦ç£�¤� §�¨å§«à©� «¦¬
¡�¤¦ç � � ¤� �¨¦ç£� �¤á¢¦��ª �¡¨á©� ª � � «¦ £â� ©«¦ ç¯¦ª ¡�  «¦ ��-
¢�¤�¡âª. �§¦¨¦ç£� �§å©�ª ¤� �¨¦ç£� «� £��â�� �¬«á £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬
¬§¦¢¦� ©«ã.

��é �� �¨¦ç£� §¨¦©��� ©«�¡âª �¡¨á©� ª � � «� £��â�� �¬«á �¤�¢ç¦-
¤«�ª « ª ¢ç©� ª x(t) ¡�  z(t) àª §¨¦ª «�¤ ©«���¨á c £â®¨  «¦¬ª æ¨¦¬ª
§¨é«�ª «á¥�àª.

�§¦�â«¦¬£�
c << 1

¡�  �¤�¢ç¦¬£� «¦ �¡��« ¡æ ¡�«á �â ¢¦¨ £â®¨  c2

e−c t = 1− c t +
1
2!

c2t2 + · · ·
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�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ �¤á¢¬©� �¬«ã «¦¬ �¡��« ¡¦ç ©« ª ¢ç©� ª «¦¬ §¨¦-
�¢ã£�«¦ª ¡�  £�«á �§æ �§¢âª §¨á¥� ª §�å¨¤¦¬£�

x(t) =
(

1− 1
2
c t

)
t ¬0 ©¬¤ a, z(t) = −1

2
g t2 +

(
1− 1

2
c t

)
t ¬0 �£ �

�¦ ©é£� �� �á©�  ©«¦ £â� ©«¦ ç¯¦ª «�ª «¨¦® áª «¦¬ ©� ®¨æ¤¦ §¦¬
�¨å©¡�«�  �§æ «�¤ ¢ç©� «�ª �¥ ©é©�àª

dz(t)
d t

= 0

��¨��à�å�¦¬£� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

−g t + (1− c t) ¬0 �£ � = 0 =⇒ t =
¬0 �£ �

g + c ¬0 �£ �
<

¬0

g
�£ �

O ®¨æ¤¦ª �¬«æª �å¤�  £ ¡¨æ«�¨¦ª �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦ §¦¬ �� �á©�  «¦ �¢ã£�
©«¦ £â� ©«¦ ç¯¦ª «�ª «¨¦® áª «¦¬ ®à¨åª «¨ �ã. ��£� é©«� æ«  � �à¤å� �
§�å¨¤�  « £âª ©«¦ � á©«�£� �§æ 0 âàª π/2 æ§¦¬ «¦ �£å«¦¤¦ ¡�  «¦ ©¬¤�£å-
«¦¤¦ �å¤�  ��« ¡¦å �¨ �£¦å.

� � «¦ ��¢�¤�¡âª «¦¬ �¢ã£�«¦ª §¨â§�  ¤� ¢ç©¦¬£� «�¤ �¥å©à©�

z(t) = 0

� ¢ç©� «�ª �¥ ©é©�àª �¬«ãª �å¤�  � � «¦¤ ®¨æ¤¦ §¦¬ «¦ �¢ã£� �� §â©� 
©«¦ â��¦ª «�¤ « £ã

t =
2¬0 �£ �

c ¬0 �£ � + g
< 2

¬0

g
�£ �

�¤é «¦ ��¢�¤�¡âª �å¤� 

x£�� =
¬2

0 �£ 2�
c ¬0 �£ � + g

− 1
2
c ¬0 ©¬¤ �

(
2¬0 �£ �

c ¬0 �£ � + g

)2

<
¬2

0
g

�£ 2�

�å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  æ¢�ª ¦  �¡¨á©� ª ¡�«�¢ã�¦¬¤ ©« ª
§¨¦��¦ç£�¤�ª �¡¨á©� ª §¦¬ â®¦¬£� �¨�  � � «¦ �¤á¢¦�¦ §¨æ�¢�£� ®à¨åª
«¨ �âª ©«¦ æ¨ ¦ c → 0.
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�®ã£� 2.19
�¨¦® âª æ«�¤ ¬§á¨®�  � «¨ �ã «¦¬ �â¨� ¡�  æ«�¤ ��à¨���å �£�¢�«â�

�«¦ ©®ã£� â®¦¬¤ ©®�� �©«�å ¦  «¨¦® âª �¤æª ©é£�«¦ª §¦¬ �¡«¦¥�ç�«� 
£� «�¤ å� � �¨® ¡ã «�®ç«�«� £� ©¬¤«�¢�©«ã «¨ �ãª �) c = 0.1 ¡�  �) c = 0.

��©¡�©� 2.7
�� £�¢�«���å «¦ §¨æ�¢�£� «¦¬ � §¢¦ç �¡¡¨�£¦çª «¦¬ ©®ã£�«¦ª. �  £á-

��ª m1 ¡�  m2 ¡ ¤¦ç¤«�  ©«¦¤ ®é¨¦ ¬§æ «�¤ �§å�¨�©� «¦¬ §��å¦¬ ��¨ç«�«�ª.
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................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

z

y

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
..............................................................................................................................................................................................................

x

•
•

m1

m2

�1

�2

1

2

l1

l2l1+l2

�®ã£� 2.20
�¦ � §¢æ �¡¡¨�£âª ©«¦¤ ®é¨¦ ¡ ¤�å«�  £� «�¤ �§å�¨�©� «�ª ��¨ç«�«�ª

�ç©�: ��à¨¦ç£� ©ç©«�£� �¥æ¤à¤ £� ¡â¤«¨¦ «¦ ©�£�å¦ O. �¬£�¦-
¢å�¦¬£� £�

~r1 = (x1, y1, z1) ~r2 = (x2, y2, z2)
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«� � �¤ç©£�«� �â©�àª «à¤ £��é¤ m1 ¡�  m2. ��¤� ©ç©«�£� �ç¦ ¬¢ ¡é¤
©�£�åà¤ §�¨ �¨á�«�  �§æ 2×3 = 6 �¤�¥á¨«�«�ª ¡�¨«�© �¤âª ©¬¤«�«��£â¤�ª
¡�  á¨� â®�  6 ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª. �¦ ©ç©«�£� «�ª �©¡ã©�àª ¬§æ¡� «�  ©�
�ç¦ ¦¢æ¤¦£¦¬ª ��©£¦çª ¡�  �§¦£â¤àª �ç¦ �§æ « ª £�«��¢�«âª �å¤�  �¥�¨«�-
£â¤�ª. �  ���£¦å �¢�¬��¨å�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  �§¦£â¤àª 6− 2 = 4.

�  ��©£¦å £§¦¨¦ç¤ ¤� �¡¨�©«¦ç¤ £� « ª  ©æ«�«�ª.

‖~r1‖ = l1 ‖~r2 − ~r1‖ = l2

�  ©®â©� ª �§¢¦§¦ ¦ç¤«�  �¤ �¨��©«¦ç£� ©� ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª.
�¦ � á¤¬©£� ~r â®�  ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª r = l1, �1 ¡�  1. ��¢��ã
â®¦¬£�

x1 = l1 �£ �1 ©¬¤ 1 y1 = l1 �£ �1 �£ 1 z1 = l1 ©¬¤ �1

�¦ � á¤¬©£� ~r2 − ~r1 â®�  ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª r2 = l2, �2 ¡�  2.
��¢��ã â®¦¬£�

x2−x1 = l2 �£ �2 ©¬¤ 2 y2−y1 = l2 �£ �2 �£ 2 z2−z1 = l2 ©¬¤ �2

�§ ¢â�¦¬£� « ª �à¤å�ª �1, 1 ¡�  �2, 2 ¤� �å¤�  ¦  «â©©�¨ ª ��¤ ¡�¬£â-
¤�ª ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª. ��«©  ¦  ��©£¦å  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤«�  «�¬-
«¦« ¡á ¡�  ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �¡¨á�¦¤«�  §�¨�£�«¨ ¡á �§æ
« ª ��¤ ¡�¬£â¤�ª ©¬¤«�«��£â¤�ª. �  ©®â©� ª �å¤� 

x1 =l1 �£ �1 ©¬¤ 1 x2 =l1 �£ �1 ©¬¤ 1 + l2 �£ �2 ©¬¤ 2
y1 =l1 �£ �1 �£ 1 y2 =l1 �£ �1 �£ 1 + l2 �£ �2 �£ 2
z1 =l1 ©¬¤ �1 z2 =l1 ©¬¤ �1 + l2 ©¬¤ �2

��¨��à�å�¦¬£� �ç¦ ¦¨âª « ª ©®â©� ª �¬«âª àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ ¡� 
�¨å©¡¦¬£� « ª �¤«å©«¦ ®�ª �§ «�®ç¤©� ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �� �¨¦ç£� «�¤
��ç«�¨� §�¨á�à�¦ àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ «¦¬ x1. � §¨é«� §�¨á�à�¦ª �å¤� 

dx1

dt
=

d�1

dt

∂

∂�1
x1 +

d1

dt

∂

∂1
x1 = l1 _�1 ©¬¤ �1 ©¬¤ 1 − l1 _1 �£ �1 �£ 1

��¨��à�å�¦¬£� £ � ¦¨á �¡æ£� ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¤ ��ç«�¨� §�¨á�à�¦.

d2x1

dt2
=

d�1

dt

∂

∂�1

(
l1 _�1 ©¬¤ �1 ©¬¤ 1 − l1 _1 �£ �1 �£ 1

)
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+
d1

dt

∂

∂1

(
l1 _�1 ©¬¤ �1 ©¬¤ 1 − l1 _1 �£ �1 �£ 1

)
+ l1��1 ©¬¤ �1 ©¬¤ 1−

l1�1 �£ �1 �£ 1 = −l1 _�2
1 �£ �1 ©¬¤ 1 − 2l1 _�1 _1 ©¬¤ �1 �£ 1−

l1 _2
1 �£ �1 ©¬¤ 1 + l1��1 ©¬¤ �1 ©¬¤ 1 − l1�1 �£ �1 �£ 1

��¤ �� §¨¦®à¨ã©¦¬£� «¦¤ ¬§¦¢¦� ©£æ §�¨ ©©æ«�¨¦ � æ«  ¦  ©®â©� ª
�å¤�  �¨¡�«á £�¡¨¦©¡�¢�åª.

�� �¨¦ç£� «é¨� « ª �¬¤á£� ª §¦¬ �©¡¦ç¤«�  ©« ª �ç¦ £á��ª. �¦ §��å¦
«�ª ��¨ç«�«�ª �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ ¡�  � �¬¤�£ ¡ã «¦¬ �¤â¨�� � �å¤�  å©� £�
mgh æ§¦¬ h «¦ ç¯¦ª §¦¬ �¨å©¡�«�  «¦ ©é£� §á¤à �§æ «¦ ©�£�å¦ §¦¬ �
�¬¤�£ ¡ã �¤â¨�� � �å¤�  £��â¤. �§� �ã «¦ ©ç©«�£� £§¦¨�å ¤� �¨�£å©�  ©�
�§æ©«�©� 11 + l2 ¡á«à �§æ «¦ ©�£�å¦ �, � �¢â�¦¬£� �¬«æ «¦ ©�£�å¦ ©�¤ «¦
©�£�å¦ �¤�¦¨áª «�ª �¬¤�£ ¡ãª �¤â¨�� �ª.

�¤ h1 ¡�  h2 �å¤�  «� ç¯� §¦¬ �¨å©¡¦¤«�  ¦  £á��ª m1 ¡�  m2 �§æ «¦
�§å§��¦ �¤�¦¨áª �¨å©¡¦¬£�

h1 =l1 + l2 − z1 = l1 + l2 − l1 ©¬¤ �1

h2 =l1 + l2 − z2 = l1 + l2 − l1 ©¬¤ �1 − l2 ©¬¤ �2

�§¦£â¤àª � �¬¤�£ ¡ã �¤â¨�� � �å¤� 

V = m1g (l1 + l2 − l1 ©¬¤ �1) + m2g (l1 + l2 − l1 ©¬¤ �1 − l2 ©¬¤ �2) =
g (m1 + m2) (l1 + l2)− g (m1 + m2) l1 ©¬¤ �1 −m2gl2 ©¬¤ �2

��¨�«�¨¦ç£� æ«  «¦ �¬¤�£ ¡æ ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ « ª �à¤å�ª 1 ¡�  2.
� �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å«�  ©«¦ ©à£á« ¦ m1 �§æ «¦ §��å¦ ��¨ç«�«�ª �å¤� 

~F1 = −~∇1V = − ∂V

∂~r1
= − 1

∂~r
∂�1

∂V

∂�1
= −

(
1

∂x1
∂�1

,
1

∂y1
∂�1

,
1

∂z1
∂�1

)
∂V

∂�1

� �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å«�  ©«¦ ©à£á« ¦ m2 �å¤� 

~F2 = −~∇2V = − ∂V

∂~r2
= −

(
1

∂x2
∂�1

,
1

∂y2
∂�1

,
1

∂z2
∂�1

)
∂V

∂�1
−

(
1

∂x2
∂�2

,
1

∂y2
∂�2

,
1

∂z2
∂�2

)
∂V

∂�2
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�¡«�¢¦ç£� « ª §�¨�§á¤à §�¨��à�å©� ª ¡�  £�«á �§æ �§¢âª §¨á¥� ª �¨å-
©¡¦¬£�

~F1 = g (m1 + m2)
(

�£ �1

©¬¤ �1 ©¬¤ 1
,

�£ �1

©¬¤ �1 �£ 1
,−1

)

~F2 = g (m1 + m2)
(

�£ �1

©¬¤ �1 ©¬¤ 1
,

�£ �1

©¬¤ �1 �£ 1
,−1

)
+

gm2

(
�£ �2

©¬¤ �2 ©¬¤ 2
,

�£ �2

©¬¤ �2 �£ 2
,−1

)

�¨á¦¬£� «â¢¦ª « ª �¥ ©é©� ª « ª ¡ ¤ã©�àª

~F1 = m1~_r1 ~F2 = m2~_r2

�§æ « ª â¥  �¬«âª �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª £æ¤¦ ¦  «â©©�¨ ª �å¤�  �¤�¥á¨«�«�ª.
� � «�¤ ¢ç©� «¦¬ª �� ®¨� �©«¦ç£� £á¢¢¦¤ â¤�¤ ¬§¦¢¦� ©«ã. �á¤«àª â¤�
§¨é«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª ¡ ¤ã©�àª �å¤�  � �¤â¨�� � §¦¬ §�¨�£â¤�  ©«���¨ã.

E =
1
2
m1 _r2

1 +
1
2
m2 _r2

2 + V
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�¨£¦¤ ¡ã «�¢á¤«à©�

��á¢� ¦ 3

��¢�¤«é©� ª

3.1 �¨£¦¤ ¡ã «�¢á¤«à©�
�¤¦£á�¦¬£� �¨£¦¤ ¡ã «�¢á¤«à©� £ � �§�¤�¢�£��¤æ£�¤� ¡å¤�©� �¤æª

©é£�«¦ª �ç¨à �§æ â¤� ©�£�å¦ �¬©«��¦çª  ©¦¨¨¦§å�ª. ��¨á�� �£� «â«¦ à¤
¡ ¤ã©�àª �å¤�  â¤� �¡¡¨�£âª §¦¬ ¡ ¤�å«�  ¬§æ «�¤ �§å�¨�©� «¦¬ �á¨¦¬ª «¦¬.
��¢¢¦ §�¨á�� �£� �å¤�  � ¡å¤�©� �¤æª ©é£�«¦ª §¦¬ �å¤�  ��£â¤¦ �§æ ¡á§¦ ¦
�¢�«ã¨ ¦. � ¡å¤�©� «�ª ®¦¨�ãª �¤æª £¦¬© ¡¦ç ¦¨�á¤¦¬ �å¤�  �§å©�ª £ � �¨£¦-
¤ ¡ã «�¢á¤«à©�. �¬«æª �å¤�  ¡�  ¦ ¢æ�¦ª §¦¬ ¦  «�¢�¤«é©� ª ¦¤¦£á©«�¡�¤
�¨£¦¤ ¡âª.

�§¢âª �¨£¦¤ ¡âª «�¢�¤«é©� ª §�¨ �¨á¦¤«�  �§æ ©¬¤�¨«ã©� ª «�ª £¦¨-
ãª

x(t) = � ©¬¤ à t + � �£ à t

� §�¨�§á¤à â¡¨�©� £§¦¨�å �§å©�ª ¤� �¨��å ¡�  £� «�¤ £¦¨ã

x(t) = � ©¬¤ (à t− �)

�¤ �¤�§«ç¥¦¬£� «¦ ©¬¤�£å«¦¤¦ «�ª §�¨�§á¤à ©®â©�àª £� «�¤ �¦ã�� �
«¦¬ «ç§¦¬

©¬¤ (à t− �) = ©¬¤ à t ©¬¤ � + �£ à t �£ �

¡�  ©¬�¡¨å¤¦¬£� « ª �¬¦ �¡¨á©� ª �¨å©¡¦¬£� �ç¡¦¢� æ« 

� = � ©¬¤ � � = � �£ � =⇒ � =
√

�2 + �2 � = «¦¥�(�/�)
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�å� �¡æ£� â¡¨�©� £ �ª �¨£¦¤ ¡ãª ¡ ¤ã©�àª �å¤�«�  �§æ «�¤ £ ��� ¡ã
©¬¤á¨«�©�

x(t) = C1e
ià t + C2e

−ià t

�å¤�  �¤à©«æ æ«  � £ ��� ¡ã ©¬¤á¨«�©� eià t â®�  §¨��£�« ¡æ £â¨¦ª
«¦ ©¬¤ à t ¡�  �¤«�©« ¡æ «¦ �£ à t, ��¢��ã  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

eià t = ©¬¤ à t + i �£ à t e−ià t = ©¬¤ à t− i �£ à t

�¤ �¤�¢ç©¦¬£� «� �¡��« ¡á �§æ « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª �§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢�
æ« 

� = C1+iC2 � = C1−iC2 =⇒ C1 =
1
2

(�+�) C2 =
1
2i

(�−�)

�¦¢¢âª £���£�« ¡âª �¡¨á©� ª �å¤�  �§¢¦ç©«�¨�ª �¤ �¨���æ£�©«� £�
« ª �¡��« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª. ��¤� �¡æ£� §¢�¦¤â¡«�£� �å¤�  æ«  ¦  �¡��« ¡âª
©¬¤�¨«ã©� ª ��¤ �¢¢á�¦¬¤ ¡�«á «�¤ §�¨��é� ©� ã «�¤ ¦¢¦¡¢ã¨à©�.
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�®ã£� 3.1
�§¢ã �¨£¦¤ ¡ã «�¢á¤«à©�

��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ ¡ ¤�å«�  £� ©«���¨á �à¤ �¡ã «�®ç«�«� à ©� £ �
§�¨ â¨� � �¡«å¤�ª x0. � §¨¦�¦¢ã «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ ©«�¤ � á£�«¨¦ «¦¬
¡ç¡¢¦¬ �¡«�¢�å �§¢ã �¨£¦¤ ¡ã «�¢á¤«à©� �ç¨à �§æ «¦ ©�£�å¦ 0. � �à¤å�
§¦¬ � ��¨á�  � �§ ��« ¡ã �¡«å¤� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ �å¤�  å©� £�  = à t.
�¤ x �å¤�  � �§¦£á¡¨¬¤©� «�ª §¨¦�¦¢ãª �§æ «¦ ©�£�å¦ 0 «æ«� �¬«ã �å¤�  å©�
£�

x(t) = x0 ©¬¤ à t  = à t

�¦ x0 �å¤�  � £���¢ç«�¨� �§¦£á¡¨¬¤©� �§æ «�¤ �â©�  ©¦¨¨¦§å�ª ¡�  ¦¤¦-
£á��«�  §¢á«¦ª «�ª «�¢�¤«é©�àª. �¦ æ¨ ©£� «¦¬ ©¬¤�£ «æ¤¦¬  = à t
¦¤¦£á��«�  á©� ¡�  «¦ à ¡¬¡¢ ¡ã ©¬®¤æ«�«� «�ª «�¢�¤«é©�àª.
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�¨£¦¤ ¡ã «�¢á¤«à©�

� ��¨å¦�¦ª «�ª «�¢�¤«é©�àª �å¤�  å©� £� � = 2π/à. �¨á�£�«   ©®ç� 
� ©®â©�

x(t + �) = x0 ©¬¤ à (t + 2π/à) = x0 ©¬¤ (à t + 2π) = x0 ©¬¤ à t = x(t)

� �ç¤�£� §¦¬ �¥�©¡�å«�  é©«� «¦ ©é£� ¤� �¡«�¢�å £ � «â«¦ � ¡å¤�©�
�å¤� 

F = m
d2x

d t2
= −mà2x0 ©¬¤ à t = −mà2x

�¦ �¨¤�« ¡æ ©�£�å¦ ©�£�å¤�  æ«  � �ç¤�£� �å¤�  �¤«å��«� «�ª �§¦£�¡¨ç¤©�àª
¡�  �§¦£â¤àª «�å¤�  ¤� �§�¤�â¨�  «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ ©«� �â©�  ©¦¨¨¦§å�ª.

� �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª £ �ª «â«¦ �ª «¨¦® áª �å¤� 

�x + à2x = 0

� �ç¤�£� �å¤�  �©«¨æ� ¢� ¡�  «¦ �¬¤�£ ¡æ �¨å©¡�«�  �¤ ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£�
«�¤ �ç¤�£�. �¡«�¢¦ç£� «�¤ ¦¢¦¡¢ã¨à©� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

V (x) = −
∫

F (x)dx =
1
2
mà2x2

� �â©� �¬©«��¦çª  ©¦¨¨¦§å�ª «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ �å¤�  «¦ ©�£�å¦ x =
0 æ§¦¬ � �¬¤�£ ¡ã �¤â¨�� � �å¤�«�  �¢á® ©«�. �¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤� 
©¬¤«�¨�« ¡æ ¡�  � �¤â¨�� � �å¤�  £å� ©«���¨á «�ª ¡ ¤ã©�àª. � �¤â¨�� �
�å¤�  «¦ á�¨¦ ©£� «�ª ¡ ¤�« ¡ãª ¡�  «�ª �¬¤�£ ¡ãª �¤â¨�� �. �¨å©¡¦¬£�

� =
1
2
m

(
dx

d t

)2

+
1
2
mà2x2

�¤ ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à �¥å©à©� �� �¨¦ç£� §á¢  «�¤ �¥å©à©�
«�ª «¨¦® áª. �ç¤¦¬£� «�¤ �¥å©à©� àª §¨¦ª «�¤ «�®ç«�«� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

dx

d t
= ±

√
2
m

(
E − 1

2
mà2x2

)
= ±

√
2E

m

(
1− mà2

2E
x2

)

�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «�¤ �¥å©à©� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

t = ±
∫

dx√
2E
m

(
1− mà2

2E x2
) = ± 1

à

∫ d

(√
mà2

2E x

)

√(
1− mà2

2E x2
)
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= ± 1
à

«¦¥©¬¤

(√
mà2

2E
x

)
+ C

� �¢â�¦¬£� «¦¤ ®¨æ¤¦ â«©  é©«� ¦  ©«���¨á ¤� £���¤å��«� . �ç¤¦¬£� «�¤
�¥å©à©� àª §¨¦ª x ¡�  §�å¨¤¦¬£�

x = x0 ©¬¤ à t æ§¦¬ x0 =
√

2E

mà2

� ¢ç©� �å¤�  ¬© ¡á æ£¦ � £� «�¤ �¨® ¡ã. ��é æ£àª «¦ §¢á«¦ª «�ª «�¢�-
¤«é©�àª �å¤�«�  ©�¤ ©¬¤á¨«�©� «�ª �¤â¨�� �ª.

�¬¤ã�àª �¨á¦¬£� «�¤ �¤â¨�� � ©�¤ ©¬¤á¨«�©� «�ª ¦¨£ãª §�¨á «�ª
«�®ç«�«�ª. �¤ ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ â¡¨�©� ¬ = p/m â®¦¬£�

� =
p2

2m
+

1
2
mà 2x2 =⇒ p2

(√
2mE

)2 +
x2

(√
2E

mà2

)2 = 1
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�®ã£� 3.2
�¨� ¡ã §�¨á©«�©� «¨ é¤ �¨£¦¤ ¡é¤ «�¢�¤«à«é¤ ©«¦ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤

� �¨� ¡ã §�¨á©«�©� «�ª ©®â©�àª �¬«ãª ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤ �å¤� 
£å� â¢¢� ¯�. � � � á¦¨�ª « £âª « ª �¤â¨�� �ª §�å¨¤¦¬£� ¦£æ¡�¤«¨�ª �¢¢�å-
¯� ª. �  �£ á¥¦¤�ª ¡�  «¦ �£���æ¤ «à¤ �¢¢�å¯�à¤ �¬«é¤ �å¤� 

a =
√

2E

m
b =

√
2E

mà2 =
a

à
�£� = πab = π

2E

mà
= πx2

0à

�§¦�â«¦¬£� æ«  â®¦¬£� ¤� ¢ç©¦¬£� «¦ �¡æ¢¦¬�¦ §¨æ�¢�£� �¨® ¡é¤
« £é¤

�x + à2x = 0 _x(0) = v0 x(0) = x0
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�§¦©��¤¤¬£â¤� «�¢á¤«à©�

� � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� â®�  �ç¦ �¤�¥á¨«�«�ª ¢ç©� ª

x1 = ©¬¤ à t x2 = �£ à t

�  ¢ç©� ª �¬«âª �å¤�  �¤�¥á¨«�«�ª � �«å � ¦¨å�¦¬©�
∣∣∣∣
x1 x2
x′1 x′2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

©¬¤ à t �£ à t
−à �£ à t à ©¬¤ à t

∣∣∣∣ = à

�å¤�  � �¦¨�« ¡ã �§æ «¦ £��â¤. �§¦£â¤àª � ��¤ ¡ã ¢ç©� �å¤�  â¤�ª �¨�££ -
¡æª ©¬¤�¬�©£æª �¬«é¤ «à¤ �ç¦ £�¨ ¡é¤ ¢ç©�à¤

x(t) = A ©¬¤ à t + B �£ à t

�� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «é¨� « ª ©«���¨âª � ¡�  � â«©  é©«� ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç-
¤«�  ¦  �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª. ��®¦¬£�

x(0) = A = x0

�§¦£â¤àª � ©«���¨á � �å¤�  å©� £� «�¤ �¨® ¡ã �â©� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬. �
��ç«�¨� ©«���¨á ¬§¦¢¦�å��«�  �§æ «�¤ �¨® ¡ã «�®ç«�«�. �¨å©¡¦¬£�

_x(0) = (−Aà �£ à t + Bà ©¬¤ à t)t=0 = �à = v0 =⇒ � = v0/à

��¨� � ¢ç©� «�ª �¥ ©é©�àª §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å ¡�  « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª �å¤� 

x(t) = x0 ©¬¤ à t +
v0

à
�£ à t

��¤� §¨æ�¢�£� ©«�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã �� ¢â£� æ«  â®�  ¢¬��å ¡� 
�§¦£â¤àª «¦ ©ç©«�£� �å¤�  §¢ã¨àª ¦¨ ©£â¤¦ �¤ ¥â¨¦¬£� «�¤ �â©� «¦¬ ¡�  «�¤
«�®ç«�«� «¦¬ (ã ©¬¤��â©«�¨� «�¤ �â©� ¡�  «�¤ ¦¨£ã «¦¬) � � ¡á�� ®¨¦¤ ¡ã
©« �£ã. � �â©� ¡�  � «�®ç«�«� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª §¦¬ ¢ç¤¦¬£� ��é �å¤¦¤«� 
�§æ « ª ©®â©� ª

x(t) = x0 ©¬¤ à t +
v0

à
�£ à t, v(t) = v0 ©¬¤ à t− x0à �£ à t

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � �¤â¨�� � �å¤�  ©«���¨ã àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦. �¨á�£�« 

� =
1
2
mv2 +

1
2
mà2x2 =

1
2
m

(
x0 ©¬¤ à t +

v0

à
�£ à t

)2
+

+
1
2
mà2 (v0 ©¬¤ à t− x0à �£ à t)2 =

1
2
mv2

0 +
1
2
mà2x2

0 = E0
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3.2 �§¦©��¤¤¬£â¤� «�¢á¤«à©�
�� ��à¨ã©¦¬£� «é¨� æ«  ¬§á¨®�  £ � �¡æ£� �ç¤�£� §¦¬ �¤« �¨á ©«� ¡å-

¤�©� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬. �«�¤ §¨á¥� «â«¦ �ª �¬¤á£� ª ¬§á¨®¦¬¤ §á¤«� ¡�  �
«�¢á¤«à©� ���£ �å� ©�ã¤�  £� �§¦«â¢�©£� «�¢ ¡á «�¤  ©¦¨¨¦§å� «¦¬ ©¬©«ã-
£�«¦ª. ��¤� §�¨á�� �£� �§¦©��¤¤¬£â¤�ª «�¢�¤«é©�àª �å¤�  � ¡å¤�©� �¤æª
�¡¡¨�£¦çª ©«¦¤ �â¨� æ§¦¬ ¬§á¨®�  � ��¨¦�¬¤�£ ¡ã «¨ �ã. �¨¦�¤éª £ �
«â«¦ � �ç¤�£� �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ «�®ç«�«� ¡�  àª �¡ «¦ç«¦¬ ��¤ §¨¦â¨®�«� 
�§æ ¡�¤â¤� �¬¤�£ ¡æ. � �¤â¨�� � ��¤ �å¤�  £ � ©«���¨á «�ª ¡ ¤ã©�àª �¢¢á
�¢�««é¤�«�  £� «¦¤ ®¨æ¤¦. � �¤â¨�� � §¦¬ ®á¤�«�  £�«�«¨â§�«�  ©¬¤ã�àª
©� ��¨£æ«�«�.

�§¦�â«¦¬£� æ«  � «¨ �ã �å¤�  �¤á¢¦�� «�ª «�®ç«�«�ª T = −c¬. �
�¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª ©«�¤ §¨¦¡�å£�¤� §�¨å§«à©� �å¤� 

m
d2x

d t2
+ mà2x = −c

(
dx

d t

)

�¨á¦¬£� «�¤ �¥å©à©� ©«�¤ £¦¨ã

d2x

d t2
+ 2¨

dx

d t
+ à2x = 0 æ§¦¬ ¨ =

c

2m

�§¦�â«¦¬£� �§å©�ª æ«   ©®ç¦¬¤ ¦  �¡æ¢¦¬��ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª

x(0) = x0 _x(0) = ¬0

� �¥å©à©� �å¤�  £ � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� �¨�££ ¡ã ¦£¦��¤ãª £� ©«���-
¨¦çª ©¬¤«�¢�©«âª. �â«¦ �ª � �¦¨ ¡âª �¥ ©é©� ª ¦§¦ �©�ã§¦«� «á¥�àª ¢ç-
¤¦¤«�  àª �¥ãª

�â«¦¬£� ¢ç©� ª «�ª £¦¨ãª x = er t æ§¦¬ r �å¤�  £å� ¡�«á¢¢�¢� ©«�-
��¨á §¦¬ §¨â§�  ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£�. �  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª �å¤�   � ¦� �¤ç©£�«�
«à¤ � �¦¨ ¡é¤ «�¢�©«é¤ dn/d tn £�  � ¦« £âª rn. ��¢��ã

dn

d tn
er t = rner t

��«©  � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� £�«�«¨â§�«�  ©� £ � �¢���¨ ¡ã �¥å©à©� £� á�¤à-
©«¦ «¦ r §¦¬ ¢ç¤�«�  �ç¡¦¢�.
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�§¦©��¤¤¬£â¤� «�¢á¤«à©�

� ©á�¦¬£� «�¤ ¢ç©� x = er t ©«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  â®¦¬£�

r2er t + 2¨rer t + à2r2er t = 0 =⇒ r2 + 2¨r + à2 = 0

� �¢���¨ ¡ã �¥å©à©� â®�  �ç¦ ¢ç©� ª

r1 = −¨ +
√

¨2 − à2 ¡�  r2 = −¨−
√

¨2 − à2

�¤á¢¦�� £� «�¤ « £ã «¦¬ ¨ ¦  �ç¦ �¬«âª ¨å��ª �å¤�  §¨��£�« ¡âª ¡�  á¤ ©�ª ã
£ ��� ¡âª ¡�  ©¬�¬��åª ã §¨��£�« ¡âª ¡�  å©�ª. � �¡¨å¤¦¬£� « ª �¥ãª «¨� ª
§�¨ §«é©� ª �¤á¢¦�� £� «¦ �å�¦ª «à¤ ¨ �é¤ «¦¬ «¨ à¤ç£¦¬.

�«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ ¦  ¨å��ª �å¤�  á¤ ©�ª r1 6= r2 «æ«� ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª
x1 = er1t ¡�  x2 = er1t �å¤�  �ç¦ �¤�¥á¨«�«�ª  � ¦¢ç©� ª «�ª � �¦¨ ¡ãª
�¥ ©é©�àª ¡�  � ��¤ ¡ã ¢ç©� �å¤�  â¤�ª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ �ç¦
�¬«é¤ ¢ç©�à¤.

x(t) = C1e
r1t + C2e

r2t

��¨å§«à©� 1. �©��¤ãª �§æ©��©�
�¤ ¨2 < à2 «æ«� ¦  ¢ç©� ª �å¤�  ©¬�¬��åª £ ��� ¡âª.
�¤ �â©¦¬£� ¢ =

√
à2 − ¨2 ∈ < � ��¤ ¡ã ¢ç©� �¨á�«� 

x(t) = C1e
(−¨+i¢)t + C2e

(−¨−i¢)t = e−¨ t
(
C1e

i¢t + C2e
−i¢t

)

� ¢ç©� �¬«ã �å¤�  £ � £ ��� ¡ã ©¬¤á¨«�©�. � � á¢¢� ¢ç©� «�ª � �¦¨ ¡ãª
�¥ ©é©�àª �å¤�  «�ª £¦¨ãª

x(t) = e−¨t (A ©¬¤ ¢t + B �£ ¢t)

§¦¬ �å¤�  £ � §¨��£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©�.
�� §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� « ª ©«���¨âª �§æ « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦¬ §¨¦�¢ã-

£�«¦ª. ��®¦¬£�

x(0) =
[
e−¨t (A ©¬¤ ¢t + B �£ ¢t)

]
t=0 = A = x0

_x(0) =
[−¨e−¨t (A ©¬¤ ¢t + B �£ ¢t) + e−¨t (−¢A �£ ¢t + B¢ ©¬¤ ¢t)

]
t=0 =

−¨� + ¢� = v0
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�  �ç¦ §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª �å¤�  ©ç©«�£� �ç¦ �¥ ©é©�à¤ £� �ç¦ ��¤é©«¦¬ª
« ª ©«���¨âª � ¡�  �. � ¢ç©� «¦¬ �å¤� 

� = x0 B =
1
¢

(v0 + ¨�)

��«á ©¬¤â§� � � ¢ç©� «�ª � �¦¨ ¡ãª �¥ ©é©�àª §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å ¡�  « ª �¨-
® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª �å¤� 

x(t) = e−¨t

(
x0 ©¬¤ ¢t +

v0 + ¨x0

¢
�£ ¢t

)
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�®ã£� 3.3
�§¦©��¤¬£â¤¦ª �¨£¦¤ ¡æª «�¢�¤«à«ãª £� £ ¡¨ã �§æ©��©�

�«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã � �§æ©��©� �å¤�  £ ¡¨ã ¡�  â«©  �å¤¦¤«�  «�¢�-
¤«é©� ª �ç¨à �§æ «¦ ©�£�å¦ x = 0 «�ª �¬©«��¦çª  ©¦¨¨¦§å�ª. � §�¨å¦�¦ª
«�ª «�¢�¤«é©�àª �å¤�  � = 2π/¢. �¦ §¢á«¦ª æ£àª «�ª «�¢�¤«é©�àª ¢æ�à
«¦¬ æ¨¦¬ e−¨ t �¢�««é¤�«�  £� «¦¤ ®¨æ¤¦ ¡�  «�¢ ¡á £���¤å��«� .

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� §æ©¦ �¢�««é¤�«�  «¦ §¢á«¦ª ¡�«á «�¤ � á¨¡� �
£ � §�¨ æ�¦¬. ��¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t «¦ §¢á«¦ª «�ª «�¢�¤«é©�àª �å¤�  x(t)
¡�  «�¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t+ � £�«á �§æ £å� §�¨å¦�¦ �å¤�  x(t+ �). � ¢æ�¦ª
�¬«é¤ «à¤ �ç¦ « £é¤ ¦¤¦£á��«�  ¢æ�¦ª �§¦©�â©�àª. ��£àª â®¦¬£�

x(t + �) = e−¨(t+�) (©¬¤ (¢(t + �)) + �£ (¢(t + �))) =

= e−¨�e−¨t (©¬¤ (¢t) + B �£ (¢t)) =e−¨�x(t)

104



�§¦©��¤¤¬£â¤� «�¢á¤«à©�

�§¦£â¤àª ¦ ¢æ�¦ª �§¦©�â©�àª �å¤�  e¨� ¡�  �å¤�  ©«���¨æª àª §¨¦ª «¦¤
®¨æ¤¦. � �¡�â«�ª ¨� ¦¤¦£á��«�  ¢¦��¨ �£ ¡ã £�åà©�.

��¨å§«à©� 2. �©®¬¨ã �§æ©��©�
�¤ ¨2 > à2 ¦  �ç¦ ¨å��ª «¦¬ «¨¬à¤ç£¦¬ �å¤�  §¨��£�« ¡âª ¡�  �¨¤�« ¡âª

¡�  á¤ ©�ª r1 < r2 < 0. ��®¦¬£�  ©®¬¨ã �§æ©��©�. �¦ ©ç©«�£� £�«á �§æ
¡á§¦ ¦ ®¨¦¤ ¡æ � á©«�£� t →∞ �§ ©«¨â�  ©«�¤ �â©�  ©¦¨¨¦§å�ª x = 0.
� ¡å¤�©� ��¤ �å¤�  §�¨ ¦� ¡ã.

� ��¤ ¡ã ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤� 

x(t) = c1e
r1t + c2e

r2t

� � ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤«�  ¡�  ¦  �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª, ¦  ©«���¨âª c1 ¡�  c2, §¨â§� 
¤� �å¤�  ¢ç©� ª «¦¬ §�¨�¡á«à �¨�££ ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª.

c1 + c2 = x0 r1c1 + r2c2 = ¬0

� ¢ç©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤� 

c1 =
x0r2 − v0

r2 − r1
c2 = −x0r1 − v0

r2 − r1

��¢ ¡á � ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å ¡�  « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª
�å¤� 

x(t) =
x0r2 − v0

r2 − r1
er1t − x0r1 − v0

r2 − r1
er2t

� £���¢ç«�¨� « £ã §¦¬ £§¦¨�å ¤� §á¨�  � ©¬¤á¨«�©� �¬«ã �å¤�  £�«á
�§æ ®¨æ¤¦ t£�� §¦¬ �å¤�  ¢ç©� «�ª �¥ ©é©�àª dx/dt = 0. �¨å©¡¦¬£�

dx

dt
= r1c1e

r1t + r2c2e
r2t = 0

� ¢ç©� «�ª �¥ ©é©�àª �å¤�  «¦¤ ��«¦ç£�¤¦ ®¨æ¤¦.

t£�� =
1

r2 − r1
ln
−c1r1

c2r2
=

1
r2 − r1

ln
r1

r2

v0 − x0r2

v0 − x0r1

� �¥å©à©� â®�  £ � ¢ç©�. �¤ � �¨® ¡ã « £ã «�ª «�®ç«�«�ª �å¤�  £��â¤
v0 = 0 � « £ã «¦¬ t£�� �å¤�  å©� £� «¦ £��â¤ ¡�  �§¦£â¤àª x£�� = x0.
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��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ §¦¬ �ã¤�«�  �§æ «�¤ �â©� «�ª £â� ©«�ª �§¦£�¡¨ç¤©�àª
x = x0, �§ ©«¨â�  ©«¦ ©�£�å¦  ©¦¨¨¦§å�ª x = 0 £�«á �§æ ¡á§¦ ¦ ®¨¦¤ ¡æ
� á©«�£� ®à¨åª ¤� «¦ ¥�§�¨á©� .
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�®ã£� 3.4
�§¦©��¤¬£â¤¦ª «�¢�¤«à«ãª. �¨å© £� ¡�   ©®¬¨ã �§æ©��©�

��¨å§«à©� 3. �¨å© £� �§æ©��©�
�¤ ¦  ¨å��ª «¦¬ «¨¬à¤ç£¦¬ �å¤�  å©�ª r1 = r2 = −¨ «æ«� â®¦¬£� �¨� 

£æ¤¦ £å� ¢ç©� «�ª � �¦¨ ¡ãª �¥ ©é©�àª «�¤ e−¨t. � � ��ç«�¨� �¤�¥á¨«�«�
¢ç©� «�ª � �¦¨ ¡ãª �¥ ©é©�àª �å¤�  � te¨t ¡�  �§¦£â¤àª � ��¤ ¡ã ¢ç©�
�å¤� 

x(t) = (� + �t)e−¨t

æ§¦¬ ¦  ©«���¨âª �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

� = x0 � = ¬0 + ¨x0

é©«� ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤«�  ¡�  ¦  �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª. �§¦£â¤àª � ¢ç©� «¦¬
§¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤� 

e−¨t (x0 + t(x0¨ + v0))

��¤ ¢ç©� �¬«ã £§¦¨¦ç£� ¤� «�¤ �¨¦ç£� ¡�  �§æ «�¤ ¢ç©� «¦¬ §¨¦��¦ç£�¤¦¬
§¨¦�¢ã£�«¦ª �¤ §á¨¦¬£� «¦ æ¨ ¦ � � r2 → r1.

� ¡å¤�©� �å¤�  §á¢  £� §�¨ ¦� ¡ã. �¤ «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ ����å �§æ «�¤
�â©� x = x0 ®à¨åª �¨® ¡ã «�®ç«�«� «æ«� �� �§ ©«¨â¯�  ©«�¤ �â©�  ©¦¨¨¦-
§å�ª, § ¦ �¨ã�¦¨� �§æ «�¤ §¨¦��¦ç£�¤� §�¨å§«à©�, ®à¨åª ¤� «�¤ ¥�§�¨á©� 

3.3 �¥�¤��¡�©£â¤� «�¢á¤«à©�
�á¤ ©«� §¨¦��¦ç£�¤� ©¬©«ã£�«� «à¤ �¨£¦¤ ¡é¤ «�¢�¤«à«é¤ �§ �¨á-

©�  �§å §¢â¦¤ ¡�  £ � �¥à«�¨ ¡ã �ç¤�£� §¦¬ �å¤�  ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ®¨æ¤¦¬

106



�¥�¤��¡�©£â¤� «�¢á¤«à©�

«æ«� â®¦¬£� £ � �¥�¤��¡�©£â¤� «�¢á¤«à©�. � � �¤� �â¨¦¬©� §�¨å§«à©�
�å¤�  �¡�å¤� §¦¬ � �¥à«�¨ ¡ã �ç¤�£� �å¤�  §�¨ ¦� ¡ã §�¨ æ�¦¬ � «�ª £¦¨ãª
f0 �£ �t ã f0cos�t.

� � ¤� �¤« £�«à§å©¦¬£� ¡�  « ª �ç¦ §�¨ §«é©� ª £��å �� ��à¨ã©¦¬£�
£ � �¥à«�¨ ¡ã �ç¤�£� «�ª £¦¨ãª ei�t. � ¢ç©� «�ª � �¦¨ ¡ãª �¥ ©é©�àª
�� �å¤�  £ � £ ��� ¡ã ©¬¤á¨«�©�. �¦ §¨��£�« ¡æ £â¨¦ª «�ª ¢ç©�àª �� �å¤� 
� ¢ç©� «�ª §�¨ §«é©�àª §¦¬ � �¥à«�¨ ¡ã �ç¤�£� �å¤�  �¤á¢¦�� «¦¬ ©¬¤�£ -
«æ¤¦¬ ¡�  «¦ �¤«�©« ¡æ � §�¨å§«à©� «¦¬ �£ «æ¤¦¬

�¤ �§¢¦§¦ ã©¦¬£� �§¦¬© é��ª §�¨�£â«¨¦¬ª � �¥å©à©� «�ª ¡ ¤ã©�àª
«¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤� .

�x + 2¨ _x + à2x = f0e
i�t = f0 (©¬¤ �t + i �£ �t)

� � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� �å¤�  �¨�££ ¡ã £� ¦£¦��¤ãª. � ��¤ ¡ã ¢ç©� �å¤� 
«¦ á�¨¦ ©£� «�ª ¢ç©�àª «�ª ¦£¦��¤¦çª ¡�  £ �ª £�¨ ¡ãª ¢ç©�àª «�ª £�
¦£¦��¤¦çª. � ¢ç©� «�ª ¦£¦��¤¦çª §�¨ â®�  ¡�  « ª �ç¦ �¬��å¨�«�ª ©«���¨âª
¡�  �§¦£â¤àª §�¨ â®�  « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª. ��¤ ¦£¦��¤ã
�¥å©à©� «�¤ â®¦¬£� ¢ç©�  ©« ª §¨¦��¦ç£�¤�ª §�¨��¨á¦¬ª. �� �¨¦ç£� £ �
£�¨ ¡ã ¢ç©�.

�§¦�â«¦¬£� æ«  � £�¨ ¡ã ¢ç©� �å¤�  «�ª £¦¨ãª x£ = Bei�t ¡�  ��
§¨¦©� ¦¨å©¦¬£� «�¤ ©«���¨á �. �¤« ¡�� ©«¦ç£� «�ª ¢ç©� ©«�¤ � �¦¨ ¡ã
�¥å©à©� �§¢¦§¦ ¦ç£� ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¢ ¡á

B =
f0

à2 − �2 + 2i¨�
= f0

à2 − �2 − 2i¨�
(à2 − �2)2 + 4¨2�2

��¨�«�¨¦ç£� æ«  æ«�¤ ��¤ ¬§á¨®�  «¨ �ã ¨ = 0 «æ«� «¦ §¢á«¦ª �
«�ª £�¨ ¡ãª ¢ç©�àª £���¢é¤�  �§�¨ æ¨ ©«� æ©¦ «¦ � §¢�© á��  «�¤ « £ã à.
�¦ � ¤æ£�¤¦ ¦¤¦£á��«�  ©¬¤«¦¤ ©£æª. ��«�¤ � = à «¦ §¢á«¦ª �å¤�«� 
á§� ¨¦ ¡�  §¨â§�  ¤� �¤���«ã©¦¬£� á¢¢� £�¨ ¡ã ¢ç©�.

�¤« �â«àª æ«�¤ ¬§á¨®�  �§æ©��©� ¨ æ©¦ £ ¡¨ã ¡�  �¤ �å¤�  «¦ §¢á«¦ª
�å¤�«�  £��á¢¦ � � � → à �¢¢á ��¤ �§� ¨å��«� .

��¨�«ã¨�©�: � ��¤ ¡ã ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª «¦¬ �§¦©��¤¤¬£â¤¦¬
�¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã £� �¥à«�¨ ¡ã �ç¤�£� �å¤� 

x = e−¨tx1 + Bei�t

� §¨é«¦ª æ¨¦ª §�¨ â®�  «¦¤ §�¨á�¦¤«� e−¨t ¡�  £�«á �§æ â¤� ®¨¦¤ ¡æ
� á©«�£� ¦ æ¨¦ª �¬«æª §¦¬ §�¨ â®�  ¡�  « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª £���¤å��«� .
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��¢��ã £�«á �§æ â¤� £��á¢¦ ®¨¦¤ ¡æ � á©«�£� ¦  �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª ��¤
§�å�¦¬¤ ¡�¤â¤� ¨æ¢¦ ©«�¤ �¥â¢ ¥� «¦¬ � ¤¦£â¤¦¬.

�� �¨¦ç£� «é¨� £ � £�¨ ¡ã ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�-
¢�¤«à«ã ®à¨åª «¨ �ã æ«�¤ � = à ¡�  � �¥à«�¨ ¡ã �ç¤�£� �å¤�  å©� £�

f = f0e
ià t

�§¦�â«¦¬£� æ«  � £�¨ ¡ã ¢ç©� â®�  «�¤ £¦¨ã x£ = �teiàt. �¤« ¡�� ©«¦ç£�
«�¤ ¢ç©� �¬«ã ©«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  �¨å©¡¦¬£� «¦ �. ��®¦¬£�

d2

dt2
�teiàt +à2�teiàt = 2ià�eiàt−à2�teiàt +à2�teiàt = 2ià�eiàt = f0e

iàt

¦§æ«� � = f0/2ià� ¡�  � ��«¦ç£�¤� £�¨ ¡ã ¢ç©� �å¤� 

x£ = −i
f0

2à
teiàt

� � §�¨á�� �£� �¨á¦¬£� § ¦ ¡á«à «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� �¤æª �¨£¦¤ ¡¦ç
«�¢�¤«à«ã £� �¥à«�¨ ¡ã �ç¤�£� ¡�  «� ��¤ ¡ã ¢ç©� «�ª

�x + à2x = f0 ©¬¤ à t x(t) = x0 ©¬¤ à t +
2¬0 + f0t

2à
�£ à t
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�©¡ã©� ª

�©¡ã©� ª

��©¡�©� 3.1
��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ £á��ª m �å¤�  ¡¨�£�©£â¤¦ �§æ â¤� ©�£�å¦ � £� â¤�

���¨âª ¤ã£� £ã¡¦¬ª l. �¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ �§¦£�¡¨ç¤�«�  ¢å�¦ �§æ «¦ ¡�«é-
«�«¦ ©�£�å¦ �¬©«��¦çª  ©¦¨¨¦§å�ª ¡�  �ã¤�«�  ¤� ¡ ¤���å ¬§æ «�¤ �§å�¨�©�
«¦¬ �á¨¦¬ª «¦¬. �� £�¢�«���å � ¡å¤�©� ©«¦ ¡�¤æ. �� ¢á��«� ¬§æ¯� «�¤
§�¨ ©«¨¦ã «�ª ��ª (�¡¡¨�£âª �¦¬¡é).
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�®ã£� 3.5
�¦ �§¢æ �¡¡¨�£âª

�ç©�: �¤¦£á�¦¬£� � «� �à¤å� «¦¬ ¤ã£�«¦ª £� «�¤ ¡�«�¡æ¨¬¦ ¡� 
x «�¤ ¡á��«¦ �§æ©«�©� «�ª £á��ª �§æ «�¤ ¡�«�¡æ¨¬¦. ��®¦¬£� æ« 

x = l �£ �

�¤�¢ç¦¬£� «¦ �á¨¦ª «¦¬ ©é£�«¦ª � = mg ©� �ç¦ ©¬¤ ©«é©�ª. �å� ¡�«á
«�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ ¤ã£�«¦ª ¡�  £å� ¡á��«¦ §¨¦ª �¬«ã. � ��ç«�¨� �ç¤�£�
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�å¤� 
F = mg �£ �

¡�  �å¤�  �¬«ã §¦¬ ¡ ¤�å «�¤ £á��, �¤é � §¨é«�  ©¦¨¨¦§�å �§æ «�¤ «á©� «¦¬
¤ã£�«¦ª. � ¡å¤�©� �å¤�«�  ©� â¤� �§å§��¦ §¦¬ §�¨ â®�  «�¤ ¡�«�¡æ¨¬¦.

� �§ «á®¬¤©� àª �¤à©«æ �¤�¢ç�«�  ©� �ç¦ ©¬¤ ©«é©�ª £å� ��§«¦£�-
¤ ¡ã «�ª «¨¦® áª å©� £� d2s/dt2 ¡�  £å� ¡�¤«¨¦£æ¢¦. � ¡�¤«¨¦£æ¢¦ª  ©¦¨-
¨¦§�å �§æ «�¤ «á©� «¦¬ ¤ã£�«¦ª �¤é � �§ «¨æ® ¦ª �å¤�  å©� £� «�¤ �ç¤�£�
§¦¬ ¡ ¤�å «�¤ £á��. ��®¦¬£�

m
d2s

dt2
= −mg �£ �

�§� �ã �§å §¢â¦¤ s = l� �¨å©¡¦¬£� «�¤ �¥å©à©� «�ª ¡ ¤ã©�àª «¦¬ �¡¡¨�£¦çª

�� + à2 �£ � = 0 à =
√

g

l

� � £ ¡¨âª �à¤å�ª £§¦¨¦ç£� ¤� �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� «¦ �£ � £� «¦ � ¡� 
¤� �¨á¯¦¬£� «�¤ �¥å©à©�

�� + à2� = 0

�¦ §¨æ�¢�£� â®�  ¢¬��å ¡�  � ¢ç©� §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å ¡�  « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª
�(0) = �0, ¡�  _�(0) = _�0 �å¤� 

�(t) = �0 ©¬¤ à t +
_�0

à
�£ à t

�å¤�  ��¢��ã £ � �¨£¦¤ ¡ã ¡å¤�©� £� §�¨å¦�¦ T = 2π
√

l
g �¤�¥á¨«�«� «�ª

£á��ª «¦¬ ©é£�«¦ª.
�� ¢ç©¦¬£� «é¨� «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� «�ª ¡ ¤ã©�àª � � ¦§¦ ��ã§¦«�

�à¤å�. � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ��¤ §�¨ â®�  �¤�¢¬« ¡á «�¤ £�«��¢�«ã t ¡� 
«â«¦ �ª �¥ ©é©� ª £§¦¨¦ç£� ¤� ¬§¦� �á©¦¬£� «�¤ «á¥� «¦¬ ¡�«á â¤� �¤ ��-
à¨ã©¦¬£� ©�¤ á�¤à©«� ©¬¤á¨«�©� «�¤ _� ¡�  £�«��¢�«ã «�¤ ©¬¤á¨«�©� �.
�â«¦¬£� _� = u(�) ¡�  â®¦¬£�

d2�
dt2

=
du

dt
=

du

d�
d�
dt

= u
du

d�
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� �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª �å¤�«� 

u
du

d�
+ à2 �£ � = 0

� �¥å©à©� �¬«ã �å¤�  £ � �¥å©à©� §¦¬ £§¦¨¦ç£� ¤� � �®à¨å©¦¬£� « ª £�«�-
�¢�«âª u ¡�  � ¡�  ¤� ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£�. �¨å©¡¦¬£�

udu = −à2 �£ �d� =⇒ 1
2
u2 = à2 ©¬¤ � + c

� ©«���¨á ¬§¦¢¦�å��«�  �§æ « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª.
� � ¤� �§¢¦§¦ ã©¦¬£� « ª �¡¨á©� ª ��à¨¦ç£� « ª �¥ãª �¨® ¡âª ©¬¤�ã-

¡�ª. � � t = 0 «æ«� � = �0 ¡�  _� = u = 0 �§¦£â¤àª c = −à2 ©¬¤ �0
¡�  � ¢ç©� §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å ¡�  « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª �å¤� 

u =
√

2à
√

©¬¤ �− ©¬¤ �0

�å� �¡æ£� ¦¢¦¡¢ã¨à©� �å¤�  «�¢ ¡á «�¤ ¢ç©�. ��®¦¬£�

u =
d�
dt

=
√

2à
√

©¬¤ �− ©¬¤ �0 =⇒ t =
1√
2à

∫
d�√

©¬¤ �− ©¬¤ �0

�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�  â¤� �¢¢� §« ¡æ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ¡�  ��¤ £§¦¨�å ¤� ¢¬��å
�¡¨ �éª £� ©«¦ ®� é��ª ©¬¤�¨«ã©� ª.

� §�¨å¦�¦ª «¦¬ �¡¡¨�£¦çª �å¤� 

� =
4√
2à

∫ �0

0

d�√
©¬¤ �− ©¬¤ �0

�� «�¤ �¦ã�� � «�ª «�¬«æ«�«�ª cos� = 2 �£ �/2 − 1 ¡�  £� «¦¤ £�«�-
©®�£�« ©£æ �£ �/2 = �£ �0/2 �£ , � §�¨�§á¤à �¥å©à©� «�¢ ¡á �å¤�«� 

� =
4
à

∫ π/2

0

d√
1− k2 �£2 

k = �£ �0/2

�� �¨¦ç£� £ � §¨¦©��� ©« ¡ã â¡¨�©� «¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª. �¨�© £¦-
§¦ ¦ç£� «�¤ �¡æ¢¦¬�� �¤á¢¬©� ©� ©� ¨á �â�¢¦¨

(1 + x)a = 1 + ax +
a(a− 1)

2!
x2 +

a(a− 1)(a− 2)
3!

x3 + · · · |x| < 1
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¡�  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 

� =
4
à

∫ π/2

0
d

(
1 +

1
2
k2 �£2  +

1 · 3
2 · 4k4 �£4  +

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6k6 �£6  + · · ·

)

�¡«�¢¦ç£� «�¤ ¦¢¦¡¢ã¨à©� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

� =
2π

à

(
1 +

1
4

�£2 �0

2
+

9
64

�£4 �0

2
+

225
2304

�£6 �0

2
+ · · ·

)

� � £ ¡¨âª �à¤å�ª «� �£å«¦¤� �å¤�  £��â¤ ¡�  � §�¨å¦�¦ª �å¤�  §á¢  � =
2π/à. � � �à¤å� �0 = 5¦ «¦ ©á¢£� «�ª §¨��£�« ¡ãª « £ãª �§æ «�¤ « £ã
� = 2π/à �å¤�  0, 05%.

�� ¢ç©¦¬£� «é¨� «¦ å� ¦ §¨æ�¢�£� � � £ ¡¨âª �à¤å�ª æ§¦¬ �� ¢á�¦¬£�
¬§æ¯� ¡�  «�¤ ¡å¤�©� «�ª ��ª �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� «�ª. � ¡å¤�©� �¤ ��¤¦ã-
©¦¬£� «�¤ ¡�«�¡æ¨¬� ¡å¤�©� ©�¤ §¦¢ç £ ¡¨ã �å¤�«�  ©� â¤� ¦¨ �æ¤« ¦ �§å-
§��¦ xy. � §�¨ ©«¨¦ã «�ª ��ª �å¤�«�  £� ©«���¨ã �à¤ �¡ã «�®ç«�«� ~� «¦
� á¤¬©£� �¬«æ â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ á¥¦¤� §�¨ ©«¨¦ãª. �æ�à §�¨ ©«¨¦-
ãª �£�¤å��«�  � �ç¤�£� �¦¨ æ¢ ª §¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

~F = 2~�×~¬ = 2(�1, �2, �3)× ( _x, _y, 0) = 2(�3 _y,−�3 _x, Fz)

� «¨å«� ©¬¤ ©«é©� «�ª �¬¤á£�àª Fz ��¤ £�ª �¤� �â¨�  ¡�  ��¤ «�¤ �¨á¦¬£�
�¤�¢¬« ¡á. �¦ �3 �å¤�  � � ��à�¨� ¡æ §¢á«¦ª ¢ å©¦ £� � �£ ¢. �§¦£â¤àª
� � «¦¬ª á¥¦¤�ª x ¡�  y â®¦¬£� « ª �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª

�x + à2x = 2�3 _y �y + à2y = −2�3 _x

� ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª �� « ª ¢ç©¦¬£� ¡�  « ª �ç¦ £��å.
�¦¢¢�§¢�© á�¦¬£� «�¤ ��ç«�¨� �¥å©à©� £� «¦ i ¡�  §¨¦©�â«¦¬£� ¡�«á

£â¢�. �â©¦¬£� £�«á z = x + iy ©«�¤ �¥å©à©� ¡�  â®¦¬£�

�z + à2z = −2i�3 _z

� �¥å©à©� §�¨ �¨á�  â¤�¤ �¨£¦¤ ¡æ «�¢�¤«à«ã £� �¤«�©« ¡ã «¨ �ã å©� £�
i�3. �¤ ��à¨ã©¦¬£� «¦ �3 §¦¢ç £ ¡¨æ«�¨¦ �§æ «¦ à, (�3 << à) «æ«� �
¢ç©� �å¤� 

z = x + iy = e−i�3t (A ©¬¤ àt + B �£ iàt)
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¡�  �§¦£â¤àª «¦ §¨��£�« ¡æ £â¨¦ª «�ª ¢ç©�àª �å¤�  «¦ x ¡�  «¦ �¤«�©« ¡æ
«¦ y.

x = (A ©¬¤ àt + B �£ iàt) ©¬¤ �3t y = − (A ©¬¤ àt + B �£ iàt) �£ �3t

�� � �¤¬©£�« ¡ã £¦¨ã â®¦¬£�

~r = x~i + y~j = (A ©¬¤ àt + B �£ iàt)~n æ§¦¬ ~n = �£ �3t~i− ©¬¤ �3t~j

�¦ � á¤¬©£� ~n â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� «�ª «¨¦® áª «¦¬ �¡¡¨�£¦çª �¨å©¡�«� 
��¢��ã §á¤à ©«¦ �§å§��¦ «�ª «¨¦® áª. ��¨� «¦ �§å§��¦ �¬«æ §�¨ ©«¨â�«� 
£� «¦¤ ®¨æ¤¦ æ§àª §�¨ ©«¨â�«�  ¡�  «¦ � á¤¬©£� ~n.

��¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t = 0 «¦ � á¤¬©£� â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ −~j
��¢��ã ��å®¤�  «�¤ �ç©�. ��«á �§æ â¤� ®¨¦¤ ¡æ � á©«�£� �ª §¦ç£� å©¦ £�
t = π/2�3 «æ«� «¦ � á¤¬©£� ~n â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ ~i ��¢��ã ��å®¤�  «¦¤
¤æ«¦. � §�¨ ©«¨¦ã «¦¬ �§ §â�¦¬ �å¤�«�  ¡�«á «�¤ �¤á�¨¦£¦ ¦¨á. �«¦
¤æ« ¦ �£ ©�å¨ ¦ � §�¨ ©«¨¦ã �¬«ã �å¤�«�  ¡�«á «�¤ ¦¨�ã ¦¨á.

�¦ �§å§��¦ «�ª «¨¦® á �¡«�¢�å £ � §¢ã¨� §�¨ ©«¨¦ã £�«á �§æ ®¨æ¤¦

« =
2π

�3
=

2π

� �£ ¢

�� ��à�¨� ¡æ §¢á«¦ª 38¦ � §�¨å¦�¦ª �å¤�  å©� £� « = 40 é¨�ª §�¨å§¦¬.
��¤ £ ¡¨æ«�¨� « £ã «¦ £â���¦ª â®�  �¡¨ �éª §á¤à ©«¦¬ª §æ¢¦¬ª æ§¦¬ ¢ =
π/2 ¡�  « = 2π/� = 24h.

��©¡�©� 3.2
��¤� ©à£�«å� ¦ £á��ª m ¡ ¤�å«�  ©«¦ �§å§��¦ xy. �«¦ ©à£�«å� ¦ ��¨-

£æ��«�  � �ç¤�£� ~F = −kx~i− ky~j. �  �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª
�å¤�  ~r(0) = ~r0 ¡�  ~_r(0) = ~_r0. �� ��å¥�«� æ«  «¦ ©à£�«å� ¦ � ��¨á�  £å�
â¢¢� ¯�.

�ç©�: �  �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª ©«¦¬ª á¥¦¤�ª x ¡�  y �å¤�  �¨£¦¤ ¡¦å
«�¢�¤«à«âª £� ©¬®¤æ«�«� à =

√
k/m. � ¢ç©� ª «à¤ �¥ ©é©�à¤ �¬«é¤ �å¤� 

x = x0 ©¬¤ àt +
_x0

à
�£ àt y = y0 ©¬¤ àt +

_y0

à
�£ àt
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�  �¥ ©é©� ª �¬«âª �å¤�  ¦  §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª ¡�£§ç¢�ª. �� �§�-
¢�å¯¦¬£� «�¤ §�¨á£�«¨¦ t �§æ « ª �¥ ©é©� ª �¬«âª. �ç¤¦¬£� « ª �¥ ©é©� ª
àª §¨¦ª ©¬¤ àt ¡�  �£ àt. �¦ ©ç©«�£� �å¤�  �¨�££ ¡æ. �¨å©¡¦¬£�

©¬¤ àt =
x _y0 − y _x0

x0 _y0 − y0 _x0
�£ àt = à

x0y − y0x

x0 _y0 − y0 _x0

� �¥å©à©� «�ª «¨¦® áª §¨¦¡ç§«�  �§æ «�¤ ©®â©� ©¬¤2 àt + �£2 àt = 1 ¡� 
�å¤�  (

x _y0 − y _x0

x0 _y0 − y0 _x0

)2

+ à2
(

x0y − y0x

x0 _y0 − y0 _x0

)2

= 1 =⇒

x2 (
_y2
0 + à2y2

0
)− 2xy

(
_x0 _y0 + à2x0y0

)
+ y2 (

_x2
0 + à2x2

0
)

= (x0 _y0 − y0 _x0)2

� «¨¦® á �å¤�  £å� ¡à¤ ¡ã «¦£ã. ��¨�«�¨¦ç£� æ« 
(

_x0 _y0 + à2x0y0
)2 − (

_y2
0 + à2y2

0
) (

_x2
0 + à2x2

0
)

= −à2 (x0 _y0 − _x0y0) < 1

¡�  �§¦£â¤àª §¨æ¡� «�  ��¤ ¡á � � â¢¢� ¯�. �¡«æª �¤

x0 _y0 − _x0y0 = 0 =⇒ x0

y0
=

_x0

_y0
= ¢

¦§æ«� x = ¢y ¡�  � «¨¦® á �å¤�  �¬��å�.
� «¨¦® á �å¤�  ¡ç¡¢¦ª �¤

_y2
0 + à2y2

0 = _x2
0 + à2x2

0 =⇒ E =
1
2
m _x2

0 +
1
2
kx2

0 =
1
2
m _y2

0 +
1
2
ky2

0

��©¡�©� 3.3
��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ �¡«�¢�å «�¬«æ®¨¦¤� �ç¦ «�¢�¤«é©� ª. �� �¨���å

� ©¬¤ ©«�£â¤� «�¢á¤«à©� æ«�¤ ¦  �ç¦ «�¢�¤«é©� ª â®¦¬¤ �) � �¦¨�« ¡á
§¢á«�, � �¦¨�« ¡ã á©� ¡�  å©� ©¬®¤æ«�«� ¡�  �) å©� §¢á«� ¡�  � �¦¨�« ¡ã
©¬®¤æ«�«�

�ç©�: �§¦�â«¦¬£� æ«  ¦  «�¢�¤«é©� ª � � «�¤ §�¨å§«à©� �) §�¨ �¨á-
¦¤«�  �§æ « ª ©¬¤�¨«ã©� ª

x1 = A1 ©¬¤ (à t + 1) x1 = A2 ©¬¤ (à t + 2)
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� ©¬¤ ©«�£â¤� «�¢á¤«à©� �å¤�  «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ �¬«é¤.

x(t) = x1(t) + x2(t) = A1 ©¬¤ (à t + 1) + A2 ©¬¤ (à t + 1)

�¤�¢ç¦¬£� «� ©¬¤�£å«¦¤� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

x(t)=A1 (©¬¤ à t ©¬¤ 1 − �£ à t �£ 1)+A2 (©¬¤ à t ©¬¤ 2 − �£ à t �£ 2)=

= B1 ©¬¤ à t−B2 �£ à t

æ§¦¬ â®�  «���å

�1 = �1 ©¬¤ 1 + �2 ©¬¤ 2 �2 = �1 �£ 1 + �2 �£ 2

��¤ ©®â©� �¬«ã �â¢¦¬£� ¤� «�¤ �¨á¯¦¬£� £� «�¤ £¦¨ã

x(t) = A ©¬¤ (à t + )

�¤�¢ç¦¬£� «¦ ©¬¤�£å«¦¤¦ ¡�  �¨å©¡¦¬£�

x(t) = � ©¬¤ à t ©¬¤ −� �£ à t �£ 

� � ¤� �å¤�  å©�ª ¦  �ç¦ ©®â©� ª §¨â§�  ¤�  ©®ç¦¬¤ ¦  §�¨�¡á«à  ©æ«�«�ª

� ©¬¤  = �1 � �£  = �2

� ¢ç©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �¬«¦ç �å¤�  «¦ ��«¦ç£�¤¦ §¢á«¦ª � ¡�  «� ��«¦ç£�¤�
á©�  «�ª ©¬¤ ©«�£â¤�ª «�¢�¤«é©�àª. �¨å©¡¦¬£�

� =
√

�2
1 + �2

2  = «¦¥� �2/�1

�§¦�â«¦¬£� æ«  ¦  «�¢�¤«é©� ª � � «�¤ §�¨å§«à©� �) §�¨ �¨á¦¤«�  �§æ
« ª ©¬¤�¨«ã©� ª

x1 = A ©¬¤ (à1 t) x2 = A ©¬¤ (à2 t)

� ©¬¤ ©«�£â¤� «�¢á¤«à©� ©«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã �å¤� 

x(t) = A (©¬¤ (à1 t) + ©¬¤ (à2 t)) = 2A ©¬¤
à1 + à2

2
t �£

à1 − à2

2
t
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� «�¢á¤«à©� â®�  ©¬®¤æ«�«� å©� £� «¦ �£ á�¨¦ ©£� «à¤ �ç¦ ©¬®¤¦«ã«à¤ ¡� 
§¢á«¦ª §¦¬ £�«��á¢¢�«�  £� «¦¤ ®¨æ¤¦. �¤� �â¨¦¤ §�¨¦¬© á��  � §�¨å§«à©�
§¦¬ � ©¬®¤æ«�«�ª � �â¨¦¬¤ ¢å�¦ £�«�¥ç «¦¬ª.

�¤� �â¨¦¬©� �å¤�  �§å©�ª � §�¨å§«à©� §¦¬ ¦  ©¬®¤æ«�«�ª �å¤�  �¡â¨� �
§¦¢¢�§¢á© � £ �ª ��© ¡ãª ©¬®¤æ«�«�ª à0 = 2π/T . �â«¦ �ª «�¢�¤«é©� ª
§�¨ �¨á¦¤«�  �§æ ©¬¤�¨«ã©� ª «�ª £¦¨ãª

xn(t) = An ©¬¤
(

n
2π

T
t

)
+ Bn �£

(
n

2π

T
t

)
n = 0, 1, 2, · · ·

� ©¬¤ ©«�£â¤� «�¢á¤«à©� � � æ¢� «� n �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

f(t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(
An ©¬¤

(
n

2π

T
t

)
+ Bn �£

(
n

2π

T
t

))

¡�  �å¤�  £ � «�¢á¤«à©� £� «�¤ å� � §�¨å¦�¦.

f(t) = f(t + �)

��®¦¬£� �¨á¯�  «¦¤ §�¨á�¦¤«� � � n = 0 ®à¨ ©«á � � «¬§ ¡¦çª ¢æ�¦¬ª.
�¤« ©«¨æàª  ©®ç�  ¡�  � §¨æ«�©�. �á«à �§æ ¦¨ ©£â¤�ª §¨¦è§¦�â©� ª

§¦¬ ©¬¤ã�àª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤«�  ©«�¤ §¨á¥� £ � §�¨ ¦� ¡ã ©¬¤á¨«�©� £§¦¨�å ¤�
�¤�§«¬®��å ©� á�¨¦ ©£� �§¢é¤ �¨£¦¤ ¡é¤ «�¢�¤«é©�à¤. �¦ á§� ¨¦ á�¨¦ -
©£� ¦¤¦£á��«�  �¤á§«¬�£� �¦¬¨ â. �  ©«���¨âª �n ¡�  �n ¦¤¦£á�¦¤«� 
©¬¤«�¢�©«âª �¦¬¨ â ¡�  �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

�n =
2
�

∫ �/2

−�/2
f(t) ©¬¤

(
n

2π

T
t

)
d t �n =

2
�

∫ �/2

−�/2
f(t) �£

(
n

2π

T
t

)
d t

�¤ «¦ ©�£�å¦ x �å¤�  ©�£�å¦ �©¬¤â®� � «æ«� � ©� ¨á �¦¬¨ â ©¬�¡¢å¤� 
©«�¤ « £ã

lim
�→0

f(x + �) + f(x− �)
2
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��©¡�©� 3.4
�� ¢¬��å � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�

�� + à2
2� = A1 ©¬¤ à1t + A2 �£ à1t

� �¥å©à©� §�¨ ©«á¤�  â¤�¤ �¨£¦¤ ¡æ «�¢�¤«à«ã £� �¥à«�¨ ¡ã �ç¤�£� §¦¬
�¡«�¢�å �¨£¦¤ ¡ã «�¢á¤«à©� £� ©¬®¤æ«�«� à1.

�ç©�: � ¢ç©� «�ª �¥ ©é©�àª �¬«ãª �å¤�  «¦ á�¨¦ ©£� �ç¦ ¢ç©�à¤

�(t) = �¦£ + �£

� £å� �å¤�  � ¢ç©� «�ª ¦£¦��¤¦çª ¡�  � á¢¢� £ � £�¨ ¡ã ¢ç©�. � ¢ç©� «�ª
¦£¦��¤¦çª §�¨ â®�  ¡�  « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª ¡�  �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�¦£(t) = �2 ©¬¤ à2t + B2 �£ à2t A2 = �(0) B2 =
1

à2
_�(0)

�� �¥�«á©¦¬£� ¥�®à¨ ©«á « ª §�¨ §«é©� ª §¦¬ ¦  �ç¦ ¡¬¡¢ ¡âª ©¬®¤æ-
«�«�ª à1 ¡�  à2 �å¤�  å©�ª ã á¤ ©�ª.

�§¦�â«¦¬£� §¨é«� æ« 
à1 6= à2

� £�¨ ¡ã ¢ç©� �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�£(t) = � ©¬¤ à1t + � �£ à1t

� ©á�¦¬£� «�¤ ¢ç©� �¬«ã ©«�¤ �¥å©à©� ¡�  â®¦¬£�
(
à2

2 − à2
1
)

(� ©¬¤ à1t + � �£ à1t) = �1 ©¬¤ à1t + B1 �£ à1t

�¥ ©é¤¦¬£� «� �£å«¦¤� ¡�  «� ©¬¤�£å«¦¤� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

� =
1

à2
1 − à2

2
A1 � =

1
à2

1 − à2
2
B1

��¨� � ��«¦ç£�¤� £�¨ ¡ã ¢ç©� �å¤� 

�£(t) =
A1

à2
1 − à2

2
©¬¤ à1t +

B1
à2

1 − à2
2

�£ à1t
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¡�  � ��¤ ¡ã ¢ç©� «�ª �¥ ©é©�àª �å¤�  «�¢ ¡á

�(t) = A2 ©¬¤ à2t + B2 �£ à2t +
A1

à2
1 − à2

2
©¬¤ à1t +

B1
à2

1 − à2
2

�£ à1t

�§¦�â«¦¬£� «é¨� æ« 
à1 = à2

«æ«� � £�¨ ¡ã ¢ç©� �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�£(t) = �t ©¬¤ à1t + �t �£ à1t

� ©á�¦¬£� «�¤ ¢ç©� �¬«ã ©«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

−2�à1 �£ à1t + 2�à1 ©¬¤ à1t = �1 ©¬¤ à1t + B1 �£ à1t

�¥ ©é¤¦¬£� «� �£å«¦¤� ¡�  «� ©¬¤�£å«¦¤� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

� = − 1
2à1

B1 � =
1

2à1
A1

� £�¨ ¡ã ¢ç©� «�ª £� ¦£¦��¤¦çª �å¤� 

�£(t) = − 1
2à1

B1t ©¬¤ à1t +
1

2à1
A1t �£ à1t

¡�  � ��¤ ¡ã ¢ç©� �å¤�  «é¨�

�(t) =
(

A2 − t
1

2à1
B1

)
©¬¤ à1t +

(
B2 + t

1
2à1

A1

)
�£ à1t

� «�¢á¤«à©� �å¤�«�  £� ©«���¨ã ©¬®¤æ«�«� à1 ¡�  §¢á«� §¦¬ £�«��á¢-
¢¦¤«�  ®à¨åª æ¨ ¦ àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦.
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��á¢� ¦ 4

�¬©«ã£�«� ©¬¤«�«��£â¤à¤

4.1 ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã£�«�
� � «�¤ §�¨ �¨�ã �¤æª ¬© ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬ §¨â§�  ¤� â®�  ¡�¤�åª â¤�

©ç©«�£� �¤�¦¨áª. �  �¥ ©é©� ª «�ª ¬© ¡ãª �å¤�  ��¤ ¡á � �¦¨�« ¡¦å
©«� � á¦¨� ©¬©«ã£�«� �¤�¦¨áª. �å¤�  ¬© ¡æ ¤� � �¢â¥¦¬£� �¡�å¤¦ «¦
©ç©«�£� §¦¬ ¦  �¥ ©é©� ª ¤� â®¦¬¤ «�¤ �§¢¦ç©«�¨� £¦¨ã. ��¤� «â«¦ ¦
©ç©«�£� ¦¤¦£á��«�  ��¨�¤ �¡æ ©ç©«�£�. � � «� ©¬©«ã£�«� �¬«á  ©®ç�  «¦
�¥åà£� «�ª ��¨á¤� �ª §¦¬ � �«¬§é��¡� ¡�  �§æ «¦¤ �¨ ©«¦«â¢�.

��¤� �¢�ç��¨¦ ©é£� §¦¬ ¡ ¤�å«�  £� ©«���¨ã «�®ç«�«� �¥�¡¦¢¦¬��å ¤�
¡ ¤�å«�  £� «�¤ å� � «�®ç«�«� �¤ ��¤ �§ �¨á©�  �§á¤à «¦¬ ¡�£å� �ç¤�£�. �¦
§¨é«¦ �¥åà£� «�ª £�®�¤ ¡ãª ¢â�  æ«  â¤� «â«¦ ¦ ©ç©«�£� ¬§á¨®� .

� � «�¤ §�¨ �¨�ã �¤æª ���¦¤æ«¦ª ®¨� ��æ£�©«� �¤� «¨ ©¨�¦�é¤ ¦ ©ç-
©«�£� �¥æ¤à¤ §¦¬ ��å®¤�  ¡á�� ¦¨á «�¤ �â©� §¦¬ ©¬£��å¤�  «¦ ���¦¤æª.
�§å©�ª ©� ¡á�� «â«¦ ¦ ©ç©«�£� ¬§á¨®�  â¤� ®¨¦¤æ£�«¨¦ §¦¬ ��å®¤�  «¦¤
®¨æ¤¦ §¦¬ ©¬£��å¤�  «¦ ���¦¤æª. �å¤�  �¬«¦¤æ�«¦ � � «�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�-
¤ ¡ã æ«  ¬§á¨®�  â¤�ª ®¨æ¤¦ª � � æ¢� «� ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã£�«�.

�� «¦¤ æ¨¦ ©¬£�á¤ �� �¤¤¦¦ç£� ¡á«  §¦¬ �å¤�«�  ©� ¦¨ ©£â¤¦ ©�£�å¦ «¦¬
®é¨¦¬, §¦¬ ¡��¦¨å��«�  �§æ « ª «¨� ª ®à¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª x, y, z ¡�  �§æ
«¦¤ ®¨æ¤¦ t, §¦¬ ©¬£��å¤�  �¬«æ §¦¬ ¡��¦¨å��«�  �§æ «¦ ®¨¦¤æ£�«¨¦. ��¤�
©¬£�á¤ ¦¨å��«�  ©�¤ â¤� ©�£�å¦ (~r, t) ©� â¤� ®é¨¦ «�©©á¨à¤ � �©«á©�à¤.

O  â¤¤¦ �ª «¦¬ ®é¨¦¬ ¡�  «¦¬ ®¨æ¤¦¬ �å¤�  ��£�¢ é�� ª ¡�  æ¢¦  ¥â¨¦¬£�
�§æ «�¤ �£§� ¨å� £�ª «�¤ ©�£�©å� «¦¬ª, �¢¢á �å¤�  ��ç¤�«¦ª ¦ ¦¨ ©£æª «¦¬ª.
��®æ£�©«� æ«  ¦ ®é¨¦ª �å¤�  ¦£¦��¤ãª ¡�   ©æ«¨¦§¦ª ��¢��ã æ¢� «� ©�-
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£�å� ¡�  æ¢�ª ¦  � �¬�ç¤©� ª �å¤�   ©¦�ç¤�£�ª. ��®æ£�©«� �§å©�ª ¡�  «�¤
¦£¦�â¤� � «¦¬ ®¨æ¤¦¬.

��à¨¦ç£� �ç¦ ¡�¨«�© �¤á ©¬©«ã£�«� ©¬¤«�«��£â¤à¤ S ¡�  S ′ ©«¦¤
®é¨¦. �¦ â¤� ©ç©«�£� §¨¦¡ç§«�  �§æ «¦ á¢¢¦ £� £å� £�«�«æ§ ©� «�ª �¨-
®ãª «¦¬ ¡�«á â¤� � á¤¬©£� ~� ��¢��ã «� �ç¦ ©¬©«ã£�«� â®¦¬¤ � �¦¨�« ¡ã
�¨®ã �¤é � � �ç�¬¤©� «à¤ �¥æ¤à¤ «¦¬ª §�¨�£â¤�  ©«���¨ã. �� �¨¦ç£� §éª
£�«�©®�£�«å�¦¤«�  ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª �¤æª � �¤ç©£�«¦ª ¡�«á «�¤ £�«á��©�.

� �§á¤«�©� �å¤�  �§¢ã. �¤ x, y, z ¡�  x ′, y ′, z ′ �å¤�  ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª
�¤æª � �¤ç©£�«¦ª àª §¨¦ª «� ©¬©«ã£�«� S ¡�  S ′ «æ«�  ©®ç¦¬¤ §¨¦�¤éª
¦  ©®â©� ª

x ′ = x + �1 y ′ = y + �2 z ′ = z + �3

.......................................................................................................................................................................................... ......
....x........................................................................................................................................ z
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.........

.........
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.........

.........

.........

.........

...........................y

0 .......................................................................................................................................................................................... ......
....x
′

........................................................................................................................................z ′

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

...........................y ′

0 ′

................................................................................................................................................................. ......
....~� = ~v t t = t ′

�®ã£� 4.1
��«�«æ§ ©� �ç¦ ��¨�¤ �¡é¤ ©¬©«�£á«à¤

�� ©¬£�¦¢å�¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ �¬«é¤ «à¤ £�«�©®�£�« ©£é¤ £� �3.
�á�� ©«¦ ®�å¦ M(~�) «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ ¦¨å��«�  §¢ã¨àª �§æ «¦¬ª «¨� ª §¨��£�« -
¡¦çª �¨ �£¦çª �1, �2, �3.

�§¦�â«¦¬£� æ«  «� �ç¦ ©¬©«ã£�«� ¡ ¤¦ç¤«�  £� ©«���¨ã (¡�«á � �ç-
�¬¤©� ¡�  £â«¨¦) «�®ç«�«� ~v «¦ â¤� àª §¨¦ª «¦ á¢¢¦. ��¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã
t = 0 «� �ç¦ ©¬©«ã£�«� «�¬«å�¦¤«� . ��«á �§æ ¡á§¦ ¦ ®¨æ¤¦ t «� �ç¦
©¬©«ã£�«� â®¦¬¤ £�«�«���å ¡�«á â¤� � á¤¬©£� � §¦¬ �å¤�  å©¦ £� v t. �§¦-
£â¤àª ¦  ©®â©� ª §¦¬ ©¬¤�â¦¬¤ «� � �¤ç©£�«� �â©�àª ©«� �ç¦ ©¬©«ã£�«�
�å¤� 

~r = ~r ′ + ~v t

�  £�«�©®�£�« ©£¦å �¬«¦å ¦¤¦£á�¦¤«�  £�«�©®�£�« ©£¦å «¦¬ ��¢ ¢�å¦¬.
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�� ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã£�«�

�¤ â¤� ¡ ¤�«æ â®�  ©®�« ¡ã «�®ç«�«� u ¡�  u ′ àª §¨¦ª «� �ç¦ ©¬©«ã£�«�
�¤�¦¨áª «æ«� ¦  �ç¦ �¬«âª «�®ç«�«�ª ©¬¤�â¦¤«�  £� «�¤ ©®â©�

~u = ~u ′ + ~v

�§� �ã � «�®ç«�«� ~v �å¤�  ©«���¨ã £ � �§ §¢â¦¤ §�¨��é� ©� �å¤�  � � «�¤
�§ «á®¬¤©� «�¤ ©®â©�

~� =
d~u

dt
=

d~u

dt
= ~� ′

�  �§ «�®ç¤©� ª ©«� �ç¦ ©¬©«ã£�«� «�¬«å�¦¤«�  ¡�  �§¦£â¤àª � �¥å©à©�
«¦¬ ��ç«à¤� �å¤�  � å� � ¡�  ©«� �ç¦ ©¬©«ã£�«�. �� �ç¦ �¬«á ©¬©«ã£�«�
¦¤¦£á�¦¤«�  ��¨�¤ �¡á ã ��¬«é¤ � ©¬©«ã£�«� �¤�¦¨áª. � � «� ��¨�¤ �¡á
©¬©«ã£�«�  ©®ç�  � �¨®ã «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª ��¢��ã æ¢¦  ¦  ¤æ£¦  «�ª ¬© ¡ãª
�å¤�  å� ¦  ©� æ¢� «� ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã£�«�.

�� ©¬©«ã£�«� �¬«á §¨¦�¤éª �å¤�  á§� ¨� ©� §¢ã�¦ª. ��¢� «� ��¨�-
¤ �¡á ©¬©«ã£�«� ¡ ¤¦ç¤«�  £� ©«���¨ã «�®ç«�«� £�«�¥ç «¦¬ª. ��¢¦  ¦ 
§�¨�«�¨�«âª ®¨�© £¦§¦ ¦ç¤ ©¬¤ã�àª â¤� ©ç©«�£� �¤�¦¨áª ©«���¨á ©¬¤��-
��£â¤¦ £� «�¤ ��. �� ©¬©«ã£�«� �¬«á ��¤ �å¤�  �¡¨ �éª ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã-
£�«� «� ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� æ£àª ©�¤ ��¨�¤ �¡á � � §¨�¡« ¡¦çª ¢æ�¦¬ª.

4.2 �� ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã£�«�
�å£�©«� ¬§¦®¨�à£â¤¦  �¡ «à¤ §¨��£á«à¤ §¦¢¢âª ¦¨âª ¤� ®¨�© £¦-

§¦ ¦ç£� ©¬©«ã£�«� £� ��¨�¤ �¡á. ��¤� ©ç©«�£� §¦¬ ¡ ¤�å«�  £��å £� «�¤
��, §�¨ ©«¨â�«�  �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� «�ª ��ª £� ©«���¨ã �à¤ �¡ã «�®ç-
«�«� ¡�  á¨� ��¤ �å¤�  ��¨�¤ �¡æ. �¨ ©£â¤�ª ¦¨âª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� «â«¦ �
£� ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã£�«� ©¡æ§ £� � æ«  «¦ �§� «�å � ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª
§¦¬ �¥�«á�¦¬£�.

�  �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª ©«� ©¬©«ã£�«� �¬«á £�«��á¢¢¦¤«� . �¤
� � §�¨á�� �£� �ç¦ ©¬©«ã£�«� â¤� «¦¤¦ç£�¤¦ ¡�  â¤� á«¦¤¦ ¡ ¤¦ç¤«�  £�
©®�« ¡ã «�®ç«�«� v(t) «æ«� � «�®ç«�«�ª �¤æª ©é£�«¦ª ©«� ©¬©«ã£�«� �¬«á
©¬¤�â¦¤«�  £� «�¤ ©®â©�

~u = ~u ′ + v(t)

��®æ£�©«� æ«  ¦ ®¨æ¤¦ª �å¤�  ¦ å� ¦ª ¡�  � � «� �ç¦ ©¬©«ã£�«� ��¢��ã

t = t ′
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�¤ ~f ¡�  ~f ′ �å¤�  � �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å«�  ©� â¤� ©é£� ©«� �ç¦ ©¬©«ã£�«�
¦  �ç¦ �¬«âª �¬¤á£� ª ��¤ �å¤�  å©�ª á¢¢� ©¬¤�â¦¤«�  £� «�¤ ©®â©�

~f = m
d~u

d t
= m

d~u ′

d t
+ m

d~v(t)
d t

= ~f ′ + m
d~v(t)
d t

� �§ §¢â¦¤ �ç¤�£� md~v/dt ¦¤¦£á��«�  �ç¤�£� ��¨�¤�å�ª.
�¬¤�§éª «¦ ©é£� àª §¨¦ª «¦ «¦¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� �å¤�«�  æ«  ¡ ¤�å«� 

£â©� ©� �¬¤�£ ¡æ §��å¦. � �ç¤�£� «¦¬ §��å¦¬ �å¤�  å©� £� «�¤ �ç¤�£�
��¨�¤�å�ª. ��¢��ã �¤ §á¨¦¬£� «¦ «¦¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� � � ¤� §�¨ �¨á¯¦¬£�
«�¤ ¡å¤�©� §¨â§�  ¤� �� ¨â©¦¬£� «�¤ �ç¤�£� �¬«ã � � ¤� ��á¢¦¬£� ©à©«á
©¬£§�¨á©£�«�.

�ç¦ ©¬©«ã£�«� £� «�¤ å� � �¨®ã §¦¬ «¦ â¤� §�¨ ©«¨â�«�  àª §¨¦ª «¦
á¢¢¦ �å¤�  ©¬©«ã£�«� £� ��¨�¤� �¡á. �¨ ¤ £�¢�«ã©¦¬£� « ª �¬¤á£� ª §¦¬
�£�¤å�¦¤«�  ©«� ©¬©«ã£�«� �¬«á �� §�¨ �¨á¯¦¬£� ��¤ ¡æ«�¨� �ç¦ «â«¦ �
©¬©«ã£�«� �¤�¦¨áª. �� �¨¦ç£� §éª £�«�©®�£�«å�¦¤«�  ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª
�¤æª � �¤ç©£�«¦ª ¡�«á «�¤ §�¨ ©«¨¦ã. To å� ¦ §¨æ�¢�£� �� �¥�«á©¦¬£�
¡�  ©«¦¤ �¬¡¢�å�� ¦ ®é¨¦ «à¤ «¨ é¤ � �©«á©�à¤.

4.3 ��¨ ©«¨�æ£�¤� ©¬©«ã£�«�
��à¨¦ç£� �ç¦ ¡�¨«�© �¤á ©¬©«ã£�«� ©¬¤«�«��£â¤à¤ S ¡�  S ′ ©«¦ �§å-

§��¦. �¦ â¤� ©ç©«�£� §¨¦¡ç§«�  �§æ «¦ á¢¢¦ £� £å� §�¨ ©«¨¦ã ¡�«á �à¤å�
� �ç¨à �§æ «�¤ �¨®ã «à¤ �¥æ¤à¤. ��¢��ã «� �ç¦ ©¬©«ã£�«� â®¦¬¤ «�¤ å� �
�¨®ã ¡�  � �â¨¦¬¤ ©«�¤ � �ç�¬¤©� «à¤ �¥æ¤à¤ «¦¬ª.
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�®ã£� 4.2
��¨ ©«¨¦ã ¡�¨«�© �¤¦ç ©¬©«ã£�«¦ª �ç¦ � �©«á©�à¤

�¬£�¦¢å�¦¬£� £�~i, ~j ¡�  ~r0, ~�0 «� £¦¤�� �å� � �¤ç©£�«� ¡�«á «�¤ � �ç-
�¬¤©� «à¤ �¥æ¤à¤ «à¤ �ç¦ ©¬©«�£á«à¤. �� ¦¤¦£á�¦¬£� «¦ ©ç©«�£� xoy
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��¨ ©«¨�æ£�¤� ©¬©«ã£�«�

¡�¨«�© �¤æ ©ç©«�£� ©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�  �� «¦ ��à¨¦ç£� �¡å¤�«¦. �¦ á¢¢¦
©ç©«�£� �� «¦ ¦¤¦£á�¦¬£� §¦¢ ¡æ ©ç©«�£� ¡�  �� «¦ ��à¨¦ç£� ¡ ¤¦ç£�¤¦.

�¤�¢ç¦¬£� «� � �¤ç©£�«� ~r0 ¡�  ~�0 àª §¨¦ª «¦ ©ç©«�£� xoy. ��®¦¬£�

~r0 = �~i + �~j ¡�  ~�0 = �~i + �~j

�å¤�  �¤à©«æ æ«  «� �, �, �, � �å¤�  «� � ¬�ç¤¦¤«� ©¬¤�£å«¦¤� ¡�  �å¤¦¤«� 
�§æ « ª ©®â©� ª

� = ~r0 ·~i = ©¬¤ � � = ~r0 ·~j = �£ �

� = ~�0 ·~i = − �£ � � = ~�0 ·~j = ©¬¤ �

æ§àª �å¤�«�  �ç¡¦¢� �§æ «¦ ©®ã£�. �§¦£â¤àª â®¦¬£�

~r0 = ©¬¤ �~i + �£ �~j ¡�  ~�0 = − �£ �~i + ©¬¤ �~j

� ª ©®â©� ª �¬«âª « ª �¨á¦¬£� ¡�  « ª �ç¦ ©� £¦¨ã £�«¨é¤
(

~r0
~�0

)
=

(
©¬¤ � �£ �
− �£ � ©¬¤ �

) (
~i
~j

)
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Rx

Ry

Rr
R�

�®ã£� 4.3
�  ©¬¤«�«��£â¤�ª �¤æª ©�£�å¦¬ àª §¨¦ª «� �ç¦ ©¬©«ã£�«�

� §�¨�§á¤à ©®â©�  ©®ç�  ¡�  � � « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¦§¦ ¦¬�ã§¦«� � �-
¤ç©£�«¦ª. �¨á�£�«  �¤ Rx ¡�  Ry �å¤�  ¦  ¡�¨«�© �¤âª ©¬¤«�«��£â¤�ª �¤æª
� �¤ç©£�«¦ª ¡�  Rr ¡�  R� ¦  §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ å� ¦¬ � �¤ç©£�«¦ª
«æ«� §¨¦�¤éª  ©®ç�  � ©®â©�

~R = Rr~r0 + R�~�0 = Rx
~i + Ry

~j
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�¦¢¢�§¢�© á�¦¬£� «�¤ «�¢�¬«�å�  ©æ«�«� �©à«�¨ ¡á §¨é«� £� «¦ � á¤¬©£�
~r0 ¡�  £�«á £� «¦ � á¤¬©£� ~�0. ��£�á¤¦¬£� �§å©�ª ¬§æ¯ ¤ æ«  «� � �¤ç©£�«�
~r0 ¡�  ~�0 �å¤�  ¡á��«� £�«�¥ç «¦¬ª ¡�  �§¦£â¤àª

~r0 ·~�0 = 0

�¨å©¡¦¬£�

Rr~r0 · ~r0 + R�~�0 · ~r0 = Rx
~i · ~r0 + Ry

~j · ~r0 = Rx ©¬¤ � + Ry �£ � = Rr

Rr~r0 ·~�0 + R�~�0 ·~�0 = Rx
~i ·~�0 + Ry

~j ·~�0 = −Rx �£ � + Ry ©¬¤ � = R�

�  �ç¦ ©®â©� ª �¬«âª �¨á¦¤«�  ©� £¦¨ã £ã«¨�ª àª �¥ãª

(4.1)
(

Rr

R�

)
=

(
©¬¤ � �£ �
− �£ � ©¬¤ �

)(
Rx

Ry

)

�� £ã¡� «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ��¤ £�«��á¢¢¦¤«�  ¡�«á «�¤ §�¨ ©«¨¦ã. �
�§æ�� ¥� �å¤�  �§¢ã ¡�  �å¤�  � �¥ãª

|~R|2 = R2
r +R2

� = (Rx ©¬¤ � + Ry �£ �)2 +(−Rx �£ � + Ry ©¬¤ �)2 = R2
x +R2

y

��¨�«�¨¦ç£� æ«  �¤ §�¨ ©«¨â¯¦¬£� â¤� ©ç©«�£� «æ«� ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª
«à¤ � �¤¬©£á«à¤ £�«��á¢¢¦¤«�  �¨�££ ¡á ©ç£à¤� £� «�¤ ©®â©� (4.1). �
£�«�©®�£�« ©£æª §�¨ ©«¨¦ãª �ã¤�  «� £ã¡� «à¤ � �¤¬©£á«à¤ �¤�¢¢¦åà«�.

�¬£�¦¢å�¦¬£� «�¤ £ã«¨� £�«�©®�£�« ©£¦ç £� �(�). �ç¡¦¢� �§¦�� -
¡¤ç�«�  æ«  � £ã«¨� �¬«ã â®�  �¤«å©«¨¦¦ «�¤ £ã«¨� �(−�). �¨á�£�« 

�(�)�(−�) =
(

©¬¤ � �£ �
− �£ � ©¬¤ �

)(
©¬¤ � − �£ �
�£ � ©¬¤ �

)
=

=
(

©¬¤2 � + �£2 � −©¬¤ � �£ � + �£ � ©¬¤ �
− �£ � ©¬¤ � + ©¬¤ � �£ � �£2 � + ©¬¤2 �

)
=

(
1 0
0 1

)

� ©®â©� �¬«ã £�ª � �¬¡¦¢ç¤�  � � ¤� �¨¦ç£� «�¤ �¤«å©«¨¦� «�ª ©®â-
©�àª (4.1). �¦¢¢�§¢�© á�¦¬£� «�¤ ©®â©� �§æ �¨ ©«�¨á £� «�¤ £ã«¨� �(−�)
¡�  £� «�¤ �¦ã�� � «�ª §�¨�§á¤à ©®â©�àª �¨å©¡¦¬£�

(
Rx

Ry

)
=

(
©¬¤ � − �£ �
�£ � ©¬¤ �

)(
Rr

R�

)
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��¨ ©«¨�æ£�¤� ©¬©«ã£�«�

� � «�¤ ¦¨å�¦¬©� «�ª £ã«¨�ª £�«�©®�£�« ©£¦ç â®¦¬£�

det|�(�)| =
∣∣∣∣
©¬¤ � − �£ �
�£ � ©¬¤ �

∣∣∣∣ = ©¬¤2 � + �£2 � = 1

��¢��ã � ¦¨å�¦¬©� «�ª £ã«¨�ª � � ¡á�� §�¨ ©«¨¦ã �å¤�  å©� £� «�¤ £¦¤á��.
�å� �¡æ£�  � æ«�«� «�ª £ã«¨�ª �(�) �å¤�  � �¥ãª

�(�)�() = �(� + )

� �§æ�� ¥� �å¤�  � �¥ãª

�(�)�() =
(

©¬¤ � �£ �
− �£ � ©¬¤ �

)(
©¬¤  �£ 
− �£  ©¬¤ 

)
=

=
(

©¬¤ � ©¬¤ − �£ � �£  ©¬¤ � �£ − �£ � ©¬¤ 
− �£ � ©¬¤  + ©¬¤ � �£  − �£ � �£  + ©¬¤ � ©¬¤ 

)
=

=
(

©¬¤ (� + ) �£ (� + )
− �£ (� + ) ©¬¤ (� + )

)
= �(� + )

��£� é¤¦¬£� �§å©�ª ¡�  «�¤ ©®â©�

O(2π) =
(

1 0
0 1

)

��¢��ã £ � §�¨ ©«¨¦ã ¬§æ �à¤å� � = 2π �ã¤�  «¦¤ ®é¨¦ �¤�¢¢¦åà«¦.
�å� §�¨ ©«¨¦ã ©«¦ ®é¨¦ ¡�«á �à¤å� ¯ �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� z ¦¨å��«� 

�§æ «�¤ £ã«¨�

A(0, 0, ¯) =




©¬¤ ¯ �£ ¯ 0
− �£ ¯ ©¬¤ ¯ 0

0 0 1




��«á «�¤ §�¨ ©«¨¦ã �¬«ã «¦ £¦¤�� �å¦ � á¤¬©£� ~k «¦¬ á¥¦¤� z ��¤ £�«�-
�á¢¢�«� . �¬£�¦¢å�¦¬£� §¦¢¢âª ¦¨âª «�¤ §�¨ ©«¨¦ã �¬«ã £� Az(¯).

�� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ ¦¨å�¦¤«�  ¡�  ¦  §�¨ ©«¨¦âª �ç¨à �§æ «¦¬ª á¥¦¤�ª x
ã y. � £ã«¨� §�¨ ©«¨¦ãª �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� x ¡�«á �à¤å� � �å¤� 

A(�, 0, 0) = Ax(�) =




1 0 0
0 ©¬¤ � �£ �
0 − �£ � ©¬¤ �
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¡�  � £ã«¨� §�¨ ©«¨¦ãª �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� y ¡�«á �à¤å� ¯ �å¤� 

A(0, ¯, 0) = Ay(¯) =




©¬¤ ¯ 0 �£ ¯
0 1 0

− �£ ¯ 0 ©¬¤ ¯




�� ¦¨å©¦¬£� «é¨� £ � §�¨ ©«¨¦ã ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ �¬¡¢�å�� ¦ ®é¨¦
�ç¨à �§æ â¤�¤ «¬®æ¤«� á¥¦¤�.
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z
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........x ′
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......................
......................

......................
......................

.......................
y ′
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. z ′

0

�®ã£� 4.4
��¨ ©«¨¦ã ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ ®é¨¦

��©«à â¤� ��¥ æ©«¨¦¦ ©ç©«�£� �¥æ¤à¤ S ©«¦¤ ®é¨¦ £� ��© ¡á £¦-
¤�� �å� � �¤ç©£�«� ~i, ~j ¡�  ~k. �¦ ©ç©«�£� «¦ §�¨ ©«¨â¦¬£� â«©  é©«� �
�¨®ã «à¤ �¥æ¤à¤ ¤� §�¨�£â¤�  ©«���¨ã, �¤é «� ��© ¡á � �¤ç©£�«� �¢¢á¥¦¬¤
� �ç�¬¤©�. �¦ ¡� ¤¦ç¨� ¦ ©ç©«�£� «¦ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� S ′ ¡�  «� ��© ¡á
£¦¤�� �å� «¦¬ � �¤ç©£�«� £� (~r0, ~�0 ¡�  ~0). �� �¨¦ç£� �¡¦¢¦ç�àª «¦¤
£�«�©®�£�« ©£æ §¦¬ �§� ¡¦¤å��  «¦ ©ç©«�£� S ©«¦ S ′. �� �ç¦ ©¬©«ã£�«�
�å¤�  ¡�  «� �ç¦ ��¥ æ©«¨¦� ã ¡�  «� �ç¦ �¨ ©«�¨æ©«¨¦�. ��«�©®�£�« -
©£æª �§æ �¨ ©«�¨æ©«¨¦¦ ©� ��¥ æ©«¨¦¦ ã �¤« ©«¨æàª ��¤ ¬§á¨®� .

��¤�ª «¨æ§¦ª §¦¬ ®¨�© £¦§¦ �å«�  ©¬®¤á � �«å �å¤�  ¦ § ¦ �§¢æª � � ¤�
§�¨ �¨á¯¦¬£� £ � §�¨ ©«¨¦ã ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ �¬¡¢�å�� ¦ ®é¨¦ ®¨�© £¦-
§¦ �å « ª �à¤å�ª ��è¢�¨. � � ¤� §á£� �§æ «¦ ©ç©«�£� S ©«¦ S ′ �¡«�¢¦ç£�
«¨� ª � ��¦® ¡âª §�¨ ©«¨¦âª £� «¦¤ �¡æ¢¦¬�¦ «¨æ§¦. � «¨æ§¦ª �¬«æª ��¤
�å¤�  £¦¤�� ¡æª

��¨ ©«¨â¦¬£� ©«�¤ �¨®ã «¦¬ª á¥¦¤�ª ¡�«á �à¤å�  �ç¨à �§æ «¦¤
á¥¦¤� z ¦ §å¤�¡�ª §¦¬ §�¨ ©«á¤�  «�¤ §�¨ ©«¨¦ã �¬«ã �å¤�  ¦ A(0, 0, ).
��«æ§ ¤ §�¨ ©«¨â¦¬£� «¦¬ª á¥¦¤�ª ¡�«á �à¤å� � �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� x
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�§ «á®¬¤©� ©� ¡ ¤¦ç£�¤� ©¬©«ã£�«�

¦ §å¤�¡�ª §¦¬ §�¨ ©«á¤�  «�¤ §�¨ ©«¨¦ã �¬«ã �å¤�  ¦ �(�, 0, 0). �â¢¦ª
§�¨ ©«¨â¦¬£� «¦¬ª á¥¦¤�ª ¡�«á �à¤å� ¯ �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� z, �(0, 0, ¯)
�å¤�  ¦ �¤«å©«¦ ®¦ª §å¤�¡�ª. � ��«¦ç£�¤� §�¨ ©«¨¦ã §�¨ ©«á¤�«�  �§æ «¦¤
§å¤�¡� �(¯, �, ) §¦¬ �å¤�  å©¦ª ¬© ¡á £� «¦ � ¤æ£�¤¦ «à¤ �¤« ©«¦å®à¤
£�«¨é¤.

�¦¢¢�§¢�© á�¦¬£� « ª ¡�«á¢¢�¢�ª £ã«¨�ª ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¢ ¡á

�(¯, �, ) = �(0, 0, ¯)�(�, 0, 0)�(0, 0, ) = �z(¯)�x(�)�z() =



©¬¤ ¯ ©¬¤ − �£ ¯ �£  ©¬¤ � ©¬¤ ¯ �£  + �£ ¯ ©¬¤  ©¬¤ � �£ ¯ �£ �
−©¬¤  �£ ¯−�£  ©¬¤ ¯ ©¬¤ � −�£  �£ ¯+©¬¤ ¯ ©¬¤  ©¬¤ � ©¬¤ ¯ �£ �

�£ � �£  − �£ � ©¬¤  ©¬¤ �




�  «¨� ª �à¤å�ª ¯, � ¡�   æ§àª ¦¨å©«�¡�¤ ¦¤¦£á�¦¤«�  �à¤å�ª ��è¢�¨ ¡� 
£§¦¨¦ç¤ ¤� §á¨¦¬¤ « ª « £âª

0 ≤  < 2π 0 ≤ ¯ < 2π 0 ≤ � ≤ π

4.4 �§ «á®¬¤©� ©� ¡ ¤¦ç£�¤� ©¬©«ã£�«�
��¤� ¡�¨«�© �¤æ ©ç©«�£� S ′ ¡ ¤�å«�  £� «�®ç«�«� ~V (t) àª §¨¦ â¤�

á¢¢¦ S §¦¬ ��à¨�å«�  �¡å¤�«�. �� �¨¦ç£� ©«�¤ §�¨á�¨�¦ �¬«ã «�¤ ©®â©�
§¦¬ ©¬¤�â�  «�¤ �§ «á®¬¤©� �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ ©«� �ç¦ �¬«á ©¬©«ã£�«�.
�� �¥�«á©¦¬£�  � �å«�¨� «�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ «¦ â¤� §�¨ ©«¨â�«�  £� �à¤ �¡ã
«�®ç«�«� à(t) àª §¨¦ª «¦ á¢¢¦. �â¢¦ª �� �¥�«á©¦¬£� «�¤ §�¨å§«à©� §¦¬
â®¦¬£� ¡�  £�«á��©� ¡�  §�¨ ©«¨¦ã

�¤ ~v ¡�  ~v ′ �å¤�  �¤« ©«¦å®àª ¦  «�®ç«�«�ª �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ àª §¨¦ª
«� �ç¦ ©¬©«ã£�«� «æ«�

~v ′ = ~v + ~V (t)

�§¦£â¤àª �ç¡¦¢� �§¦�� ¡¤ç�«�  æ« 

~� ′ = ~� +
d~V (t)

d t

æ§¦¬ ~� ¡�  ~� ′ �å¤�  � �§ «á®¬¤©� ©«� �ç¦ ©¬©«ã£�«�. �¤ � «�®ç«�«� V
�å¤�  ©«���¨ã «æ«� �å¤�  �¤à©«æ æ«  � �§ «á®¬¤©� �å¤�  � å� � ¡�  ©«� �ç¦
©¬©«ã£�«� ¡�  «� ©¬©«ã£�«� �å¤�  ��¨�¤ �¡á.
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�§¦�â«¦¬£� «é¨� æ«  «¦ S ′ §�¨ ©«¨â�«�  £� �à¤ �¡ã «�®ç«�«� ~à(t)
àª §¨¦ª «¦ ©ç©«�£� S. �¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ �§¦¡«á�  £ � �¡æ£� «�®ç«�«� §¦¬
�å¤� 

~V = ~à× ~r

��¨� � «�®ç«�«� §¦¬ â®�  àª §¨¦ª «¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£� �å¤�  «¦ (� �¤¬©£�-
« ¡æ) á�¨¦ ©£� «�ª «�®ç«�«�ª ©«¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ¡�  «�ª «�®ç«�«� ¢æ�à §�¨ -
©«¨¦ãª ��¢��ã

~v = ~v ′ + ~à× ~r

�¨å�¦¬£� «¦¬ª «�¢�©«âª «�ª §�¨��à�å©�àª àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ «¦¬ �¡å-
¤�«¦¬ ¡�  «¦¬ ¡ ¤¦ç£�¤¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ¡�  «¦¬ª ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� D� ¡�  D¡
�¤« ©«¦å®àª �§æ «�ª ©®â©� ª.

D�~r = ~v D¡~r = ~v ′

�� «�¤ �¦ã�� � «à¤ «�¢�©«é¤ �¬«é¤ £§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à
�¥å©à©� £� «�¤ £¦¨ã

D�~r = D¡~r + ~à× ~r

�§¢¦§¦ ¦ç£� £� «¦ � á¤¬©£� ~r ¡�  §�å¨¤¦¬£� «�ª �¥ãª  ©æ«�«� «�¢�©«é¤

D� = D¡ + ~à×

� §�¨�§á¤à  ©æ«�«� ©�£�å¤�  æ«  � � ¦§¦ ¦�ã§¦«� £â���¦ª ~�(t)  ©®ç�  �
©®â©�

D� ~A(t) = D¡ ~A(t) + ~à× ~A(t)

�§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� «�¤  ©æ«�«� �¬«ã ¡�  £� «�¤ �¡æ¢¦¬��  ©¦�ç¤�£�
£¦¨ã [

d

d t
~A

]

�¡å¤�«¦
=

[
d

d t
~A

]

¡ ¤¦ç£�¤¦
+ ~à× ~A(t)

� � ¤� �¨¦ç£� «�¤ �§ «á®¬¤©� �� ��¨£æ�¦¬£� �ç¦ ¦¨âª «�¤ §�¨�§á¤à
©®â©�. ��®¦¬£�

D2
�~r = (D� + ~à×) (D¡~r + ~à× ~r) = D2

¡~r + D¡~à×~r + ~à×D¡~r + ~à× (~à×~r)

��¢ ¡á £�«á �§æ �§¢âª §¨á¥� ª §�å¨¤¦¬£� «�¤  ©æ«�«�

D2
�~r = D2

¡~r + (D¡~à)× ~r + 2~à× (D¡~r) + ~à× (~à× ~r)
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�å¤�©� ©«�¨�¦ç ©é£�«¦ª

� �§ «á®¬¤©�
2~à× (D¡~r)

¦¤¦£á��«�  �§ «á®¬¤©� �¦¨ æ¢�ª ¡�  � �§ «á®¬¤©�

~à× ~à× ~r)

¦¤¦£á��«�  ¡�¤«¨¦£æ¢¦ª �§ «á®¬¤©�.
�¦ £â���¦ª

D¡~à× ~r

¦¤¦£á��«�  �¨�££ ¡ã �§ «á®¬¤©�. � æ¨¦ª �¬«æª £���¤å��«�  æ«�¤ � �à¤ �¡ã
«�®ç«�«� �å¤�  ©«���¨ã ¦§æ«� � �à¤ �¡ã �§ «á®¬¤©� D¡~à £���¤å��«� .

�â¢¦ª �¤ «¦ � á¤¬©£� �â©�àª ~R(t) «�ª �¨®ãª «¦¬ ¡ ¤¦ç£�¤¦¬ ©¬©«ã£�-
«¦ª àª §¨¦ª «¦ �¡å¤�«¦ £�«��á¢¢�«�  «æ«� ©«�¤ «�®ç«�«� ¡�  «�¤ �§ «á®¬¤©�
§¨¦©«å��¤«�  ¦  �¡æ¢¦¬�¦  æ¨¦  �¤« ©«¦å®àª.

~v =
d

d t
~R ~g =

d2

d t2
~R

4.5 �å¤�©� ©«�¨�¦ç ©é£�«¦ª
�  §�¨�§á¤à ©®â©� ª £§¦¨¦ç¤ ¤� ®¨�© £¦§¦ ��¦ç¤ � � «�¤ £�¢â«� �¤æª

©«�¨�¦ç ©é£�«¦ª. ��¤� ©«�¨�æ ©é£� �å¤�  â¤� ©ç©«�£� £� N ©à£á« � §¦¬
¦  �§¦©«á©� ª £�«�¥ç «à¤ ©à£�« �åà¤ «¦¬ ��¤ £�«��á¢¢¦¤«� . ����åàª �
 � æ«�«� �¬«ã «¦¬ ©«�¨�¦ç ©é£�«¦ª �å¤�  ¡�«á §¨¦©â�� ©� ©à©«ã. ��¤�
¡ç£� (¦ ã®¦ª §.®) ��¤ �� £§¦¨¦ç©� ¤� � ��¦��å £â©à «à¤ ©«�¨�é¤ �¤ ¦ 
�§¦©«á©� ª «à¤ ©à£�« �åà¤ «¦¬ ©é£�«¦ª £�«�¥ç «¦¬ª ã«�¤ ©«���¨âª.

� � «�¤ £�¢â«� «¦¬ ©«�¨�¦ç ©é£�«¦ª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� â¤� �¡å¤�«¦ ©ç-
©«�£� S ©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�  â¤� ¡ ¤¦ç£�¤¦ S ′. �¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� �å¤� 
©«���¨á ©¬¤����£â¤¦ £� «¦ ©é£� ¡�  ©¬££�«â®�  ©«�¤ ¡å¤�©� «¦¬ ©é£�«¦ª.
�  ©®â©� ª �§¢¦§¦ ¦ç¤«�  �¤ «¦ ¡â¤«¨¦ «¦¬ ¡ ¤¦¬£â¤¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  «¦
¡â¤«¨¦ £á��ª «¦¬ ©é£�«¦ª.

� §¨¦©�¤�«¦¢ ©£æª «¦¬ ¡ ¤¦¬£â¤¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª àª §¨¦ª «¦ �¡å¤�«¦
§¨¦©� ¦¨å��«�  �§æ «¨� ª �¤�¥á¨«�«�ª �à¤å�ª. � �â©� «¦¬ ¡â¤«¨¦¬ £á��ª àª
§¨¦ª «¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£� §¨¦©� ¦¨å��«�  �§æ â¤� � á¤¬©£� £� «¨� ª ©¬¤ ©«é-
©�ª. ��«©  â¤� ©«�¨�æ ©é£� �å¤�  â¤� £�®�¤ ¡æ ©ç©«�£� £� â¥  ���£¦çª
�¢�¬��¨å�ª.
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��¤ ��¨£¦�ã «à¤ ©®â©�à¤ «à¤ §¨¦��¦¬£â¤à¤ §�¨��¨áà¤ �� �¨¦ç£�
«�¤ ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � �¤æª ©«�¨�¦ç ©é£�«¦ª. ��¤� ©«�¨�æ ©é£� �§¦«�¢�å«� 
�§æ � � �¡�¡¨ £â¤� ©à£á« �.

� ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � �¤æª «â«¦ ¦¬ ©é£�«¦ª �å¤�  «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ ¡ ¤�-
« ¡é¤ �¤�¨�� é¤ «à¤ ©à£�«åà¤ §¦¬ «¦ �§¦«�¢¦ç¤. �¬£�¦¢å�¦¬£� £� v «�¤
«�®ç«�«� �¤æª ©à£�« �å¦¬ «¦¬ ©é£�«¦ª £� £á�� m ¡�  � á¤¬©£� �â©�àª ~r.
H «�®ç«�«� V �å¤�  � «�®ç«�«� «¦¬ ¡â¤«¨¦¬ £á��ª. � �à¤ �¡ã «�®ç«�«� ~à
�å¤�  � å� � � � æ¢� «� ©à£á« �. ��®¦¬£�

�¡ =
∑ 1

2
mv2 =

∑ 1
2
m (V + ~à× ~r)2 =

=
∑ 1

2
mV 2 +

∑
mV · ~à× ~r +

∑ 1
2
m (~à× ~r)2

�¦ á�¨¦ ©£� �¡«�å¤�«�  ©� æ¢� «� ©à£á« � «¦¬ ©é£�«¦ª.
� §¨é«¦ª æ¨¦ª §�¨ â®�  «¦

∑
m §¦¬ �å¤�  ã ©¬¤¦¢ ¡ã £á�� M «¦¬

©é£�«¦ª. � ��ç«�¨¦ª æ¨¦ª §�¨ â®�  «¦¤ §�¨á�¦¤«�
∑

m~r §¦¬ �å¤�  £��â¤
� æ«  «¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� â®�  «�¤ �¨®ã «¦¬ ©«¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª «¦¬ ©«�¨�¦ç.
�¤�¢ç¦¬£� «â¢¦ª «¦¤ «¨å«¦ æ¨¦ ¡�  â®¦¬£�

E¡ =
1
2
MV 2 +

1
2

∑
m

(
à2r2 − (~à · ~r)2)

�§¦£â¤àª � ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � �¤æª ©«�¨�¦ç ©é£�«¦ª �å¤�  «¦ á�¨¦ ©£�
�ç¦ æ¨à¤. � §¨é«¦ª æ¨¦ª �å¤�  � ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ §¦¬
©¬£§å§«�  £� «¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª ¡�  â®�  £á�� å©� £� «�¤ ©¬¤¦¢ ¡ã £á�� m
«¦¬ ©é£�«¦ª. � ��ç«�¨¦ª æ¨¦ª ¦�å¢�«�  ©«�¤ §�¨ ©«¨¦ã £� �à¤ �¡ã «�®ç-
«�«� ~à �ç¨à �§æ â¤� á¥¦¤� §¦¬ §�¨¤á�  �§æ «¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª «¦¬ ©«�¨�¦ç.
�¬£�¦¢å�¦¬£� «¦¤ æ¨¦ �¬«æ £� �§ ¡�  �� «¦¤ �¨á¯¦¬£� £� £å� á¢¢� £¦¨ã.

�¤ xj ¡�  ài, �å¤�  ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ~r ¡�  ~à �¤« ©«¦å®àª
«æ«� â®¦¬£�

�§ =
1
2

∑
m

[
(à2

1 + à2
2 + à2

3)(x2
1 + x2

2 + x2
3)− (à1x1 + à2x2 + à3x3)2] =

=
1
2

∑
m[à2

1
(
x2

2 + x2
3
)

+ à2
2
(
x2

3 + x2
1
)

+ à2
3
(
x2

1 + x2
2
)−

− 2à1à2x1x2 − 2à2à3x2x3 − 2à3à1x3x1]
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�¨å�¦¬£� «¦¤ «�¤¬©«ã ��¨�¤�å�ª �§æ «�¤ ©®â©�

Ijk =
∑

m
(
r2�jk − xjxk

)

� «�¤¬©«ãª �å¤�  ©¬££�«¨ ¡æª

Ijk = Ikj

¡�  ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ I11, I22, I33 ¦¤¦£á�¦¤«�  ¨¦§âª ��¨�¤�å�ª �ç¨à �§æ
«¦¬ª �¤«å©«¦ ®¦¬ª á¥¦¤�ª. �  ¬§æ¢¦ §�ª ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ «�¤¬©«ã ¦¤¦£á�¦-
¤«�  � ¤æ£�¤� ��¨�¤�å�ª.

�¤ ��à¨ã©¦¬£� æ«  «¦ ©é£� §¦¬ �¥�«á�¦¬£� �§¦«�¢�å«�  �§æ ©¬¤�®ã
¡�«�¤¦£ã £á��ª £� §¬¡¤æ«�«� ¨,«æ«� «� ��¨¦å©£�«� «¦¬ §�¨�§á¤à ¦¨ ©£¦ç
£�«�«¨â§¦¤«�  ©� ¦¢¦¡¢�¨é£�«� ©«¦¤ æ�¡¦ «¦¬ ©é£�«¦ª. ��¢��ã ¦ «�¤¬-
©«ãª ��¨á¤� �ª ¦¨å��«�  �§æ « ª ©®â©� ª

Ijk =
∫

¨
(
r2�jk − xjxk

)
dV

� ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � �¤æª ©é£�«¦ª £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ «�¤¬©«ã ��¨á¤� �ª
�¨á�«� 

�¡ =
1
2
MV 2 +

1
2
Ijkàjàk

æ§¦¬ �¤¤¦�å«�  á�¨¦ ©� àª §¨¦ª ¡á�� �§�¤�¢�£��¤æ£�¤¦ ��å¡«�.
�� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ «�¤¬©«ã ��¨á¤� �ª £§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� ¡�  «�¤

(�©à«�¨ ¡ã) ©«¨¦¦¨£ã

~L =
∑

m~r × (~à× ~r)

�¤æª ©«�¨�¦ç ©é£�«¦ª. �� �§¢âª §¨á¥� ª �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  ¦  ©¬¤ ©«é©�ª
«¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �¬«¦ç �å¤� 

Li = Iikàk

4.6 ��¤«¨ ¡âª ¡ ¤ã©� ª
� � �ç¤�£� ¦¤¦£á��«�  ¡�¤«¨ ¡ã �¤ �å¤�  «â«¦ � é©«� ¤� � â¨®�«�  �§æ

©«���¨æ ©�£�å¦ ¡��' æ¢� «�¤ � á¨¡� � «�ª ¡ ¤ã©�àª. H �ç¤�£� �¥�¨«á«� 
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£æ¤¦ �§æ «�¤ �§æ©«�©� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ �§æ «¦ ¡â¤«¨¦. �¦ ©�£�å¦ �¬«æ
¦¤¦£á��«�  ¡â¤«¨¦ «�ª ¡ ¤ã©�àª. � �ç¤�£� �å¤�  �¢¡« ¡ã �¤ â®�  ¦¨á §¨¦ª
«¦ ¡â¤«¨¦ á¢¢àª �å¤�  �§à©« ¡ã.

�§ ¢â�¦¬£� ©ç©«�£� �¤�¦¨áª £� ¡â¤«¨¦ «¦ ¡â¤«¨¦ «�ª ¡ ¤ã©�àª �. �
�ç¤�£� â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~r. ��©«à æ«  �å¤�  «�ª £¦¨ãª

~F (r) = K(r)
~r

r
æ§¦¬ r = ‖~r‖

�¦ � á¤¬©£� ~r/r �å¤�  «¦ £¦¤�� �å¦ � á¤¬©£� ¡�  � � �ç�¬¤©ã «¦¬ §�¨¤á� 
�§æ «¦ ¡â¤«¨¦ �. �¤ K(r) > 0 «¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  �§à©« ¡æ ¡�  �¤ K(r) <
0 «¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  �¢¡« ¡æ. �  ©¬¤ ©«é©�ª «�ª �¬¤á£�àª �¬«ãª �å¤� 

Fx = K(r)
x

r
Fy = K(r)

y

r
Fz = K(r)

z

r

�§¦¢¦�å�¦¬£� «�¤ §�¨á�à�¦ «¦¬ £â«¨¦¬ «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~r àª §¨¦ª x.
��®¦¬£�

∂r

∂x
=

∂
(
x2 + y2 + z2)1/2

∂x
=

1
2

2x
(
x2 + y2 + z2)−1/2 =

x

r

�� ¡¬¡¢ ¡ã �¤�¢¢��ã �¨å©¡¦¬£� ¡�  « ª á¢¢�ª §�¨��é�¦¬ª

∂r

∂y
=

y

r

∂r

∂z
=

z

r

�§æ«� ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «�ª �¬¤á£�àª £§¦¨¦ç¤ ¤� �¨�¦ç¤

Fx = K(r)
∂r

∂x
Fy = K(r)

∂r

∂y
Fz = K(r)

∂r

∂z

�¨å�¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� V (r) �§æ «�¤ ©®â©�

V (r) = −
∫

K(r)dr é©«�
∂V (r)

∂r
= −K(r)

�� «�¤ �¦ã�� � «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª �¬«ãª, ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «�ª �¬¤á£�àª
£§¦¨¦ç¤ ¤� �¨�¦ç¤

Fx = K(r)
∂r

∂x
= −∂V (r)

∂r

∂r

∂x
= − ∂

∂x
V (r)
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�� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ � � « ª á¢¢�ª �ç¦ ©¬¤ ©«é©�ª �¨á¦¬£�

Fy = − ∂

∂y
V (r) Fz = − ∂

∂z
V (r)

�§æ«� � �ç¤�£� ~F §�å¨¤�  «�¤ £¦¨ã

~F = −
(

∂

∂z
,

∂

∂z
,

∂

∂z

)
V (r) = −~∇V (r)

�§æ «�¤ «�¢�¬«�å� ©®â©� �å¤�«�  �£â©àª æ«  � �ç¤�£� �¬«ã �å¤�  �©«¨æ� ¢�
��¢��ã ~∇ × ~F = ~0 ¡�  æ«  «¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  � ©¬¤á¨«�©� V (r). �¦
�¬¤�£ ¡æ §��å¦ �§¦£â¤àª �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ ¡�  � �¤â¨�� � �å¤�  â¤� §¨é«¦
¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª ¡ ¤ã©�àª.

�� �¨¦ç£� «é¨� «�¤ ¨¦§ã «�ª �¬¤á£�àª �¬«ãª. �å¤�  §¨¦�¤âª æ«  �
¨¦§ã «�ª �¬¤á£�àª �¬«ãª �å¤�  £��â¤. �¨á�£�« 

�F = ~r × ~F = ~r × K(r)
r

~r =
K(r)

r
~r × ~r = ~0

�¢¢á � ¨¦§ã £ �ª �¬¤á£�àª ©� â¤� ��¬«é¤� ¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤�  å©� £�
«�¤ §�¨á�à�¦ «�ª ©«¨¦¦¨£ãª. ��¢��ã ~�F = ~_L �§¦£â¤àª ~_L = ~0 ¡� 
á¨� «¦ � á¤¬©£� «�ª ©«¨¦¦¨£ãª �å¤�  ©«���¨æ å©¦ £� (C1, C2, C3). ��¨�
â®¦¬£�

L1 = y
dz

d t
−z

dy

d t
= C1 L2 = z

dx

d t
−x

dz

d t
= C2 L3 = x

dy

d t
−y

dx

d t
= C3

�¦ � á¤¬©£� ¢¦ §æ¤ «�ª ©«¨¦¦¨£ãª �å¤�  ©«���¨æ ¡�  ¡�«á £â«¨¦ ¡�  ¡�«á
� �ç�¬¤©� ¡�  �¬«æ  ©®ç�  � � ¦§¦ ¦�ã§¦«� ¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ §��å¦.

�¤ §¦¢¢�§¢�© á©¦¬£� « ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª £� x, y, z �¤« ©«¦å®àª
¡�  §¨¦©�â©¦¬£� §�å¨¤¦¬£� «�¤ ©®â©�

C1x + C2y + C3z = 0

� §�¨�§á¤à �¥å©à©� §�¨ ©«á¤�  â¤� �§å§��¦ §¦¬ §�¨¤á�  �§æ «�¤ �¨®ã «à¤
�¥æ¤à¤. �§æ «�¤ ©®â©� �¬«ã ©¬¤�§á��«�  æ« 

~L · ~r = 0
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�¦ � á¤¬©£� «�ª ©«¨¦¦¨£ãª �å¤�  §á¤«� ¡á��«¦ ©«¦ �§å§��¦ �¬«æ.
�  �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª �§¢¦¬©«�ç¦¤«�  �¤ «¦ �§å§��¦ �¬«æ «¦ ��-

à¨ã©¦¬£� ©�¤ «¦ �§å§��¦ «à¤ �¥æ¤à¤ x ¡�  y. ��à¨¦ç£� «¦¤ «¨å«¦ á¥¦¤�
z ¤� ©¬£§å§«�  £� «¦ � á¤¬©£� «�ª ©«¨¦¦¨£ãª. ��¤ ¬§á¨®�  ¡å¤�©� ©«¦¤
«¨å«¦ á¥¦¤� z. ��¢��ã �¡¢â�¦¬£� « ª ©«���¨âª â«©  é©«�

L1 = C1 = 0 L2 = C2 = 0 L3 = C3 = h

�� ¢ç©¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� ©� §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª (r, �). �«¦ ©ç-
©«�£� �¬«æ � �ç¤�£� �å¤�  ©¬¤á¨«�©� «�ª £å�ª £æ¤¦ �¤�¥á¨«�«�ª £�«��¢�«ãª
«�ª r ¡�  â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ á¥¦¤� ~r0.

~F (~r) = K(r)~r0

�  ¡�¨«�© �¤âª ©¬¤ ©«é©�ª «�ª �â©�àª ¡�  «�ª «�®ç«�«�ª ©� §¦¢ ¡âª
©¬¤«�«��£â¤�ª �¨á¦¤«� 

x = r ©¬¤ � _x = _r ©¬¤ �− r _� �£ �

y = r �£ � _y = _r �£ � + r _� ©¬¤ �

�¦ §¨é«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª ¡ ¤ã©�àª � �¤â¨�� � ©«¦ §¦¢ ¡æ �¬«æ ©ç©«�£�
©¬¤«�«��£â¤à¤ �¨á�«� 

E =
m

2
(

_x2 + _y2) + V (r) =
m

2

(
_r2 + r2 _�2

)
+ V (r)

� ©«¨¦¦¨£ã (� «¨å«� ©¬¤ ©«é©�) ©� §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª �å¤� 

L3 = x _y − y _x = r2 _� = h = ©«���¨ã

§¦¬ �å¤�  «¦ ��ç«�¨¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª ¡ ¤ã©�àª. � �§ «á®¬¤©� §�å¨¤�  «�¤
£¦¨ã

~� =
(

�r − r _�2
)

~r0 +
(

2 _r _� + r��
)

~�0

�  �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª ©«¦ ©ç©«�£� �¬«æ �å¤¦¤«� 

K(r) = m
(

�r − r _�2
)

0 = m
(

2 _r _� + r��
)

134



��¤«¨ ¡âª ¡ ¤ã©� ª

��¨�«�¨¦ç£� æ«  ¦ ��ç«�¨� �¥å©à©� «�ª ¡ ¤ã©�àª ��¤ §�¨ â®�  «¦ �¬¤�£ ¡æ.
�å¤�  ©¬¤�§éª � å� � � � æ¢� «� ¡�¤«¨ ¡á �¬¤�£ ¡á §��å�. ��¤ �¥å©à©� �¬«ã
£§¦¨¦ç£� ¤� «�¤ ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£� �£â©àª. �¨á¦¬£� «�¤ �¥å©à©� £� «�¤
£¦¨ã

m
d

d t

(
r2 _�

)
= 0

¡�  ¦¢¦¡¢�¨é¤¦¬£�
mr2 _� = M = mh

æ§¦¬ � �å¤�  £ � ©«���¨á. � ©®â©� �¬«ã �å¤�  «¦ ��ç«�¨¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª
¡ ¤ã©�àª.

� ©®â©� â®�  £å� �¤� �â¨¦¬©� ¬© ¡ã �¨£�¤�å�. � � §¦¢ç £ ¡¨âª �à-
¤å�ª � � â¡¨�©� 1

2r·(rd�) �å¤�  «¦ �£���æ¤ §¦¬ � â�¨�¯� «¦ � á¤¬©£� �â©�àª
ã � �§ ��« ¡ã �¡«å¤� r ©� ¡á§¦ ¦ ®¨æ¤¦ d t. �§æ«� � â¡¨�©� 1

2r · (rd�/d t)
�å¤�  «�¤ £�«��¦¢ã «¦¬ �£���¦ç �¤á £¦¤á�� ®¨æ¤¦¬. �¨á¦¬£� «�¤ ©®â©�
£� «�¤ £¦¨ã

1
2
r · (rd�) =

M

2m
d t

� §�¨�§á¤à ©®â©� ¢â�  æ«  � � �¤¬©£�« ¡ã �¡«å¤� � ��¨á�  ©� å©¦¬ª ®¨æ-
¤¦¬ª å©� �£���á. � §¨æ«�©� ¦¤¦£á��«�  ¦ ¤æ£¦ª ã «¦ ��é¨�£� «à¤ �£���é¤.

...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
............................

..................
.............
..........
.........
..........

..............
....................

................................
.....................................................................

.....................................
....................................

.....................................
..........................................

.........................
.........................

.........................
.........................

..............................

...........
...........
...........
...........
..........................

............................
............................

............................
............ .........r

E

rd�

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

�®ã£� 4.5
� ¤æ£¦ª «à¤ �£���é¤ � � «�¤ ¡�¤«¨ ¡ã ¡å¤�©�

�� �ç¦ ¦¢¦¡¢�¨é£�«� «�ª ¡ ¤ã©�àª §�¨ �¨á¦¬¤ §¢ã¨àª «¦ §¨æ�¢�£�
«à¤ ¡�¤«¨ ¡é¤ ¡ ¤ã©�à¤. � ��ç«�¨� ©«���¨á «�ª ¡ ¤ã©�àª � ©«¨¦¦¨£ã ��¤
§�¨ â®�  «¦ �¬¤�£ ¡æ ¡�  £§¦¨¦ç£� ¤� «�¤ ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£� �£â©àª. ��®¦¬£�

r2 d�
d t

= h =⇒ d� =
h

r2 dt =⇒ � =
∫

h

r2 dt

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � §�¨á�à�¦ª «�ª �à¤å�ª àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ �å¤�  §á¤«�
��« ¡ã ¡�  �§¦£â¤àª � �à¤å� � �å¤�  £ � £¦¤æ«¦¤� ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ®¨æ¤¦¬.
� �à¤å� ��¤ �¢¢á��  §¦«â ©�£�å¦ ¡�«á «�¤ ¡å¤�©� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬.
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�¦ §¨é«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª ¡ ¤ã©�àª, � �¤â¨�� �, �¤ ¢á�¦¬£� ¬§æ¯ ¤ æ« 
r2 _� = h ©«¦ §¦¢ ¡æ �¬«æ ©ç©«�£� ©¬¤«�«��£â¤à¤ �¨á�«� 

E =
m

2

(
_r2 + r2 _�2

)
+ V (r) =

m

2

(
_r2 +

h2

r2

)
+ V (r)

� �¥å©à©� �å¤�  £ � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� £� á�¤à©«� ©¬¤á¨«�©� «�¤ r(t).
��¨ â®�  «¦ �¬¤�£ ¡æ ¡�  ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ �à¤å� �(t). �å¤�  «¦ �¡« -
¤ ¡æ £â¨¦ª «�ª ¡ ¤ã©�àª. �§¦¨¦ç£� ¤� ��à¨ã©¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à �¤â¨�� �
©�¤ «�¤ �¤â¨�� � �¤æª ©é£�«¦ª §¦¬ ¡ ¤�å«�  ©� £å� � á©«�©� ©� �¬¤�£ ¡æ
W (r) §¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

W (r) = V (r) +
mh2

2r2 = V (r) +
M2

2mr2

�¦ �¬¤�£ ¡æ �¬«æ ¦¤¦£á��«�  �¤�¨�æ ã � ¤¦£�¤ ¡æ �¬¤�£ ¡æ ¡�  ¦ æ¨¦ª
M2/2mr2 ¡�¤«¨¦£æ¢¦ª �¤â¨�� �.

�§æ «�¤ �¥å©à©� «�ª �¤â¨�� �ª §�å¨¤¦¬£� «�¤ ©®â©�

(4.2)
dr

d t
=

√
2
m

(E −W (r)) =⇒ dt =
dr√

2
m (E −W (r))

§¦¬ £§¦¨¦ç£� ¤� «�¤ ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£�. ��¢ ¡á �¨å©¡¦¬£�

(4.3) t =
∫

dr√
2
m (E − V (r))− M2

m2r2 )
¡�  � =

∫
h

r2 dt

�  ©®â©� ª �¬«âª �§¦«�¢¦ç¤ «� ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª ©«� ��¤ ¡ã «¦¬ £¦¨ã.
�å¤¦¬¤ «� £��â�� r(t) ¡�  �(t) ©� §�¨�£�«¨ ¡ã £¦¨ã £� §�¨á£�«¨¦ «¦¤
®¨æ¤¦ t.

�¬¤ã�àª «�¤ �¥å©à©� «�ª «¨¦® áª «�¤ �¨á¦¬£� ©�¤ £å� ©¬¤á¨«�©� «�ª
£¦¨ãª r = r(�). � ��ç«�¨� �§æ « ª �¥ ©é©� ª (4.3) �¤ �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£�
«¦ d t �§æ «�¤ (4.2) �å¤�«� 

(4.4) � =
∫

M

r2
dr√

2m(E − V (r))− M2

r2
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§¦¬ �å¤�  £ � ©¬¤á¨«�©� «�ª £¦¨ãª � = �(r) ¡�  §�¨ ©«á¤�  «�¤ «¨¦® á
«¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬.

�  « £âª «¦¬ r §¦¬  ¡�¤¦§¦ �å«�  � �¥å©à©�

E = V (r) +
M2

2mr2

¦¨å�¦¬¤ «� æ¨ � «�ª «¨¦® áª. �¤ � �¥å©à©� ��¤ â®�  ¢ç©� ª ã â®�  £ � ¢ç©�
� ¡å¤�©� ��¤ §�¨ ¦¨å��«�  ¡�  «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ £§¦¨�å ¤� §á�  ©«¦ á§� ¨¦.

�¤ � �¥å©à©� �¬«ã â®�  �ç¦ ¢ç©� ª, r£ ¡�  r�, r£ > r�, «æ«� � ¡å¤�©�
§�¨ ¦¨å��«�  £�«�¥ç «à¤ ¡ç¡¢à¤ £� �¡«å¤�ª « ª �ç¦ �¬«âª ¨å��ª. �¦ � á¤¬©£�
�â©�àª â®�  £ � £â� ©«� « £ã å©� £� r£ ¡�  £å� �¢á® ©«� å©� £� r�. ��¤
®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã §¦¬ r(t) = r£ ã r(t) = r� ã «�®ç«�«� _r £���¤å��«� . �¬«æ
æ£àª ��¤ ©�£�å¤�  æ«  ©«�£�«á�  � ¡å¤�©� � æ«  � �à¤å� �(t) £�«��á¢¢�«� 
¡�  � �à¤ �¡ã «¦¬ «�®ç«�«� ��¤ £���¤å��«�  _� 6= 0. ��¤ ©« �£ã �¬«ã � « £ã
«¦¬ r §�¨¤á�  �§æ «�¤ �¢á® ©«� ã «�¤ £â� ©«� « £ã «�ª ¡�  £�«á �¨®å�� 
¤� �¬¥á¤�  ã ¤� �¢�««é¤�«� . � �¢á® ©«� « £ã «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�àª
¦¤¦£á��«�  §�¨å¡�¤«¨¦ ¡�  � £â� ©«� �§æ¡�¤«¨¦.

��£àª �¤ ¡�  � ¡å¤�©� �å¤�  §�§�¨�©£â¤� �¬«æ ��¤ ©�£�å¤�  æ«  ã «¨¦® á
�å¤�  £ � ¡¢� ©«ã ¡�£§ç¢�. �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  £æ¤¦ ©« ª §�¨ §«é©� ª §¦¬
«¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  �¤á¢¦�¦ «¦¬ 1/r ã «¦¬ r2 � «¨¦® á �å¤�  £ � ¡¢� ©«ã
¡�£§ç¢�. �« ª á¢¢�ª §�¨ §«é©� ª � «¨¦® á ��¤ ¡¢�å¤�  ¡�  £�«á �§æ â¤�
£��á¢¦ ®¨¦¤ ¡æ � á©«�£� «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ §�¨¤á�  «�¢ ¡á �§æ æ¢� «� ©�£�å�
«¦¬ ��¡«¬¢å¦¬.

��¨�«ã¨�©�: ��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � r → 0 ¦ æ¨¦ª M/2mr2

¬§¦®¨�é¤�  «¦ � ¤¦£�¤ ¡æ �¬¤�£ ¡æ ¤� §á�  ©«¦ +∞ �¡æ£� ¡�  �¤ «¦
�¬¤�£ ¡æ �å¤�  �¢¡« ¡æ. �§¦£â¤àª «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ �� §â©�  ©«¦ ¡â¤«¨¦ «¦¬
§��å¦¬, £æ¤¦ �á¤ «¦ �¬¤�£ ¡æ V §���å¤�  ©«¦ −∞ § ¦ �¨ã�¦¨� â«©  é©«�
� � r → 0 «¦ � ¤¦£�¤ ¡æ �¬¤�£ ¡æ ¤� §�¨�£â¤�  �¢¡« ¡æ. ��¢��ã � � ¤�
§á�  «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ ©«�¤ �â©� r = 0 §¨â§�  «¦ �¬¤�£ ¡æ ¤� �å¤�  «â«¦ ¦
é©«�

V (r) +
M2

2mr2 < 0 =⇒ r2V (r) < −M2

2m

� � ¢ç©� «�ª �¤ ©æ«�«�ª �å¤�  â¤� �¬¤�£ ¡æ �¤á¢¦�¦ «¦¬ −1/rn æ§¦¬
n > 2.

� � ©§¦¬��å� ��¨£¦�ã £ � ¡�¤«¨ ¡ãª ¡ ¤ã©�àª �å¤�  � ¡å¤�©� «�ª ��ª
�ç¨à �§æ «¦¤ ã¢ ¦. � �ç¤�£� §¦¬ ©¬�¡¨�«�å «�¤ �� ¡�«á «�¤ §�¨ ¦¨á «�ª
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�ç¨à �§æ «¦¤ ã¢ ¦ �å¤�  �¤« ©«¨æàª �¤á¢¦�� «¦¬ «�«¨��é¤¦¬ «�ª �§¦©«á-
©�àª. �¬© ¡á ��à¨¦ç£� «�¤ �§å�¨�©� «à¤ á¢¢à¤ §¢�¤�«é¤ �£�¢�«â�. �¦
�¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤�  «¦ §��å¦ «�ª ��¨ç«�«�ª. �¦ §��å¦ �¬«æ �å¤�  §á¤«� �¢-
¡« ¡æ. ��¤� á¢¢¦ §��å¦ £� «� å� � ®�¨�¡«�¨ ©« ¡á �å¤�  «¦ �¢�¡«¨¦©«�« ¡æ
§��å¦ §¦¬ £§¦¨�å ¤� �å¤�  æ®  £æ¤¦ �¢¡« ¡æ �¢¢á ¡�  �§à©« ¡æ. �� �ç¦ §��å�
£§¦¨¦ç¤ ¤� £�¢�«��¦ç¤ £��å £� ¡�«á¢¢�¢� �¡¢¦�ã «à¤ ©«���¨é¤.

�«¦ �¢�¡«¨¦©«�« ¡æ §��å¦ �¦¬¢æ£§, � �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å«�  £�«�¥ç �ç¦
¦¨«åà¤ q1 ¡�  q2 �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

~F =
1

4π�0

q1q2

r2 ~r0

�«¦ §��å¦ ��¨ç«�«�ª, � �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å«�  £�«�¥ç «à¤ £��é¤ m1 ¡�  m2
�å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

~F = −G
m1m2

r2 ~r0

�¦ §��å¦ «�ª ��¨ç«�«�ª ¢ç¤�«�  ©« ª �©¡ã©� ª.
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�©¡ã©� ª

�©¡ã©� ª

��©¡�©� 4.1
�� �¨��¦ç¤ ¦  «�®ç«�«� ¡�  � �§ «á®¬¤©� �¤æª ¡ ¤�«¦ç ©� §¦¢ ¡âª ©¬-

¤«�«��£â¤�ª.
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.........

.........

.........

.........

....................~j
...................

...................
...................

...................
...................

...................
...................

.........................

..................
............................
~ro..........

..........
.........
..........
..........
..........
...

.........
.........
.........
...................~�o

~r(t)

.........

.........
..... �

..........................................................................................................................................

�®ã£� 4.6
�¦ � á¤¬©£� �â©�àª �¤æª ¡ ¤�«¦ç

�ç©�: ��©«à â¤� ¡ ¤�«æ £� � á¤¬©£� �â©�àª ~r(t). �¬£�¦¢å©¦¬£�
£� ~r0 «¦ £¦¤�� �å¦ � á¤¬©£� ¡�«á «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ ~r, ¡�  £� ~�0 «¦ ¡á��«¦
§¨¦ª «¦ ~r0 £¦¤�� �å¦ � á¤¬©£�. H ¦¨á «¦¬ ~�0 �å¤�  � ¦¨á §¦¬ �¬¥á¤� 
� �à¤å� �. �¦ � á¤¬©£� �â©�àª ~r â®�  ¡�¨«�© �¤âª ©¬¤ ©«é©�ª x(t) ¡� 
y(t) ¡�  §¦¢ ¡âª ©¬¤ ©«é©�ª r(t) ¡�  �(t).

�¤ â¤� ©�£�å¦ «¦¬ ®é¨¦¬ â®�  ¡�¨«�© �¤âª ©¬¤«�«��£â¤�ª (x, y) ¡� 
§¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª (r, �) «æ«�  ©®ç¦¬¤ ¦  �¡æ¢¦¬��ª ©®â©� ª æ§àª
�å¤�«�  �§æ «¦ ©®ã£�

x = r ©¬¤ � y = r �£ � −∞ < x < ∞ −∞ < y < ∞

�ç¤¦¬£� « ª �¥ ©é©� ª �¬«âª àª §¨¦ª r ¡�  �.

r =
(
x2 + y2)1/2 � = «¦¥� (y/x) 0 ≤ r < ∞ 0 ≤ � < 2π
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�¨å�¦¬£� « ª ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª «�ª «�®ç«�«�ª �§æ « ª ©®â-
©� ª

¬x =
d

d t
x ¬y =

d

d t
y ¬r =

d

d t
r ¬� =

d

d t
�

��  �§¦£â¤àª

¬x =
d

d t
x =

d

d t
(r ©¬¤ �) = _r ©¬¤ �− r _� �£ �

¬y =
d

d t
y =

d

d t
(r �£ �) = _r �£ �− r _� ©¬¤ �

�  §�¨�§á¤à ©®â©� ª �¨á¦¤«�  ©� £¦¨ã £�«¨é¤
(

~¬x

~¬y

)
=

(
©¬¤ � − �£ �
�£ � ©¬¤ �

) (
_r

r _�

)

�  ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª «�ª «�®ç«�«�ª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª
§¦¬ �å¤¦¬¤ « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª �¤æª � �¤ç©£�«¦ª àª §¨¦ª â¤� §�¨ ©«¨�æ£�¤¦
©ç©«�£� ��¢��ã « ª ©®â©� ª

(
~¬r

~¬�

)
=

(
©¬¤ � �£ �
− �£ � ©¬¤ �

)(
¬x

¬y

)

�§¦£â¤àª â®¦¬£�
(

~¬r

~¬�

)
=

(
©¬¤ � �£ �
− �£ � ©¬¤ �

) (
©¬¤ � − �£ �
�£ � ©¬¤ �

) (
_r

r _�

)
=

(
_r

r _�

)

��¨� «�¢ ¡á ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «�ª «�®ç«�«�ª ©� §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª �å¤� 

¬r = _r ¬� = r _�

�¨á¦¬£� «¦ � á¤¬©£� «�ª «�®ç«�«�ª ©� §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª

~¬ = _r~r0 + r _�~�0

� � ¤� �¨¦ç£� «�¤ �§ «á®¬¤©� �� �¨��©«¦ç£� £� æ£¦ ¦ «¨æ§¦. �  ¡�¨«�-
© �¤âª ©¬¤ ©«é©�ª «�ª �§ «�®ç¤©�àª �å¤�  ¦  §�¨á�à�¦  àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦
«�ª «�®ç«�«�ª. �¨å©¡¦¬£�

�x =
d

d t
¬x = �r ©¬¤ �− 2 _r _� �£ �− r�� �£ �− r _�2 ©¬¤ � =
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�©¡ã©� ª

=
(

�r − r _�2
)

©¬¤ �−
(

2 _r _� �£ � + r��
)

�£ �

�y =
d

d t
¬y = �r �£ � + 2 _r _� ©¬¤ � + r�� ©¬¤ �− r _�2 �£ � =

=
(

�r − r _�2
)

�£ � +
(

2 _r _� �£ � + r��
)

©¬¤ �

�� £¦¨ã £�«¨é¤ ¦  �ç¦ §�¨�§á¤à ©®â©� ª �¨á¦¤«� 
(

�x

�y

)
=

(
©¬¤ � − �£ �
�£ � ©¬¤ �

)(
�r − r _�2

2 _r _� + r��

)

�¢¢á ¡�  ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª «�ª �§ «�®ç¤©�àª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤
« ª ©®â©� ª §¦¬ �å¤¦¬¤ « ª ©¬¤ ©«é©�ª �¤æª � �¤ç©£�«¦ª àª §¨¦ª â¤� §�¨ -
©«¨�æ£�¤¦ ©ç©«�£� ��¢��ã « ª �¡æ¢¦¬��ª ©®â©� ª.

(
�r

��

)
=

(
©¬¤ � �£ �
− �£ � ©¬¤ �

)(
�x

�y

)

�§¦£â¤àª â®¦¬£�
(

�r

��

)
=

(
©¬¤ � �£ �
− �£ � ©¬¤ �

) (
©¬¤ � − �£ �
�£ � ©¬¤ �

) (
�r − r _�2

2 _r _� + r��

)
=

(
�r − r _�2

2 _r _� + r��

)

��¨� «�¢ ¡á ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «�ª �§ «�®ç¤©�àª ©� §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª �å¤� 

�r = �r − r _�2 �� = 2 _r _� + r��

�¨á¦¬£� «�¤ �§ «á®¬¤©� ©� §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª

~� =
(

�r − r _�2
)

~r0 +
(

2 _r _� + r��
)

~�0

��£� é¤¦¬£� «â¢¦ª «�¤ «�®ç«�«� ¡�  «�¤ �§ «á®¬¤©� �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�-
£�å¦¬ ©� ¡¬¢ ¤�¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª.

~¬ = _r~r0 + r _�~�0 + _z~k, ~� =
(

�r − r _�2
)

~r0 +
(

2 _r _� + r��
)

~�0 + �z~k
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��©¡�©� 4.2
��¤� ©é£� �¡«¦¥�ç�«�  �§æ â¤� ©�£�å¦ «�ª �§ á¤� �ª «�ª ��ª £� �¨-

® ¡ã «�®ç«�«� ~v. N� �¨�¦ç¤ ¦  �¥ ©é©� ª «�ª «¨¦® áª «¦¬ �¤ ¢���å ¬§'
æ¯� � §�¨ ©«¨¦ã «�ª ��ª �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� «�ª.
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�®ã£� 4.7
�ç¦ ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã£�«� §á¤à ©«�¤ ��

�ç©�: � �¢â�¦¬£� «¦¤ §¨¦©�¤�«¦¢ ©£æ «à¤ �¥æ¤à¤ x ¡�  y â«© 
é©«� «¦ � á¤¬©£� ~v ¤� �¨å©¡�«�  §á¤à ©«¦ xz−�§å§��¦ ¡�  ¦ á¥¦¤� z ¤�
�å¤�  ¡�«�¡æ¨¬¦ª. ��à¨¦ç£� â¤� �¡å¤�«¦ ©ç©«�£� ���� £� ¡â¤«¨¦ «¦
¡â¤«¨¦ «�ª ��ª ¡�  «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ Z á¥¦¤� «� � �ç�¬¤©� ¤æ«¦ª �¦¨¨áª.
�¤ ~K «¦ £¦¤�� �å¦ � á¤¬©£� ©«¦¤ OZ á¥¦¤� «æ«� � �à¤ �¡ã «�®ç«�«� «�ª
��ª �å¤�  ~à = à ~K. � �� ¡á¤�  £ � §¢ã¨� §�¨ ©«¨¦ã �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤á
«�ª ©� 24 é¨�ª ã 86.400 ��¬«�¨æ¢�§«�. ��¨� � « £ã «¦¬ à �å¤� 

à =
2π

86.400
= 0, 0000727

rad

sec

��à¨¦ç£� �§å©�ª â¤� ©ç©«�£� �¤�¦¨áª ¦xyz ©«���¨á ©¬¤����£â¤¦
©«¦ ©�£�å¦ o «�ª ��ª §¦¬ £�«â®�  «�ª §�¨ ©«¨¦ãª «�ª ��ª. � á¥¦¤�ª ¦z
�å¤�  ¡�«�¡æ¨¬¦ª ¡�  ¦ á¥¦¤�ª oy ��å®¤�  «�¤ �¤�«¦¢ã. H �à¤å� «à¤
�� ¡�  oy �å¤�  π/2. � �§ «á®¬¤©� «�ª ��¨ç«�«�ª â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬
¡�«�¡æ¨¬¦¬ á¥¦¤� ��¢��ã ~g = g~k. � �à¤å� «à¤ �¥æ¤à¤ oz ¡�  OZ �å¤� 
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¢1. �¨¦�¤éª ¢1 = π/2− ¢ æ§¦¬ ¢ «¦ ��à�¨� ¡æ §¢á«¦ª «¦¬ ¡â¤«¨¦¬ ¦
«¦¬ ¡ ¤¦ç£�¤¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª.

� �§ «á®¬¤©� �©«�� ©«¦ ©«���¨æ ©ç©«�£� ¡�  � �§ «á®¬¤©� � ©«¦ ¡ -
¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ ©¬¤�â¦¤«�  £� «� ©®â©�

�©«�� = � + 2~à×~¬ + ~à× (~à× ~r)

��¢� «� £��â�� ©«�¤ ��¥ á §¢�¬¨á «¦¬ å©¦¤ �¤�â¨¦¤«�  ©«¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦
©ç©«�£�. ��®¦¬£� §�¨�¢�å¯�  «¦¤ æ¨¦ ~_à × ~r¡ ¤ � æ«  � �à¤ �¡ã «�®ç«�«�
«�ª ��ª �å¤�  ©«���¨ã. �¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� ~g «�¤ �§ «á®¬¤©� «�ª ��¨ç«�«�ª
«æ«� � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� «�ª «¨¦® áª �¤æª ©�£�å¦¬ ©«¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£�
�å¤� 

~g =
d2~r

d t2
+ 2~à× d~r

d t
+ ~à× (~à× ~r)

� « £ã «¦¬ à �å¤�  §¦¢ç £ ¡¨ã ¡�  �� §�¨�¢�å¯¦¬£� ©� §¨é«� §¨¦©â�� ©�
«¦¤ «¨å«¦ æ¨¦ ©«�¤ �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª §¦¬ §�¨ â®�  «¦ à2

�  ©¬¤ ©«é©�ª «�ª �à¤ �¡ãª «�®ç«�«�ª «�ª ��ª àª §¨¦ª «¦ §�¨ ©«¨�-
æ£�¤¦ ©ç©«�£� �å¤� 

~à = (à ~K ·~i)~i + (à ~K ·~j)~j + (à ~K · ~k)~k =

= −à ©¬¤(90o − ¢1)~i + 0~j + à ©¬¤ ¢1 ~k = −à ©¬¤ ¢~i + à �£ ¢~k

�§¦¢¦�å�¦¬£� «¦ �¥à«�¨ ¡æ � ¤æ£�¤¦ ~à×~_r

~à×~_r =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
−à ©¬¤ ¢ 0 à �£ ¢

_x _y _z

∣∣∣∣∣∣
= −à _y �£ ¢~i + (à _x �£ ¢ + à _z ©¬¤ ¢)~j − à _y ©¬¤ ¢~k

�§¦£â¤àª ¦  �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ �¨á¦¤«� 

�x = 2à _y �£ ¢ �y = −2à _x �£ ¢− 2à _z ©¬¤ ¢ �z = −g + 2à _y ©¬¤ ¢

�§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� « ª �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª æ«�¤ ¬§á¨®�  «¨ �ã �¤á-
¢¦�� «�ª «�®ç«�«�ª. �å¤�  �¤�¨æ æ«  ¦  �¥ ©é©� ª �¬«âª �å¤� 

�x+c _x = 2à _y �£ ¢ �y+c _y = −2à _x �£ ¢−2à _z ©¬¤ ¢ �z+c _z = −g+2à _y ©¬¤ ¢

143



��á¢� ¦ 4

�  �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤� 

~r (0) = ~r0 = (x0, y0, z0, ) ¡�  ~_r(0) = ~_r0 = ( _x0, _x0, _z0)

��¤� §¨é«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «à¤ §�¨�§á¤à �¥ ©é©�à¤ �¨å©¡�«�  �ç¡¦¢�. �¤
¢á�¦¬£� ¬§' æ¯� ¡�  « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦ �§¦«â¢�©£� �å¤� 

_x + c (x− x0) = 2à(y − y0) �£ ¢ + _x0

_y + c (y − y0) =− 2à(x− x0) �£ ¢− 2à(z − z0) ©¬¤ ¢ + _y0,

_z + c (z − z0) =− g t + 2à(y − y0) ©¬¤ ¢ + _z0

�� ¢ç©¦¬£� «¦ §�¨�§á¤à ©ç©«�£� «à¤ � �¦¨ ¡é¤ �¥ ©é©�à¤ £æ¤¦ � �
¦¨ ©£â¤�ª � � ¡âª §�¨ §«é©� ª ©«�¤ �§æ£�¤� á©¡�©�.

��©¡�©� 4.3
��¤� ©é£� �ã¤�«�  ¤� §â©�  §¨¦ª «�¤ �� �§æ â¤� ç¯¦ª h £ ¡¨æ ©�

©ç�¡¨ ©� £� «�¤ �¡«å¤� «�ª ��ª. �� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ ©é£� ��¤ �� §â©� 
¡�«�¡æ¨¬� �¢¢á �� £�«�«¦§ ©«�å �§æ «�¤ ¡�«�¡æ¨¬¦ ¡�«á 1

3àg t3 ©¬¤ ¢.
��®¦¬£� §�¨�¢�å¯�  «¦¬ª æ¨¦¬ª £� à2.

�ç©�: �§æ «� ���¦£â¤� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª ¦  �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦¬
§¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤� 

~r0 = (0, 0, h) ¡�  ~_r0 = (0, 0, 0)

�§¦£â¤àª ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª «�ª §¨¦��¦ç£�¤�ª �©¡ã©�àª �¨á¦¤«� 

_x = 2ày �£ ¢ _y = −2àx �£ ¢− 2à(z − h) ©¬¤ ¢ _z = −g t + 2ày ©¬¤ ¢

�«� «¨å«� �¥å©à©� �¤« ¡�� ©«¦ç£� «¦ y �§æ «�¤ §¨é«� ¡�  â®¦¬£�

_z = −g t + _x
©¬¤ ¢
�£ ¢

�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «�¤ ©®â©� �¬«ã. � ©«���¨á «�ª ¦¢¦¡¢�¨é©�àª �å¤�  å©� £�
h. �¨å©¡¦¬£�

z = −1
2
g t2 + x

©¬¤ ¢
�£ ¢

+ h
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��¤ « £ã �¬«ã «¦¬ z «�¤ �¤« ¡�� ©«¦ç£� ©«�¤ ��ç«�¨� ¡�  â®¦¬£�

_y = −2àx �£ ¢− 2à
(
−1

2
g t2 + x

©¬¤ ¢
�£ ¢

)
©¬¤ ¢ = àg t2 ©¬¤ ¢− 2à

�£ ¢
x

� §�¨á�à�¦ª «�ª §¨é«�ª «à¤ �¥ ©é©�àª ¡ ¤ã©�àª �å¤�  «¦ �x ©¬¤�¨«ã©�  «¦¬
_y §¦¬ «¦ §�å¨¤¦¬£� �§æ «�¤ §�¨�§á¤à �¥å©à©�. ��®¦¬£�

�x = 2à _y �£ ¢ = 2à �£ ¢
(

àg t2 ©¬¤ ¢− 2à
�£ ¢

x

)
= 0

� ©®â©� �¬«ã �å¤�  å©� £� «¦ £��â¤ � æ«  â®¦¬£� ©¬£à¤ã©�  ¤� §�¨�¢�å-
§¦¬£� «¦¬ª æ¨¦¬ª £� à2. �§¦£â¤àª

x = 0 ¡�  z = −1
2
g t2 + h

� ª « £âª �¬«âª «¦¬ x ¡�  «¦¬ z « ª �¤« ¡�� ©«¦ç£� ©«�¤ ��ç«�¨� «à¤ �¥ ©é-
©�à¤ ¡ ¤ã©�àª ¡�  â®¦¬£�

_y = −2à
(
−1

2
g t2 + h− h

)
©¬¤ ¢ = gà t2 ©¬¤ ¢

�¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «â¢¦ª «�¤ �¥å©à©� �¬«ã. � ©«���¨á ¦¢¦¡¢�¨é©�àª �å¤� 
£��â¤. ��¨� �¨å©¡¦¬£�

y =
1
3

àg t3 ©¬¤ ¢

� ®¨æ¤¦ª §¦¬ «¦ ©é£� �� §â©�  ©«¦ â��¦ª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�
z = 0. �¦¤ ®¨æ¤¦ �¬«æ¤ «¦¤ �¤« ¡�� ©«¦ç£� ©«�¤ §�¨�§á¤à �¥å©à©� ¡� 
§�å¨¤¦¬£� «�¤ �§æ©«�©� �§æ «�¤ ¡�«�¡æ¨¬¦ æ«�¤ «¦ ©é£� �¡¦¬£§ã©�  ©«¦
â��¦ª.

t =
(

2h

g

)1/2

=⇒ y =
1
3

àg

(
2h

g

)3/2

©¬¤ ¢ = à
(2h)3/2

3√g
©¬¤ ¢

� � «¦ ��à�¨� ¡æ §¢á«¦ª «�ª �á«¨�ª 38¦ §�¨å§¦¬ � ©®â©� �¬«ã �å¤� 

y = 0, 00001725 h3/2
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�§æ«� �¤ «¦ ©é£� §â«�  �§æ â¤� ç¯¦ª 100 £â«¨à¤ � �§æ¡¢ ©� �å¤�  §�¨å§¦¬
2 �¡�«¦©«á.

��©¡�©� 4.4
�� £�¢�«���å «¦ §��å¦ «�ª ��¨ç«�«�ª. �¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬ §��å¦¬ �å¤� 

�¤« ©«¨æàª �¤á¢¦�¦ «�ª �¡«å¤�ª ¡�  �å¤�  �¢¡« ¡æ «�ª £¦¨ãª.

V (r) = −�
r

� > 0

�ç©�: � �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å«�  ©«¦ §��å¦ �¬«æ �å¤� 

~F (~r) = −~∇V (r) = ~∇ �
r

= − �
r2 ~r

�å¤�  ��¢��ã �¤« ©«¨æàª �¤á¢¦�¦ «¦¬ «�«¨��é¤¦¬ «�ª �¡«å¤�ª. ��®�  «�¤
� �ç�¬¤©� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª �â©�àª ¡�  ¦¨á §¨¦ª «¦ ¡â¤«¨¦ «¦¬ §��å¦¬. �¦
� ¤¦£�¤ ¡æ �¬¤�£ ¡æ �å¤� 

W (r) = −�
r

+
M2

2mr2
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E < 0

V (r)

r

E > 0 ��¨ ¦®ã ©¡��á©�àª

�� ¤¦£�¤ ¡æ �¬¤�£ ¡æ................................................

��¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ...................................................................................

�¬�¦¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ........................................................................................

0
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�®ã£� 4.8
�¦ �¬¤�£ ¡æ «¦¬ §��å¦¬ ��¨ç«�«�ª

�¦ �¬¤�£ ¡æ §���å¤�  ©«¦ á§� ¨¦ � � r → 0. �¬«æ ©�£�å¤�  æ«  «¦
¬¢ ¡æ ©�£�å¦ ��¤ �� §â©�  §¦«â §á¤à ©«¦ ¡â¤«¨¦. �§å©�ª W → 0 � �
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r →∞ §¦¬ ©�£�å¤�  æ«  «¦ �¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤�  §¨�¡« ¡á £��â¤ ©� £��á¢�ª
�§¦©«á©� ª �§æ «¦ �¢¡« ¡æ ¡â¤«¨¦. � ¡�£§ç¢� â®�  â¤� �¢á® ©«¦

W�¢�® = W

(
M2

�m

)
= − �2m

2M2

�§æ «¦ ©®ã£� �å¤�«�  æ«  �á¤ � > 0 � ¡å¤�©� ��¤ §�¨ ¦¨å��«� . �¦
©à£á« ¦ �§æ «¦ á§� ¨¦ ©¡��á��«�  §á¤à ©«¦ �¬¤�£ ¡æ ¡�  �§ ©«¨â�  ©«¦
á§� ¨¦. ��«�¤ E < 0 � ¡å¤�©� �å¤�  §�§�¨�©£â¤�.

� �¥å©à©� «�ª «¨¦® áª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©� (4.4) §¦¬ ©«�¤ §¨¦¡� £â¤�
§�¨å§«à©� �å¤�«� 

� =
∫

M

r2
dr√

2m
(
E + �

r

)− M2

r2

�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�  ©«¦ ®� é��ª. � � «¦ ¬§¦¢¦� ©£æ «¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª
¡á¤¦¬£� «�¤ �¤« ¡�«á©«�©�

r =
¨

1 + eu
æ§¦¬ ¨ =

M2

m�
¡�  e =

√
1 +

2EM2

m�2

�§æ«� â®¦¬£�

dr =
∂r

∂u
du = − ¨e

(1 + eu)2 = −e

¨
r2du =⇒ dr

r2 = −e

¨
du

�¦ £â���¦ª ¡á«à �§æ «�¤ ¨å�� «¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª �å¤�«� 

2m(E+
�
r

)−M2

r2 = 2mE+
2m�

¨
(1+eu)−M2

¨2 (1 + eu)2 = 2m�+
2m�

¨
−M2

¨2

+
(

2m�e

¨
− 2M2e

¨2

)
u− M2e2

¨2 u2 =
M2e2

¨2 − M2e2

¨2 u2 =
M2e2

¨2

(
1− u2)

�¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª « £âª �¬«âª ©«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

� =
∫ M

(
− e

¨du
)

Me
¨

√
1− u2

= −
∫

du√
1− u2

= «¦¥©¬¤u + C
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� �¢â�¦¬£� « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª â«©  é©«� � ©«���¨á ¤� £���¤å��«� . ��¨�
u = ©¬¤ � ¡�  «�¢ ¡á � ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤� 

r =
¨

1 + e ©¬¤ �

� ¢ç©� §�¨ ©«á¤�  ¡à¤ ¡ã «¦£ã £� £å� �©«å� «�¤ �¨®ã «à¤ �¥æ¤à¤. �¦
¨ ¡�¢�å«�  §�¨á£�«¨¦ª ¡�  «¦ e �¡¡�¤«¨æ«�«� «�ª «¨¦® áª. � �¡¡�¤«¨æ«�«�
«�ª «¨¦® áª �å¤�  â¤� £â«¨¦ §æ©¦ �§¦¡¢å¤�  � «¨¦® á �§æ «¦ ¤� �å¤�  ¡ç¡¢¦ª.
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e = 1 §�¨��¦¢ã

e = 5
4 ¬§�¨�¦¢ã

e = 0 §�¨ â¨� �

e = 4
5 â¢¢� ¯�
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�®ã£� 4.9
� á¦¨�ª § ��¤âª «¨¦® âª �¤á¢¦�� £� «�¤ « £ã «�ª �¡¡�¤«¨æ«�«�ª

� «¨¦® á �å¤�  §¨¦�¤éª ¡ç¡¢¦ª � �

e = 0 =⇒ E = −m�2/2M2

£� �¡«å¤� å©� £� ¨ . � « £ã �¬«ã «�ª �¤â¨�� �ª �å¤�  � £ ¡¨æ«�¨� « £ã
§¦¬ £§¦¨�å ¤� â®�  � �¤â¨�� �, å©� £� «�¤ �¢á® ©«� « £ã «¦¬ � ¤¦£�¤ ¡¦ç
�¬¤�£ ¡¦ç.

� «¨¦® á �å¤�  â¢¢� ¯� � �

0 < e < 1 =⇒ E < 0
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�¦ �¢¡« ¡æ ¡â¤«¨¦ �¨å©¡�«�  ©«� £å� �©«å� «�ª . �¦ £ã¡¦ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª
�â©�àª £�«��á¢¢�«�  £�«�¥ç «à¤ « £é¤

r� =
¨

1 + e
� � � = 0 ¡�  r£ =

¨
1− e

� � � = π

�¦ §¨é«¦ ©�£�å¦ ¦¤¦£á��«� , §¨¦¡� £â¤¦¬ � � «¦ ©ç©«�£� ��ª ã¢ ¦¬, §�¨ ã-
¢ ¦ ¡�  «¦ ��ç«�¨¦ �ã¢ ¦. �  �ç¦ �£ á¥¦¤�ª «�ª �¢¢�å¯�àª ¡�  «¦ �£���æ¤
«�ª �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

a =
¨√

1− e2
=

M√
2mE

b =
¨

1− e2 =
�

2E
�£� = πab =

�M

2E
√

2Em

��¨�«�¨¦ç£� æ«  ¦ £��á¢¦ª �£ á¥¦¤�ª �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «�¤ �¤â¨�� �.
� §�¨å¦�¦ª � �å¤�  ¦ ®¨æ¤¦ª §¦¬ ®¨� á��«�  «¦ ©é£� � � ¤� � ��¨á¯� 

«�¤ â¢¢� ¯�. � §�¨å¦�¦ª �¨å©¡�«�  �¤ ¦¢¦¡¢�¨é©¦¬£� «�¤ �¥å©à©�

1
2
r · (rd�) =

M

2m
d t

«¦¬ ¤æ£¦¬ «à¤ �£���é¤ �§æ 0 âàª �. � �à¤å� � £�«��á¢¢�«�  �§æ 0 âàª
2π â«©  é©«� ¤� � ��¨á¯¦¬£� æ¢� «�¤ �§ á¤� � «�ª �¢¢�å¯�àª. ��®¦¬£�

∫ 2π

0

1
2
r · rd� =

∫ �

0

�
2m

dt =⇒ πab =
M

2m
T

�ç¤¦¬£� «�¤ �¥å©à©� �¬«ã àª §¨¦ª � ¡�  â®¦¬£�

T = π�
√

m/2E3 = 2πb3/2
√

m/�

� «�¢�¬«�å� �¬«ã ©®â©� ¢â�  æ«  «¦ «�«¨á�à¤¦ «�ª §�¨ æ�¦¬ � �å¤�  �¤á¢¦�¦
«�ª «¨å«�ª �¬¤á£�àª «¦¬ £��á¢¦¬ �£ á¥¦¤� b. � §¨æ«�©� �¬«ã �å¤�  ¦ «¨å«¦ª
¤æ£¦ª «¦¬ �â§¢�¨.

� «¨¦® á �å¤�  §�¨��¦¢ã � �

e = 1 =⇒ E = 0

� £ ¡¨æ«�¨� �§æ©«�©� �§æ «¦ ¡â¤«¨¦ �å¤�  r� = ¨/2. � � «â«¦ � «¨¦® á
� ��¨á�  â¤� ©é£� §¦¬ ¥�¡ ¤á�  ®à¨åª �¨® ¡ã «�®ç«�«� �§æ «¦ á§� ¨¦.
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�â¢¦ª � «¨¦® á �å¤�  ¬§�¨�¦¢ã � �

e > 1 =⇒ E > 0

�¦ ©é£� ©¡��á��«�  �§æ «¦ �¬¤�£ ¡æ.

��©¡�©� 4.5
N� �¥�«�©«�å «¦ §¨¦��¦ç£�¤¦ §¨æ�¢�£� æ«�¤ «¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  �§à-

©« ¡æ.
�ç©�: ��¤� ¦¨« ©£â¤¦ ©à£á« ¦ ¡ ¤�å«�  §¨¦ª «¦ ¡â¤«¨¦ �¤æª §¬-

¨ã¤� §¦¬ «¦ �§à��å £� �ç¤�£� §¦¬ â®�  £â«¨¦ �¤« ©«¨æàª �¤á¢¦�� «¦¬
«�«¨��é¤¦¬ «�ª �§¦©«á©�àª. � �¬¤�£ ¡æ §��å¦ §¦¬ ��£ ¦¬¨��å ¦ §¬¨ã¤�ª
�ç¨à «¦¬ ©«¦ §�å¨�£� �¬«æ �å¤�  â¤� �§à©« ¡æ ¡�¤«¨ ¡æ §��å¦ �¦¬¢æ£§. �¦
©à£á« ¦ ©¡��á��«�  �§æ «¦ �¬¤�£ ¡æ §¦¬ �å¤�  «�ª £¦¨ãª

V (r) =
�
r

� > 0

�«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã ��¤ ¬§á¨®¦¬¤ æ¨ � ©«�¤ ¡å¤�©�. �¦ � ¤¦£�¤ ¡æ �¬-
¤�£ ¡æ �å¤� 

W (r) =
�
r

+
M2

2mr2

� ©¬¤á¨«�©� �å¤�  �å¤¦¬©� ©� æ¢¦ «¦ � á©«�£� ¡�  � �¤â¨�� � «¦¬
©à£�«å¦¬ �å¤�  §á¤«� ��« ¡ã. �å¤�  §¨¦�¤âª æ«  «¦ ©é£� ��¤ §�¨ ¦¨å��«� 
¡�«á «�¤ ¡å¤�©� «¦¬.

�  �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª ¡�  ¦  ¢ç©� ª «¦¬ª �å¤�  ¦  å� �ª æ§àª ©«�¤
§¨¦��¦ç£�¤� §�¨å§«à©� «¦¬ �¢¡« ¡¦ç �¬¤�£ ¡¦ç. �§¢éª ©«� �â©� «¦¬ �
�á�¦¬£� «¦ −�. � «¨¦® á �å¤�  §á¢  £ � ¡à¤ ¡ã «¦£ã «�ª £¦¨ãª.

r =
¨

−1 + e ©¬¤ �
æ§¦¬ ¨ =

M2

m�
¡�  e =

√
1 +

2EM2

m�2

� «¨¦® á �å¤�  §�¨��¦¢ã � �

e = 1 =⇒ E = 0

� «¨¦® á �å¤�  ¬§�¨�¦¢ã � �

e > 0 =⇒ � > 0
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��¢��ã � � ¦§¦ ��ã§¦«� ��« ¡ã £� £���¤ ¡ã « £ã «�ª �¤â¨�� �ª.
� �§æ©«�©� «¦¬ §�¨ ¡â¤«¨¦¬ �å¤�  � £ ¡¨æ«�¨� « £ã §¦¬ â®�  «¦ £â���¦ª

r. �«�¤ §¨¦¡� £â¤� §�¨å§«à©� �å¤� 

r£ =
¨

e− 1
� � � = 0

�¤ £���¤å©¦¬£� «¦¤ §�¨�¤¦£�©«ã «�ª «¨¦® áª �¨å©¡¦¬£� «�¤ �à¤å� §¦¬ ©®�-
£�«å��  � �©ç£§«à«¦ª «�ª ¬§�¨�¦¢ãª £� «�¤ � �ç�¬¤©� §¦¬ £�«¨á£� «�¤ �à¤å�
�. � �à¤å� �¬«ã �å¤� 

−1 + e ©¬¤ � ′ = 0 =⇒ � ′ = ±«¦¥©¬¤(1/e)

�¦ ©à£á« ¦ §¢�© á��  «¦¤ §¬¨ã¤� �§æ «�¤ £å� �©ç£§«à«¦ «�ª ¬§�¨�¦¢ãª
æ§¦¬ r(−� ′) = ∞ �á¤�  £â®¨  «�¤ �§æ©«�©� r(0) = r£, ©¡��á��«�  �§æ
«¦ �¬¤�£ ¡æ ¡�  �§¦£�¡¨ç¤�«�  �§æ «�¤ á¢¢� �©ç£§«à«¦ æ§¦¬ r(� ′) = ∞.
� �à¤å� £�«�¥ç «à¤ �ç¦ �©¬£§«é«à¤ �å¤�  2� ′.
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�®ã£� 4.10
�¡â��©� ©� â¤� �§à©« ¡æ ¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ

��©¡�©� 4.6
�� �¨���å � «�®ç«�«� §¦¬ ®¨� á��«�  â¤� ©é£� � � ¤� � �ç��  �§æ «�¤

�� («�®ç«�«� � �¬�ãª).
�ç©�: � �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å £å� £á�� � ©� £ � á¢¢� £á�� m �å¤� 

~F = −GMm

r2 ~r0
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�å¤�  �¤à©«æ æ«  â¤� ©é£� £á��ª m â¢¡�«�  �§æ «�¤ �� £� �ç¤�£� mg.
�§¦£â¤àª

GMm

R2 = mg =⇒ GM = gR2

� «ç§¦ª �¬«æª �å¤�  â¤� �§æ «� §�¨�§á¤à £��â�� æ«�¤ �¤à¨å�¦¬£� «�
á¢¢� «¨å�. � ©«���¨á G �å¤�  � §��¡æ©£ ¦ª ©«���¨á «�ª ��¨ç«�«�ª, � g
�å¤�  � �§ «á®¬¤©� «�ª ��¨ç«�«�ª, � R � �¡«å¤� «�ª ��ª ¡�  «â¢¦ª � � �å¤� 
� £á�� «�ª ��ª. �  ©«���¨âª â®¦¬¤ « ª �¡æ¢¦¬��ª « £âª.

G = 6.67 · 10−11 g = 9.81m/s2

R = 6, 38 · 106m � = 5, 98 · 1024Kgr

�¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  V = −GMm/r ¡�  â®�  «�¤ §¨¦��¦ç£�¤� £¦¨ã
æ§¦¬ � = GMm. � �¤â¨�� � ©«�¤ �§ á¤� � «�ª ��ª ¡�  � �¤â¨�� � ©� â¤�
ç¯¦ª H∞ �å¤�  å©�ª. �§¦£â¤àª â®¦¬£�

E =
1
2
m¬2

0 −
GMm

R
=

1
2
m¬2

∞ − GMm

R + H∞

� «�®ç«�«� ¬∞ �å¤�  £��â¤ ¡�  � � H∞ → ∞ «¦ �¬¤�£ ¡æ �å¤�  �§å©�ª
£��â¤. ��¨� â®¦¬£�

1
2
m¬2

0 −
GMm

R
= 0 =⇒ v0 =

√
2GM

R
=⇒ v0 =

√
2gR

� « £ã «�ª «�®ç«�«�ª � � «� ���¦£â¤� «�ª ��ª �å¤� 

v0 = 11, 2km/s

� «�®ç«�«� � �¬�ãª �å¤�  �¤�¥á¨«�«� «�ª £á��ª.

��©¡�©� 4.7
��¤� ©é£� ¡ ¤�å«�  ©� £ � �¢¢� §« ¡ã «¨¦® á «�ª £¦¨ãª

r =
¨

1 + e ©¬¤ �
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�� �¨���å � �ç¤�£� §¦¬ �§�¤�¨��å ©«¦ ©é£�.
�ç©�: �¦ §¨æ�¢�£� â®�   ©«¦¨ ¡ã �¥å�. �å¤�  «¦ §¨æ�¢�£� §¦¬ â¢¬©�

¦ �â§¢�¨ � � ¤� �¨�  «¦¬ �¤à©«¦çª ¤æ£¦¬ª «¦¬.
�� �¨��©«¦ç£� ©� §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª. �§� �ã � �ç¤�£� �å¤�  ¡�-

¤«¨ ¡ã «¦ � á¤¬©£� «�ª ©«¨¦¦¨£ãª �å¤�  ©«���¨æ. ��®¦¬£�

M

m
= r2 _� =⇒ _� =

M

mr2

� �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª ©� §¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª �å¤� 

F = m
(

�r − r _�2
)

� §¨é«� §�¨á�à�¦ª «¦¬ r àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ �å¤� 

_r =
¨e �£ �

(1 + e ©¬¤ �)2
_� =

e

¨
�£ � r2 _� =

eM

m¨
�£ �

¡�  � ��ç«�¨� §�¨á�à�¦ª �å¤� 

�r =
eM

m¨
©¬¤ � _� =

M

m¨

(¨
r
− 1

) M

mr2

�¦ ©¬¤ � «¦ §ã¨�£� �§æ «�¤ �¥å©à©� «�ª «¨¦® áª. ��«á ©¬¤â§� � � �ç¤�£�
�å¤� 

F = m

(
M

m¨

(¨
r
− 1

) M

mr2 − r

(
M

mr2

)2
)

= − M2

m¨r2 = − �
r2

æ§¦¬ � = M2/m¨. ��¢��ã � �ç¤�£� �å¤�  �¤á¢¦�� «¦¬ �¤« ©«¨æ¦¬ «�«¨�-
�é¤¦¬ «¦¬ £ã¡¦¬ª r.
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�  �£á��ª

��á¢� ¦ 5

�  ¦£á��ª «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª

5.1 �  �£á��ª
�¨ ©£æª: �£á�� �å¤�  â¤� ©ç¤¦¢¦ G �¦� �©£â¤¦ £� £ � §¨á¥�

¦¨ ©£â¤� àª �¥ãª. �� ¡á�� � �«�«��£â¤¦ ��ç�¦ª �, � «�ª ¦£á��ª �¤« ©«¦ ®�å
â¤� £æ¤¦ ©«¦ ®�å¦ � «�ª ¦£á��ª. �¨á¦¬£�

� = ��

� §¨á¥� �¬«ã ¦¤¦£á��«�  §¨á¥� �©à«�¨ ¡ãª ©¬¤�â©�àª «�ª ¦£á��ª G. �
¤æ£¦ª §¨â§�  ¤�  ¡�¤¦§¦ �å « ª �¡æ¢¦¬��ª  � æ«�«�ª

�(��) = (��)� §¨¦©�«� ¨ ©« ¡ã  � æ«�«�
�e = e� = � ç§�¨¥� ¦¬�â«�¨¦¬ ©«¦ ®�å¦¬

��−1 = �−1� = e ç§�¨¥� ©¬££�«¨ ¡¦ç ©«¦ ®�å¦¬

� � §�¨á�� �£� � §¨æ©��©� ¡�  ¦ §¦¢¢�§¢�© �©£æª ©«¦ ©ç¤¦¢¦ < �å¤� 
«â«¦ �ª §¨á¥� ª �©à«�¨ ¡ãª ©¬¤�â©�àª. �§¦¦£á�� ¦¤¦£á��«�  «¦ ¬§¦©ç¤¦¢¦
£ áª ¦£á��ª §¦¬ �å¤�  ¦£á�� «¦ å� ¦ £� «�¤ å� � §¨á¥�. � � ¤� �§¦��å¥¦¬£�
æ«  â¤� ©ç¤¦¢¦ �å¤�  ¬§¦¦£á�� �§¦�� ¡¤ç¦¬£� ©¬¤ã�àª æ« 

∀�, � ∈ H ��−1 ∈ H

��¤ ¡á «¦ ©«¦ ®�å¦ �� ¡�  «¦ ©«¦ ®�å¦ �� �å¤�  � �¦¨�« ¡á. �¤ «�
©«¦ ®�å� �¬«á ©¬£§å§«¦¬¤ ��¢��ã

�� = ��
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«æ«� � ¦£á�� ¦¤¦£á��«�  ���¢ �¤ã.
�ç¦ ©«¦ ®�å� � ¡�  � £ �ª ¦£á��ª ¦¤¦£á�¦¤«�  ©¬�¬�ã �¤ ¬§á¨®�  ©«¦ -

®�å¦ � «�ª ¦£á��ª «â«¦ ¦ é©«�

� = �−1��

� §¨á¥� ¦¤¦£á��«�  £�«�©®�£�« ©£æª ¦£¦ æ«�«�ª.
�¤ £ � ¦£á�� §�¨ â®�  §�§�¨�©£â¤¦ §¢ã�¦ª ©«¦ ®�åà¤ ¦¤¦£á��«�  §�-

§�¨�©£â¤� ¦£á�� á¢¢àª ¦¤¦£á��«�  á§� ¨�. �¦ §¢ã�¦ª «à¤ ©«¦ ®�åà¤ £ áª
¦£á��ª ¦¤¦£á��«�  «á¥� «�ª ¦£á��ª. � � á§� ¨� ¦£á�� £§¦¨�å ¤� �å¤� 
� �¡�¡¨ £â¤� ã ©¬¤�®ãª �¤á¢¦�� �¤ «¦ §¢ã�¦ª «à¤ ©«¦ ®�åà¤ «�ª �å¤�  �¨ �-
£ã© £¦ ã ©¬¤�®âª. �� ©«¦ ®�å� £ �ª ©¬¤�®¦çª ¦£á��ª £§¦¨¦ç¤ ¤� ®�¨�¡«�-
¨ ©«¦ç¤ �§æ â¤� ©ç¤¦¢¦ §�¨�£â«¨à¤ §¦¬ £�«��á¢¢¦¤«�  ¡�«á ©¬¤�®ã «¨æ§¦
©� ¡á§¦ ¦ � á©«�£�. �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ §�¨�£â«¨à¤ �¬«é¤ ¦¤¦£á��«�  «á¥�
«�ª ¦£á��ª.

�¤ G1 ¡�  G2 �å¤�  �ç¦ ¦£á��ª ¡� 

f : G1 −→ G2

£ � �§� ¡æ¤ ©� «â«¦ � é©«� ¤�  ©®ç� 

f(��) = f(�)f(�) ∀�, � ∈ G1

«æ«� ã �§� ¡æ¤ ©� ¦¤¦£á��«�  ¦£¦£¦¨ ©£æª ¡�  ¦  ¦£á��ª ¦¤¦£á�¦¤«�  ¦£¦-
£¦¨ ¡âª. �¤ � �§� ¡æ¤ ©� �å¤�  �£ £¦¤¦©ã£�¤«� ¡�  �§å ¦  ¦£á��ª ¦¤¦-
£á�¦¤«�   ©¦£¦¨ ¡âª. �   ©¦£¦¨ ¡âª ¦£á��ª â®¦¬¤ « ª å� �ª �¤�¢¬« ¡âª
�¦£âª ¡�  â«©  �å¤�  �¨¡�«æ ¤� £�¢�«���å £æ¤¦ £å� �§æ �¬«âª.

�¨ ©£æª: �¤�§�¨á©«�©� ¦£á��ª. ��à¨¦ç£� £ � ¦£á�� G ¡�  ¡á§¦ ¦
©ç¤¦¢¦ S. �¬£�¦¢å�¦¬£� £� M(S) «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ £�«�©®�£�« ©£é¤ «¦¬ S
§¦¬ ¤� �å¤�  æ¢�ª ¦  �£ £¦¤¦©ã£�¤«�ª ¡�  �§å �§� ¡¦¤å©� ª

T (�) : S −→ S

� � �§� ¡æ¤ ©� T §¦¬ �§� ¡¦¤å��  â¤� ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á��ª ©«¦ ©ç¤¦¢¦
«à¤ £�«�©®�£�« ©£é¤

� : G −→ M(S) � : � ∈ G −→ T (�) ∈ M(S)
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�  �£á��ª

£� «�¤  � æ«�«� � ©ç¤��©� �ç¦ £�«�©®�£�« ©£é¤ T (�) ¡�  �(�) ¤� ¬§á¨®� 
¡�  ¤� �å¤�  ¦ £�«�©®�£�« ©£æª �(��) ��¢��ã

�(�)�(�) = �(��)
¦¤¦£á��«�  §¨��£á«à©� «�ª ¦£á��ª G.

�¤ «¦ ©ç¤¦¢¦ S �å¤�  â¤�ª §¨��£�« ¡æª ã £ ��� ¡æª � �¤¬©£�« ¡æª ®é-
¨¦ª V ¡�  ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å �å¤�  ¦  (£�  � á�¦¤«�ª) �¨�££ ¡¦å £�«�©®�-
£�« ©£¦å («�¢�©«âª) ©«¦¤ ®é¨¦ �¬«æ «æ«� � §¨��£á«à©� �¬«ã ¦¤¦£á��«� 
(�¨�££ ¡ã) �¤�§�¨á©«�©� «�ª ¦£á��ª G. �¤ ¦ � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª V �å¤� 
®é¨¦ª �å¢£§�¨« (§¢ã¨�ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨¦ª �©à«�¨ ¡¦ç � ¤¦£â¤¦¬) «æ«�
� �¤�§�¨á©«�©� ¦¤¦£á��«�  £¦¤�� �å� (unitary).

�å¤�  �¤à©«æ æ«  ©� ¡á�� �¨�££ ¡æ «�¢�©«ã �¤« ©«¦ ®�å â¤�ª «�«¨��à-
¤ ¡æª §å¤�¡�ª £� � á©«�©� å©� £� «�¤ � á©«�©� «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç ®é¨¦¬.
�  §å¤�¡�ª �¬«¦å �¤�§�¨ ©«¦ç¤ «� ©«¦ ®�å� «�ª ¦£á��ª. � «á¥� «à¤ § ¤á¡à¤
¦¤¦£á��«�  � á©«�©� «�ª �¤�§�¨�©«á©�àª.

�¦ ©«¦ ®�å¦ �(�)�(�) �å¤�  «¦ � ¤æ£�¤¦ «à¤ § ¤á¡à¤ �(�) ¡�  �(�).
�§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� æ«  ©� ¡á�� �¤�§�¨á©«�©� «¦ ©ç¤¦¢¦ �(e) æ§¦¬ e
�å¤�  «¦ ¦¬�â«�¨¦ ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á��ª §¨â§�  ¤� �å¤�  ¦ «�¬«¦« ¡æª §å¤�¡�ª.
�§å©�ª «¦ ©«¦ ®�å¦ �(�−1) §¨â§�  ¤� �å¤�  ¦ §å¤�¡�ª �(�)−1.

� £�¢â«� £ �ª ��¨�£â¤�ª §�§�¨�©£â¤�ª ¦£á��ª «á¥�àª n, £� «�¤ �¦ã-
�� � «�ª �¤�§�¨�©«á©�àª, £§¦¨�å ¤� �å¤�  �§æ «�¤ £�¢â«� «à¤ «�«¨��à¤ ¡é¤
§ ¤á¡à¤ «�ª å� �ª � �©«á©�àª. �  §å¤�¡�ª §¨â§�  ¤� â®¦¬¤ ¦¨å�¦¬©� � á¦¨�
«¦¬ £���¤æª â«©  é©«� ¤� â®¦¬¤ �¤«å©«¨¦¦.

��¨á�� �£�: �  §å¤�¡�ª ©¬¤�§éª §�å�¦¬¤ ��© ¡æ ¨æ¢¦ ©« ª �¤�§�-
¨�©«á©� ª. � ' �¬«æ �å¤¦¬£� ��é £�¨ ¡á §�¨���å�£�«� ©¬¤æ¢¦¬ § ¤á¡à¤ §¦¬
�§¦«�¢¦ç¤ ¦£á�� £� ¤æ£¦ «¦¤ §¦¢¢�§¢�© �©£æ «à¤ § ¤á¡à¤. �� ©«¦ ®�å�
«à¤ § ¤á¡à¤ £§¦¨�å ¤� �å¤�  §¨��£�« ¡¦å ã £ ��� ¡¦å �¨ �£¦å.

� ��¤ ¡ã �¨�££ ¡ã ¦£á��. �§¦«�¢�å«�  �§æ «¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ § ¤á-
¡à¤ � £� ¦¨å�¦¬©� � á¦¨� «¦¬ £���¤æª, ��¢��ã det� 6= 0.

�§¦¦£á��ª «�ª §�¨�§á¤à ¦£á��ª �å¤� :
� � � ¡ã �¨�££ ¡ã ¦£á��. �§¦«�¢�å«�  �§æ «¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ § ¤á¡à¤

£� ¦¨å�¦¬©� å©� £� «�¤ £¦¤á��.
� £¦¤�� �å� ¦£á��. �§¦«�¢�å«�  �§æ «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ £¦¤�� �åà¤ § ¤á¡à¤

U �¡�å¤à¤ ��¢��ã §¦¬  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ©®â©� (U+) U = 1 æ§¦¬ U+ �å¤�  ¦
©¬�¬�¦�¤á©«¨¦¦ª «¦¬ U . � ©®â©� �¨á�«�  �¤�¢¬« ¡á

n∑

k=1

u∗kiukj = �ij
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� � � ¡ã £¦¤�� �å� ¦£á��. �§¦«�¢�å«�  �§æ «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ £¦¤�� �åà¤
§ ¤á¡à¤ £� ¦¨å�¦¬©� å©� £� «�¤ £¦¤á��.

� ¦¨�¦�é¤ � ¦£á��. �§¦«�¢�å«�  �§æ «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ¦¨�¦�à¤åà¤ § -
¤á¡à¤ O ��¢��ã �¡�å¤à¤ §¦¬  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ©®â©�

(
OT

)
O = 1 æ§¦¬ �T

�å¤�  ¦ �¤á©«¨¦¦ª «¦¬ §å¤�¡� �.
� � � ¡ã ¦¨�¦�é¤ � ¦£á��. �§¦«�¢�å«�  �§æ «¦¬ª ¦¨�¦�é¤ ¦¬ª §å¤�¡�ª

£� ¦¨å�¦¬©� å©� £� «�¤ £¦¤á��, ��¢��ã det� = 1.

5.2 �  �� �£á��ª ¡�  ¦  �� ��¢���¨�ª
�  ¦£á��ª £� á§� ¨¦ ¡�  £� �¨ �£ã© £¦ �¨ �£æ ©«¦ ®�åà¤ â®¦¬¤ §¦¢¢âª

��¨£¦�âª ©«�¤ �¬© ¡ã. � £�¢â«� «à¤ ¦£á�à¤ �¬«é¤ æ£àª §�¨¦¬© á�¦¬¤ «¦
§¨æ�¢�£� àª §¨¦ª «�¤ ©¬¤â®� �. �å¤�  ©¬¤�§éª �§�¨�å«�«¦ ¤� � ©á�¦¬£� £ �
«¦§¦¢¦�å� ©«�¤ ¦£á��. �«�¤ §�¨á�¨�¦ �¬«ã �å¤¦¬£� ©¬¤¦§« ¡á ¡�  ®à¨åª
�§¦��å¥� ª ¡á§¦ � �§æ «� ©¬£§�¨á©£�«� « ª ��à¨å�ª. �� ��© ¡á ��à¨ã£�«�
«�ª ��à¨å�ª �¬«ãª â®¦¬¤ �§¦�� ®«�å �§æ «�¤ ��.

�¨ ©£æª: �¦§¦¢¦� ¡ã �£á��. � � ¦£á�� �¦� �©£â¤� £� £ � «¦-
§¦¢¦�å� ¦¤¦£á��«�  «¦§¦¢¦� ¡ã ¦£á�� �¤ ¦  �ç¦ �¦£âª �å¤�  ©¬£� ��©«âª
£�«�¥ç «¦¬ª. �¦ç«¦ ©�£�å¤�  æ«  ¦ �©à«�¨ ¡æª ¤æ£¦ª ¡�  ¦ ¤æ£¦ª «�ª �¤« -
©«¨¦ãª §¨â§�  ¤� �å¤�  ©¬¤�®�åª àª §¨¦ª «�¤ «¦§¦¢¦�å� «�ª ¦£á��ª.

�� ©«¦ ®�å� £ �ª ©¬¤�®¦çª ¦£á��ª £§¦¨¦ç¤ ¤� ®�¨�¡«�¨ ©«¦ç¤ �§æ
â¤� ©ç¤¦¢¦ §�¨�£â«¨à¤. �¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ §�¨�£â«¨à¤ �¬«é¤ �§¦«�¢¦ç¤ «¦¤
§�¨�£�«¨ ¡æ ®é¨¦ «�ª ¦£á��ª. � �¥á¨«�©� �¬«ã �¨á�«�  �¤�¢¬« ¡á

x = x(�1, �2, · · · , �n) y = y(�1, �2, · · · , �n)

� � «¦¤ ¤æ£¦ «�ª ¦£á��ª ¡�  � � «¦ �¤«å©«¨¦¦ ©«¦ ®�å¦ �¨á¦¬£�

xy = z(�1, �2, · · · , �n) �i = �i(�1, �2, · · · , �n; �1, �2, · · · , �n)

x−1 = x−1(�1, �2, · · · , �n) �i = �i(�1, �2, · · · , �n)

�¨ ©£æª: � � «¦§¦¢¦� ¡ã ¦£á�� ¦¤¦£á��«�  �� ¦£á�� �¤ ¬§á¨®� 
£ � �� «¦¤ á �e «¦¬ «�¬«¦« ¡¦ç ©«¦ ®�å¦¬ «�ª ¦£á��ª §¦¬ £§¦¨¦ç£� ¤� «�¤
�§� ¡¦¤å©¦¬£� £� ¡á§¦ ¦¤ ¦£¦£¦¨ ©£æ §á¤à ©� â¤� �¤¦ ¡«æ ¡�  ¨��£â-
¤¦¬ ¬§¦©ç¤¦¢¦ «¦¬ §¨��£�« ¡¦ç �¬¡¢�å� ¦¬ ®é¨¦¬ <n. �¦ n ¦¤¦£á��«� 
� á©«�©� «�ª �� ¦£á��ª.
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�  �� �£á��ª ¡�  ¦  �� ��¢���¨�ª

�� £ � �� ¦£á�� ¦  §�¨á£�«¨¦  �i «¦¬ � ¤¦£â¤¦¬ xy �å¤�  �¤�¢¬« ¡âª
©¬¤�¨«ã©� ª «à¤ §�¨�£â«¨à¤ �i ¡�  �i «à¤ ©«¦ ®�åà¤ x ¡�  y ¡�  ¦  §�¨á-
£�«¨¦  �i «¦¬ �¤« ©«¨æ¦¬ ©«¦ ®�å¦¬ x−1 �å¤�  �¤�¢¬« ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª «à¤
§�¨�£â«¨à¤ �i «¦¬ x.

� �¢â�¦¬£� « ª ©¬¤�®�åª §�¨�£â«¨¦¬ª «�ª ¦£á��ª â«©  é©«� �¤ e �å¤� 
«¦ ¦¬�â«�¨¦ ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á��ª ¤� â®¦¬£�

e = e(0, 0, · · · , 0)

�� �¬«ã «�¤ �¡¢¦�ã «à¤ §�¨�£â«¨à¤ â¤� ©«¦ ®�å¦ �� «¦¤ ¡æ «¦¬ «�¬-
«¦« ¡¦ç £§¦¨�å ¤� �¤�§«¬®��å ©� ©� ¨á «�ª £¦¨ãª

x = x(�1, �2, · · · , �n) = x(0, 0, · · · , 0) +
n∑

k=1

�k

(
∂x

∂�k

)

�k=0
+ · · ·

�¤ §�¨ ¦¨ ©«¦ç£� £â®¨  «¦¬ æ¨¦¬ª §¨é«�ª «á¥�àª �¨á¦¬£�

x(�i) = x(0) + i
n∑

k=1

�kJk Jk =
(

∂x

∂�k

)

�k=0

� � â¤� ©«¦ ®�å¦ x(�i) �§¦£�¡¨¬©£â¤¦ �§æ «¦ ¦¬�â«�¨¦ ©«¦ ®�å¦ e £§¦-
¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£�

�i = lim
� → 0
�→∞

��

¡�  á¨� â®¦¬£�

lim
� → 0
�→∞

x(��) = lim
� → 0
�→∞

x(�)x(�), · · · , x(�)︸ ︷︷ ︸
� ¦¨âª

= lim
� → 0
�→∞

(e + i�Jk)N = exp{i�iJi}

�§¦£â¤àª � � â¤� ©«¦ ®�å¦ x «�ª �� - ¦£á��ª §¦¬ �¤ã¡�  ©«¦ ©ç¤¦¢¦
§¦¬ §�¨ â®�  «¦ «�¬«¦« ¡æ ©«¦ ®�å¦ e £§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£�

x = x(�1, �2, · · · , �n) = exp{i�1}exp{i�2} · · · exp{i�n} = exp{i
∑

k=1

�kJk}
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�  �§� ¨¦©«¦å «�¢�©«âª Jk ¦¤¦£á�¦¤«�  ��¤¤ã«¦¨�ª «�ª ¦£á��ª. � �
�� ¦£á�� £� n ©¬¤�®�åª §�¨�£â«¨¦¬ª â®�  n ��¤¤ã«¦¨�ª. �å¤�  §¨¦�¤âª æ« 
¡á�� �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª ��¤¤�«æ¨à¤ �å¤�  �§å©�ª ��¤¤ã«¦¨�ª ¡�  �§¦£â-
¤àª, ¦  n ��¤¤ã«¦¨�ª £ �ª �� ¦£á��ª �§¦«�¢¦ç¤ �á©� �¤æª � �¤¬©£�« ¡¦ç
®é¨¦¬ L £� � á©«�©� n.

�¤¦£á�¦¬£� £�«��â«� �ç¦ ��¤¤�«æ¨à¤ Jk ¡�  Jl ¡�  «¦¤ ©¬£�¦¢å�¦¬£�
£� [Jk, Jl] «¦ � ¤æ£�¤¦

[Jk, Jl] = JkJl − JlJk

� §¨á¥� �¬«ã �å¤�  â¤�ª ��ç«�¨¦ª ¤æ£¦ª «à¤ ©«¦ ®�åà¤ «¦¬ � �¤¬©£�-
« ¡¦ç ®é¨¦¬ L ¡�  â«©  ¦ ®é¨¦ª �¬«æª �å¤�«�  £ � á¢���¨� §¦¬ ¦¤¦£á��«� 
�� á¢���¨�.

�¨å�¦¬£� « ª ©«���¨âª cm
kl �§æ «�¤ ©®â©�

(1) [Jk, Jl] = JkJl − JlJk =
n∑

m=1

cm
klJm

¡�  ¦¤¦£á�¦¬£� « ª ©«���¨âª �¬«âª ¡�«�©¡�¬�©« ¡âª ©«���¨âª «�ª �� á¢��-
�¨�ª.

�§¦�� ¡¤ç�«�  �ç¡¦¢� æ«  ¦ £�«��â«�ª æ§àª ¦¨å©«�¡�  ¡�¤¦§¦ �å « ª
©®â©� ª

�¨�££ ¡æ«�«� [� + �, �] = [�, �] + [�, �]
�¤« ©¬££�«¨ ¡æ«�«� [�, �] = −[�, �]

��¬«æ«�«� «¦¬ ���¡æ£§  [A, [B, �]] + [�, [�, �]] + [�, [�, �]] = 0

��«á ©¬¤â§� � ¡�  ¦  ¡�«�©¡�¬�©« ¡âª ©«���¨âª  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª §�¨�-
¡á«à ©®â©� ª

cm
kl = −cm

lk

n∑
m=1

(
cm
klc

n
jm + cm

lj cn
km + cm

jkcn
lm

)
= 0

�¤ â®¦¬£� ¡á§¦ �ª ©«���¨âª §¦¬ ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª
«æ«� £§¦¨¦ç£� ¤� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£� «�¤ �� ¦£á��. � �� á¢���¨�ª �å¤� 
®¨ã© £�ª � æ«  ¡á�� �¤�§�¨á©«�©� £ �ª �� á¢���¨�ª £§¦¨�å ¤� �é©�  £ �
�¤�§�¨á©«�©� «�ª �¤«å©«¦ ®�ª �� ¦£á��ª. �¤ �¨¦ç£� n «�«¨��à¤ ¡¦çª
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�  �� �£á��ª ¡�  ¦  �� ��¢���¨�ª

§å¤�¡�ª §¦¬ ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª (1) £� « ª �¦©£â¤�ª ¡�«�©¡�¬�©« ¡âª
©«���¨âª «æ«� £§¦¨¦ç£� ¤� « ª ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� ©«�¤ �â©� «à¤ ��¤¤�«æ¨à¤
Jk ¡�  ¤� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£� £ � �¤�§�¨á©«�©� «�ª �¤«å©«¦ ®�ª �� á¢���¨�ª.

�¤ �¦��å £ � �� á¢���¨� �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� ¡�«�©¡�¬á©¦¬£� «�¤ �¤«å-
©«¦ ®� �� ¦£á�� ©� £ � �� «¦¤ á «¦¬ «�¬«¦« ¡¦ç ©«¦ ®�å¦¬. �¤ ©¬£�¦¢å-
©¦¬£� £� �, �, �, · · · «� � �¤ç©£�«� «�ª á¢���¨�ª «æ«� ¦¨å�¦¬£� «� ©«¦ ®�å�
«�ª ¦£á��ª £� exp(�), exp(�), exp(�), · · ·. �¦ «�¬«¦« ¡æ ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á-
��ª �å¤�  «¦ exp(0) æ§¦¬ 0 �å¤�  «¦ £���¤ ¡æ � á¤¬©£� «�ª �� á¢���¨�ª. �¦
�¤«å©«¨¦¦ ©«¦ ®�å¦ «¦¬ exp(A) �å¤�  «¦ exp(−�).

��à¨¦ç£� «â¢¦ª �ç¦ ©«¦ ®�å� £ �ª �� ¦£á��ª exp(�) ¡�  exp(�). �¦
� ¤æ£�¤¦ «à¤ �ç¦ �¬«é¤ ©«¦ ®�åà¤ exp(�)exp(�) §¨â§�  ¤� �¤ã¡�  ©«�¤
¦£á�� ¡�  ¬© ¡á ¤� â®�  «�¤ £¦¨ã ¡á§¦ ¦¬ �¡��« ¡¦ç exp(�) æ§¦¬ «¦ �
�¨á�«�  ©�¤ ©¬¤á¨«�©� «à¤ � ¡�  �. � «ç§¦ª �å¤�  �¨¡�«á §¦¢ç§¢¦¡¦ª.
�¨á¦¬£� §�¨�¡á«à «¦¬ª §¨é«¦¬ª æ¨¦¬ª «¦¬ � ¤¦£â¤¦¬

� = � + � +
1
2

[A,B] +
1
12

[A−B, [�, �]] + · · ·

�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  � ©� ¨á ©¬�¡¢å¤�  ©� ¡á§¦ � �� «¦¤ á �e «�ª ¦£á��ª.
��¨á�� �£�: ��¨���å�£�«� �� ¦£á�à¤ �å¤�  � ¦£á�� §�¨ ©«¨¦é¤

R(3), � �¬¡¢�å�� � ¦£á��, � ¦£á�� �¦¨�¤«ª ¡.¢.§. §¦¬ �� �¥�«�©«¦ç¤ ©« ª
�§æ£�¤�ª §�¨��¨á¦¬ª.

� � §¦¢ç ®¨ã© £� ¦£á�� � � «�¤ £�¢â«� «à¤ ©«¦ ®� à�é¤ ©à£�« �åà¤
�å¤�  � ¦£á�� SU(3). � ¦£á�� �¬«ã �§¦«�¢�å«�  �§æ «¦¬ª £¦¤�� �å¦¬ª §å¤�-
¡�ª «á¥�àª 3 £� ¦¨å�¦¬©� å©� £� +1. ��®�  32 − 1 = 8 ��¤¤ã«¦¨�ª. � � «�¤
�¤�§�¨á©«�©� «�¤ ¦£á��ª �¬«ãª ®¨�© £¦§¦ ¦ç¤«�  ¦  §�¨�¡á«à §å¤�¡�ª.

J1 =




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 , J2 =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0


 , J3 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0


 ,

J4 =




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 , J5 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0


 , J6 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0


 ,

J7 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0


 , J8 =

1√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2
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�  ¡�«�©¡�¬�©« ¡âª ©«���¨âª �å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ©®â©�

[Jk, Jl] = 2i
8∑

m=1

cm
klJm

æ§¦¬ æ¢�ª �å¤�  £��â¤ �¡«æª �§æ « ª §�¨�¡á«à

c3
12 = 1, c7

14 = c6
51 = c6

24 = c7
25 = c5

34 = c7
63 = 1/2, c8

45 = c8
67 =

√
3/2

5.3 � ¦£á�� £�«�¦¨áª �3

��à¨¦ç£� �ç¦ ¡�¨«�© �¤á ©¬©«ã£�«� ©¬¤«�«��£â¤à¤ S ¡�  S ′ ©«¦¤
®é¨¦. �¦ â¤� ©ç©«�£� §¨¦¡ç§«�  �§æ «¦ á¢¢¦ £� £å� £�«�«æ§ ©� «�ª �¨®ãª
«¦¬ ¡�«á â¤� � á¤¬©£� ~� ��¢��ã «� �ç¦ ©¬©«ã£�«� â®¦¬¤ � �¦¨�« ¡ã �¨®ã
�¤é � � �ç�¬¤©� «à¤ �¥æ¤à¤ «¦¬ª §�¨�£â¤�  ©«���¨ã.

�¤ x, y, z ¡�  x ′, y ′, z ′ �å¤�  ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª �¤æª � �¤ç©£�«¦ª àª
§¨¦ª «� ©¬©«ã£�«� S ¡�  S ′ «æ«�  ©®ç¦¬¤ §¨¦�¤éª ¦  ©®â©� ª

x ′ = x + �1 y ′ = y + �2 z ′ = z + �3

.......................................................................................................................................................................................... ......
....x........................................................................................................................................ z

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

...........................y

0 .......................................................................................................................................................................................... ......
....x
′

........................................................................................................................................z ′

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

...........................y ′

0 ′

................................................................................................................................................................. ......
....~� = ~v t t = t ′

�®ã£� 5.1
��«�«æ§ ©� �ç¦ ��¨�¤ �¡é¤ ©¬©«�£á«à¤

�� ©¬£�¦¢å�¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ �¬«é¤ «à¤ £�«�©®�£�« ©£é¤ £� �3.
�á�� ©«¦ ®�å¦ M(~�) «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ ¦¨å��«�  §¢ã¨àª �§æ «¦¬ª «¨� ª §¨��£�« -
¡¦çª �¨ �£¦çª �1, �2, �3.
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� ¦£á�� £�«�¦¨áª �3

�¤ «¦ � á¤¬©£� ~� §¨¦©� ¦¨å��  «�¤ £�«�«æ§ ©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª S ©«¦
©ç©«�£� S ′ ¡�  «¦ ~� «�¤ £�«�«æ§ ©� ©¬©«ã£�«¦ª S ′ ©«¦ ©ç©«�£� S ′ ′, «æ«�
� £�«�«æ§ ©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª S ©«¦ ©ç©«�£� S ′ ′ §¨¦©� ¦¨å��«�  �§æ «¦
� á¤¬©£� ~� æ§¦¬ ¬© ¡á

~� = ~� +~�

� §�¨�§á¤à §¨á¥� ¦¨å��  £ � §¨á¥� ©«¦ ©ç¤¦¢¦ �3 àª §¨¦ª «�¤ ¦§¦å�
«¦ �3 �å¤�  £ � ¦£á��. �§� �ã � §¨á¥� «�ª ¦£á��ª â®�  «�ª å� �ª  � æ«�«�ª
§¨¦�¤éª £� «�¤ §¨æ©��©� «à¤ � �¤¬©£á«à¤ � ¦£á�� �å¤�  ���¢ �¤ã. �  �ç¦
£�«�«¦§å©� ª �(~�)�(~�) ¡�  �(~�)�(~�) â®¦¬¤ «¦ å� ¦ �§¦«â¢�©£� ¡�  �å¤� 
å©�ª £� «�¤ £�«�«æ§ ©� �(~� +~�).

�� �¨¦ç£� «é¨� §àª £�«��á¢¢�«�  £ � ©¬¤á¨«�©� ¯(x, y, z) �§æ «�¤
£�«�«æ§ ©� «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤. ��à¨¦ç£� £å� �§� ¨¦©«ã £�«�«æ§ ©� ¡�«á
«�¤ � �ç�¬¤©� £æ¤¦ «¦¬ x á¥¦¤� §¦¬ §�¨ �¨á�«�  �§æ «¦ � á¤¬©£� (��1, 0, 0).
�¤ £� ¯ ′ ©¬£�¦¢å�¦¬£� «�¤ ¤â� ©¬¤á¨«�©� §¦¬ �� §¨¦¡ç¯�  â®¦¬£�

¯ ′ = ¯(x ′, y ′, z ′) = �(��1, 0, 0)¯(x, y, z) = ¯(x + ��1, y, z)

�¤�§«ç©©¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� ¡�«á �â¬¢¦¨ ¡�  £���¤å�¦¬£� «¦¬ æ¨¦¬ª £�
(��1)2 ¡�  £ ¡¨æ«�¨¦¬ª. �¨å©¡¦¬£�

¯ ′ = ¯(x, y, z) + ��1
∂¯(x, y, z)

∂x
+ O(��1)2 =

(
1 + ��1

∂

∂x

)
¯(x, y, z)

�¨á¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� £� «�¤ £¦¨ã

¯ ′ = (1 + i��1P1) ¯ æ§¦¬ P1 = −i
∂

∂x

� � £�«�«æ§ ©� ¡�«á «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ x á¥¦¤� £â«¨¦¬ �1 £§¦¨�å ¤� ��à-
¨���å ©�¤ � � ��¦® ¡âª �§� ¨¦©«âª £�«�«¦§å©� ª ¡�«á «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ x
á¥¦¤� £â«¨¦¬ ��1 = �1/N . ��®¦¬£�

¯ ′ = �(�1)¯ = lim
N→∞

(
1 + i

�1

N
P1

)N

¯ = ei�1P1¯ = e�1
∂

∂x ¯(x) = ¯(x + �1)

�� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ � � £�«�«¦§å©� ª ¡�«á « ª � �¬�ç¤©� ª «à¤ y ¡�  z
�¥æ¤à¤ �¨å©¡¦¬£�

¯ ′ = (1 + i��2P2) ¯ æ§¦¬ P2 = −i
∂

∂y
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¯ ′ = (1 + i��3P3) ¯ æ§¦¬ P3 = −i
∂

∂z

��¨�«�¨¦ç£� æ«  ¦  � �¦¨ ¡¦å «�¢�©«âª P1, P2 ¡�  P3  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª
©®â©� ª

[Pj , Pk] = PjPk − PkPj = 0 j, k = 1, 2, 3

5.4 � ¦£á�� §�¨ ©«¨¦ãª R(3)

��©«à â¤� ��¥ æ©«¨¦¦ ©ç©«�£� �¥æ¤à¤ S ©«¦¤ ®é¨¦ £� ��© ¡á £¦-
¤�� �å� � �¤ç©£�«� ~i, ~j ¡�  ~k. �¦ ©ç©«�£� «¦ §�¨ ©«¨â¦¬£� â«©  é©«� �
�¨®ã «à¤ �¥æ¤à¤ ¤� §�¨�£â¤�  ©«���¨ã, �¤é «� ��© ¡á � �¤ç©£�«� �¢¢á¥¦¬¤
� �ç�¬¤©�. �¦ ¡� ¤¦ç¨� ¦ ©ç©«�£� «¦ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� S ′ ¡�  «� ��© ¡á
£¦¤�� �å� «¦¬ � �¤ç©£�«� £� (~r0, ~�0 ¡�  ~0). �� �¨¦ç£� �¡¦¢¦ç�àª «¦¤
£�«�©®�£�« ©£æ §¦¬ �§� ¡¦¤å��  «¦ ©ç©«�£� S ©«¦ S ′. �� �ç¦ ©¬©«ã£�«�
�å¤�  ¡�  «� �ç¦ ��¥ æ©«¨¦� ã ¡�  «� �ç¦ �¨ ©«�¨æ©«¨¦�. ��«�©®�£�« -
©£æª �§æ �¨ ©«�¨æ©«¨¦¦ ©� ��¥ æ©«¨¦¦ ã �¤« ©«¨æàª ��¤ ¬§á¨®� .
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y ′
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. z ′

0

�®ã£� 5.2
��¨ ©«¨¦ã ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ ®é¨¦

� � §�¨ ©«¨¦ã ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ ®é¨¦ �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� §¦¬ �¨å-
©¡�«�  «¦ � á¤¬©£� ~� ¬§æ �à¤å� £â«¨¦¬ � = ‖�‖ ¦¨å��«�  �§æ «�¤ �¡æ¢¦¬��
£ã«¨� §�¨ ©«¨¦ãª.

�jk(~�) = �jk ©¬¤ � + �j�k
1− ©¬¤ �

�2 − �jkm�m
�£ �

�
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� ¦£á�� §�¨ ©«¨¦ãª R(3)

�¦ �jk �å¤�  «¦ ©ç£�¦¢¦ «¦¬ �¨æ¤�¡�¨ ¡�  ¦ «�¤¬©«ãª �jkm «¦¬ ���å-
�©å� «� ¦¨å��«�  àª �¥ãª

�123 = �231 = �312 = 1 �321 = �213 = �132 = −1

¡�  �jkm = 0 ©� æ¢�ª « ª ¬§æ¢¦ §�ª §�¨ §«é©� ª.
�¤ x ′j �å¤�  ¦  ©¬¤ ©«é©�ª �¤æª � �¤ç©£�«¦ª ©«¦ ©ç©«�£� S ′ ¡�  xj ¦ 

©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ å� ¦¬ � �¤ç©£�«¦ª àª §¨¦ª «¦ ©ç©«�£� S «æ«� â®¦¬£�

x ′j =
3∑

k=1

Ajkxk

�¤ £� e ′j ¡�  £� ej ©¬£�¦¢å©¦¬£� «� ��© ¡á � �¤ç©£�«� ©«� �ç¦ ©¬-
©«ã£�«� ©¬¤«�«��£â¤à¤ «æ«�  ©®ç� 

~e ′j =
3∑

k=1

Ajk~ek

�¤ �¨á¯¦¬£� «�¤ «¨å«� �¥å©à©� �§æ «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� �¨å©¡¦¬£�

~e ′3 = ©¬¤ sin�~e1 + �£  �£ �~e2 + ©¬¤ �~e3

� ©®â©� �¬«ã �å¤�  � �¤á§«¬¥� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~e ′3 ©� ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��-
£â¤�ª àª §¨¦ª «¦ ©ç©«�£� S. ��«á ©¬¤â§� � ¦  �à¤å�ª  ¡�  � �å¤�  ¦ 
�¤«å©«¦ ®�ª �à¤å�ª «�ª �¤�§«ç¥�àª �¬«ãª.

�å¤�  �ç¡¦¢¦ ¤� �§¦�� ®«�å æ«  � £ã«¨� �  ¡�¤¦§¦ �å « ª ©®â©� ª

det|�| = 1 ��� = ��� = �(� £ã«¨� £¦¤á��)

æ§¦¬ £� �� ©¬£�¦¢å�¦¬£� «¦¤ �¤á©«¨¦¦ «¦¬ §å¤�¡� �.
H £ã«¨� � �å¤�  ¦¨�¦�é¤ � ¡�  â®�  ¦¨å�¦¬©� «�¤ £¦¤á��. � ��ç«�¨�

�§æ «�ª ©®â©� ª �¬«âª ©¬¤�§á��«�  æ«  «¦ £ã¡¦ª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ��¤ £�-
«��á¢¢�«�  ¡�«á «�¤ §�¨ ©«¨¦ã. ��¢��ã

‖~r ′‖2 = ‖~r‖2 =⇒ x ′ 2 + y ′ 2 + z ′ 2 = x2 + y2 + z2

�¬£�¦¢å�¦¬£� «¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ §�¨ ©«¨¦é¤ £� R(3). �á�� ©«¦ -
®�å¦ «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ �¤« ©«¦ ®�å ©� â¤� §å¤�¡� �(~�) £� «¨� ª §�¨�£â«¨¦¬ª
~� = (�1, �2, �3).
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�§¦¨¦ç£� ¤� ¦¨å©¦¬£� £ � §¨á¥� ©«¦ ©ç¤¦¢¦ �¬«æ àª �¥ãª
��©«à � â¤� ©«¦ ®�å¦ «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ «à¤ §�¨ ©«¨¦é¤ R(3) §¦¬ �¤« -

©«¦ ®�å ©«¦¤ §å¤�¡� �. � §å¤�¡�ª � �å¤�  ¦ §å¤�¡�ª §¦¬ §�¨ ©«á¤�  «�¤
§�¨ ©«¨¦ã §¦¬ ¦����å â¤� ©ç©«�£� S ©� â¤� á¢¢¦ ©ç©«�£� S ′. �¨á¦¬£�

S ′ = �S

��©«à «é¨� â¤� á¢¢¦ ©«¦ ®�å¦ � «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ «à¤ §�¨ ©«¨¦é¤ §¦¬ �¤« -
©«¦ ®�å ©«¦¤ §å¤�¡� � ¡�  §�¨ ©«á¤�  «�¤ §�¨ ©«¨¦ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª S ′ ©�
â¤� «¨å«¦ ©ç©«�£� S ′ ′. �¨á¦¬£�

S ′ ′ = �S ′

�¤ â¤� � á¤¬©£� â®�  ©¬¤ ©«é©�ª xj , x ′j ¡�  x ′ ′j àª §¨¦ª «� «¨å� �¬«á
©¬©«ã£�«� «æ«� â®¦¬£�

x ′ ′j = Bjlx
′
l = BjlAlkxk = �jkxk, æ§¦¬ �jk = BjlAlk

��¨� «¦ ©«¦ ®�å¦ � «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ §¦¬ §�¨ ©«á¤�  «�¤ §�¨ ©«¨¦ã �§æ «¦ ©ç-
©«�£� S ©«¦ S ′ ′ �¤« ©«¦ ®�å ©«�¤ £ã«¨� §�¨ ©«¨¦ãª � æ§¦¬

� = ��

�¨á¦¬£�
S ′ ′ = ��S = �S

��¢��ã ¦ ¤æ£¦ª «�ª ¦£á��ª �¤« ©«¦ ®�å ©«¦¤ §¦¢¢�§¢�© �©£æ «à¤ § ¤á¡à¤.
� ¦£á�� �¬«ã ��¤ �å¤�  ���¢ �¤ã �¦ç � £ã«¨� �� �å¤�  � �¦¨�« ¡ã

�§æ «�¤ £ã«¨� ��. �¦ �¤«å©«¨¦¦ ©«¦ ®�å¦ �−1 «�ª ¦£á��ª �¤« ©«¦ ®�å
©«�¤ �¤«å©«¨¦� £ã«¨� �−1 §¦¬ ©¬£§å§«�  £� «�¤ �¤á©«¨¦� �� �¦ç �
£ã«¨� �å¤�  ¦¨�¦�é¤ �.

5.5 � ¦£á�� SU(2)

�«�¤ §�¨á�¨�¦ �¬«ã �� ¦¨å©¦¬£� «�¤ ¦£á�� SU(2) ¡�  �� �¨¦ç£�
§àª ©¬¤�â�«�  � ¦£á�� �¬«ã £� «�¤ ¦£á�� R(3). ��ª �å¤�  �§�¨�å«�«¦  ¦ 
�¡æ¢¦¬�¦  ¦¨ ©£¦å

�¨ ©£æª: � � £ ��� ¡ã £ã«¨� A ¦¤¦£á��«�  �¨£�« �¤ã æ«�¤ � £ã«¨�
©¬£§å§«�  £� «�¤ ©¬�¬�¦�¤á©«¨¦ã «�ª. ��¢��ã  ©®ç� 

A = A+
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æ§¦¬ £� A+ =
(
AT

)∗ ©¬£�¦¢å�¦¬£� «�¤ ©¬�¬�¦�¤á©«¨¦� «�¤ �.
�¨ ©£æª: � � £ ��� ¡ã £ã«¨� U ¦¤¦£á��«�  £¦¤�� �å� (Unitary)

æ«�¤ � �¤«å©«¨¦ã «�ª ©¬£§å§«�  £� «�¤ ©¬�¬�¦�¤á©«¨¦ã «�ª ��¢��ã

U+ = U−1 =⇒ UU+ = U+U = 1 (� §å¤�¡�ª £¦¤á��)

�¤ � £ã«¨� U â®�  ©«¦ ®�å� «�ª £¦¨ãª cij � §�¨�§á¤à ©®â©� �¨á�«�  £�
«�¤ £¦¨ã ∑

i

cijc
∗
ik =

∑

i

cjic
∗
ki = �jk

��¨á�� �£�: ��¤�ª �¨ �£æª a £§¦¨�å ¤� ��à¨���å ©�¤ £ã«¨� £�
� á©«�©� 1×1. � £ã«¨� �¬«ã �å¤�  �¨£�« �¤ã �¤ ¦ �¨ �£æª �å¤�  §¨��£�« ¡æª
a ∈ <. ��¤�ª £ ��� ¡æª �¨ �£æª c £� £â«¨¦ «�¤ £¦¤á�� |c| = 1 £§¦¨�å ¤�
��à¨���å ©�¤ £ � £¦¤�� �å� £ã«¨� £� � á©«�©� 1× 1. �¨á¦¬£� â¤�¤ «â«¦ �
�¨ �£æ £� «�¤ £¦¨ã

c = eia a ∈ <
�©®ç�  � ��¤ ¡æ«�¨� §¨æ«�©� �¤ � �å¤�  £ � �¨£�« �¤ã £ã«¨� «æ«� � £ã«¨�

U = eiA = 1 + iA +
1
2!

(iA)2 +
1
3!

(iA)3 + · · ·

�å¤�  £¦¤�� �å�. �§å©�ª �¤ � £ã«¨� U �å¤�  £¦¤�� �å� «æ«� � £ã«¨� � �å¤� 
�¨£�« �¤ã. � £ã«¨� eiA æ§¦¬ A �å¤�  £ � £ã«¨� ¦¨å��«�  �§æ «¦ �¤á§«¬�£�
«�ª ¡�«á �â�¢¦¨.

�¤ � �¨£�« �¤ã £ã«¨� A â®�  ©«¦ ®�å� «�ª £¦¨ãª aij «æ«� � ©®â©�
A = A∗ �¨á�«�  £� «�¤ £¦¨ã

aij = a∗ji

§�¨�«�¨¦ç£� æ«  «� � ��é¤ � ©«¦ ®�å� «�ª £ã«¨�ª �¬«ãª �å¤�  §¨��£�« ¡¦å
�¨ �£¦å. � � �¨£�« �¤ã £ã«¨� � �©«á©�àª 2× 2 â®�  «�¤ £¦¨ã

A =
(

� �∗
� �

)
� ∈ < � ∈ <

�§¦�â«¦¬£� æ«  «¦ � �å¤�  â¤�ª £ ��� ¡æª �¨ �£æª «�ª £¦¨ãª

� = x + iy =⇒ �∗ = x− iy
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�¤ �§ §¢â¦¤ ��«ã©¦¬£� � £ã«¨� �¬«ã ¤� â®�  «¨¦® á £��â¤ «æ«� â®�  «�¤
£¦¨ã

A =
(

z x− iy
x + iy −z

)
x, y, z ∈ <

�¨¦® á ã å®¤¦ª �¤æª §å¤�¡� �å¤�  «¦ á�¨¦ ©£� «à¤ � ��à¤åà¤ ©«¦ ®�åà¤ «�ª.
� � «¦¤ «¬®æ¤«� §å¤�¡� A = aij �¨á¦¬£�

TrA =
∑

i

aii

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � ¦¨å�¦¬©� «�ª £ã«¨�ª �¬«ãª �å¤� 

det A = det
(

z x− iy
x + iy −z

)
= − (

x2 + y2 + z2) = −‖~r‖2

æ§¦¬ ‖~r‖ �å¤�  «¦ £ã¡¦ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~r = (x, y, z)
�å¤�  «é¨� §¨¦�¤âª æ«  �¤ �¨¦ç£� â¤�¤ £�«�©®�£�« ©£æ «¦¬ §�¨�§á¤à

§å¤�¡� A «â«¦ ¦¤ é©«� ¦ ¤â¦ª §å¤�¡�ª A ′ ¤� �å¤�  �§å©�ª �¨£�« �¤æª ¡�  ¤�
â®�  �§å©�ª «¨¦® á £��â¤ «æ«� ¦ ¤â¦ª §å¤�¡�ª �� â®�  «�¤ å� � £¦¨ã ��¢��ã

A =
(

z x− iy
x + iy −z

)
−−−−−−−−−−−−→
£�«�©®�£�« ©£æª

A ′ =
(

z ′ x ′ − iy ′

x ′ + iy ′ −z ′

)

�¤ �§ §¢â¦¤ ¦ ��«¦ç£�¤¦ª �¬«æª £�«�©®�£�« ©£æª � �«�¨�å �¤�¢¢¦åà«� ¡� 
«�¤ ¦¨å�¦¬©� «¦¬ §å¤�¡� A «æ«� «¦ £ã¡¦ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~r � �«�¨�å«� 
�§å©�ª. � «�¢�¬«�å� �¬«ã  � æ«�«� �å¤�  �§å©�ª  � æ«�«� ¡�  «�ª ¦£á��ª
R(3) «à¤ §�¨ ©«¨¦é¤. ��«©  � ��«¦ç£�¤� �¬«ã ¦£á�� £�«�©®�£�« ©£é¤
§¨¦©� ¦¨å��  £ � §�¨ ©«¨¦ã.

��¤�ª «â«¦ ¦ª £�«�©®�£�« ©£æª �å¤�  ¦ £�«�©®�£�« ©£æª

A ′ = UAU+ = UAU−1 U−1 = U+

æ§¦¬ � £ã«¨� U «¦¬ £�«�©®�£�« ©£¦ç �å¤�  £¦¤�� �å�. � �§æ�� ¥� �å¤� 
�§¢ã ©�£� é¤¦¬£� £æ¤¦ æ«  �¤ � ¡�  � �å¤�  �ç¦ «¬®æ¤«�ª §å¤�¡�ª «æ«�
 ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

(AB)+ = B+A+ (AB)−1 = B−1A−1
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Tr(AB) = Tr(BA) det(AB) = det(BA) = (det A)(detB)

�¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ §�¨�§á¤à £�«�©®�£�« ©£é¤ ©¬£�¦¢å��«�  £� SU(2) ¡� 
�å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ £¦¤�� �åà¤ (Unitary) § ¤á¡à¤ � �©«á©�à¤ 2× 2 £� £ �
�§å §¢â¦¤ ®�¨�¡«�¨ ©« ¡ã (Special)  � æ«�«�: � ¦¨å�¦¬©� «¦¬ §å¤�¡� �å¤� 
å©� £� «�¤ £¦¤á��.

�§¦�� ¡¤ç�«�  ©« ª �©¡ã©� ª æ«  â¤�ª «â«¦ ¦ª §å¤�¡�ª â®�  «�¤ £¦¨ã

U =
(

c∗ −d
d∗ c

)
æ§¦¬ cc∗ + dd∗ = 1

�¤ �¨á¯¦¬£� «¦¬ª £ ��� ¡¦çª �¨ �£¦çª £� «�¤ £¦¨ã

c = a0 + ia3 =⇒ c∗ = a0 − ia3 d = a2 + ia1 =⇒ d∗ = a2 − ia1

«æ«� ¦ §å¤�¡� �å¤�«� 

U =
(

a0 − ia3 −a2 − ia1
a2 − ia1 a0 + ia3

)
æ§¦¬ a2

0 + a2
1 + a2

2 + a2
3 = 1 ai ∈ <

� ¦£á�� â®�  «¨� ª §�¨�£â«¨¦¬ª æ§àª �¡¨ �éª ¡�  � ¦£á�� R(3) «à¤
§�¨ ©«¨¦é¤ ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ ®é¨¦. �¬«æ �å¤�«�  �ç¡¦¢� �¤ �¨á¯¦¬£�
â¤� «¬®æ¤ ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á��ª SU(2) £� «�¤ £¦¨ã

U(¥, �, �) =
(

ei¥ ©¬¤ � ei� �£ �
−e−i� �£ � e−i¥ ©¬¤ �

)

�  «¨� ª §�¨á£�«¨¦  «�ª ¦£á��ª �å¤�  «� (¥, �, �). � ®�¨�¡«�¨ ©« ¡ã ©¬¤�ã¡�
 ¡�¤¦§¦ �å«�  «�¬«¦« ¡á. �¨á�£�« 

aa∗ + bb∗ = ei¥ ©¬¤ �e−i¥ ©¬¤ � + ei� �£ �e−i� �£ � = ©¬¤2 � + �£2 � = 1

� � ¤� �¦ç£� ¡�¢ç«�¨� §àª � ¦£á�� �¬«ã §�¨ ©«á¤�  §�¨ ©«¨¦ã ��à-
¨¦ç£� £ �  � ¡ã §�¨å§«à©� �¤æª §å¤�¡� §¦¬ �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «�¤ §�¨á£�-
«¨¦ ¥. � � � = 0 �¨å©¡¦¬£�

U(¥) =
(

ei¥ 0
0 e−i¥

)
U+(¥) = U−1(¥) = U(−¥) =

(
e−i¥ 0

0 ei¥

)
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�§¦£â¤àª ¦ £�«�©®�£�« ©£æª �å¤� 
(

z ′ x ′ − iy ′

x ′ + iy ′ −z ′

)
=

(
ei¥ 0
0 e−i¥

)(
z x− iy

x + iy −z

)(
e−i¥ 0

0 ei¥

)
=

(
z (x− iy)�2i¥

(x + iy)�−2i¥ −z

)
=⇒

z ′ = z x ′ − iy ′ = (x− iy)e2i¥

�¤ �¤�¢ç©¦¬£� «¦ �¡��« ¡æ �¨å©¡¦¬£�

x ′ − iy ′ = (x− iy)e2i¥ = (x− iy) (©¬¤ 2¥ + i �£ 2¥) =

x ©¬¤ 2¥ + y �£ 2¥− i (y ©¬¤ 2¥− x �£ 2¥)

�¥ ©é¤¦¬£� «� §¨��£�« ¡á ¡�  «� �¤«�©« ¡á £â¨� «�ª �¥ ©é©�àª �¬«ãª
¡�  «�¢ ¡á �¨å©¡¦¬£�

z ′ = z x ′ = x ©¬¤ 2¥ + y �£ 2¥ y ′ = y ©¬¤ 2¥− x �£ 2¥

��«á ©¬¤â§� � «¦ U(¥) §�¨ ©«á¤�  £ � §�¨ ©«¨¦ã ¡�«á �à¤å� 2¥ �ç¨à �§æ
«¦¤ á¥¦¤� «à¤ z ¡�  á¨� �¤« ©«¦ ®�å ©«¦ ©«¦ ®�å¦ A(0, 0, 2¥) «�ª ¦£á��ª
R(3).

�ç¡¦¢� £§¦¨¦ç£� ¤� �¦ç£� æ«  ¡�  «¦ −U(¥) §�¨ ©«á¤�  «�¤ å� � §�¨ -
©«¨¦ã

A ′ = (−U)A(−U+) = UAU+

��¨�«�¨¦ç£� æ«  £§¦¨�å ¤� �¨á¯¦¬£�

U ′ = −U(¥) =
(−ei¥ 0

0 −e−i¥

)
=

(
ei(¥+π) 0

0 e−i(¥+π)

)
= U(¥ + π)

�¦ ©«¦ ®�å¦ U(¥) «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ SU(2) ¡�  «¦ \�¤« � �£�«¨ ¡æ" «¦¬ ©«¦ -
®�å¦ U(¥ + π) �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©«¦ ©«¦ ®�å¦ A(0, 0, 2¥) «�ª ¦£á��ª R(3). ��-
¢��ã � �¤« ©«¦ ®å� �å¤�  �ç¦ §¨¦ª â¤�.

� � ¤� �§¢¦§¦ ã©¦¬£� « ª ©®â©� ª §¦¢¢âª ¦¨âª ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� « ª
�¡æ¢¦¬��ª £ã«¨�ª «¦¬ �á¦¬¢ 

©1 =
(

0 1
1 0

)
©2 =

(
0 −i
i 0

)
©3 =

(
1 0
0 −1

)
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�  £ã«¨�ª �å¤�  £¦¤�� �å�ª ¡�  â®¦¬¤ «¨¦® á £��â¤. ���å £� «¦¤ §å¤�¡�
£¦¤á�� ©®�£�«å�¦¬¤ â¤� ©ç¤¦¢¦ «�©©á¨à¤ �¤�¥�¨«ã«à¤ § ¤á¡à¤. �� «�¤
�¦ã�� � «à¤ § ¤á¡à¤ �¬«é¤ £§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� «¦¬ª §¨¦��¦ç£�¤¦¬ª §å-
¤�¡�ª £� «�¤ £¦¨ã

A = x©1 + y©2 + z©3 U = a0©1 − i (a1©1 + a2©2 + a3©3) = a0 − i~a · ~©

�  £ã«¨�ª «¦¬ �á¦¬¢   ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª

©j©k = i�jkm©m ©j©k−©k©j = 2i�jkm©m ©j©k+©k©j = 2�jk

�¦ ©ç¤¦¢¦ SU(2) £§¦¨�å ¤� �å¤�  ¦£á��. �� ¦¨å©¦¬£� «é¨� «¦¤ ¤æ£¦
«�ª ¦£á��ª �¬«ãª.

��à¨¦ç£� «� U1 ¡�  U2 �ç¦ ©«¦ ®�å� «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ SU(2) §¦¬ £�«�-
©®�£�«å�¦¬¤ «�¤ £ã«¨� A1 ©«�¤ £ã«¨� �2 ¡�  «�¤ £ã«¨� �2 ©«�¤ £ã«¨� �3
�¤« ©«¦å®àª. �¦ ©«¦ ®�å¦ U3 §¦¬ §�¨ ©«á¤�  «�¤ ©ç¤��©� «à¤ U1 ¡�  U2
¦¨å��«�  ©�¤ «¦ ©«¦ ®�å¦ «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ SU(2) §¦¬ £�«�©®�£�«å��  «�¤ £ã«¨�
�1 ©«�¤ £ã«¨� �3. ��¢��ã â®¦¬£�

A2 = U1A1U
+
1 A3 = U2A2U

+
2 A3 = U3A1U

+
3

�¨å©¡¦¬£� æ£àª �ç¡¦¢� æ« 

A3 = U2A2U
+
2 = U2U1A1U

+
1 U+

2 = (U2U1) A1 (U2U1)+

��¨� «¦ ©«¦ ®�å¦ U3 �å¤�  «¦ � ¤æ£�¤¦ «à¤ U2 ¡�  U1

U3 = U2U1

�§¦¨¦ç£� «â¢¦ª ¤� �§¦��å¥¦¬£� �ç¡¦¢� æ«  ¦ §å¤�¡�ª U3 æ§àª ¦¨å©«�¡�
�§æ «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� �å¤�  §¨á�£�«  £¦¤�� �å¦ª £� ¦¨å�¦¬©� «�¤ £¦¤á��.
�§�¤�¬£å�¦¬£� æ«  ¦ ¤æ£¦ª «�ª ¦£á��ª R(3) �å¤�  �§å©�ª ¦ §¦¢¢�§¢�© �©£æª
«à¤ § ¤á¡à¤.

�§á¨®�  ©¬¤�§éª £ � �¤« ©«¦ ®å� £�«�¥ç «à¤ £¦¤�� �åà¤ § ¤á¡à¤ 2×2
£� ¦¨å�¦¬©� å©� £� «�¤ £¦¤á�� §¦¬ �§ �¨¦ç¤ ©� â¤� £ ��� ¡æ ®é¨¦ �ç¦ � �-
©«á©�à¤ ¡�  «à¤ ¦¨�¦�à¤åà¤ § ¤á¡à¤ 3×3 §¦¬ �§ �¨¦ç¤ ©� â¤� ©¬¤�� ©£â¤¦
«¨ � á©«�«¦ ®é¨¦. �  �ç¦ £�«�©®�£�« ©£¦å � �«�¨¦ç¤ «¦ £ã¡¦ª «à¤ � �¤¬-
©£á«à¤. ��£àª � �¤« ©«¦ ®å� �¬«ã ��¤ �å¤�  �£ £¦¤¦©ã£�¤«¦ª. �  ¦£á��ª
SU(3) ¡�  R(3) �å¤�  ¦£¦¨ ¡âª.
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�¬£�¦¢å�¦¬£� £� a(�) ¡�  £� A(�) «¬®æ¤«� ©«¦ ®�å� «à¤ ¦£á�à¤ SU(2)
¡�  R(3) �¤« ©«¦å®àª. �  §å¤�¡�ª §�¨ ©«á¤¦¬¤ §�¨ ©«¨¦ã £� £â«¨¦ � = |�|
�ç¨¦ �§æ «¦¤ á¥¦¤� ~�. �  §å¤�¡�ª ¬§¦¢¦�å�¦¤«�  ©« ª �©¡ã©� ª ¡�  �å¤� 

a(~�) = ©¬¤
�
2
− i~� · ~© �£

�
2

�(~�) = 1 + (©¬¤ �− 1)P (~�) +
�£ �

�
C(~�)

æ§¦¬ ¦  £ã«¨�ª C(~�) ¡�  P (~�) �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

C(~�) =




0 −�3 �2
�3 0 −�1
−�2 �1 0


 P (~�) = − 1

�2 C(~�)C(~�)

�§¦¨¦ç£� ¤� �¨¦ç£� « ª ©®â©� ª §¦¬ ©¬¤�â¦¬¤ «¦¬ª §å¤�¡�ª a(~�) ¡� 
A(~�). �  ©®â©� ª �¬«âª �å¤� 

a(~�)©j (a(~�))−1 =
∑

k

Akj(~�)©k j = 1, 2, 3

�  ©®â©� ª £§¦¨¦ç¤ ¤� �§�¢���¬«¦ç¤ �ç¡¦¢� £� �§' �¬��å�ª ¬§¦¢¦� ©£¦çª.
��å¤�«�  �ç¡¦¢� æ«  � � £ � §¢ã¨� §�¨ ©«¨¦ã 360¦ â®¦¬£�

A(2π) = 1 a(2π) = −1

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � £ � §�¨ ©«¨¦ã £� �à¤å� � = 2π «¦ ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á-
��ª R(3) �å¤�  «¦¤ §å¤�¡� £¦¤á��. � §�¨ ©«¨¦ã ¡�«á 2π  ©¦�¬¤�£�å £� «¦¤
«�¬«¦« ¡æ £�«�©®�£�« ©£æ. ��¤ ¦£á�� �¬«ã £§¦¨¦ç£� ¤� «�¤ ®¨�© £¦§¦ ã-
©¦¬£� � � ¤� §�¨ �¨á¯¦¬£� «�¤ §�¨ ©«¨¦ã �¤æª ©«�¨�¦ç ©é£�«¦ª.

To �¤«å©«¦ ®¦ ©«¦ ®�å¦ «�ª SU(2) �å¤�  £�å¦¤ «¦¤ §å¤�¡� £¦¤á��. �
�§¦«¬®å� �¬«ã ��¤ �§ «¨â§�  ¤� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ ¦£á�� SU(2) � � «�¤
¡å¤�©� «¦¬ ©«�¨�¦ç ©é£�«¦ª. �æ�à «�ª §�¨¦¬©å�ª «¦¬ «æ¥¦¬ �/2 ©«¦¤
¦¨ ©£æ «¦¬ a(�)  ©®ç� 

a(4π) = 1

�¬¤�§éª §¨â§�  ¤� §�¨ ©«¨â¯¦¬£� â¤� ©é£� §¦¬ §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤ SU(2)
�ç¦ ¦¨âª �ç¨¦ �§æ â¤�¤ á¥¦¤� � � ¤� �§�¤â¢��  ©«�¤ �¨® ¡ã «¦¬ �â©�!.
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� �¬¡¢�å�� � ¦£á��

� � �¦¨á �¬«ã �¤á£�©� ©« ª �ç¦ ¦£á��ª �å¤�  ��© ¡ã. �� ¡á�� ©«¦ ®�å¦
«¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ SU(2) �¤« ©«¦ ®�å â¤� ©«¦ ®�å¦ «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ R(3). �¤«å��«�
¬§á¨®¦¬¤ �ç¦ ©«¦ ®�å� «¦¬ SU(2) §¦¬ �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©� â¤� ©«¦ ®�å¦ «¦¬
R(3). �«¦ ©«¦ ®�å¦ A(~�) �¤« ©«¦ ®¦ç¤ «� �ç¦ ©«¦ ®�å� a(~�) ¡�  −a(~�). �
�¤« ©«¦ ®å� �å¤�  �ç¦ §¨¦ª â¤�. ��£� é¤¦¬£� «â¢¦ª « ª ©®â©� ª

a

(
� + 2π

�
~�
)

= −a (~�) a

(
� + 4π

�
~�
)

= a (~�) A

(
� + 2π

�
~�
)

= A (~�)

�¨ ©£æª: ��¤� £â���¦ª � £� �ç¦ £ ��� ¡âª ©¬¤ ©«é©�ª �1 ¡�  �2
¦¤¦£á��«�  ©§å¤¦¨ �¤ £�«�©®�£�«å��«�  �¨�££ ¡á �§æ «�¤ ¦£á�� SU(2).
��¢��ã

� ′j =
∑

k

(a(~�))jk �k � ′ = a(~�)� =⇒ (
�+) ′ = � (a(~�))−1

�§¦¨¦ç£� ¤� ��¤ ¡�ç©¦¬£� «¦¤ §�¨�§á¤à ¦¨ ©£æ ¡�  ¤� ¦¨å©¦¬£� ©§å-
¤¦¨ª £� «á¥� p. �å¤�  £��â�� §¦¬ �§¦«�¢¦ç¤«�  �§æ 2p £ ��� ¡âª ©¬¤ ©«é©�ª
¡�  £�«�©®�£�«å�¦¤«�  £� «¦¤ «ç§¦

� ′kl··· =
∑

¡¢···
(a(~�))k¡ (a(~�))l¢ · · · �¡¢···

�¤á¢¦�¦ª ¦¨ ©£æª  ©®ç�  � � «¦ � á¤¬©£� §¦¬ �æ��¡� ©� á¢¢¦ ¡�á¢� ¦.
��¤� £â���¦ª ~x £� «¨� ª §¨��£�« ¡âª ©¬¤ ©«é©�ª x1, x2, x3 ¦¤¦£á��«� 
� á¤¬©£� �¤ £�«�©®�£�«å��«�  �¨�££ ¡á �§æ «�¤ ¦£á�� R(3). ��¢��ã

~x ′ = A(~�)~x x ′j =
∑

k

(A(~�))jk xk

��à¨¦ç£� � ¡�  � �ç¦ ©§å¤¦¨ª ¡�  ©®�£�«å�¦¬£� â¤� £â���¦ª £� « ª
�¡æ¢¦¬��ª «¨� ª ©¬¤ ©«é©�ª

�+©1� �+©2� �+©3�

�� �¨¦ç£� §àª £�«�©®�£�«å��«�  «¦ £â���¦ª �¬«æ. ��®¦¬£�

(
�+©k�

) ′ =
(
�+) ′©k� ′ = �+ (a(~�))−1 ©ka(~�)� = Ajk�+©k�
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�§¦£â¤àª «¦ £â���¦ª £� « ª �¡æ¢¦¬��ª «¨� ª ©¬¤ ©«é©�ª

(
�+©1�, �+©2�, �+©3�

)

£�«�©®�£�«å��«�  �¨�££ ¡á �§æ «�¤ ¦£á�� R(3). �å¤�  ��¢��ã â¤� � á¤¬-
©£�. �§� �ã £� �ç¦ ©§å¤¦¨ª §�å¨¤¦¬£� ¡á«  §¦¬ £�«�©®�£�«å��«�  �§æ «�¤
¦£á�� «à¤ §�¨ ©«¨¦é¤ ©�¤ � á¤¬©£� «� ©§å¤¦¨ª ©¬®¤á ¦¤¦£á�¦¤«�  \£ ©á
� �¤ç©£�«�".

5.6 � �¬¡¢�å�� � ¦£á��
� ¦£á�� �¬«ã �å¤�  � ¦£á�� «à¤ £�«�©®�£�« ©£é¤ «¦¬ «¨ � á©«�«¦¬

®é¨¦¬ §¦¬ �§¦«�¢�å«�  �§æ £ � £�«�«æ§ ©� ¡�  £ � §�¨ ©«¨¦ã. � ¦£á��
�¬«ã «à¤ £�«�©®�£�« ©£é¤ ©¬¤�â�  �¬¦ ¦§¦ ��ã§¦«� ��¥ æ©«¨¦� (ã �¨ -
©«�¨æ©«¨¦�) ©¬©«ã£�«� ©¬¤«�«��£â¤à¤. �¤ S ¡�  S ′ �å¤�  �ç¦ ©¬©«ã£�«�
©¬¤«�«��£â¤à¤ ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ �¬¡¢�å�� ¦ ®é¨¦ «æ«� �å¤�  §¨¦�¤âª æ« 
£§¦¨¦ç£� ¤� â¨¦¬£� «¦ â¤� ¤� ©¬£§â©�  £� «¦ á¢¢¦ £� «� �¥ãª �ç¦ �ã£�«�.

............................................................................................................................

x1............................................................................................................................................................................................

x2

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

...................

x3

............
............
............
............
............
............
............
............
.......................

x
(1)
1

..................................
..................................

..................................
..............

x
(1)
2 ................................................................................x

(1)
3

0

............
............
............
............
............
............
............
............
.......................

x′1

..................................
..................................

..................................
..............x′2 ................................................................................x′3

0 ′

..................................................
..................................................

..................................................
..................................................

..................................................
..................................................

.................
~�

�®ã£� 5.3
��¨ ©«¨¦ã ¡�  £�«�«æ§ ©� ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ ®é¨¦

��¨ ©«¨â¦¬£� «¦ ©ç©«�£� S ¡�«á¢¢�¢� â«©  é©«� ¤� ¡�«�¢ã¥¦¬£� ©�
â¤� ©ç©«�£� S1 §¦¬ â®�  «¦¬ª á¥¦¤�ª «¦¬ §�¨á¢¢�¢¦¬ª £� «¦¬ª á¥¦¤�ª «¦¬
S ′. �¤ � �å¤�  «¦ ©«¦ ®�å¦ �¬«æ «�ª ¦£á��ª R(3) ¡�  � ¦ �¤«å©«¦ ®¦ª
§å¤�¡�ª «æ«� �¨á¦¬£�

S1 = �S x
(1)
j = Ajkxk

174



� �¬¡¢�å�� � ¦£á��

æ§¦¬ x
(1)
j ¡�  xk �å¤�  ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª �¤æª ©�£�å¦¬ P ©«� �ç¦ ©¬©«ã£�«�.

�¦ ��ç«�¨¦ �ã£� �å¤�  ¤� £�«�â¨¦¬£� «�¤ �¨®ã «¦¬ S1 ¡�«á â¤� ¡�«á¢-
¢�¢¦ � á¤¬©£� é©«� ¤� ©¬£§â©�  £� «¦ ©ç©«�£� S ′. �¤ ~a �å¤�  «¦ � á¤¬©£�
�¬«æ (§¨¦�¤éª ~a = ~�1� ′) ¡�  x ′k �å¤�  ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ å� ¦¬ ©�£�å¦¬
P àª §¨¦ª «¦ ©ç©«�£� S ′ «æ«� â®¦¬£�

x ′j = x
(1)
j + �j

�¬£�¦¢å�¦¬£� «é¨� £� (�,~a) «¦ ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á��ª �(3) §¦¬
�§� ¡¦¤å��  «¦ ©ç©«�£� S ©«¦ S ′. �¬¤�¬á�¦¬£� ¡�  «� �ç¦ §�¨�§á¤à �ã£�«�
¡�  �¨á¦¬£�

S ′ = (A,~a) S x ′j = �jkxk + aj

��¤� ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á��ª �(3) ¦¨å��«�  �§æ â¥  §�¨�£â«¨¦¬ª. � 
«¨� ª �§æ �¬«âª §¨¦©� ¦¨å�¦¬¤ «¦ ©«¦ ®�å¦ «�ª R(3) ¡�  ¦  á¢¢�ª «¨� ª «¦
©«¦ ®�å¦ «�ª �3.

�� ¦¨å©¦¬£� «é¨� «¦¤ ¤æ£¦ ©¬¤�â©�àª «�ª ¦£á��ª. ��à¨¦ç£� «¨å�
©¬©«ã£�«� S, S ′ ¡�  S ′ . �� ©«¦ ®�å� (�,~a) ¡�  (B,~b) «�ª ¦£á��ª �(3)
£�«�â¨¦¬¤ «¦ â¤� ©ç©«�£� ©«¦ á¢¢¦ ©ç£à¤� £� « ª ©®â©� ª

S ′ ′ = (A,~a) S ′ ¡�  S ′ = (�,~b)S

�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� xj , x ′j ¡�  x ′ ′j « ª ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ ©�£�å¦¬ P àª §¨¦ª
«� «¨å� ©¬©«ã£�«� â®¦¬£�

x ′ ′j = Bjl x
′
l + bj = BjlAlk xk + Bjl al + bj = (BA)jk xk + Bjlal + bj

��¨� ¦ ¤æ£¦ª «�ª ¦£á��ª �(3) �å¤�  ¦ �¥ãª

(B, bj)(�, aj) = (BA, bj + Bjl al)

�¦ ¦¬�â«�¨¦ ©�£�å¦ «�ª ¦£á��ª �å¤�  «¦ (�,~0) ¡�  «¦ �¤«å©«¨¦¦ �å¤�  «¦

(�, aj)−1 = (�−1,−�kjak)
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5.7 � ¦£á�� ��¢ ¢�å¦¬
� ¦£á�� ��¢ ¢�å¦¬ �å¤�  «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ £�«�©®�£�« ©£é¤ ©«¦¤ ®é¨¦

¡�  «¦¤ ®¨æ¤¦ §¦¬ ©¬¤�â¦¬¤ �¬¦ ¡�¨«�© �¤á ©¬©«ã£�«� ©¬¤«�«��£â¤à¤.
��à¨¦ç£� �ç¦ ©¬©«ã£�«� S ′ ¡�  S. �¬£�¦¢å�¦¬£� £� (x ′j , t) ¡� 

(xj , t) «� «�«¨�� �¤ç©£�«� §¦¬ ¦¨å�¦¬¤ â¤� ©¬£�á¤ ��¢��ã â¤� ©�£�å¦ P
©«� �ç¦ ©¬©«ã£�«�. � £�«�©®�£�« ©£æª «¦¬ �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª ©«¦ á¢¢¦
�å¤�«�  ©� «â©©�¨� �ã£�«�:

�¨é«� §�¨ ©«¨â¦¬£� «¦ ©ç©«�£� S £� £å� §�¨ ©«¨¦ã §¦¬ §�¨ �¨á�«� 
�§æ «¦¤ §å¤�¡� �. �¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� x

(1)
j « ª ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ P ©«¦ ¤â¦

©ç©«�£� S1, â®¦¬£�

x
(1)
j = Ajkxk t(1) = t

��«á £�«�¡ ¤¦ç£� «�¤ �¨®ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª S1 £� «�®ç«�«� ~¬ àª §¨¦ª
«¦ S1. �¦ ¤â¦ ©ç©«�£� S2 â®�  á¥¦¤�ª §�¨�¢¢ã¢¦¬ª £� «¦¬ª á¥¦¤�ª «¦¬ S1
� �¨®ã «¦¬ æ£àª â®�  £�«�¡ ¤���å ¡�«á â¤� � á¤¬©£� å©¦ £� ~¬t.

x
(2)
j = x

(1)
j − ¬jt t(2) = t(1)

�� �ç¦ ©¬©«ã£�«� «�¬«å�¦¤«�  æ«�¤ ¦ ¡¦ ¤æª «¦¬ª ®¨æ¤¦ª �å¤�  £��â¤.
�¦ «¨å«¦ �ã£� �å¤�  ¤� £�«�¡ ¤ã©¦¬£� «�¤ �¨®ã «¦¬ ®¨æ¤¦¬ ¡�«á â¤�

§¦©æ å©¦ £� �.
x

(3)
j = x

(2)
j t(3) = t(2) − b

�â¢¦ª £� «¦ «â«�¨«¦ �ã£� £�«�â¨¦¬£� «�¤ �¨®ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª S3 ¡�«á
â¤� � á¤¬©£� ~a � � ¤� ¡�«�¢ã¥¦¬£� ©«¦ ©ç©«�£� S ′.

x ′j = x
(3)
j + aj t ′ = t(3)

�¬¤�¬á�¦¬£� «� «â©©�¨� �¬«á �ã£�«� � � ¤� §á¨¦¬£� â¤� ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á-
��ª ��¢ ¢�å¦¬. �¤ ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� (�, ¬j , b, aj) «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ
�¬«æ¤ â®¦¬£�

S ′ = (�, ¬j , b, aj)S x ′j = Ajkxk − ¬jt + a + j t ′ = t− b

�¦ ©«¦ ®�å¦ �¬«æ ¦¨å��«�  �§æ �â¡� §�¨�£â«¨¦¬ª. �¨� ª §�¨�£â«¨¦¬ª � �
«�¤ §�¨ ©«¨¦ã, «¨� ª §�¨�£â«¨¦¬ª � � «�¤ «�®ç«�«�, £å� §�¨á£�«¨¦ � � «�¤
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� ¦£á�� ��¢ ¢�å¦¬

®¨¦¤ ¡ã £�«�«æ§ ©� ¡�  «¨� ª §�¨�£â«¨¦¬ª � � «�¤ ®à¨ ¡ã £�«�«æ§ ©�. �
¦£á�� ��¢ ¢�å¦¬ �å¤�  £ � ¦£á�� §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ �â¡� §�¨�£â«¨¦¬ª.

� ¤æ£¦ª ©¬¤�â©�àª «�ª ¦£á��ª �¨å©¡�«�  �¤ ��¨£æ©¦¬£� «�¤ §�¨�-
§á¤à ©®â©� �ç¦ ¦¨âª. �§¢âª §¨á¥� ª �å¤¦¬¤ «�¤ �¡æ¢¦¬�� ©®â©� � � «�¤
§¨á¥� ©¬¤�â©�àª «�ª ¦£á��ª

(� ′, ¬ ′j , b
′, a ′j)(�, ¬j , b, aj) =

(� ′�, ¬ ′j + A ′
jk¬k, b ′ + b, a ′j + A ′

jkak + ¬ ′jb)

�¦ �¤«å©«¨¦¦ ©«¦ ®�å¦ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

(�, ¬j , b, aj)−1 = (�−1, −�kj¬k, −b, −Akjak + bAkj¬k)
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�©¡ã©� ª

��©¡�©� 5.1
�� �§¦�� ®«�å æ«  ¡á�� ©«¦ ®�å¦ «¦¬ ©¬¤æ¢¦¬ SU(2) £§¦¨�å ¤� �¨��å

£� «�¤ £¦¨ã

U =
(

c∗ −d
d∗ c

)
æ§¦¬ cc∗ + dd∗ = 1

�ç©�: � � £ ��� ¡ã £ã«¨� U ¦¤¦£á��«�  £¦¤�� �å� (Unitary) æ«�¤

UU+ = U+U = 1 (� §å¤�¡�ª £¦¤á��)

�¤ � £ã«¨� U â®�  ©«¦ ®�å� «�ª £¦¨ãª cij � §�¨�§á¤à ©®â©� �¨á�«�  £�
«�¤ £¦¨ã ∑

i

cijc
∗
ik =

∑

i

cjic
∗
ki = �jk

�� ¢ç©¦¬£� « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª ©«�¤ §�¨å§«à©� �¤æª §å¤�¡� 2×2 §¦¬ « ª
�¨á¦¬£� �¤�¢¬« ¡á

j = 1, k = 1 : c11c
∗
11 + c21c

∗
21 = 1

j = 2, k = 2 : c12c
∗
12 + c22c

∗
22 = 1

j = 1, k = 2 : c11c
∗
12 + c21c

∗
22 = 0

j = 2, k = 1 : c12c
∗
11 + c22c

∗
21 = 0

�  �ç¦ «�¢�¬«�å�ª �å¤�  §¨¦�¤éª å� �ª ¡�  �¤ � � ¨â©¦¬£� £� c12c22 �¨á¦-
¤«�  £� «�¤ £¦¨ã

c∗11
c22

+
c∗21
c12

= 0 =⇒ c∗11 = xc22 c∗21 = −xc12
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�©¡ã©� ª

�¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª ©«�¤ §¨é«� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ¡�  �¨å-
©¡¦¬£�

c11xc22 − c21xc12 = x (c11c22 − c21c12) = 1
�¢¢á � §¦©æ«�«� £â©� ©«�¤ §�¨â¤��©� «�ª §�¨�§á¤à ©®â©�àª �å¤�  � ¦¨å-
�¦¬©� «¦¬ §å¤�¡� §¦¬ �å¤�  £¦¤á�� ¡�  �§¦£â¤àª x = 1. �§¦£â¤àª �¨å-
©¡¦¬£�

c∗11 = c22 c∗21 = −c12

�  ©®â©� ª �¬«âª �§¦�� ¡¤ç¦¬¤ ¡�  «�¤ á©¡�©� æ§¦¬ � � ¤� ¢á�¦¬£� «¦¤
§å¤�¡� §¨â§�  ¤� �â©¦¬£�

c11 = c ¡�  c12 = −d

� ©¬¤�ã¡� cc∗+dd∗ = 1 �¡¨á��  «�¤  � æ«�«� æ«  � ¦¨å�¦¬©� �å¤�  £¦¤á��.

��©¡�©� 5.2
�� �¨��¦ç¤ ¦  £ã«¨�ª §¦¬ §�¨ ©«á¤¦¬¤ �§� ¨¦©«âª §�¨ ©«¨¦âª �ç¨à

�§æ «¦¬ª á¥¦¤�ª x ¡�  y ¡�  z. �� �¨��¦ç¤ ¦  ©®â©� ª �¤�¢¢��ãª «¦¬ª. ��
�¥�«á©�«� �¤ ¦  ©®â©� ª �¬«âª â®¦¬¤ ¡�  á¢¢�ª ¢ç©� ª. �� ¬§¦¢¦�å©�«� §àª
�§ �¨á â¤�ª «â«¦ ¦ª £�«�©®�£�« ©£æª ©� ©¬¤�¨«ã©� ª ¯(x, y, z).

�ç©�: � §�¨ ©«¨¦âª �(~�) ¡�  �(~�) §�¨ �¨á¦¤«�  �§æ £ã«¨�ª §¦¬
��¤ ¡á ��¤ �¤�¢¢á©©¦¤«� . �  §�¨ ©«¨¦âª �(~�)�(~�) ¡�  �(~�)A(~�) �å¤� 
� �¦¨�« ¡âª � æ«  «¦ � ¤æ£�¤¦ «à¤ § ¤á¡à¤ ��¤ �å¤�   ¡�¤¦§¦ �å «�¤ �¤« £�-
«���« ¡ã  � æ«�«�.

�(~�)�(~�)−�(~�)A(~�) = [�(~�), �(~�)] 6= 0

�¬«æ ��¤  ©®ç�  �¤ ¦  �à¤å�ª §�¨ ©«¨¦ãª �å¤�  �§� ¨¦©«âª.
��à¨¦ç£� �ç¦ �§� ¨¦©«âª ©«¨¦âª �(~�) ¡�  �(~�) æ§¦¬ |�| = �� ¡� 

|�| = ��. Tæ«� ¦  �ç¦ £ã«¨�ª �(~�)�(~�) ¡�  �(~�)A(~�) � �â¨¦¬¤ ¡�«á â¤�
§�¨á�¦¤«� §¦¢¢�§¢�© �©£â¤¦ £� «�¤ �§� ¨¦©«ã §¦©æ«�«� �� �� §¦¬ «�¤ ��à-
¨¦ç£� £��â¤. ��¨� �ç¦ �§� ¨¦©«âª §�¨ ©«¨¦âª �¤�¢¢á©©¦¤«�  £�«�¥ç «¦¬ª.
�¬«æ ¬© ¡á � �¬¡¦¢ç¤�  «¦¬ª ¬§¦¢¦� ©£¦çª.

� � §�¨ ©«¨¦ã �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� «à¤ z ¡�«á �à¤å� �3 £§¦¨�å ¤�
§�¨�©«���å �§æ «¦¤ §å¤�¡�

A(0, 0, �3) = �z(�3) =




©¬¤ �3 �£ �3 0
− �£ �3 ©¬¤ �3 0

0 0 1
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�¤ � ©«¨¦ã �å¤�  �§� ¨¦©«ã �3 → ��3 «æ«� �§� �ã �§¦¨¨å§«¦¬£� æ¨¦¬ª §¦¬
§�¨ â®¦¬¤ «¦ (��3)2 ¡�  £ ¡¨æ«�¨¦¬ª â®¦¬£�

©¬¤ (��3) = 1 �£ (��3) = ��3

� �¤«å©«¦ ®¦ª §å¤�¡�ª «�ª �§� ¨¦©«ãª §�¨ ©«¨¦ãª �å¤� 

Az(��3) =




1 ��3 0
−��3 1 0

0 0 1


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 + ��3




0 1 0
−1 0 0
0 0 0




�¨á¦¬£� «�¤ ©®â©� �¬«ã £� «�¤ £¦¨ã

Az(��3) = 1 + ��3S3 æ§¦¬ S3 =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0




� � £ � «â«¦ � §�¨ ©«¨¦ã �¨å©¡¦¬£�



x ′

y ′

z ′


 =




1 ��3 0
−��3 1 0

0 0 1







x
y
z


 =




x + ��3y
−��3x + y

z




�§æ«� �¨å©¡¦¬£�

x ′ = x + ��3y =⇒ x ′ − x = �x = ��3y

y ′ = y − ��3x =⇒ y ′ − y = �y = −��3x

z ′ = z =⇒ z ′ − z = �z = 0

� � §�¨ ©«¨¦ã ¡�«á £ � �à¤å� �3 £§¦¨�å ¤� ��à¨���å æ«  �å¤�  §¦¢¢âª
§�¨ ©«¨¦âª ¡�«á «�¤ �§� ¨¦©«ã �à¤å� ��3. ��¢��ã

Az(�3) = Az(��3)Az(��3) · · ·Az(��3)

�â«¦¬£� ��3 = �3/N �¡«�¢¦ç£� � � ��¦® ¡âª §�¨ ©«¨¦âª ¡�  §�å¨¤¦¬£� «¦
æ¨ ¦ � →∞. �¨å©¡¦¬£�

Az(�3) = lim
N→∞

(
1 +

�3

N
S3

)N

= e�3S3
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�� «¦¤ å� ¦ �¡¨ �éª «¨æ§¦ £§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� ¡�  « ª §�¨ ©«¨¦âª
�ç¨à �§æ «¦¬ª á¥¦¤�ª x ¡�  y.

Ax(��1) = 1 + ��1S1 æ§¦¬ S1 =




0 0 0
0 0 −1
0 1 0




Ay(��2) = 1 + ��2S2 æ§¦¬ S2 =




0 0 1
0 0 0
−1 0 0




�  «¨� ª £ã«¨�ª S1, S2 ¡�  S3 �å¤�  �¤« ©¬££�«¨ ¡âª â®¦¬¤ «¨¦® á £��â¤ ¡� 
� ¦¨å�¦¬©á «¦¬ª �å¤�  å©� £� «�¤ £¦¤á��.

�� �§¦��å¥¦¬£� «é¨� æ«  ¦  «¨� ª £ã«¨�ª S1, S2 ¡�  S3  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ ¡� 
« ª �¡æ¢¦¬��ª ©®â©� ª �¤�¢¢��ãª

[S1, S2] = S3 [S2, S3] = S1 [S3, S1] = S2

�  «¨� ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ «�¤¬©«ã �jkm �¨á¦¤«� 

(5.1) [Sj , Sk] = SjSk − SkSj = �jkmSm

� ©¬££�«¨ ¡ã � �¦¨á

[�, �] = ��− ��

¦¤¦£á��«�  £�«��â«�ª «¦¤ £�«¨é¤ � ¡�  �.
�  ©®â©� ª (5.1) �å¤�  3 × 3 = 9 ©¬¤¦¢ ¡á ©®â©� ª. �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ

«�ª §�¨�©«á©�àª [�.�] = ��− �� �å¤�  §¨¦�¤âª æ« 

[Si, Si] = SiSi − SiSi = 0

�§å©�ª �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ �å¤�  §¨¦�¤âª æ«  ¦ £�«��â«�ª  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ ©®â©�

[Si, Sj ] = −[Sj , Si]

�§¦£â¤àª �§æ « ª 9 ©®â©� ª �§¦£â¤¦¬¤ ¤� �§¦��å¥¦¬£� « ª �¥ãª «¨� ª ©®â©� ª

[S1, S2] = S3 [S2, S3] = S1 [S3, S1] = S2
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�� �§¦��å¥¦¬£� £æ¤¦ «�¤ §¨é«�. �  ¬§æ¢¦ §�ª, §¦¬ §¨¦¡ç§«¦¬¤ �§æ
«�¤ §¨é«� £� ¡¬¡¢ ¡ã �¤�¢¢��ã «à¤ �� ¡«é¤, �§¦�� ¡¤ç¦¤«�  £� «¦¤ å� ¦
«¨æ§¦.

��®¦¬£�

S1S2−S2S1 =




0 0 1
0 0 0
−1 0 0







0 0 0
0 0 −1
0 1 0


−




0 0 0
0 0 −1
0 1 0







0 0 1
0 0 0
−1 0 0




=




0 0 0
1 0 0
0 0 0


−




0 1 0
0 0 0
0 0 0


 =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0


 = S3

�� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «é¨� «�¤ £ã«¨�

A(~�) = exp (C(~�)) = 1 +
∞∑

n=1

(C(~�))n

n!

æ§¦¬ � £ã«¨� C(~�) �å¤� 

C(~�) = ~� · ~S = �1S1 + �2S2 + �3S3

� §�¨�§á¤à £ã«¨� §�¨ ©«á¤�  £ � §�¨ ©«¨¦ã £â«¨¦¬ |�| �ç¨à �§æ «¦¤
á¥¦¤� ~n = ~�/|~�| ¡�  �å¤�  â¤� ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á��ª R(3).

� £ã«¨� �å¤�  �¤« ©¬££�«¨ ¡ã ¡�  «� � ��é¤ � ©«¦ ®�å� «�ª �å¤�  £��â¤.
��«á ©¬¤â§� � � «¨¦® á «�ª �å¤�  £��â¤. �¨å©¡¦¬£� «¦ «�«¨á�à¤¦ «�ª £ã«¨�ª
�¬«ãª. ��®¦¬£�

(C(~�))2 =




0 −�3 �2
�3 0 −�1
−�2 �1 0







0 −�3 �2
�3 0 −�1
−�2 �1 0




=



−�2

3 − �2
2 �1�2 �1�3

�1�2 −�2
3 − �2

1 −�2�3
−�1�3 �2�3 −�2

1 − �2
2




�¨å©¡¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «�¤ «¨å«� �ç¤�£� «�ª £ã«¨�ª C(~�).

(C(~�))3 =



−�2

3 − �2
2 �1�2 �1�3

�1�2 −�2
3 − �2

1 −�2�3
−�1�3 �2�3 −�2

1 − �2
2







0 −�3 �2
�3 0 −�1
−�2 �1 0


 =
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0 �3�2
3 + �3�2

2 + �3�2
1 −�2�2

3 − �2�2
2 − �2�2

1
−�3�2

3 − �3�2
2 − �3�2

1 0 �1�2
2 + �1�2

3 + �1�2
1

�2�2
3 + �2�2

2 + �2�2
1 −�1�2

2 − �1�2
3 − �1�2

1 0




��¨�«�¨¦ç£� æ«  «� ©«¦ ®�å� «�ª £ã«¨�ª �¬«ãª �å¤�  æ¢� �¤á¢¦�� «¦¬ £â«¨¦¬
«¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~� ��¢��ã �¤á¢¦�� «¦¬ �2. ��á�¦¬£� ¡¦ ¤æ §�¨á�¦¤«� «¦
�2 ¡�  â®¦¬£�

(C(~�))3 = −�2 (C(~�))

� «â«�¨«� �ç¤�£� «�ª £ã«¨�ª C(~�) �å¤�  �¤á¢¦�� «�ª £ã«¨�ª (C(~�))2,
� §â£§«� �ç¤�£� �¤á¢¦�� «�ª C(~�) ¡.¢.§. �¬£�¦¢å�¦¬£� £� P (~�) «�¤
£ã«¨� −C(~�)/�2 ��¢��ã

P (~�) = − 1
�2 C(~�)C(~�)

¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¢ ¡á � � æ¢�ª « ª �¬¤á£� ª «�ª £ã«¨�ª C(~�) « ª ©®â©� ª

(C(~�))2n = (−1)n�2nP (~�) (C(~�))2n+1 = (−1)n�2nC(~�)

�§¦¨¦ç£� «é¨� ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ £ã«¨� exp (C(~�)). �à¨å�¦¬£�
«¦ á�¨¦ ©£� ©« ª §�¨ ««âª �¬¤á£� ª «¦¬ C(~�) ¡�  ©« ª á¨« �ª �¬¤á£� ª.
��®¦¬£�

A(~�) = exp (C(~�)) = 1 +
∞∑

k=1

(C(~�))2k

(2k)!
+

∞∑

k=0

(C(~�))2k+1

(2k + 1)!
=

1 +
∞∑

k=1

(−1)n�2n

(2k)!
P (~�) +

∞∑

k=0

(−1)n�2n

(2k + 1)!
C(~�)

�� á§� ¨� ��¨¦å©£�«� �å¤�  «¦ �¤á§«¬�£� ¡�«á �â¬¢¦¨ «¦¬ ©¬¤�£ «æ¤¦¬ ¡� 
«¦¬ �£ «æ¤¦¬ �¤« ©«¦å®àª ¡�  �§¦£â¤àª â®¦¬£� «�¢ ¡á

�(~�) = 1 + (©¬¤ �− 1)P (~�) +
�£ �

�
C(~�)

��¨� §¨��£�« ¡á � £ã«¨� �¬«ã �å¤�  â¤� ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á��ª «à¤ §�¨ ©«¨¦-
é¤ R(3). ��¨�«�¨¦ç£� æ« 

�(2π) = 1
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�¦ 1 ©«�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� �å¤�  ¦ §å¤�¡�ª £¦¤á��.
�� �¨¦ç£� «é¨� §àª £�«�©®�£�«å��«�  £ � ©¬¤á¨«�©� «à¤ (x, y, z) �§æ

«¦¤ �§� ¨¦©«æ £�«�©®�£�« ©£æ �z(��3). � £�«�©®�£�« ©£æª §�¨ ©«¨â� 
« ª £�«��¢�«âª.

¯ ′ = �z(��3)¯(x, y, z) = ¯ (�z(��3)(x, y, z)) = ¯(x + y��3, y − x��3, z)

�¤�¢ç¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� ¯(x + y��3, y − x��3, z) ¡�«á �â¬¢¦¨ � �«�¨é-
¤«�ª £æ¤¦ «¦¬ª �¨�££ ¡¦çª æ¨¦¬ª àª §¨¦ª «�¤ �§� ¨¦©«ã £�«��¦¢ã ��3.
�¨å©¡¦¬£�

¯ ′ = �z(��3)¯ = ¯− ��3

(
x

∂¯
∂y

− y
∂¯
∂x

)
+ O(��3)2 = (1− ��3L3) ¯

æ§¦¬ «¦ L3 �å¤�  â¤�ª � �¦¨ ¡æª «�¢�©«ãª «�ª £¦¨ãª

L3 =
(

x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)

�¤ «é¨� �â¢¦¬£� ¤� �¨¦ç£� §àª £�«�©®�£�«å��«�  £ � ©¬¤á¨«�©� �§æ «�¤
§�¨ ©«¨¦ã Az() æ§àª ¡�  §¨¦��¦¬£â¤àª �¨å©¡¦¬£�

Az(�3)¯ = lim
N→∞

(
1− �3

N
L3

)
¯ = e−a3L3¯

= ¯(x ©¬¤ �3 + y �£ �3,−x �£ �3 + y ©¬¤ �3, z)

�� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ �¨å©¡¦¬£� ¡�  «�ª �§� ¨¦©«âª £�«��¦¢âª ¡á§¦ �ª ©¬-
¤�¨«ã©�àª �§æ «¦¬ª �§� ¨¦©«¦çª £�«�©®�£�« ©£¦çª §�¨ ©«¨¦ãª «à¤ ©¬¤«�-
«��£â¤à¤ �ç¨à �§æ «¦¬ª á¥¦¤�ª x ¡�  y.

L1 =
(

y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
L2 =

(
z

∂

∂x
− x

∂

∂z

)

�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  ¦  «�¢�©«âª L1, L2 ¡�  L3  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ �§å©�ª « ª
�¥ ©é©� ª (5.1).

�� �¨¦ç£� ¡�  á¢¢�ª ¢ç©� ª «à¤ �¥ ©é©�à¤ (5.1). �§¦�� ¡¤ç�«�  æ« 
¡�  ¦  �¡æ¢¦¬��ª £ã«¨�ª, §¦¬ �å¤�  � �©«á©�àª 2 × 2 �å¤�  �§å©�ª ¢ç©� ª
«à¤ �¥ ©é©�à¤ �¬«é¤

s1 =
−i

2
©1 s2 =

−i

2
©2 s3 =

−i

2
©3
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�  £ã«¨�ª ©1, ©2, ©2 �å¤� 

©1 =
(

0 1
1 0

)
©2 =

(
0 −i
i 0

)
©3 =

(
1 0
0 −1

)

¡�  ¦¤¦£á�¦¤«�  £ã«¨�ª «¦¬ �á¦¬¢ . � �§æ�� ¥� �å¤�  �§¢ã ¡�  �� «�¤ §�-
¨�¢�å¯¦¬£�.

� � « ª £ã«¨�ª «¦¬ �á¦¬¢  £§¦¨¦ç£� ¤� �§¦��å¥¦¬£� §¦¢ç �ç¡¦¢� æ« 
«¦ «�«¨á�à¤¦ «¦¬ª �å¤�  å©¦ £� «¦¤ §å¤�¡� £¦¤á��

©2
i = 1 i = 1, 2, 3

�§å©�ª �ç¡¦¢� �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  «¦ � ¤æ£�¤¦ �ç¦ £�«¨é¤ «¦¬ �á¦¬¢   ¡�-
¤¦§¦ �å «�¤ ©®â©�

©j©k + ©k©j = 0 j 6= k

�  �ç¦ §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª £�ª �¦��¦ç¤ ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ §�¨á©«�©�
exp (C(~�)) æ§¦¬

C(~�) = �1s1 + �2s2 + �3s3 = − i

2
(�1©1 + �2©2 + �3©3) = − i

2
~� · ~©

�¯é¤¦¬£� «�¤ £ã«¨� �¬«ã ©«¦ «�«¨á�à¤¦ ¡�  �¨å©¡¦¬£�

(�1©1 + �2©2 + �3©3)2 = �2
1©2

1 + �2
2©2

2 + �2
3©2

3+
+�1�2©1©2 + �2�3©2©3 + �3�1©3©1 = �2

1 + �2
2 + �2

3 = �2

�§¦£â¤àª �¨å©¡¦¬£� � � æ¢�ª « ª �¬¤á£� ª «�ª £ã«¨�ª C(~�) « ª ©®â©� ª

(C(~�))2n = (−1)n
(�

2

)2n

(C(~�))2n+1 = −i~� · ~©(−1)n
(�

2

)2n+1

�§¦¨¦ç£� «é¨� ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «�¤ £ã«¨� exp (C(~�)). �¨å©¡¦¬£�
«�¢ ¡á £�«á �§æ �§¢âª §¨á¥� ª

a(~�) = ©¬¤
�
2
− i~� · ~© �£

�
2

� §å¤�¡�ª �¬«æª �å¤�  â¤� ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á��ªSU(2).
��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � «�¤ £ã«¨� �¬«ã  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

a(2π) = −1 �(4π) = 1
�¤«å��«� � � «� ©«¦ ®�å� «�ª ¦£á��ª R(3) §�¨ ©«¨¦ã ¡�«á 2π ��¤ �å¤� 
«�¤ £¦¤á�� �¢¢á «¦ −1 ¡�  �¬«æ �å¤�  £ � ��© ¡ã � �¦¨á £�«�¥ç «à¤
¦£á�à¤ SU(2) ¡�  R(3).

�  ©®â©� ª (5.1) �â®¦¤«�  ¡�  á¢¢�ª ¢ç©� ª. � � ¦£á�� ¢ç©�à¤ �§¦«�-
¢�å«�  �§æ «�«¨��à¤ ¡âª £ã«¨�ª £� §�¨ ««ã � á©«�©� 3, 5, 7, · · · ¡�  £ � á¢¢�
¦£á�� �§¦«�¢�å«�  �§æ «�«¨��à¤ ¡âª £ã«¨�ª £� á¨« � � á©«�©� 2, 4, 6, · · ·.
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��á¢� ¦ 6

�¤�¢¬« ¡ã ��®�¤ ¡ã

6.1 �  �¥ ©é©� ª «¦¬ ���¡¨á¤�
� £â�¦�¦ª «¦¬ ���¡¨á¤� £§¦¨�å ¤� ��¨£¦©«�å � � ¤� §�¨ �¨á¯�  §¦¢¢á

�¬¤�£ ¡á ©¬©«ã£�«� ¡�  ¤� «� �¤« £�«à§å©�  £� «¦¤ å� ¦ �¤ �å¦ ¡�  �§¢æ
«¨æ§¦. �§¦¨¦ç£� �§å©�ª ¤� ��¨£æ©¦¬£� «�¤ ��à¨å� �¬«ã ¡�  ©� §¦¢¢á
á¢¢� §��å� «�ª ¬© ¡ãª æ®  £æ¤¦ ©«�¤ �¬¤�£ ¡ã æ§àª � � §�¨á�� �£� ©«�¤
��à¨å� «à¤ §��åà¤.

�§¦�â«¦¬£� æ«  â¤� ¬© ¡æ ©ç©«�£� £�«���å¤�  �§æ £ � ¡�«á©«�©� ©«�¤
á¢¢�. �  �¨æ£¦  §¦¬ £§¦¨�å ¤� �¡¦¢¦¬�ã©�  «¦ ©ç©«�£� �å¤�  §¦¢¢¦å. �¦
�¨é«�£� �å¤�  § ¦ �¨æ£¦ �� �§ ¢â¥�  «¦ ©ç©«�£�. � £â�¦�¦ª ©«�¨å��«�  ©«¦
�¥åà£� æ«  «¦ ©ç©«�£� �� � �¢â¥�  «¦¤ ©¬¤«¦£æ«�¨¦ �¨æ£¦ � � «�¤ £�«á��©�
�§æ «�¤ £å� ¡�«á©«�©� ©«�¤ á¢¢�.

� § ¦ ��¤ ¡ã �¨®ã � � «�¤ ¡å¤�©� �¤æª £�®�¤ ¡¦ç ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  �
�¨®ã «�ª �¢á® ©«�ª �¨á©�àª ã � �¨®ã «¦¬ �á£ ¢«¦¤. � � ¤� �å¤�  �§¢¦ç©«�-
¨�ª ¦  ©®â©� ª ¬§¦�â«¦¬£� ©«�¤ �¨®ã æ«  «¦ ©ç©«�£� â®�  â¤� ���£æ �¢�¬��-
¨å�ª ¡�  ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� q « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª «�ª �â©�àª. ��à¨¦ç£� â¤� ©ç-
©«�£� §¦¬ �¨å©¡�«�  « ª ®¨¦¤ ¡âª ©« �£âª t1 ¡�  t2 ©« ª �â©� ª q(t1) = q(1)

¡�  q(t2) = q(2).
�ç£à¤� £� «� �¨®ã «¦¬ �á£ ¢«¦¤ â¤� £�®�¤ ¡æ ©ç©«�£� ®�¨�¡«�¨å-

��«�  �§æ £å� ©¬¤á¨«�©� L(q, _q, t) §¦¬ ¦¤¦£á��«�  ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤�.
�¦ ©ç©«�£� ¡ ¤�å«�  �§æ «¦ â¤� ©�£�å¦ ©«¦ á¢¢¦ â«©  é©«� «¦ �¡æ¢¦¬�¦
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¦¢¦¡¢ã¨à£� ¤� §�å¨¤�  «�¤ �¢á® ©«� « £ã «¦¬.

S =
∫ t2

t1

L(q, _q, t)d t

�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �¬«æ ¦¤¦£á��«�  �¨á©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª.
�� �¨¦ç£� «é¨� «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� §¦¬ §¨â§�  ¤�  ¡�¤¦§¦ �å«� 

é©«� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª �¨á©�àª ¤� �å¤�  �¢á® ©«¦.
��©«à æ«  q(t) �å¤�  � «¨¦® á §¦¬ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª �¨á©�àª �å¤� 

�¢á® ©«¦. �¤ q(t)+�q(t) �å¤�  £ � á¢¢� «¨¦® á «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�  £���-
¢ç«�¨¦. �  �ç¦ �¬«âª «¨¦® âª � �â¨¦¬¤ �¢á® ©«� £�«�¥ç «¦¬ª ¡�  §�¨¤¦ç¤
¡�  ¦  �ç¦ �§æ «� ©�£�å� q(1) ¡�  q(2) « ª ®¨¦¤ ¡âª ©« �£âª t1 ¡�  t2. ��¢��ã

�q(t1) = �q(t2) = 0

..........
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............................................................................................................................................................................

...........
...........
..........
..........
..........
.........
........

•

•

q(1)t1

q(2)t2

q(t)
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..........

..........
...........

...........
............

.............
..............
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�®ã£� 6.1
�ç¦ «¬®¦ç©�ª «¨¦® âª ©«¦ ®é¨¦ «à¤ �â©�à¤

� �¤��¡�å� ©¬¤�ã¡� é©«� � �¨á©� ¤� §�å¨¤�  «�¤ �¢á® ©«� « £ã «�ª
�å¤�  � £�«��¦¢ã ©«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª �¨á©�àª ¤� �å¤�  £��â¤.

(1) �S = �
∫ t2

t1

L(q, _q, t)d t = 0

�¤�¢ç¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� ¡�«á �â¬¢¦¨ � �«�¨é¤«�ª £æ¤¦
«¦¬ª �¨�££ ¡¦çª æ¨¦¬ª. ��®¦¬£�

L(q + �q, _q + � _q, t) = L(q, _q, t) +
∂L

∂q
�q +

∂L

∂ _q
� _q
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�  �¥ ©é©� ª «¦¬ ���¡¨á¤�

� �¢¢��ã ©«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª �¨á©�àª �å¤� 

�S =
∫ t2

t1

�L(q, _q, t)d t =
∫ t2

t1

(L(q + �q, _q + � _q, t)− L(q, _q, t)) d t =

=
∫ t2

t1

(
∂L

∂q
�q +

∂L

∂ _q
� _q

)
d t =

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
�q +

∂L

∂ _q
d

d t
�q

)
d t

� � «�¤ «�¢�¬«�å�  ©æ«�«� ®¨�© £¦§¦ ã��¡� � ©®â©� � _q = d�q/d t. �¢¦¡¢�-
¨é¤¦¬£� ¡�«á §�¨á�¦¤«�ª «¦¤ ��ç«�¨¦ æ¨¦ ¡�  â®¦¬£�

�S =
[
∂L

∂ _q
�q

]t2

t1

+
∫ t2

t1

(
∂L

∂q
− d

d t

∂L

∂ _q

)
�qd t

� �§ �¤� �¡æª æ¨¦ª �å¤�  £��â¤ ¢æ�à «à¤ ©¬¤��¡é¤ �q(t1) = �q(t2) = 0.
�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� §¦¬ §�¨�£â¤�  §¨â§�  ¤� �å¤�  £��â¤ � � æ¢�ª « ª « £âª «¦¬
�q ¡�  �¬«æ �å¤�  �¬¤�«æ¤ £æ¤¦ �¤

d

d t

∂L

∂ _q
− ∂L

∂q
= 0

� �¥å©à©� �¬«ã ¦¤¦£á��«�  �¥å©à©� ���¡¨á¤�.
��¨�«ã¨�©�: � ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� ��¤ §¨¦©� ¦¨å��«�  £¦¤¦©ã£�-

¤«� �§æ «¦ ¡á�� ©ç©«�£�. A¤ ©«�¤ ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� §¨¦©�â©¦¬£� £ �
¦¢ ¡ã §�¨á�à�¦ àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ £ �ª �¬��å¨�«�ª ©¬¤�¨«ã©�àª f(q, t)
«à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�  «¦¬ ®¨æ¤¦¬ ��¢��ã

L ′(qi, _qi, t) = L(qi, _qi, t) +
d

d t
f(qi, t)

«æ«� ©«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª �¨á©�àª §¨¦©«å��«�  â¤�ª ©«���¨æª æ¨¦ª. ��¨�
«¦ �S � £�«��¦¢ã «¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª «�ª �¨á©�àª ��¤ �¢¢á��  �S ′ = �S.
��«á ©¬¤â§� � ¡�  ¦  �¥ ©é©� ª ���¡¨á¤� §�¨�£â¤¦¬¤ �£�«á�¢�«�ª. ��¢��ã
¦  �ç¦ ©¬¤�¨«ã©� ª ���¡¨á¤� §¨¦©� ¦¨å�¦¬¤ «¦ å� ¦ ©ç©«�£�.

� � â¤� ©ç©«�£� £� n ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª â®¦¬£� n �¤�¥á¨«�«�ª ©¬-
¤�¨«ã©� ª qi(t), i = 1, 2, · · · , n §¦¬ §¨¦©� ¦¨å�¦¬¤ §¢ã¨àª «�¤ �â©� «¦¬
©¬©«ã£�«¦ª. �  ©¬¤�¨«ã©� ª �¬«âª �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� £�¤ �å¤�  £æ¤¦ ¦  ¡�¨-
«�© �¤âª ©¬¤«�«��£â¤�ª «à¤ ©à£�«åà¤. �¬«âª £§¦¨�å ¤� �å¤�  ¦  �à¤å�ª ã

189



��á¢� ¦ 6

¦  �§¦©«á©� ª �§æ ¡á§¦ ¦ ©�£�å¦ ã ¡�  ¦  ©¬¤�¨«ã©� ª «â«¦ à¤ £����é¤.
�¤¦£á�¦¬£� « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª �¬«âª ��¤ ¡�¬£â¤�ª. �  §�¨á�à�¦  _qi(t)
¦¤¦£á�¦¤«�  ��¤ ¡�¬£â¤�ª «�®ç«�«�ª.

�¦ ©ç©«�£� §¨¦©� ¦¨å��«�  �¤ �¤à¨å�¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤�
«¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª L(q1, q2, · · · , qn; _q1, _q2, · · · , _qn; t). �  �¥ ©é©� ª ���¡¨á¤�
�å¤�  ¦  �¡æ¢¦¬��ª n ©� §¢ã�¦ª ��¬«â¨�ª «á¥�àª � �¦¨ ¡âª �¥ ©é©� ª

d

d t

∂L

∂ _qi
− ∂L

∂qi
= 0 i = 1, 2, · · · , n

�  §�¨á�à�¦  «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª ���¡¨á¤� àª §¨¦ª « ª «�®ç«�«�ª ¦¤¦£á-
�¦¤«�  ��¤ ¡�¬£â¤�ª ¦¨£âª ¡�  ¦  §�¨á�à�¦  «�ª àª §¨¦ª « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª
¦¤¦£á�¦¤«�  ��¤ ¡�¬£â¤�ª �¬¤á£� ª.

pi =
∂L

∂ _qi
Fi =

∂L

∂qi

��«©  � �¥å©à©� ���¡¨á¤� �å¤�«� 

Fi =
d

d t
pi

�¤ � ©¬¤á¨«�©� L(qi, _qi, t) «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  �¤à©«ã «æ«� ¦  �¥ -
©é©� ª ���¡¨á¤� �å¤�  ¦  �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �å¤�  � �-
¦¨ ¡âª �¥ ©é©� ª ��¬«â¨�ª «á¥�àª àª §¨¦ª « ª á�¤à©«�ª ©¬¤�¨«ã©� ª qi(t).
� ��¤ ¡ã ¢ç©� §�¨ â®�  2n �¬��å¨�«�ª ©«���¨âª §¦¬ £§¦¨¦ç¤ ¤� §¨¦©� ¦¨ -
©«¦ç¤ �§æ « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.

� ��å¡«�ª i §�¨ ©«á¤�  «¦¬ª ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ¡� 
£�«��á¢¢�«�  �§æ «¦ 1 «¦ n ¡�  §¦¢¢âª ¦¨âª âàª «¦ á§� ¨¦ (�¨ �£ã© £¦).
�§á¨®¦¬¤ æ£àª ©¬©«ã£�«� £� á§� ¨¦¬ª (©¬¤�®�åª) ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª. ��
©¬©«ã£�«� �¬«á ¦¤¦£á�¦¤«�  §��å� ¡�  §�¨ �¨á¦¤«�  �§æ £ � ©¬¤á¨«�©�
«à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ~r. � ��å¡«�ª i ��¢��ã â®�  �¤« ¡�«�©«���å �§æ «�¤
©¬¤�®ã §�¨á£�«¨¦ ~r. �� ©¬©«ã£�«� �¬«á �¥�«á�¦¤«�  ©� �§æ£�¤¦ ¡�á¢� ¦.

�¦¢¢á §¨¦�¢ã£�«�, æ§àª � � §�¨á�� �£� §¨¦�¢ã£�«� £� �¬¤á£� ª «¨ -
�ãª ��¤ â®¦¬¤ ¡�£å� ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� §¦¬ ¤� «� §¨¦©� ¦¨å�� . �§¦¨¦ç£�
¤� ©¬£§�¨ ¢á�¦¬£� ¡�  «â«¦ � ©¬©«ã£�«� �¤ �¨á¯¦¬£� «�¤ �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª
£� «�¤ £¦¨ã

d

d t

∂L

∂ _qi
− ∂L

∂qi
= Qj
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�  �¥ ©é©� ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤

æ§¦¬ £� Qj �å¤�  ¦  �¬¤á£� ª §¦¬ ��¤ §¨¦â¨®¦¤«�  �§æ ¡á§¦ ¦ �¬¤�£ ¡æ.
� §�¨ �¨�ã «à¤ �¬¤�£ ¡é¤ ©¬©«�£á«à¤ £� «�¤ ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ��-

�¡¨á¤�, �å¤�«�  £� «�¤ �¦ã�� � «à¤ ��¤ ¡�¬£â¤à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�  «�-
®¬«ã«à¤. �©«æ©¦ �å¤�  §¦¢¢âª ¦¨âª §¨¦« £æ«�¨¦ ¤� �¨��©«¦ç£� £� « ª
��¤ ¡�¬£â¤�ª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¡�  « ª �¤«å©«¦ ®�ª ��¤ ¡�¬£â¤�ª ¦¨£âª «¦¬ ©¬-
©«ã£�«¦ª, ¤� �¨��©«¦ç£� ��¢��ã ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤. �  �¥ ©é©� ª
¡ ¤ã©�àª ©«�¤ §�¨ �¨�ã �¬«ã �å¤�  2n ©� §¢ã�¦ª ¡�  §¨é«�ª «á¥�àª.

� ®é¨¦ª «à¤ á©�à¤ �å¤�  â¤�ª ®é¨¦ª � �©«á©�àª 2n æ§¦¬ n �å¤� 
¦ ���£æª �¢�¬��¨å�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �  n �§æ �¬«âª « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª
�å¤�  ¦  ��¤ ¡�¬£â¤�ª �â©� ª qi ¡�  ¦  á¢¢�ª n �å¤�  ¦  ��¤ ¡�¬£â¤�ª ¦¨£âª
«¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �á�� ©�£�å¦ «¦¬ ®é¨¦¬ �¬«¦ç §�¨ ©«á¤�  £ � ¦¨ ©£â¤�
¡�«á©«�©� �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª ¡�  �¤« ©«¨æàª. ��«�¤ «¦ ©ç©«�£� ¡ ¤�å«� 
«¦ ©�£�å¦ � ��¨á�  £ � «¨¦® á ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤.

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ......
....q

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.......................p

...............................................
...........................................

.....................................
................................

...........................
......................

..................
..............

..........
...........
..............
..................

......................
...........................

.................................
.....................................

...........................................
...............................................

q = �p2+�p+�
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p = c

�®ã£� 6.2
�å¤�©� £� ©«���¨ã «�®ç«�«� ¡�  ¡å¤�©� £� ©«���¨ã �§ «á®¬¤©�

6.2 �  �¥ ©é©� ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤
�¨ ©£æª: �¨å�¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� H(pi, qi, t) «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤

¡�  «à¤ ¦¨£é¤ �§æ «�¤ ©®â©�

(1) H(pi, qi, t) =
∑

i

pi _qi − L(qi, _q1, t)

� ©¬¤á¨«�©� �¬«ã ¦¤¦£á��«�  ��£ ¢«¦¤ �¤ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª.
�  ��¤ ¡�¬£â¤�ª ¦¨£âª pi ¦¨å�¦¤«�  �§æ «�¤ §�¨á�à�¦¬ª «�ª L àª §¨¦ª

« ª «�®ç«�«�ª �¤é � §�¨á�à�¦  «à¤ ¦¨£é¤ àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ �§æ «�¤ �¥å-
©à©� «¦¬ ���¡¨á¤� �å¤�  å©�ª £� « ª §�¨��é�¦¬ª «�ª L àª §¨¦ª « ª �â©� ª.
��¢��ã  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

pi =
∂L

∂ _qi
_pi =

∂L

∂qi
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��á¢� ¦ 6

� �¦¨å�¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ ¡�  â®¦¬£�

dH(pi, qi, t) =
∑

i

∂H

∂pi
dpi +

∑

i

∂H

∂qi
dqi

�¤é �¤ � �¦¨å©¦¬£� «¦ ��ç«�¨¦ £â¢¦ª «�ª (1) �¨å©¡¦¬£�

d

(∑

i

pi _qi − L(qi, _q1, t)

)
=

∑

i

pid _qi +
∑

i

_qidpi −
∑

i

∂L

dqi
dpi

∑

i

∂L

d _qi
d _qi =

=
∑

i

pid _qi +
∑

i

_qidpi −
∑

i

_pidpi −
∑

i

pid _qi =
∑

i

_qidpi −
∑

i

_pidpi

�§æ « ª �ç¦ §�¨�§á¤à ©®â©�à¤ ©¬¤�§á�¦¤«�  ¦  �¥ ©é©� ª

_qi =
∂H

∂pi
_pi = −∂H

∂qi
i = 1, 2, · · · , n

�¤ � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �å¤�  �¤à©«ã ¦  §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª
�å¤�  ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª � � « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¡�  « ª �¤«å©«¦ ®�ª
¦¨£âª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �¤¦£á�¦¤«�  ¡�¤¦¤ ¡âª �¥ ©é©� ª ã �¥ ©é©� ª «¦¬
�á£ ¢«¦¤. �å¤�  2n ©� §¢ã�¦ª §¨é«�ª «á¥�àª � �¦¨ ¡âª �¥ ©é©� ª ¡�  �å¤� 
 ©¦�ç¤�£�ª §¨¦ª « ª n ©� §¢ã�¦ª � �¦¨ ¡âª �¥ ©é©� ª ��¬«â¨�ª «á¥�àª «¦¬
���¡¨á¤�.

�  ¡�¤¦¤ ¡âª �¥ ©é©� ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ £§¦¨¦ç¤ ¤� §¨¦¡ç¯¦¬¤ �§�¬��å�ª
�§æ «�¤ �¨®ã «�ª �¢á® ©«�ª �¨á©�àª. �¨á¦¬£� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª �¨á©�àª
©�¤ ©¬¤á¨«�©� «�ª ��£ ¢«¦¤ �¤ãª ¡�  � �¨®ã §�å¨¤�  «é¨� «�¤ £¦¨ã

�
∫ t2

t1

(∑

i

pi _qi −H(pi, qi, t)

)
dt = �

∫ t2

t1

∑

i

pidqi −H(pi, qi, t)dt = 0

æ§¦¬ ©«� á¡¨� «¦¬ � �©«ã£�«¦ª  ©®ç�  �qi = �pi = 0.
�  ¡�¤¦¤ ¡âª �¥ ©é©� ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �å¤�  ®¨ã© £�ª � � ¤� �¨¦ç£�

«�¤ §�¨á�à�¦ àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ ¦§¦ ¦¬�ã§¦«� £��â�¦¬ª «�ª ¡¢�©© ¡ãª
£�®�¤ ¡ãª.

��¤� ¬© ¡æ £â���¦ª «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª ¦¨å��«�  �§æ £å� ©¬-
¤á¨«�©� f(pi, qi, t) «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�  «à¤ ¦¨£é¤ ¡�  �¤��®¦£â¤àª ¡� 
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�  �¥ ©é©� ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤

«¦¬ ®¨æ¤¦¬. ��¨��à�å�¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� �¬«ã àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ ¡� 
â®¦¬£�

df

d t
=

∂f

∂ t
+

∑

k

(
∂f

∂qk
_qk +

∂f

∂pk
_pk

)

�¤ �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� ©«�¤ ©®â©� �¬«ã «� _pi ¡�  _qi �§æ « ª �¥ ©é©� ª «¦¬
�á£ ¢«¦¤ â®¦¬£�

df

d t
=

∂f

∂ t
+

∑

k

(
∂f

∂qk

∂H

∂pk
− ∂f

∂pk

∂H

∂pk

)

�¦ á�¨¦ ©£� «�ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©�àª ¦¤¦£á��«�  ��¡ç¢� �¦¬�©æ¤ ¡�  ©¬£-
�¦¢å��«�  £� {f,H} ��¢��ã

{f, H} =
∑

k

(
∂f

∂qk

∂H

∂pk
− ∂f

∂pk

∂H

∂pk

)

��¨� � �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª �¨á�«�  ©¬£�¦¢ ¡á

df

d t
=

∂f

∂ t
+ {f,H}

� §�¨�§á¤à �¥å©à©� �å¤�  «�¤ �¥â¢ ¥� �¤æª £��â�¦¬ª f(pk, qk, t) àª
§¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦. �  ¡�¤¦¤ ¡âª �¥ ©é©� ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ §¨¦¡ç§«¦¬¤ ©�¤
£�¨ ¡âª §�¨ §«é©� ª �§æ «�¤ �¥å©à©� �¬«ã �¤ �â©¦¬£� f = pi ã f = qi.
�¨á�£�«  �¨å©¡¦¬£�

_qi = {qi, H} =
∂H

∂pi
_pi = {pi,H} = −∂H

∂pi

� ��¡ç¢� �¦¬�©æ¤ æ§àª ¦¨å©«�¡� �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«   ¡�¤¦§¦ �å « ª ©®â-
©� ª

�¤« ©¬££�«¨ ¡æ«�«� {f, g} = −{g, f}
�¨�££ ¡æ«�«� {f + h, g} = {f, g}+ {h, g}

��¬«æ«�«� «¦¬ ���¡æ£§  {f, {h, g}}+ {h, {g, f}}+ {g, {f, h}} = 0

� � « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¡�  « ª ¦¨£âª �§¦�� ¡¤ç¦¤«�  �ç¡¦¢� ¦  ©®â©� ª

{qi, qj} = {pi, pj} = 0 {qi, pj} = �ij

193



��á¢� ¦ 6

�¦ �ij �å¤�  ¦ «�¤¬©«ãª «¦¬ �¨æ¤�¡�¨ ¡�  §�å¨¤�  «�¤ « £ã 1 � � i = j ¡� 
«�¤ « £ã 0 � � i 6= j.

��¤� ¬© ¡æ £â���¦ª �å¤�  £ � ©«���¨á «�ª ¡ ¤ã©�àª �¤ ��¤ £�«��á¢-
¢�«�  àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦. ��¢��ã

df

d t
= 0 =⇒ ∂f

∂ t
+ {H, f} = 0

�¤ «¦ £â���¦ª �¬«æ ��¤ â®�  �¤�¢¬« ¡ã ®¨¦¤ ¡ã �¥á¨«�©� «æ«� � £�¨ ¡ã
§�¨á�à�¦ª ∂f/∂ t = 0 ¡�  «¦ £â���¦ª �å¤�  â¤� ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª ¡ ¤ã©�àª
�¤  ©®ç� 

{H, f} = 0

� å� � � ��£ ¢«¦¤ �¤ã ���¦£â¤¦¬ æ«  {H,H} = 0 �å¤�  â¤� ¦¢¦¡¢ã¨à£�
«�ª ¡ ¤ã©�àª �¤ ��¤ §�¨ â®�  �¤�¢¬« ¡ã ®¨¦¤ ¡ã �¥á¨«�©�. � �¥å©à©�

H(pi, qi) = E

�å¤�  �§¦£â¤àª â¤� §¨é«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�. �¤ ¬§¦�â©¦¬£� æ«  ¬§á¨®�  £ � ©¬-
¤á¨«�©� «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ qi «â«¦ � é©«� ¦  �¤«å©«¦ ®�ª ¦¨£âª ¤� �å¤¦¤«� 
�§æ «�¤ ©®â©�

~p = ~∇S

«æ«� � §�¨�§á¤à �¥å©à©� �¨á�«� 

H

(
∂S

∂qi
, qi

)
= E

� �¥å©à©� �¬«ã �å¤�  £ � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� §¦¬ §�¨ â®�  £æ¤¦ « ª ©¬¤«�«��-
£â¤�ª qi ¡�  ¦¤¦£á��«�  �¥å©à©� �á£ ¢«¦¤ - ���¡æ£§ . �¤ � ��£ ¢«¦¤ �¤ã
§�¨ â®�  �¤�¢¬« ¡ã ®¨¦¤ ¡ã �¥á¨«�©� «æ«� � �¥å©à©� �á£ ¢«¦¤ - ���¡æ£§ 
�å¤� 

H

(
∂S

∂qi
, qi, t

)
= −∂S

∂t

� �¥å©à©� �¬«ã £§¦¨�å ¤� ¢¬��å �ç¡¦¢� �¤ £§¦¨â©¦¬£� ¤� � �®à¨å©¦¬£�
« ª £�«��¢�«âª. �¬«æ £§¦¨�å ¤� �å¤�  �¤ �¨¦ç£� â¤� ©ç¤¦¢¦ ©¬¤«�«��£â¤à¤
qi «â«¦ à¤ é©«� � ¢ç©� ¤� â®�  «�¤ £¦¨ã

S(q1, q2, · · ·) = S1(q1) + S2(q2) + · · · =
∑

k

Sk(qk)
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�  �¥ ©é©� ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤

� �¥å©à©� � �®à¨å��«�  «æ«� ©« ª �¥ ©é©� ª
(

dSk

dqk

)2

= F (qk) =⇒ dSk

dqk
= f(qk)

¡�  � ©¬¤á¨«�©� Sk �¨å©¡�«�  ¦¢¦¡¢�¨é¤¦¤«�ª «�¤ ©¬¤á¨«�©� f(qk).
��¨£¦�ã: ��à¨¦ç£� â¤� ©ç©«�£� §¦¬ �§¦«�¢�å«�  �§æ n ©à£á« �

§¦¬ �¢¢�¢�§ �¨¦ç¤ £�«�¥ç «¦¬ª. ��£å� á¢¢� �¥à«�¨ ¡ã �ç¤�£� ��¤ �§ �¨á
©«� ©à£á« � «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. ��¤� «â«¦ ¦ ©ç©«�£� ¦¤¦£á��«�  ¡¢� ©«æ.
�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  � ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  å©� £� «�¤
� �¦¨á «�ª ¡ ¤�« ¡ãª �¤â¨�� �ª ¡�  «�ª �¬¤�£ ¡ãª �¤â¨�� �ª «¦¬ ©¬©«ã£�-
«¦ª.

L =
1
2

n∑

i=1

mi~¬i
2 − U(~r1, ~r2, · · · , ~rn)

�¤ æ¢�ª ¦  �¬¤á£� ª §¦¬ �©¡¦ç¤«�  §á¤à ©«� ©à£�«å� � �¤æª ©¬©«ã£�-
«¦ª §¨¦â¨®¦¤«�  �§æ ¡á§¦ ¦ �¬¤�£ ¡æ «¦ ©ç©«�£� ¦¤¦£á��«�  ©¬¤«�¨�« ¡æ.
�¤ «¦ ©ç©«�£� ��¤ �å¤�  ¡¢� ©«æ �¢¢á ¬§á¨®¦¬¤ ¡�  �¥à«�¨ ¡âª �¬¤á£� ª �
©¬¤á¨«�©� U �¥�¨«á«�  �¤�¢¬« ¡á ¡�  �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦ U = U(~ri, t).

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ §�¨�§á¤à ©¬¤á¨«�©� ©«�¤ �¥å©à©� ���¡¨á¤� ¡� 
�¨å©¡¦¬£�

d

d t

∂L

∂~¬i
=

∂L

∂~r
=⇒ mi

d~¬
d t

= −∂U

∂~ri

� «�¢�¬«�å� �¬«ã �¥å©à©� �å¤�  � �¤à©«ã �¥å©à©� «¦¬ ��ç«à¤�. �¦
� á¤¬©£� «¦¬ ��ç«�¨¦¬ £â¢¦¬ª «�ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©�àª

~Fi = −∂U

∂~ri

�å¤�  � �ç¤�£� §¦¬ �§ �¨á §á¤à ©«¦ i ©à£á« ¦ ¡�  «¦ � á¤¬©£�

~p =
∂L

∂~¬i

�å¤�  � ¦¨£ã «¦¬ i ©à£�«å¦¬.
� ��£ ¢«¦¤ �¤ã �¤æª «â«¦ ¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�  «¦ á�¨¦ ©£� «�ª ¡ ¤�« -

¡ãª ¡�  «�ª �¬¤�£ ¡ãª �¤â¨�� �ª

� =
n∑

i=1

~pi
2

2mi
+ U(~r1, ~r2, · · · , ~rn)
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¡�  §�¨ ©«á¤�  «�¤ ©¬¤¦¢ ¡ã �¤â¨�� � «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª §¦¬ §�¨�£â¤�  ©«�-
��¨ã. �  ¡�¤¦¤ ¡âª �¥ ©é©� ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ £� «�¤ §�¨�§á¤à ®�£ ¢«¦¤ �¤ã
�å¤¦¬¤ « ª ©®â©� ª

~_qi =
∂H

∂~pi
=

1
mi

~pi
~_pi = −∂H

∂~qi
= −∂U

∂~qi
= ~Fi

� §¨é«� �§æ « ª ©®â©� ª �¬«âª �å¤�  � �¤à©«ã �¤�¢¦�å� £�«�¥ç «�ª ¦¨£ãª
¡�  «�ª «�®ç«�«�ª £� ©«���¨á �¤�¢¦�å�ª «�¤ £á�� ¡�  � ��ç«�¨� �å¤�  �
�¥å©à©� «¦¬ ��ç«à¤�.

��¨�«ã¨�©�: ��¨�«�¨¦ç£� æ«  � �¬¤�£ ¡ã �¤â¨�� � U �¥�¨«á«� 
£æ¤¦ �§æ «� � �¤ç©£�«� �â©�àª «à¤ ©à£�«åà¤ ¡�  æ®  �§æ «�¤ «�®ç«�«� «�ª
�¢¢�¢�§ �¨á©�àª. �¬«æ ©�£�å¤�  æ«  � �¢¢�¢�§å�¨�©� � ��å��«�  �¡�¨ �å� £�
á§� ¨� «�®ç«�«� §¨á�£� §¦¬ �å¤�  ¡�«á §¨¦©â�� ©� ©à©«æ. � «�®ç«�«� �¬«ã
�å¤�  §¦¢ç £��á¢� �¢¢á ©ç£à¤� £� «�¤ � � ¡ã ��à¨å� «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª ��¤
£§¦¨�å ¤� ¬§�¨��å «�¤ «�®ç«�«� «¦¬ à«æª.

6.3 �  ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å
�¨ ©£æª: ��à¨¦ç£� «¦¬ª �¡æ¢¦¬�¦¬ª ©�£� �¡¦çª £�«�©®�£�« ©£¦çª

©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤

Qi = Qi(pj , qj , t) Pi = Pi(pj , qj , t) i = 1, 2, · · · , n

� £�«�©®�£�« ©£æª �¬«æª ¦¤¦£á��«�  ¡�¤¦¤ ¡æª �á¤ ¦  ¡�¤¦¤ ¡âª �¥ ©é©� ª
«¦¬ �á£ ¢«¦¤ §�¨�£â¤¦¬¤ �¤�¢¢¦åà«¦  ��¢��ã �¤  ©®ç� 

_Qi =
∂H ′(Pj , Qj)

∂Pi

_Pi = −∂H ′(Pj , Qj)
∂Qi

i = 1, 2, · · · , n

�å¤�  �¤�¨æ æ«  � � ¤� �¨¦ç£� « ª å� �ª �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª §¨â§�  �
£�«��¦¢ã «¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª «�ª �¨á©�àª ¤� �å¤�  å©� ©«� �ç¦ ©¬©«ã£�«�
��¢��ã

�
∫ t2

t1

(∑

k

Pk
_Qi −H ′(Pk, Qk, t)

)
dt = �

∫ t2

t1

(∑

i

pi _qi −H(pi, qi, t)

)
dt
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�  ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å

��¨� ¦  ¬§æ ¦¢¦¡¢ã¨à©� §¦©æ«�«�ª ã §¨â§�  ¤� �å¤�  å©�ª ã ��¤ ¡æ«�¨� ¤�
� �â¨¦¬¤ ¡�«á «�¤ §�¨á�à�¦ àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ £ �ª �¬��å¨�«�ª ©¬¤�¨«ã-
©�àª F ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤. ��«©  � � �¦¨á «à¤ �ç¦ ¦¢¦¡¢�¨à£á«à¤
�¨á©�àª �å¤�  ¡á§¦ ¦  �§ �¤� �¡¦å æ¨¦  §¦¬ £���¤å�¦¤«� . � ©®â©� �å¤� 

(6.1)
∑

k

Pk
_Qk −H ′(Pk, Qk, t) =

∑

i

pi _qi −H(pi, qi, t)− dF

dt

� ©¬¤�ã¡� �å¤�   ¡�¤ã é©«� ¦  �¥ ©é©� ª «¦¬ �á£ ¢«¦¤ ¤� §�¨�£�å¤¦¬¤ �¤�¢-
¢¦åà«¦ .

� ©¬¤á¨«�©� F ¦¤¦£á��«�  ��¤¤ã«¨ � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ¡�¤¦¤ ¡¦ç £�«�-
©®�£�« ©£¦ç. �¥�¨«á«�  �§æ 2n ©� §¢ã�¦ª £�«��¢�«âª �§æ « ª £�«��¢�«âª
Qk, Pk, qi, ¡�  pi ¡�  �¤��®¦£â¤àª �¥�¨«á«�  ¡�  �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦. ��¤ �§ -
«¨â§�«�  ¤� �¥�¨«á«�  �§æ §�¨ ©©æ«�¨�ª £�«��¢�«âª � æ«  «� ��ç�� «à¤ £�«�-
�¢�«é¤ Qk, Pk ¡�  qi, pi �å¤�  �¤�¥á¨«�«� ��¤ ¬§á¨®�  ��¢��ã ©¬¤�¨«�© �¡ã
©®â©� £�«�¥ç «¦¬ª. �å¤�  �¬¤�«æ¤ ��¢��ã ¤� â®�  £ � �§æ « ª §�¨�¡á«à
£¦¨âª

F (Qk, qk, t) F (Pk, qk, t) F (Qk, pk, t) F (Pk, pk, t)

�� �¥�«á©¦¬£� «�¤ §¨é«� §�¨å§«à©� §¦¬ � ��¤¤ã«¨ � ©¬¤á¨«�©� �å¤� 
«�ª £¦¨ãª F (Qk, qk, t). ��¢� «� £��â�� «�ª �¥ ©é©�àª ¬§¦�â«¦¬£� æ« 
�å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª «à¤ �¤�¥á¨«�«à¤ £�«��¢�«é¤ Qk, qk ¡�  «¦¬ ®¨æ¤¦¬ t.
�§¦£â¤àª �¨å©¡¦¬£�

dF

dt
=

∂F

∂t
+

∑

i

∂F

∂qi
_qi +

∑

i

∂F

∂Qi

_Qi

�¤« ¡�� ©«¦ç£� ©«�¤ ©®â©� (6.1) ¡�  � �¥å©à©� �å¤�«� 

∑

i

Pi
_Qi −H ′ =

∑

i

pi _qi −H − ∂F

∂t
−

∑

i

∂F

∂qi
_qi −

∑

i

∂F

∂Qi

_Qi

�§� �ã ¦  £�«��¢�«âª qi ¡�  Qi �å¤�  �¤�¥á¨«�«�ª �¥ ©é¤¦¬£� «¦¬ª ©¬¤«�¢�-
©«âª «à¤ _qi ¡�  _Qi ¡�  «¦¬ª ©«���¨¦çª ¡�  �¨å©¡¦¬£�

pi =
∂F (Qk, qk, t)

∂qi
Pi = −∂F (Qk, qk, t)

∂Qi
H ′ = H +

∂F (Qk, qk, t)
∂t
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� � ¤� â®�  � §¨é«� �¥å©à©� ¢ç©� àª §¨¦ª Q §¨â§�  � §�¨�¡á«à ¦¨å�¦¬©�
¤� £�¤ £���¤å��«� 

det

∣∣∣∣
∂2F

∂qi∂Qk

∣∣∣∣ 6= 0

§¦¬ �å¤�  � �¤��¡�å� ¡�   ¡�¤ã ©¬¤�ã¡� §¦¬ §¨â§�  ¤�  ¡�¤¦§¦ �å � ��¤¤ã«¨ �
©¬¤á¨«�©�.

� � ¤� £�¢�«ã©¦¬£� «�¤ ��ç«�¨� ��¤¤ã«¨ � ©¬¤á¨«�©� F (Pk, qk, t) �¨á-
¦¬£� «�¤ ©®â©� (6.1) £� «�¤ £¦¨ã

−
∑

k

_PkQk −H ′(Pk, Qk, t) =
∑

i

pi _qi −H(pi, qi, t)− d

dt
F ′

æ§¦¬ � ©¬¤á¨«�©� F ′ �å¤� 

F ′ =
∑

k

PkQk + F

�¤ «é¨� � ©¬¤á¨«�©� �¬«ã �¥�¨«á«�  �§æ « ª £�«��¢�«âª qk ¡�  Pk «æ«�
�¨å©¡¦¬£� £� «¦¤ å� ¦ «¨æ§¦ « ª �¥ ©é©� ª

pk =
∂F ′(Pk, qk, t)

∂qk
Qk =

∂F ′(Pk, qk, t)
∂Pk

H ′ = H+
∂F ′(Pk, qk, t)

∂t

� �¤��¡�å� ¡�   ¡�¤ã ©¬¤�ã¡� �å¤�  «é¨� � §�¨�¡á«à

det

∣∣∣∣
∂2F

∂qi∂Pk

∣∣∣∣ 6= 0

� � «�¤  � ¡ã §�¨å§«à©� §¦¬ � ��¤¤ã«¨ � �¬«ã ©¬¤á¨«�©� �å¤�  «�ª £¦¨ãª

F ′ =
∑

j

qjPj

¦  §�¨�§á¤à ©®â©� ª �å¤¦¬¤

pk = Pk qk = Qk H = H ′

��¢��ã ¦ £�«�©®�£�« ©£æª �¬«æª �å¤�  ¦ «�¬«¦« ¡æª £�«�©®�£�« ©£æª.
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�  ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å

�� æ£¦ ¦ «¨æ§¦ £§¦¨¦ç£� ¤� £�¢�«ã©¦¬£� ¡�  « ª á¢¢�ª ��¤¤ã«¨ �ª
©¬¤�¨«ã©� ª.

�  ¡�¤ã ©®â©� (6.1) §�¨ â®�  «�¤ ©¬¤á¨«�©� F . �� §¨¦©§��ã©¦¬£�
«é¨� ¤� �¨¦ç£�  ©¦�ç¤�£� �¤��¡�å� ©®â©� §¦¬ ¤� £�¤ §�¨ â®�  «�¤ F ©«�¤
§�¨å§«à©� §¦¬ ��¤ �å¤�  �¤à©«ã.

�§¦�â«¦¬£� æ«  æ¢� «� £��â�� «�ª ©®â©�àª �¬«ãª �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª
«à¤ �¤�¥á¨«�«à¤ £�«��¢�«é¤ Qk ¡�  Pk. �  §�¨á�à�¦  àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦
«à¤ qi ¡�  F �å¤� 

_qi =
dqi

dt
=

∂qi

∂t
+

∑

j

∂qi

∂Qj

_Qj +
∑

j

∂qi

∂Pj

_Pj

dF

dt
=

∂F

∂t
+

∑

j

∂F

∂Qj

_Qj +
∑

j

∂F

∂Pj

_Pj

�§¦£â¤àª � �¥å©à©� (6.1) �å¤�«� 

∑

k

Pk
_Qk −H ′ =

∑

i

pi


∂qi

∂t
+

∑

j

∂qi

∂Qj

_Qj +
∑

j

∂qi

∂Pj

_Pj


−H−

∂F

∂t
−

∑

j

∂F

∂Qj

_Qj −
∑

j

∂F

∂Pj

_Pj =


∑

i

pi

∑

j

∂qi

∂Qj
−

∑

j

∂F

∂Qj


 _Qj+


∑

i

pi

∑

j

∂qi

∂Pj
−

∑

j

∂F

∂Pj


 _Pj +

∑

i

pi
∂qi

∂t
−H − ∂F

∂t

�§� �ã � £�«��¢�«âª Qk ¡�  Pk �å¤�  �¤�¥á¨«�«�ª �¥ ©é¤¦¬£� «¦¬ª ©¬¤«�¢�-
©«âª «à¤ _Qk, _Pk ¡�  «¦¬ª ©«���¨¦çª æ¨¦¬ª ¡�  �¨å©¡¦¬£�

Pk =
∑

i

pi
∂qi

∂Qk
− ∂F

∂Qk
0 =

∑

i

pi
∂qi

∂Pk
− ∂F

∂Pk

H ′(Qk, Pk, t) = H(qk, pk, t)−
∑

i

pi
∂qi

∂t
+

∂

∂t
F (Qk, Pk, t)
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�¤ ¡�«�â¨¦¬£� ¡�  ¢ç©¦¬£� «¦ � �¦¨ ¡æ ©ç©«�£� «à¤ �ç¦ §¨é«à¤ �¥ ©é-
©�à¤ «æ«� � «¨å«� �¥å©à©� �å¤�  «�¤ ©¬¤á¨«�©� H ′(Qk, Pk, t).

�å¤�  «é¨� §¨¦�¤âª æ«  £§¦¨¦ç£� ¤� �§�¢¢��¦ç£� �§æ «�¤ á�¤à©«�
©¬¤á¨«�©� F ¡�«á «¨� ª «¨æ§¦¬ª. ��¨��à�å�¦¬£� «�¤ §¨é«� ¦£á�� àª
§¨¦ª Qj �¬¦ ¦¨âª £� ¡�«á¢¢�¢� �¡¢¦�ã «à¤ �� ¡«é¤ ¡�  �� ¨¦ç£� « ª �ç¦
©®â©� ª §¦¬ �� §¨¦¡ç¯¦¬¤ ã §�¨��à�å�¦¬£� «�¤ ��ç«�¨� ¦£á�� àª §¨¦ª Pj

�¬¦ ¦¨âª £� ¡�«á¢¢�¢� �¡¢¦�ã «à¤ �� ¡«é¤ ¡�  �� ¨¦ç£� « ª �ç¦ ©®â©� ª
ã «â¢¦ª §�¨��à�å�¦¬£� «�¤ §¨é«� àª §¨¦ª Pl «�¤ ��ç«�¨� àª §¨¦ª Qk ¡� 
�� ¨¦ç£� « ª �ç¦ ©®â©� ª. �¦ �§¦«â¢�©£� �å¤� 

− ∂

∂Ql

(
Pk −

∑

i

pi
∂qi

∂Qk

)
+

∂

∂Qk

(
Pl −

∑

i

pi
∂qi

∂Ql

)
= 0

∂

∂Pl

(∑

i

pi
∂qi

∂Pk

)
− ∂

∂Pk

(∑

i

pi
∂qi

∂Pl

)
= 0

− ∂

∂Pl

(
Pk −

∑

i

pi
∂qi

∂Qk

)
− ∂

∂Qk

(∑

i

pi
∂qi

∂Pl

)
= 0

�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  ¦  §�¨�§á¤à ©®â©� ª �å¤�  ¦  �¤��¡�å�ª ¡�   ¡�¤âª ©¬¤�ã-
¡�ª é©«� «¦ � �¦¨ ¡æ ©ç©«�£� ¤� â®�  ¢ç©� àª §¨¦ª F . �� §�¨�¢�å¯¦¬£�
«�¤ �§æ�� ¥� ©�£� é¤¦¬£� £æ¤¦ æ«  �¤á¢¦�� §¨æ«�©�  ©®ç�  ©«¦¤ «¨ � á-
©«�«¦ ®é¨¦ æ§¦¬ � �¥å©à©�

~G = ~∇V

â®�  ¢ç©� àª §¨¦ª V æ«�¤  ©®ç�  � �¤��¡�å� ¡�   ¡�¤ã ©¬¤�ã¡�

~∇× ~G = 0

�¡«�¢¦ç£� « ª §�¨��à�å©� ª ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¢ ¡á

∑

i

(
∂pi

∂Ql

∂qi

∂Qk
− ∂pi

∂Qk

∂qi

∂Ql

)
= 0

∑

i

(
∂pi

∂Ql

∂qi

∂Pk
− ∂pi

∂Pk

∂qi

∂Pl

)
= 0

∑

i

(
∂pi

∂Pl

∂qi

∂Qk
− ∂pi

∂Pk

∂qi

∂Pl

)
=

∂Pk

∂Pl
= �kl
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�  ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å

� ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª « ª �¨á¦¬£� ©¬£�¦¢ ¡á

{Pl, Qk} ′p,q = 0 {Pl, Qk} ′p,q = 0 {Pl, Qk} ′p,q = �lk

�  ��¡ç¢�ª â®¦¬¤ ¬§¦¢¦� ©«�å £� « ª �¨® ¡âª £�«��¢�«âª p, q §¦¬ �  �¬«æ
�£�¤å�¦¤«�  ©�¤ ��å¡«�ª ©« ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª. �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  ¦  §�-
¨�§á¤à ©®â©� ª �å¤�  �¤��¡�å�ª ¡�   ¡�¤âª é©«� ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å ¤� �å¤� 
¡�¤¦¤ ¡¦å.

��¨�«�¨¦ç£� æ«  ¦  ��¡ç¢�ª �¬«âª æ§àª ¦¨å©«�¡�¤ ��é �å¤�  � �¦¨�« -
¡âª �§æ « ª ��¡ç¢�ª �¦¬�©æ¤ æ§àª ¦¨å©«�¡�¤ ©«�¤ §¨¦��¦ç£�¤� §�¨á�¨�¦.
�  ��¡ç¢�ª �¬«âª ¦¤¦£á�¦¤«�  ��¡ç¢�ª ���¡¨á¤�. �¨á¦¬£� §á¢  ��é «¦¬ª
¦¨ ©£¦çª � � « ª �ç¦ �¬«âª ��¡ç¢�ª.

{A,B} ′ =
n∑

i=1

(
∂qi

∂A

∂pi

∂B
− ∂qi

∂A

∂pi

∂B

)

{A, B} =
n∑

i=1

(
∂A

∂qi

∂B

∂pi
− ∂A

∂pi

∂B

∂pi

)

�§¦¨¦ç£� ¤� �§¦��å¥¦¬£� �ç¡¦¢� æ«  � � â¤� ©ç¤¦¢¦ 2n �¤�¥á¨«�«à¤
£�«��¢�«é¤ Al §¦¬ �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª «à¤ (pl, qk), ¦  �ç¦ �¬«âª ��¡ç¢�ª �å¤� 
� £å� �¤«å©«¨¦� «�ª á¢¢�ª. �¬�¡�¡¨ £â¤�  ©®ç� 

2n∑

l=1

{Ai, Al} ′{Al, Aj} = −�ij i, j = 1, 2, · · · , 2n

�  §�¨�§á¤à  ¡�¤âª ¡�  �¤��¡�å�ª ©®â©� ª £§¦¨¦ç¤ ©¬¤�§éª ¤� �¡¨�-
©«¦ç¤ ¡�  £� «�¤ �¦ã�� � «à¤ ��¡¬¢é¤ �¦¬�©æ¤. �  ©®â©� ª �å¤� 

{Ql, Qk}p,q = 0 {Pl, Pk}p,q = 0 {Ql, Pk}p,q = �lk

�  ©®â©� ª �¬«âª �å¤�  ¦  �¤��¡�å�ª ¡�   ¡�¤âª ©¬¤�ã¡�ª é©«� ¦ £�«�©®�-
£�« ©£æª p, q → P, Q ¤� �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡æª.

��¨á�� �£�: ��¤� «¬§ ¡æ §�¨á�� �£� ¡�¤¦¤ ¡é¤ £�«�©®�£�« ©£é¤
�å¤¦¤«�  �§æ «�¤ ¢ç©� «à¤ �¥ ©é©�à¤ ¡ ¤ã©�àª. �¤ Qi(qk, pl) ¡�  Pi(qk, pl)
�å¤�  ¦  ¢ç©� ª �¬«âª æ§¦¬ ¦  £�«��¢�«âª (qk, pl) �¤« ©«¦ ®¦ç¤ ©« ª �¨® ¡âª
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©¬¤�ã¡�ª. �§¦�� ¡¤ç�«�  ©« ª �©¡ã©� ª æ«  ¦  ��¡ç¢�ª �¦¬�©æ¤ §�¨�£â-
¤¦¬¤ �¤�¢¢¦åà«�ª. � ��¤¤ã«¨ � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ¡�¤¦¤ ¡¦ç �¬«¦ç £�«�©®�-
£�« ©£¦ç �å¤�  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� S «�ª �¨á©�àª.

�  ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å �å¤�  �¡�å¤¦  §¦¬ � �«�¨¦ç¤ �¤�¢¢¦åà«�ª
« ª ��¡ç¢�ª �¦¬�©æ¤ ¡�  ���¡¨á¤�. �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  ¦  ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�-
©®�£�« ©£¦å � �«�¨¦ç¤ �§å©�ª ©«���¨æ «¦¤ æ�¡¦ ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤.

��à¨¦ç£� «¦¤ 2n−� �©«á©�à¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤ £� n ©¬¤«�«��£â¤�ª
� � «�¤ �â©� ¡�  n � � « ª �¤«å©«¦ ®�ª ¦¨£âª. �¦ � ¤æ£�¤¦ «à¤ � �¦¨ ¡é¤

dq1 · · · dqndp1 · · · dpn

�å¤�  ¦ ©«¦ ®� é��ª æ�¡¦ª ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤. �¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «¦¬
æ�¡¦¬ �¬«¦ç ©� £ � §�¨ ¦®ã �å¤�  «¦¤ æ�¡¦ «�ª §�¨ ¦®ãª �¬«ãª.

��é¨�£�: � æ�¡¦ª £ �ª §�¨ ¦®ãª ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤ ��¤ £�-
«��á¢¢�«�  �§æ «¦¬ª ¡�¤¦¤ ¡¦çª £�«�©®�£�« ©£¦çª p, q → P,Q. ��¢��ã
 ©®ç�  � ©®â©�

∫
dq1 · · · dqndp1 · · · dpn =

∫
dQ1 · · · dQndP1 · · · dPn

� §¨æ«�©� ¦¤¦£á��«�  ��é¨�£� «¦¬ � ¦¬�å¢.
�¨¦�¤éª §¨â§�  ¤� �§¦��å¥¦¬£� æ«  � ��¡à� �¤ã «¦¬ £�«�©®�£�« ©£¦ç

�å¤�  å©� £� «�¤ £¦¤á��

J =
∂(Q1 · · ·QnP1 · · ·Pn)
∂(q1 · · · qnp1 · · · pn)

= 1

��¤ �§æ�� ¥� «¦¬ ��à¨ã£�«¦ª �� «�¤ §�¨�¢�å¯¦¬£�.
�§� �ã � £�«��¦¢ã «à¤ qi ¡�  pj àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ £§¦¨�å ¤� ��à¨���å

©�¤ â¤�ª ¡�¤¦¤ ¡æª £�«�©®�£�« ©£æª «¦ ��é¨�£� £�ª ¢â�  �§å©�ª æ«  ¦
æ�¡¦ª ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤ §�¨�£â¤�  �¤�¢¢¦åà«¦ª ¡�«á «�¤ ®¨¦¤ ¡ã
�¥â¢ ¥� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �¦ ��é¨�£� «¦¬ � ¦¬�å¢ �å¤�  ��© ¡æ ��é¨�£� � �
«�¤ ©«�« ©« ¡ã £�®�¤ ¡ã.

�§¦¨¦ç£� ¤� �§¦��å¥¦¬£� �§å©�ª æ«  ¡�  «� ¦¢¦¡¢�¨é£�«� §á¤à ©� £ �
§¦¢¢�§¢æ«�«� �ç¦, «�©©á¨à¤ ¡.¢.§ � �©«á©�à¤, ��¢��ã

∫∫ ∑

i

dqidpi,

∫∫∫∫ ∑

i 6=j

dqidpidqjdpj , ¡.¢.§.
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�  ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å

§�¨�£â¤¦¬¤ �¤�¢¢¦åà«� �§æ «¦¬ª ¡�¤¦¤ ¡¦çª £�«�©®�£�« ©£¦çª. �  ¡�¤¦-
¤ ¡âª �¤�¢¢¦åà«�ª �¬«âª §¦©æ«�«�ª ¦¤¦£á�¦¤«�  �¦¬�¤¡�¨â �¤�¢¢¦åà«�ª.

��¨£¦�ã: �� �¨¦ç£� «¦¬ª ¡�¤¦¤ ¡¦çª £�«�©®�£�« ©£¦çª §¦¬ §¨¦-
¡ç§«¦¬¤ �§æ «�¤ ��¤¤ã«¨ � ©¬¤á¨«�©�

F (q, Q) =
1
2
màq2 © Q

©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤ £� � á©«�©� n = 2 ¡�  �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «¦¬ª
£�«�©®�£�« ©£¦çª �¬«¦çª � � ¤� ¢ç©¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�-
¢�¤«à«ã æ§¦¬

H(p, q, t) =
1

2m
p2 +

1
2
mà2q2

�� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ �¥å©à©� (6.1) §¦¬ ¥�¤��¨á¦¬£� §á¢  ��é
� � n = 2

P _Q−H ′(P, Q, t) = p _q −H(p, q, t)− dF

dt

�§¦�â«¦¬£� æ«  æ¢¦  ¦  æ¨¦  �å¤�  ©¬¤�¨«ã©� ª «à¤ �¤�¥á¨«�«à¤ £�«��¢�«é¤
(q,Q). �¤�¢ç¦¬£� «�¤ §�¨á�à�¦ àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª F ¡� 
�¨å©¡¦¬£�

P _Q−H ′(P, Q, t) = p _q −H(p, q, t)− ∂F

∂t
− ∂F

∂q
_q − ∂F

∂Q
_Q

�¥ ©é¤¦¬£� «é¨� «¦¬ª ©¬¤«�¢�©«âª «¦¬ _q, «¦¬ _Q ¡�  «¦¬ª ©«���¨¦çª ¡� 
�¨å©¡¦¬£�

P = −∂F

∂Q
p =

∂F

∂q
H(p, q, t) = H ′(P,Q, t)

�§æ «�¤ �ç¦ §¨é«�ª ©®â©� ª �� �¨¦ç£� «�¤ ©¬¤�¨«�© �¡ã ©®â©� «à¤ £�«�-
�¢�«é¤. �å¤�  § ¦ �ç¡¦¢¦ ¤� ¢ç©¦¬£� àª §¨¦ª q ¡�  p. �¨å©¡¦¬£�

P =
1
2
màq2 1

�£2 Q
p = màq © Q =⇒

q =
√

2P

mà
�£ Q p =

√
2màP ©¬¤ Q
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�¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª ©®â©� ª �¬«âª ©«�¤ ��£ ¢«¦¤ �¤ã ¡�  �¨å©¡¦¬£�

H(p, q, t) =
1

2m
2màP ©¬¤2 Q +

1
2
mà2 2P

mà
�£2 Q = àP ©¬¤2 Q + àP �£2 Q

=⇒ H ′(P, Q, t) = àP

�¨á¦¬£� «é¨� ¡�  ¢ç¤¦¬£� « ª ¡�¤¦¤ ¡âª �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª àª §¨¦ª
« ª ¡� ¤¦ç¨� �ª £�«��¢�«âª. ��¨�«�¨¦ç£� æ«  � ¤â� ��£ ¢«¦¤ �¤ã ��¤ §�-
¨ â®�  «�¤ �â©� Q. � � «â«¦ � £�«��¢�«ã §¦¬ ��¤ �£�¤å��«�  ©«�¤ ��£ ¢-
«¦¤ �¤ã ¦¤¦£á��«�  ¡¬¡¢ ¡ã. � � £ � «â«¦ � £�«��¢�«ã � ©¬�¬�ãª «�ª ¦¨£ã
�å¤�  ©«���¨ã. �¨á�£�«  �¨å©¡¦¬£�

_P = −∂H ′

∂Q
= 0 =⇒ P = c =

�
à

æ§¦¬ £� � ©¬£�¦¢å�¦¬£� «�¤ ��£ ¢«¦¤ �¤ã §¦¬ �å¤�  ©«���¨ã. � « £ã «�ª
�¨å©¡�«�  �§æ « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª.

� ��ç«�¨� ¡�¤¦¤ ¡ã �¥å©à©� «�ª ¡ ¤ã©�àª �å¤�  «�¤ �â©�

Q =
∂H ′

∂P
= à =⇒ Q = àt + 

� ©«���¨á  §¨¦©� ¦¨å��«�  �§æ « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª. �§¦£â¤àª � ¡�«á-
©«�©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

q(t) =
√

2P

mà
�£ Q =

√
2E

mà2 �£ (àt + )

p(t) =
√

2màP ©¬¤ Q =
√

2mE ©¬¤ (àt + )

�  ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å £�ª �¦ã��©�¤ ¤� ¢ç©¦¬£� §¦¢ç �ç¡¦¢�
«¦ §¨æ�¢�£�.

� � â¤� §¨æ�¢�£� £� §�¨ ©©æ«�¨�ª £�«��¢�«âª �å¤�«�  æ«  �� ã«�¤ �¬-
®ãª â¨�¦ �¤ £§¦¨¦ç©�£� ¤� �¨¦ç£� â¤� ¡�«á¢¢�¢¦ ¡�¤¦¤ ¡æ £�«�©®�£�« -
©£æ «â«¦ ¦ é©«� æ¢�ª ¦  £�«��¢�«âª ¤� �å¤�  ¡¬¡¢ ¡âª ã «¦¬¢á® ©«¦¤ ¡á-
§¦ �ª �§æ �¬«âª. �æ«� ¦  ©¬�¬��åª £�«��¢�«âª «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ �¬«é¤
�å¤�  ©«���¨âª. ��«�¤ � ��£ ¢«¦¤ �¤ã � �«�¨�å«�  �¬«æ �å¤�  �¬¤�«æ¤.
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� ¡�¤¦¤ ¡ã ¦£á��

��«�¤ � ��£ ¢«¦¤ �¤ã �¥�¨«á«�  �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦ «æ«� £§¦¨¦ç£� ¤� �¤�-
��«ã©¦¬£� «¦¤ ¡�¤¦¤ ¡æ £�«�©®�£�« ©£æ é©«� � ¤â� ��£ ¢«¦¤ �¤ã ¤� �å¤� 
«�¬«¦« ¡á £��â¤.

H ′(Pi, Qi, t) = 0

�æ«� §¨¦�¤éª æ¢�ª ¦  £�«��¢�«âª �å¤�  ¡¬¡¢ ¡âª ¡�  � ��£ ¢«¦¤ �¤ã  ¡�-
¤¦§¦ �å «�¤ ©®â©�

H(pi, qi, t) +
∂F

∂t
= 0

�§¦�â«¦¬£� � � «�¤ �§¢¦§¦å�©� «à¤ ©®â©�à¤ æ«  ¦ ��«¦ç£�¤¦ª £�«�-
©®�£�« ©£æª â®�  «�¤ £¦¨ã F (qi, Pi, t). �� «�¤ �¦ã�� � �¬«¦ç «¦¬ £�«�-
©®�£�« ©£¦ç � ©®â©� (6.1) �å¤�  «�¤ ©®â©�

pi =
∂F

∂qi

¡�  � §�¨�§á¤à �¥å©à©� �å¤�«� 

H(pi,
∂F

∂qi
, t) +

∂F

∂t
= 0

� �¥å©à©� �¬«ã �å¤�  � �¤à©«ã �¥å©à©� �á£ ¢«¦¤ - ���¡æ£§  ¡�  â®�  £�-
¢�«���å ©� á¢¢¦ ©�£�å¦ «¦¬ ¡��¢�å¦¬ �¬«¦ç.

6.4 � ¡�¤¦¤ ¡ã ¦£á��
�¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ¡�¤¦¤ ¡é¤ £�«�©®�£�« ©£é¤ ©� â¤�¤ 2n− � á©«�«¦

®é¨¦ «à¤ á©�à¤ §¦¬ ��¤ �¥�¨«é¤«�  �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦ £§¦¨�å ¤� �å¤�  ¦£á��.
�� ¦¤¦£á�¦¬£� �¬«ã «�¤ ¦£á�� ¡�¤¦¤ ¡ã ¦£á��. � ¤æ£¦ª ©¬¤�â©�àª «�ª
¦£á��ª �¬«ãª ¦¨å��«�  àª �¥ãª.

�¨ ©£æª: ��à¨¦ç£� «¦¬ª �¡æ¢¦¬�¦¬ª �ç¦ ¡�¤¦¤ ¡¦çª £�«�©®�£�-
« ©£¦çª

p, q → p1, q1 p1, q1 → p2, q2

� ©ç¤��©� �¬«é¤ «à¤ �ç¦ �¬«é¤ £�«�©®�£�« ©£é¤ ¦¨å��«�  ¦ £�«�©®�£�-
« ©£æª

p, q → p2, q2
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�ç¡¦¢� �§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  ¦ £�«�©®�£�« ©£æª �¬«æª �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡æª ¡� 
�§¦£â¤àª �å¤�  â¤�ª �©à«�¨ ¡æª ¤æ£¦ª � � «¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ ¡�¤¦¤ ¡é¤ £�«�-
©®�£�« ©£é¤. �¦ ©ç¤¦¢¦ �å¤�«�  ¦£á�� �¤  ©®ç�  � §¨¦©�«� ¨ ©« ¡ã  � æ«�«�
§¦¬ �§¦�� ¡¤ç�«�  �§å©�ª �ç¡¦¢�.

� £¦¤á�� «�ª ¦£á��ª �¬«ãª �å¤�  ¦ «�¬«¦« ¡æª £�«�©®�£�« ©£æª

p, q → p, q

§¦¬ �å¤�  §¨¦�¤éª â¤�ª ¡�¤¦¤ ¡æª £�«�©®�£�« ©£æª. �â¢¦ª � � ¡á�� ¡�-
¤¦¤ ¡æ £�«�©®�£�« ©£æ

p, q → p1, q1

¦ �¤«å©«¨¦¦ª £�«�©®�£�« ©£æª

p1, q1 → p, q

�§¦�� ¡¤ç�«�  æ«  �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡æª ¡�  á¨� §�¨ ©«á¤�  «¦ �¤«å©«¨¦¦ ©«¦ -
®�å¦ «�ª ¦£á�� �¬«ãª. �¨¦�¤éª � ©ç¤��©� «à¤ �ç¦ �¬«é¤ £�«�©®�£�« -
©£é¤ �å¤�  «¦¤ «�¬«¦« ¡æ £�«�©®�£�« ©£æ ��¢��ã «�¤ £¦¤á�� «�ª ¡�¤¦¤ ¡ãª
¦£á��ª.

� � §¦¢ç ©§¦¬��å� ¬§¦¦£á�� «�ª ¡�¤¦¤ ¡ãª ¦£á��ª �å¤�  � «�¬«¦« ¡ã
©¬¤ ©«é©� §¦¬ �¨å©¡�«�  �¤ �¡«�¢â©¦¬£� �¢¢�§á¢¢�¢¦¬ª �§� ¨¦©«¦çª £�-
«�©®�£�« ©£¦çª. ��¤�ª £�«�©®�£�« ©£æª �¤ã¡�  ©«�¤ ¬§¦¦£á�� �¬«ã �¤
£§¦¨�å ¤� �¨���å £ � £¦¤¦§�¨�£�«¨ ¡ã ¬§¦¦£á�� �§æ ¡�¤¦¤ ¡¦çª £�«�©®�-
£�« ©£¦çª t «â«¦ � é©«� � t ¤� �å¤�  ©¬¤�®ãª àª §¨¦ª t ¡�  �§ §¢â¦¤ ¤�
 ©®ç� 

lim
t→0

t = e lim
t→1

t = 

��¢��ã ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å �¬«¦å £§¦¨¦ç¤ ¤� ©¬¤���¦ç¤ ©¬¤�®éª £� «¦
«�¬«¦« ¡æ ©«¦ ®�å¦ «�ª ¦£á��ª. � «�¬«¦« ¡ã ©¬¤ ©«é©� �å¤�  � ©¬¤�¡« ¡ã
©¬¤ ©«é©� «¦¬ «�¬«¦« ¡¦ç ©«¦ ®�å¦¬ «�ª ¦£á��ª æ§¦¬ � � �¬¡¦¢å� ��®æ£�-
©«� æ«  ¦  ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ «�¬«¦« ¡¦ç ©«¦ ®�å¦¬ «�ª ¦£á��ª �å¤�  £��â¤.

e −→ e(0, 0, · · ·)

��¤�ª §�§�¨�©£â¤¦ª ¡�¤¦¤ ¡æª £�«�©®�£�« ©£æª §¦¬ £§¦¨�å ¤� ©¬¤��-
��å ©¬¤�®éª £� «�¤ £¦¤á�� ¡«å��«�  �§æ �¢¢�§á¢¢�¢¦¬ª �§� ¨¦©«¦çª £�«�-
©®�£�« ©£¦çª. �� ¦¨å©¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª �¬«¦çª.
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� ¡�¤¦¤ ¡ã ¦£á��

��à¨¦ç£� «¦¬ª �¡æ¢¦¬�¦¬ª �§� ¨¦©«¦çª ¡�¤¦¤ ¡¦çª £�«�©®�£�« ©£¦çª

Qk = qk + ��k(qi, pj) Pl = pl + ��Bl(qi, pj)

æ§¦¬ � ¡�  �� �å¤�  �§� ¨¦©«âª §¦©æ«�«�ª ¡�  ¦  �k ¡�  �l �å¤�  §�§�¨�©£â-
¤�ª �¢¢á �¬��å¨�«�ª ©¬¤�¨«ã©� ª «à¤ �â©�à¤ ¡�  «à¤ ¦¨£é¤. �� �¨¦ç£� « ª
�¬��å¨�«�ª �¬«âª ©¬¤�¨«ã©� ª é©«� ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å ¤� �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡¦å.

� � ¤� �å¤�  ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å �¬«¦å ¡�¤¦¤ ¡¦å §¨â§�  ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤
« ª �¤��¡�å�ª ¡�   ¡�¤âª ©®â©� ª. �  ©®â©� ª �¬«âª �å¤� 

{Qk, Ql}p,q = 0 {Pk, Pl}p,q = 0 {Qk, Pl}p,q = �kl

æ§¦¬ ¦  ��¡ç¢�ª �å¤�  ¦  ��¡ç¢�ª �¦¬�©æ¤.
�  �ç¦ §¨é«�ª �å¤�  §¨¦�¤�åª ¡�   ©®ç¦¬¤ � � ¦§¦ �©�ã§¦«� ©¬¤�¨«ã-

©� ª Ak Bl. ��£� é©«� æ«  �§¦¨¨å§«¦¬£� ©�¤ £���¤ ¡¦çª, æ¨¦¬ª §¦¬ §¦¢-
¢�§¢�© á�¦¤«�  £� « ª �§� ¨¦©«âª §¦©æ«�«�ª (�)2 (��)2 ¡�  (�)(��). �
«�¢�¬«�å� ©¬¤�ã¡� �å¤�  « ª §�¨�¡á«à ©®â©� ª æ§¦¬ �¤¤¦�å«�  á�¨¦ ©� àª
§¨¦ª m ¡�  n §¦¬ �§�¤�¢�£�á¤¦¤«�  �ç¦ ¦¨âª ©«�¤ å� � §¢�¬¨á «�ª  ©æ«�-
«�ª

∂Qk

∂qm

∂Pl

∂pn
− ∂Pl

∂qm

∂Qk

∂pn
=

∂ (qk + ��k)
∂qm

∂ (pl + ��Bl)
∂pn

−

∂ (pl + ��Bl)
∂qm

∂ (qk + ��k)
∂pn

=
(

�km + �
∂�k

∂qm

)(
�ln + ��

∂Bl

∂pn

)
−

(��)
∂Bl

∂qm
(�)

∂�k

∂pn
= �km�ln + �km��

∂Bl

∂pn
+ �ln�

∂�k

∂qm
= �kl

=⇒
∑

n

∂Bl

∂pn
+

∑
m

∂�k

∂qm
= 0

� �¥å©à©� �¬«ã  ¡�¤¦§¦ �å«�  æ«�¤ ¬§á¨®�  ©¬¤á¨«�©� (qi, pj) «â«¦ �
é©«� ¤�  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

Bl =
∑

i

∂
∂qi

= {pl, } Ak = −
∑

j

∂
∂pj

= {qk, }

�  �§� ¨¦©«¦å ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å â®¦¬¤ �§¦£â¤àª «�¤ £¦¨ã

Qk = qk + �{qk, } Pl = pl + ��{pl, }
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� £�«��¦¢ã ©« ª £�«��¢�«âª qk ¡�  pl �å¤� 

Qk − qk = �qk = �{qk, } Pk − pk = �pl = ��{pl, }
�� �¨¦ç£� «â¢¦ª «�¤ £�«��¦¢ã £ �ª ©¬¤�¨«ã©�àª f(qk, pk) ¦¨ ©£â¤�ª

©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤ �§æ «¦¬ª �§� ¨¦©«¦çª ¡�¤¦¤ ¡¦çª £�«�©®�£�« -
©£¦çª. �¨å©¡¦¬£�

�f = f(qk, pk)−f(Qk, Pk) = f(qk, pk)−f (qk + �{qk, }, pk + ��{pk, }) =

−�{qk, } ∂f

∂qk
− ��{pk, }) ∂f

∂pk

6.5 � ��à¨å� «à¤ §��åà¤
� � â¤� ©ç©«�£� £� n ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª â®¦¬£� n �¤�¥á¨«�«�ª ©¬¤�¨-

«ã©� ª qi(t), i = 1, 2, · · · , n §¦¬ §¨¦©� ¦¨å�¦¬¤ §¢ã¨àª «�¤ �â©� «¦¬ ©¬©«ã-
£�«¦ª. �¦ ©ç©«�£� §¨¦©� ¦¨å��«�  �¤ �¤à¨å�¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤�
«¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª L(q1, q2, · · · , qn; _q1, _q2, · · · , _qn; t). �  �¥ ©é©� ª ���¡¨á¤�
�å¤�  ¦  �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª ¡�  �å¤�  � �¦¨ ¡âª �¥ ©é©� ª ��ç«�¨�ª «á¥�ª
àª §¨¦ª « ª ©¬¤�¨«ã©� ª qi(t).

� ��å¡«�ª i §�¨ ©«á¤�  «¦¬ª ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª ¡� 
£�«��á¢¢�«�  �§æ «¦ 1 «¦ n ¡�  §¦¢¢âª ¦¨âª âàª «¦ á§� ¨¦ (�¨ �£ã© £¦).
�§á¨®¦¬¤ æ£àª ©¬©«ã£�«� £� á§� ¨¦¬ª (©¬¤�®�åª) ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª. ��
©¬©«ã£�«� �¬«á ¦¤¦£á�¦¤«�  §��å� ¡�  §�¨ �¨á¦¤«�  �§æ £ � ©¬¤á¨«�©�
«à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ~r. � ��å¡«�ª i ��¢��ã â®�  �¤« ¡�«�©«���å �§æ «�¤ ©¬-
¤�®ã §�¨á£�«¨¦ ~r. �  ��¤ ¡�¬£â¤�ª ©¬¤�¨«ã©� ª qi(t) ¡�  pi(t) §¨â§�  ¤�
�¤« ¡�«�©«��¦ç¤ �§æ « ª §�� �¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª (~r, t) ¡�  §(~r, t) �¤« ©«¦å-
®àª.

i −→ ~r qi(t) = q(i, t) −→ (~r, t) pi(t) = p(i, t) −→ §(~r, t)

�«¦ ¡�á¢� ¦ �¬«æ �� ©¬£�¦¢å�¦¬£� £� x1, x2 ¡�  x3 « ª ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬
� �¤ç©£�«¦ª ~r, ��¢��ã

~r = (x1, x2, x3)

�  ¤â�ª £�«��¢�«âª �å¤�  â¤�ª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ qi ¡�  pj «�ª
£¦¨ãª

(~r, t) =
∞∑

k=1

uk(~r)qk §(~r, t) =
∞∑

k=1

vk(~r)pk
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� ��à¨å� «à¤ §��åà¤

�  ©®â©� ª �¬«âª �å¤�  £ � �¨�££ ¡ã ©®â©� �¤á£�©� ©� â¤� ©ç©«�£� £�
�¨ �£ã© £� á§� ¨¦¬ª ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª ¡�  ©� â¤� ©ç©«�£� £� ©¬¤�®�åª
á§� ¨¦¬ª ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª. �  \ £ã«¨�ª " £�«�©®�£�« ©£¦ç £� ©«¦ ®�å�
uk(~r) ¡�  vk(~r) â®¦¬¤ ©«ã¢�ª §¦¬ « ª £�«¨á£� £� «¦¤ �¨ �£ã© £¦ ��å¡«� k
¡�  �¨�££âª §¦¬ « ª £�«¨á£� £� «¦¤ ©¬¤�®ã ��å¡«� ~r. �¬¤�§éª ¦  §�¨å�¨��ª
�¬«âª \ £ã«¨�ª " â®¦¬¤ �¨ �£ã© £� á§� ¨¦ �¨ �£æ ©«�¢é¤ ¡�  ©¬¤�®âª á§� ¨¦
�¨ �£æ �¨�££é¤.

�  ©¬¤�¨«ã©� ª uk(~r) ¡�  vk(~r)  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª

∞∑

k=1

uk(~r)vk(~r ′) = �(~r − ~r ′)
∫∫∫

d3~ruk(~r)vs(~r) = �sk

�  ©®â©� ª �¬«âª £�ª ¢â¤� æ«  ¦  �ç¦ \ £ã«¨�ª " �å¤�  � £å� �¤«å©«¨¦� «�ª
á¢¢�ª. �  ��¤ ¡�¬£â¤�ª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¡�  ¦  �¤«å©«¦ ®�ª ¦¨£âª �§¦�� ¡¤ç�-
«�  �ç¡¦¢� æ«   ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª

{(~r, t), (~r ′, t)} = {§(~r, t), §(~r ′, t)} = 0 {(~r, t), §(~r ′, t)} = �(~r− ~r ′)

æ§¦¬ «¦ �(~r−~r ′) �å¤�  «¦ �â¢«� ©¬¤�¨«�© �¡æ ã «¦ ©¬¤�¨«�© ¡æ «¦¬ �« ¨á¡
¡�  â®�  �¤« ¡�«�©«ã©�  «¦ ©ç£�¦¢¦ �ij «¦¬ �¨æ¤�¡�¨. ��¤ �� �é©¦¬£�
��é «¦¤ �¬©«�¨æ £���£�« ¡æ ¦¨ ©£æ «¦¬ ©¬¤�¨«�© �¡¦ç «¦¬ �« ¨á¡. � �
§�¨á�� �£� �¨á¦¬£� « ª ©®â©� ª

∑

i

Fi�ij = Fj

∫
f(~r ′)�(~r − ~r ′)d3~r = f(~r)

æ§¦¬ â®¦¬£� á�¨¦ ©£� àª §¨¦ª «¦¤ �¨ �£ã© £¦ ��å¡«� ¡�  ¦¢¦¡¢ã¨à£� àª
§¨¦ª «¦¤ ©¬¤�®ã \��å¡«�". � «�¢�¬«�å� ©®â©� £§¦¨�å ¤� ��à¨���å ©�¤ ¦
¦¨ ©£æª «¦¬ ©¬¤�¨«�© �¡¦ç.

� � «� ©¬©«ã£�«� �¬«á � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ���¡¨á¤� �å¤�«�  ©¬¤ã�àª
©�¤ â¤� ¦¢¦¡¢ã¨à£� ©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ ®é¨¦ £ �ª ©¬¤�¨«ã©�àª §¬¡¤æ«�«�ª
`. � � ©¬¤á¨«�©� §¦¬ ¦¨å��«�  £� «¦¤ «¨æ§¦ �¬«æ, ©�¤ â¤� ¦¢¦¡¢ã¨à£�
��¢��ã £ �ª §¬¡¤æ«�«�ª ©� £ � §�¨ ¦®ã «¦¬ ®é¨¦¬, ¦¤¦£á��«�  «¦§ ¡ã.

L(, _) =
∫∫∫

d3~r `

(
,

∂
∂t

,
∂
∂x1

,
∂
∂x2

,
∂
∂x3

)

��®æ£�©«� � � «�¤ �§¢¦ç©«�¬©� «à¤ ©®â©�à¤ æ«  � ©¬¤á¨«�©� §¬¡¤æ«�-
«�ª «¦¬ ���¡¨á¤� �¥�¨«á«�  £æ¤¦ �§æ «�¤ ®¨¦¤ ¡ã §�¨á�à�¦ «¦¬ (~r, t)
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¡�  �§æ æ¢�ª « ª §¨é«�ª ®à¨ ¡âª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª «¦¬. ��£� é©«� æ«  �
§¬¡¤æ«�«� ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ « ª ®à¨ ¡âª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª «�ª _. ��¤
�¥�¨«á«�  �§å©�ª �§æ « ª ��ç«�¨�ª �¢¢á ¡�  �§æ £���¢ç«�¨�ª £�¨ ¡âª §�¨�-
�é�¦¬ª «�ª .

� £�«��¦¢ã �` «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª �¬«ãª �¨á�«� 

�` =
∂`

∂
� +

∂`

∂ _
�
(

∂
∂t

)
+

3∑

i=1

∂`

∂
(

∂
∂xi

)�
(

∂
∂xi

)

� �¨®ã «�ª �¢á® ©«�ª �¨á©�àª â®�  «é¨� «�¤ £¦¨ã

�S = �
∫ t2

t1

∫∫∫
`(, _,

∂
∂x1

,
∂

∂x2
,

∂
∂x3

)d3~rdt = 0

� ©á�¦¬£� «�¤ £�«��¦¢ã � ©«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ¡�  £�«á �§æ £å� ¡�«á §�¨á�¦-
¤«�ª ¦¢¦¡¢ã¨à©� �¨å©¡¦¬£�.

�L =
∫∫∫∫

d3~rdt


 ∂`

∂
� +

∂`

∂ _
�
(

∂
∂t

)
+

3∑

i=1

∂`

∂
(

∂
∂xi

)�
(

∂
∂xi

)
 =

∫∫∫∫
d3~rdt�


 ∂`

∂
− ∂

∂t

∂`

∂ _
−

3∑

i=1

∂

∂xi

∂`

∂
(

∂
∂xi

)

 = 0

�§¦�â«¦¬£� ����åàª ¡�  ��é æ«  � £�«��¦¢ã � £���¤å��«�  ©«� á¡¨� «¦¬
®à¨ ¡¦ç ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª ¡�  á¨� ¦ �§ �¤� �¡æª æ¨¦ª �å¤�  £��â¤. �«�¤
§¨��£�« ¡æ«�«� � � �«�¨�®ã §¦¬ �¡¨á��  «¦ §��å¦ £���¤å��«�  §¦¢ç �¨ã-
�¦¨� ©«¦ á§� ¨¦. �§æ «�¤ ©®â©� �¬«ã ©¬¤�§á��«�  æ« 

∂`

∂
− ∂

∂t

∂`

∂ _
−

3∑

i=1

∂

∂xi

∂`

∂
(

∂
∂xi

) = 0

§¦¬ �å¤�  � �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �¤ ��®«¦ç£� «¦¤ ®¨æ¤¦ t ©�¤
£ � «â«�¨«� ©¬¤ ©«é©� x4 «æ«� £§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� «�¤ �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª
£� «�¤ �¥ãª £¦¨ã

∂`

∂
−

4∑

i=1

∂

∂xi

∂`

∂
(

∂
∂xi

) = 0
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� ��à¨å� «à¤ §��åà¤

§¦¬ �å¤�  §¦¢ç ®¨ã© £� � � «�¤ � � ¡ã ��à¨å� «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª.
� � ¤� �§¢¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à �¥å©à©� «�ª ¡ ¤ã©�àª ¦¨å�¦¬£�

«�¤ ©¬¤�¨«�© �¡ã §�¨á�à�¦ «�ª L àª §¨¦ª  �§æ «�¤ ©®â©�

�L
�

=
∂`

∂
−

3∑

i=1

∂

∂xi

∂`

∂
(

∂
∂xi

)

��¨£æ�¦¬£� «¦¤ ¦¨ ©£æ �¬«æ � � «�¤ §�¨á�à�¦ «�ª L àª §¨¦ª _.
�§� �ã � §¬¡¤æ«�«� ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «�ª ®à¨ ¡âª £�¨ ¡âª §�¨��é�¦¬ª «�ª
_ �¨å©¡¦¬£�

�L
� _

=
∂`

∂ _

�§¦£â¤àª «�¢ ¡á � �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª �å¤�«� 

d

d t

�L
� _

− �L
�

= 0

§¦¬ £¦ á��  £� �¬«ã «à¤ ©¬©«�£á«à¤ £� â¤�¤ ���£æ �¢�¬��¨å�ª. � ¦¨£ã §i

�å¤�«�  §á¢  �§æ «�¤ ©®â©�

§i =
�L
� _i

=
∂`

∂ _i

� ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� �å¤�  �¬¤�«æ¤ ¤� �¥�¨«á«�  �§æ n ©� §¢ã�¦ª
§�� �¡á £��â�� i(~r, t). �  �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª �å¤�  «é¨�

d

d t

�L
� _i

− �L
�i

= 0 i = 1, 2, · · ·n

�  ��© ¡âª ��¡ç¢�ª �¦¬�©æ¤ §¨â§�  «é¨� ¤� «¨¦§¦§¦ ��¦ç¤ ¡�  ¤� §á-
¨¦¬¤ «�¤ £¦¨ã

{i(~r, t), j(~r ′, t)} = {§i(~r, t), §j(~r ′, t)} = 0

{i(~r, t), §j(~r ′, t)} = �(~r − ~r ′)�ij

æ§¦¬ â®¦¬£� «¦ ©¬¤�¨«�© �¡æ «¦¬ �« ¨á¡ � � «¦¤ ©¬¤�®ã ��å¡«� ¡�  ¦ ©ç£-
�¦¢¦ «¦¬ �¨æ¤�¡�¨ � � «¦¤ �¨ �£ã© £¦.
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�§¦¨¦ç£� ¤� �§�¡«��¦ç£� ¡�  ©«�¤ ��à¨å� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ � � ©¬©«ã£�«�
£� ©¬¤�®âª ©ç¤¦¢¦ ©¬¤«�«��£â¤à¤. � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ ¦¨å��«� 
æ§àª ¡�  � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ���¡¨á¤� «¦§ ¡á ©�¤ â¤� ¦¢¦¡¢ã¨à£� ®é¨¦¬
£ �ª ¡�«á¢¢�¢�ª ©¬¤�¨«ã©�àª §¬¡¤æ«�«�ª h(§i, i) §¦¬ �¥�¨«á«�  �§æ « ª
�â©� ª ¡�  « ª ¦¨£âª.

H(i.§i) =
∫∫∫

d3~rh(i, §i) =
∫∫∫

d3~r

(∑

i

§i _i − `

)

�  ¡�¤¦¤ ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª £§¦¨¦ç¤ ¤� §¨¦¡ç¯¦¬¤ £� «¦¤
å� ¦ «¨æ§¦ æ§àª ¡�  ©«� � �¡¨ «á ©¬©«ã£�«�. ��¤ �� �§�¤�¢á�¦¬£� «�¤
� �� ¡�©å� �� �¨á¯¦¬£� «¦ «�¢ ¡æ �§¦«â¢�©£� §¦¬ �å¤� 

− _§i =
�H
�i

=
∂h

∂i
−

∑

j

d

dxj

∂h

∂
(

∂i

∂xj

) _i =
�H
�§i

=
∂h

∂§i

�©®ç�  �§å©�ª §¨¦�¤éª ¡�  � «�¬«æ«�«�

∂h

∂t
= −∂`

∂t

�â¢¦ª §�¨æ£¦ � �¥å©à©� £� «�¤ §�¨å§«à©� «à¤ � �¡¨ «é¤ ©¬©«�£á«à¤
 ©®ç�  ¡�  ��é � � «�¤ ®¨¦¤ ¡ã �¥â¢ ¥� ¦§¦ ¦¬�ã§¦«� £��â�¦¬ª §¦¬ £§¦¨�å
¤� §�¨�©«���å �§æ â¤� ¦¢¦¡¢ã¨à£� æ�¡¦¬ ¡á§¦ �ª §¬¡¤æ«�«�ª. � �

G(i.§i) =
∫∫∫

g(i.§i)d3~r

�¨å©¡¦¬£� æ« 

dG

dt
=

∫∫∫ ∑

i

(
�G
�i

�H
�§i

− �G
�§i

�H
�i

)
d3~r +

∫∫∫
∂g

∂t
d3~r

�¤ ¦¨å©¦¬£� «é¨� £ � ¤â� ��¡ç¢� �¦¬�©æ¤ æ§¦¬ ¬§á¨®�  á�¨¦ ©£� àª §¨¦ª
«¦¤ � �¡¨ «æ ��å¡«� i ¡�  ¦¢¦¡¢ã¨à£� àª §¨¦ª «¦¤ ©¬¤�®ã ��å¡«� ~r ¡�«�¢ã-
�¦¬£� §á¢  ©«�¤ �¤à©«ã �¥å©à©�

dG

dt
= {G,H}+

∂G

∂t
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�¦ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦

�¬©«ã£�«� £� á§� ¨¦¬ª ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª �£�¤å�¦¤«�  §¦¢ç ©¬®¤á
©«� ¬© ¡ã æ§àª � � §�¨á�� �£� ©«�¤ ��à¨å� «à¤ ¨�¬©«é¤ ¡�  ©«�¤ ¬© ¡ã
«�ª ©«�¨�áª ¡�«�©«á©�àª. ��¤� «¬§ ¡æ §�¨á�� �£� �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª £�
á§� ¨¦¬ª ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª �å¤�  «¦ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦.

6.6 �¦ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦
�� §��å� ~�(~r, t) ¡�  ~B(~r, t) §¨¦¡ç§«¦¬¤ �§æ â¤� � �¤¬©£�« ¡æ �¬¤�£ ¡æ

~A(~r, t) ¡�  �§æ â¤� ���£à«æ �¬¤�£ ¡æ (~r, t) �§æ « ª ©®â©� ª

~E = −~∇− 1
c

∂

∂t
~A ~B = ~∇× ~A

� §¬¡¤æ«�«� ���¡¨á¤� «¦¬ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡¦ç §��å¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤
©®â©�

` =
1
8§

(
E2 −B2)− ¨ +

1
c
~j · ~A

� §�¨�§á¤à §¬¡¤æ«�«� ���¡¨á¤� ¦����å ©« ª �¡æ¢¦¬��ª �¥ ©é©� ª «¦¬
�á¥�¦¬�¢.

~∇ · ~B = 0 ~∇× ~E +
1
c

∂ ~B

∂t
= 0

~∇ · ~E = 4§¨ ~∇× ~B − 1
c

∂ ~E

∂t
=

4§
c

~j

�� �§¦��å¥¦¬£� £æ¤¦ «�¤ §¨é«� §¦¬ �¤« ©«¦ ®�å ©«�¤ �¥å©à©� ¡ ¤ã-
©�àª � � «�¤ ©¬¤«�«��£â¤� . �¨å©¡¦¬£� «�¤ §�¨á�à�¦ àª §¨¦ª «¦ _. �
§¬¡¤æ«�«� ��¤ §�¨ â®�  §�¨��é�¦¬ª «�ª  àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ ¡�  �§¦£â¤àª

d

dt

�L
� _

=
d

dt

∂`

∂ _
= 0

�¦ ���¦¤æª æ«  � §¬¡¤æ«�«� ��¤ §�¨ â®�  «�¤ _ �§¢¦¬©«�ç�  «¦¬ª ¬§¦¢¦-
� ©£¦çª æ£àª §�¨¦¬© á��  «�¤ �¬©¡¦¢å� ¤� £�¤ ¬§á¨®�  ¡�¤¦¤ ¡ã ©¬�¬�ãª
¦¨£ã «�ª  ¡�  â«©  ¤� £�¤ £§¦¨¦ç£� ¤� §�¨ �¨á¯¦¬£� «¦ §��å¦ £� «�¤ ��à¨å�
«¦¬ �á£ ¢«¦¤.

�¡¦¢¦ç�àª �¨å©¡¦¬£� «�¤ §�¨á�à�¦ àª §¨¦ª «¦ .

�L
�

=
∂`

∂
−

3∑

i=1

∂

∂xi

∂`

∂
(

∂
∂xi

) = −¨− 1
8§

3∑

i=1

∂

∂xi

∂E2

∂
(

∂
∂xi

) =

213



��á¢� ¦ 6

−¨− 1
4§

3∑

i=1

∂

∂xi

3∑

k=1

Ek
∂Ek

∂
(

∂
∂xi

) = −¨− 1
4§

3∑

i=1

∂

∂xi

3∑

k=1

Ek (−�ik) =

−¨ +
1
4§

3∑

i=1

∂

∂xi
Ei = −¨ +

1
4§

~∇ · ~E

� �¥å©à©� ���¡¨á¤� �å¤�  §¨¦�¤éª «�¤ §¨é«� �§æ « ª �¥ ©é©� ª «¦¬
�á¥�¦¬�¢. �¨å©¡¦¬£�

d

dt

�L
� _

− �L
�

= 0 =⇒ ~∇ · ~E = 4§¨

�� §��å� ~A(~r, t) ¡�  (~r, t) ��¤ �å¤�  £¦¤�� ¡á. �¤ f(~r, t) �å¤�  £ �
¦§¦ ��ã§¦«� ©¬¤á¨«�©� «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�  «¦¬ ®¨æ¤¦¬ «æ«� «� �¬¤�£ ¡á

~A ′ = ~A + ~∇f  ′ = − 1
c

∂f

∂t

§�¨á�¦¬¤ «¦ å� ¦ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦. �  §�¨�§á¤à £�«�©®�£�« ©£¦å
¦¤¦£á�¦¤«�  £�«�©®�£�« ©£¦å ���£å��ª. �¨��£�« ¡á � � «¦ �¢�¡«¨ ¡æ §��å¦
â®¦¬£�

~E ′ = −~∇ ′ − 1
c

∂

∂t
~A ′ = −~∇

(
− 1

c

∂f

∂t

)
− 1

c

∂

∂t

(
~A + ~∇f

)
=

−~∇ +
1
c

∂f

∂t
~∇f − 1

c

∂

∂t
~A +

1
c

∂

∂t
~∇f = ~E

¡�  � � «¦ £��¤�« ¡æ §��å¦

~B ′ = ~∇× ~A ′ = ~∇×
(

~A + ~∇f
)

= ~∇× ~A + ~∇× ~∇f = ~∇× ~A = ~B

��¨á�� �£�: ��¤ §�¨á�� �£� �� �¨¦ç£� «�ª ©¬¤á¨«�©� ���£å��ª
f(~r, t) «â«¦ � é©«� «� ¤â� §��å� ¤�  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª

 ′(~r, t) = 0 ~∇ · ~A ′(~r, t) = 0

� «�¢�¬«�å� ©®â©� ¦¤¦£á��«�  ©¬¤�ã¡� «¦¬ �æ¨�¤«ª.
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� � ¤�  ©®ç�  � ©®â©�  ′(~r, t) = 0 §¨â§� 

 ′ = − 1
c

∂f

∂t
= 0 =⇒ f = c

∫
dt + F (~r)

æ§¦¬ F (~r) £ � ©¬¤á¨«�©� £æ¤¦ «�ª �â©�àª §¦¬ �� §¨¦©� ¦¨ ©«�å �§æ «�¤
��ç«�¨� �¥å©à©�. � � ¤�  ©®ç�  � ��ç«�¨� §¨â§� 

~∇ · ~A ′ = ~∇ ·
(

~A + ~∇f
)

= ~∇ · ~A + ~∇2
(

c

∫
dt + F (~r)

)
= 0 =⇒

~∇2F (~r) = −~∇ · ~A− c

∫
~∇2dt

�§¦£â¤àª � ©¬¤á¨«�©� F (~r) �å¤�  ¢ç©� «�ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©�àª. �¦ ��ç-
«�¨¦ ©¡â¢¦ª «�ª �¥ ©é©�àª �å¤�  �¤�¥á¨«�«¦ «¦¬ ®¨æ¤¦¬ ¡�  � �¥å©à©� �å¤� 
«ç§¦¬ �¦¬�©æ¤ «�ª £¦¨ãª

~∇2F (~r) = ¨(~r)

��¨£¦�ã: ��¤ £ � ��¨£¦�ã «�ª ��à¨å�ª «à¤ ©¬¤�®é¤ ©¬©«�£á«à¤
�� �¨¦ç£� «�¤ �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª «¦¬ �¬¤�£ ¡¦ç ~A(~r, t).

��à¨¦ç£� «¦ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦ ©«¦ ¡�¤æ (¦ ®é¨¦ª ��¤ §�¨ â®� 
¦¨«å�) £� £���¤ ¡æ ���£à«æ �¬¤�£ ¡æ  = 0 ¡�  � �¤¬©£�« ¡æ �¬¤�£ ¡æ £�
�§æ¡¢ ©� £��â¤ ~∇ · ~A = 0.

� ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� «¦¬ §��å¦¬ «à¤ �¬¤�£ ¡é¤ �¬«é¤ �å¤�«� 

L( ~A, ~_A) =
1
2

∫∫∫
d3~r

(
1
c2

_A2 − (~∇× ~A)2
)

� ©¬¤á¨«�©� §¬¡¤æ«�«�ª «¦¬ ���¡¨á¤� �å¤�  �¤�¢¬« ¡á

` =
1
2

1
c2

_A2 − 1
2

(~∇× ~A)2 =

1
2

1
c2

_A2 − 1
2

(
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3

)2

− 1
2

(
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1

)2

− 1
2

(
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

)2
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�� �¨¦ç£� «é¨� «�¤ �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª � � «¦ §��å¦ ~A1(~r, t). �¨å©¡¦¬£�
«�¤ §�¨á�à�¦ àª §¨¦ª _A1.

�L
� _A1

=
∂`

∂ _A1
=

∂

∂ _A1

1
2

_A2 = _A1

�¨å©¡¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «�¤ §�¨á�à�¦ àª §¨¦ª A1. ��¨�¢�å§¦¬£� «¦¬ª
æ¨¦¬ª ∂`/∂A1 ¡�  ∂`/∂

(
∂A1
∂x1

)
§¦¬ �å¤�  £��â¤.

�L
�A1

=
1
2

∂

∂x2

∂
∂A1
∂x2

(
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

)2

+
1
2

∂

∂x3

∂
∂A1
∂x3

(
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1

)2

=

− ∂

∂x2

(
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

)
+

∂

∂x3

(
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1

)
= − ∂2A2

∂x2x1
+

∂2A1

∂x2
2

+
∂2A1

∂x2
3
−

∂2A3

∂x3∂x1
=

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
3

+
∂2

∂x2
3

)
A1 − ∂

∂x1

(
∂A1

∂x1
+

∂A2

∂x2
+

∂A3

∂x3

)
=⇒

�L
�A1

= ~∇2A1 − ∂

∂x1
~∇ · ~A = ~∇2A1

� æ¨¦ª ~∇ · ~A �å¤�  £��â¤ ¢æ�à «�ª ©¬¤�ã¡�ª �æ¨�¤«ª §¦¬ ��®«ã¡�£� � �
«¦ � �¤¬©£�« ¡æ �¬¤�£ ¡æ. �¨á¦¬£� «â¢¦ª «�¤ �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª «¦¬ ��-
�¡¨á¤� � � «¦ §��å¦ A1(~r, t)

d

d t

�L
� _A1

− �L
�A1

=
(

~∇2 − 1
c2

∂2

∂t2

)
~A1 = 0

� �¥å©à©� �å¤�  � �¤à©«ã ¡¬£�« ¡ã �¥å©à©�.
��¨æ£¦ �ª ©®â©� ª  ©®ç¦¬¤ §¨¦�¤éª ¡�  � � «� á¢¢� �ç¦ §��å� A2(~r, t)

¡�  A3(~r, t). �¨á¦¬£� ¡�  « ª «¨� ª �¬«âª �¥ ©é©� ª £� «�¤ £¦¨ã
(

~∇2 − 1
c2

∂2

∂t2

)
~A = 0

� ¢ç©� «�ª ¡¬£�« ¡ãª �¥ ©é©�àª â®�  «�¤ £¦¨ã �§ §â�¦¬ ¡ç£�«¦ª

~A = ~A0e
i(~k·~r−àt)
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æ§¦¬ ~A0 �å¤�  â¤� ©«���¨æ � á¤¬©£�. � §�¨á�¦¤«�ª §¦¬ �å¤�«�  §¦¢¢�§¢�-
© �©£â¤¦ª £� «¦ i ©«¦ �¡��« ¡æ ¦¤¦£á��«�  á©� «¦¬ ¡ç£�«¦ª.

�   ©¦�© ¡âª �§ á¤� �ª «¦¬ ¡ç£�«¦ª �¬«¦ç  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ©®â©�

~k · ~r − àt = k1x1 + k2x2 + k3x3 − àt = c

�å¤�  ��¢��ã �§å§��� ¡�  �¬«æ � ¡� ¦¢¦��å «�¤ ¦¤¦£�©å� «¦¬ª. �¦ � á¤¬©£�

~k =
à
c
~n

æ§¦¬ ~n «¦ £¦¤�� �å¦ � á¤¬©£� �å¤�  ¡á��«¦ ©«¦ �§å§��¦ �¬«æ, ¦¤¦£á��«� 
¡¬£�«á¤¬©£� ¡�  â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� §¦¬ � ��å��«�  «¦ ¡ç£�.

� ©á�¦¬£� «�¤ ¢ç©� ©«�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

(
~∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
ei(~k·~r−àt) =

(
k2

1 + k2
2 + k2

3 −
1
c2 à2

)
ei(~k·~r−àt) = 0 =⇒

k2
1 + k2

2 + k2
3 −

1
c2 à2 = 0 =⇒ à = c|~k| = ck

�¦ � á¤¬©£� ~A(~r, t) §¨â§�  ¤�  ¡�¤¦§¦ �å �§å©�ª ¡�  «�¤ ©¬¤�ã¡� «¦¬
�æ¨�¤«ª ��¢��ã §¨â§� 

~∇ · ~A0e
i(~k·~r−àt) = ~A0 · ~kei(~k·~r−àt) = 0 =⇒ ~A0 · ~k = 0

�¦ � á¤¬©£� ~A0 ¡�  �§¦£â¤àª ¡�  «¦ §��å¦ ~A(~r, t) �¨å©¡�«�  ©� â¤� �§å§��¦
¡á��«¦ ©«¦ � á¤¬©£� ~k «�¤ � �ç�¬¤©� ��¢��ã §¦¬ � ��å��«�  «¦ ¡ç£�.

�§¦¨¦ç£� «é¨� ¤� �¨¦ç£� « ª �¤«á©� ª ~E ¡�  ~B «¦¬ �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡¦ç
§��å¦¬.

~E = −1
c
~_A = ik ~A ~B = ~∇× ~A = i~k × ~A

�¦ �¢�¡«¨ ¡æ §��å¦ ~E â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ � �¤¬©£�« ¡¦ç �¬¤�£ ¡¦ç ~A

�¤é «¦ £��¤�« ¡æ §��å¦ ~B �å¤�  ¡á��«¦ §¨¦ª «¦ ~A ¡�  �§¦£â¤àª ¡á��«¦ ¡� 
©«¦ �¢�¡«¨ ¡æ §��å¦.

�¬£�¦¢å�¦¬£� £� ~ek,1 ¡�  ~ek,2 «� �ç¦ £¦¤�� �å� � �¤ç©£�«� §¦¬ �å¤� 
¡á��«� £�«�¥ç «¦¬ª ¡�  ¡á��«� ©«¦ ~k.
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� ��¤ ¡ã ¢ç©� «�ª � �¦¨ ¡âª �¥ ©é©�àª «¦¬ ¡ç£�«¦ª �å¤� 

~A(~r, t) =
∑

~k

2∑
s=1

ak,s~ek,se
i(~k·~r−àkt) + a∗k,s~ek,se

−i(~k·~r−àkt) àk = ck

�  ©¬¤«�¢�©«âª ak,s ¡�  a∗k,s â®¦¬¤ �§ ¢���å ©¬�¬��åª £ ��� ¡¦å �¨ �£¦å â«© 
é©«� � ¢ç©� ¤� �å¤�  §¨��£�« ¡ã. �¦ á�¨¦ ©£� àª §¨¦ª ~k �å¤�«�  §á¤à ©�
æ¢�ª « ª �¬¤�«âª « £âª «¦¬ ~k. �¤ � � §�¨á�� �£� ��à¨ã©¦¬£� æ«  «¦ ¡ç£�
�¨å©¡�«�  ©� â¤� §�¨�¢¢�¢�§å§��¦ £� §¢�¬¨âª A, B, � «æ«� � �¬¤�«âª « £âª
«¦¬ ~k â®¦¬¤ ©¬¤ ©«é©�ª

k1 =
2πn1

A
k2 =

2πn2

B
k3 =

2πn3

�
æ§¦¬ «� n1, n2 ¡�  n3 �å¤�  ��« ¡¦å ¡�  �¨¤�« ¡¦å �¡â¨� ¦  �¨ �£¦å.

�¤ «¦ ~k §�å¨¤�  ©¬¤�®�åª « £âª «æ«� «¦ á�¨¦ ©£� §¨â§�  ¤� �¤« ¡�«�-
©«���å £� â¤� «¨ §¢æ ¦¢¦¡¢ã¨à£�.

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

......................~k

...................................................................................... ......
....~ek,1............

............
............
............
............
.......................
........

~ek,2

�®ã£� 6.3
�  �ç¦ � �¬�ç¤©� ª ~ek,s §¦¬ �å¤�  §¦¢à£â¤¦ «¦ §��å¦

�â©� ©«� §¦¢¢á ¦¤æ£�«� §¦¬ �¤�â¨��¡�¤ ©«¦ ¡�á¢� ¦ �¬«æ �� ã«�¤
§�¨á¢� ¯� �¤ ��¤ �¤�â¨�£� ¡�  «¦ æ¤¦£� «¦¬ � ¡¦ç £�ª ��¨���¦�à¨ã §¦¬
¬§ã¨¥� â¤�ª �§æ «¦¬ª § ¦ ©�£�¤« ¡¦çª £���£�« ¡¦çª «¦¬ � é¤� £�ª. �«¦
©ç��¨�££� «¦¬ Variationsrechnung £§¦¨�å ¤� �¨�  ¡�¤�åª §¢¦ç© ¦ ¬¢ ¡æ
� � «¦¬ª ¡�¤¦¤ ¡¦çª £�«�©®�£�« ©£¦çª. � ©¬£�¦¢ã «¦¬ §�¨ ¢�£�á¤�  £ �
��à¨å� � � « ª £� ©¬¤�®�åª ¢ç©� ª ©«¦¤ ¢¦� ©£æ «à¤ £�«��¦¢é¤. � �«ç§à©�
�§å©�ª ¡á§¦ �ª ©®â©� ª «à¤ � �¦¨ ¡é¤ �¥ ©é©�à¤ §¨é«�ª «á¥�àª £� «¦¤
¢¦� ©£æ «à¤ £�«��¦¢é¤. �¨�á©«�¡� «â¢¦ª ¡�  ©� §¨¦�¢ã£�«� £�«��¦¢é¤
m− � á©«�«à¤ �§ �¤� é¤ ©� n− � á©«�«¦¬ª ®é¨¦¬ª.

� �à¤©«�¤«å¤¦ª ��¨���¦�à¨ãª �¨�á©«�¡� æ®  £æ¤¦ ©«¦¤ ¢¦� ©£æ «à¤
£�«��¦¢é¤ �¢¢á ¡�  ©«�¤ ��à¨å� «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤ §¦¢¢é¤ £�«��¢�«é¤ ¡� 
©«�¤ ��à¨å� «¦¬ £â«¨¦¬. ��£�¤« ¡æ«�«� ¬§ã¨¥� �§å©�ª � ©¬£�¦¢ã «¦¬ ©«�¤
��¨£¦�¬¤�£ ¡ã ¡�  ©«�¤ � � ¡ã ��à¨å� «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª.
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�©¡ã©� ª

��©¡�©� 6.1
�¤ q(t) �å¤�  £ � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ t «æ«� ¤� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  ©®â©� ª

�(dq) = d(�q) �(
dq

dt
) =

d

dt
(�q)

� ª ©®â©� ª �¬«âª « ª ®¨�© £¦§¦ ã©�£� � � «�¤ �§æ�� ¥� «à¤ ©¬¤�¨«ã©�à¤
«¦¬ ���¡¨á¤� ¡�  «¦¬ �á£ ¢«¦¤. �� ¬§¦¢¦�å©�«� «�¤ £�«��¦¢ã «¦¬ ¦¢¦-
¡¢�¨é£�«¦ª «�ª �¨á©�àª

�S =
∫ t1

t2

L(q, _q, t)dt

�ç©�: ��à¨¦ç£� £ � ©¬¤á¨«�©� q(t) ¡�  £ � á¢¢� ©¬¤á¨«�©� �q(t) §¦¬
� �â¨�  �¢á® ©«� �§æ «�¤ q(t). �¬£�¦¢å�¦¬£� «�¤ � �¦¨á «à¤ �ç¦ �¬«é¤
©¬¤�¨«ã©�à¤ £� �q. �§¦¨¦ç£� ��¢��ã ¤� �¨á¯¦¬£�

�q = �q(t)− q(t) = ��(t)

æ§¦¬ � �å¤�  £ � §�¨á£�«¨¦ª §¦¬ «�¤ ��à¨¦ç£� �§� ¨¦©«ã. ��¢��ã �¤ ©� ¡á-
§¦ � ©®â©� ¬§á¨®�  æ¨¦ª £� «¦¤ �2 «¦¤ £���¤å�¦¬£�. � ©¬¤á¨«�©� �(t) �å¤� 
£ � §�§�¨�©£â¤� ©¬¤á¨«�©� §¦¬ æ£àª ��à¨¦ç£� æ«  £§¦¨�å ¤� «�¤ �¡¢â¥¦¬£�
�¬��å¨�«�.

�¨â§�  ¤� ¡á¤¦¬£� ©�ã � á¡¨ ©� «�ª � �¦¨áª �q �§æ «¦ � �¦¨ ¡æ dq
§¦¬ ¦¨å��«�  ����åàª �§æ «�¤ ©®â©�

dq = q(t + dt)− q(t)

� £�«��¦¢ã �q �å¤�  ����åàª £ � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ®¨æ¤¦¬ §¦¬ £§¦¨¦ç£�
¤� «�¤ � �¦¨å©¦¬£� ã ¡�  ¤� «�¤ §�¨��à�å©¦¬£� àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦.
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� �¦¨å�¦¬£� «�¤ £�«��¦¢ã �q ¡�  �¨å©¡¦¬£�

d(�q) = d�q − dq = �
d�(t)
dt

dt =
(

d�q
dt
− dq

dt

)
dt = �

dq

dt
dt = �(dq)

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.......................
q

.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ......
....t

..............................................................................................................................................................................................................................................................................

�q(t) = q(t) + �q
................................................................................................................................................................................................................................

q(t)

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

............................................................................................................................................................................................................

...............................................................

d(q+�q) �(q+dq)

�q
dq

dt

�®ã£� 6.4
��à£�«¨ ¡ã �§æ�� ¥� «�ª ©®â©�àª d(�q) = �(dq)

� �§æ�� ¥� «�ª ©®â©�àª �å¤�«�  ¡�  ©«¦ ©®ã£� æ§¦¬ ©�éª �å¤�«� 
æ«   ©®ç� 

d(q + �q) + �q = �(q + dq) + dq =⇒ �(dq) = d(�q)

�¤ â®¦¬£� «é¨� £ � ©¬¤á¨«�©� L(q1, q2, · · ·) «æ«� � £�«��¦¢ã «�ª ©¬-
¤�¨«ã©�àª �¬«ãª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�L =
∂L

∂q1
�q1 +

∂L

∂q2
�q2 + · · ·

�� �¨¦ç£� �¡¦¢¦ç�àª «�¤ £�«��¦¢ã «¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª «�ª �¨á©�àª.
�¨å©¡¦¬£�

�S = �
∫ t1

t2

L(q, _q, t)dt =
∫ t1

t2

(
∂L

∂q
�q +

∂L

∂ _q
� _q

)
dt =

∫ t1

t2

(
∂L

∂q
�q +

∂L

∂ _q
d

dt
�q

)
dt =

∫ t1

t2

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂ _q

)
dt�q +

(
∂L

∂ _q
�q

)t1

t2

æ§¦¬ � � «�¤ «�¢�¬«�å�  ©æ«�«� â� ¤� £ � ¡�«á §�¨á�¦¤«�ª ¦¢¦¡¢ã¨à©�.
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��©¡�©� 6.2
��¤� ©à£á« ¦ �¢ ©«¨á�  ®à¨åª «¨ �âª ©� â¤� «æ¥¦ §¦¬ ©¬¤�â�  â¤� ©�-

£�å¦ � £� â¤� ©�£�å¦ � §¦¬ �¨å©¡�«�  § ¦ ¡á«à �§æ «¦ � ¡�  ©«¦ å� ¦
¡�«�¡æ¨¬¦ �§å§��¦. �¦ ©à£á« ¦ ¥�¡ ¤á�  �§æ «¦ � ®à¨åª �¨® ¡ã «�®ç«�«�
¬§æ «�¤ �§å�¨�©� «�ª ��¨ç«�«�ª. �¦ ¦ §¨â§�  ¤� �å¤�  «¦ ©®ã£� «�ª «¨¦® áª
é©«� ¤� �á©�  ©«¦ ©¬¤«¦£æ«�¨¦ �¬¤�«æ ®¨æ¤¦ ©«¦ �. �� �¨���å ¦ ®¨æ¤¦ª
§¦¬ «¦ ©à£á« ¦ �� �á©�  ©«¦ ¡á«à £â¨¦ª «�ª «¨¦® áª. �� �§¦�� ®«�å æ« 
¦ ®¨æ¤¦ª �¬«æª �å¤�  �¤�¥á¨«�«¦ª �§æ «¦ ©�£�å¦ §¦¬ ¥�¡ ¤á�  «¦ ©à£á« ¦.

�¦ §¨æ�¢�£� â®�   ©«¦¨ ¡ã �¥å�. ��®�  £�¢�«���å �§æ «¦¤ �. �§�¨¤¦ç¢ 
¡�  � «¨¦® á ¦¤¦£á©«�¡� �¨�®¬©«æ®¨¦¤� (brachistochrone).
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A

B

�®ã£� 6.5
� ¡¬¡¢¦� �ãª ¡�£§ç¢�

�ç©�: ��à¨¦ç£� â¤� ©ç©«�£� �¥æ¤à¤ ©«¦ ¡�«�¡æ¨¬¦ �§å§��¦ §¦¬
§�¨ â®�  «� ©�£�å� � ¡�  � «â«¦ ¦ é©«� «¦ ©�£�å¦ � ¤� �¨å©¡�«�  ©«�¤ �¨®ã
(0,0) ¡�  «¦ ©�£�å¦ � ©«¦ ©�£�å¦ £� ©¬¤«�«��£â¤�ª xB , zB . � «�®ç«�«� «¦¬
©à£�«å¦¬ ©� £ � �â©� §¦¬ �§â®�  �§æ©«�©� å©� £� z ¡á«à �§æ «¦¤ á¥¦¤�
«¦¬ x �¨å©¡�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

1
2
mv2 − 1

2
mv2

0 = mgz =⇒ v =
√

2gz

���¦£â¤¦¬ æ«  � �¨® ¡ã «�®ç«�«� v0 �å¤�  £��â¤. � «�®ç«�«� æ£àª §á¤à
©«¦ «æ¥¦ AB �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

v =
ds

dt
=⇒ t =

∫ A

B

ds

v
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æ§¦¬ s «¦ £ã¡¦ª «¦¬ «æ¥¦¬ ¡�  «¦ £ã¡¦ª «¦¬ «æ¥¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

ds =

√
1 +

(
dz

dx

)2

�§¦£â¤àª «�¢ ¡á �¨å©¡¦¬£�

t =
∫ 0

xB

√
1 + (dz/dx)2

2gz
dx

�¨á¦¬£� «¦ §�¨�§á¤à ¦¢¦¡¢ã¨à£� £� «�¤ £¦¨ã

t(z, z ′) =
∫ 0

xB

L(z, z ′)dx L(z, z ′) =

√
1 + (dz/dx)2

2gz

�¦ §¨æ�¢�£� �å¤�  ¤� �¨¦ç£� «¦ �¢á® ©«¦ «�ª §�¨�©«á©�àª �¬«ãª. �¨å-
©¡¦¬£� �§æ «¦ §¨¦��¦ç£�¤¦ §¨æ�¢�£�.

�
∫ 0

xB

L(z, z ′)dx =
∫ 0

xB

dxdz

(
∂L

∂z
− ∂

∂x

∂L

∂z ′

)
= 0 =⇒

∂L

∂z
− ∂

∂x

∂L

∂z ′
= 0

§¦¬ �å¤�  � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� «�ª «¨¦® áª.
��¤ �� �¨á¯¦¬£� �¤�¢¬« ¡á «�¤ §�¨�§á¤à � �¦¨ ¡ã �¥å©à©�. ��¨�-

«�¨¦ç£� æ«  �§� �ã � ©¬¤á¨«�©� L(z, z ′) �¥�¨«á«�  �§æ «� z ¡�  z ′ â®¦¬£�

d

dx

(
L− z ′

∂L

∂z ′

)
=

d

dx
L− z ′ ′

∂L

∂z ′
− z ′

∂

∂x

∂L

∂z ′
=

(
z ′

∂

∂z
+ z ′ ′

∂

∂z ′

)
L−

−z ′ ′
∂L

∂z ′
− z ′

∂

∂x

∂L

∂z ′
= z ′

∂L

∂z
+ z ′ ′

∂L

∂z ′
− z ′ ′

∂L

∂z ′
− z ′

∂

∂x

∂L

∂z ′
=

z ′
∂L

∂z
− z ′

∂

∂x

∂L

∂z ′
= z ′

(
∂L

∂z
− ∂

∂x

∂L

∂z ′

)
= 0
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� «�¢�¬«�å�  ©®ç�  ¢æ�à «�ª � �¦¨ ¡ãª �¥ ©é©�àª §¦¬ �â¢¦¬£� ¤� ¢ç©¦¬£�.
�§æ «�¤ �¥å©à©� �¬«ã �¨å©¡¦¬£� â¤� §¨é«¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

d

dx

(
L− z ′

∂L

∂z ′

)
= 0 =⇒ L− z ′

∂L

∂z ′
= C1

æ§¦¬ C1 £ � ©«���¨á. �¨å©¡¦¬£� æ£àª

L− z ′
∂L

∂z ′
=

1√
2gz

(√
1 + z ′2 − z ′2√

1 + z ′2

)
=

1√
2gz

1 + z ′2 − z ′2√
1 + z ′2

=

1√
2gz

√
1 + z ′2

= C1 =⇒ z
(
1 + z ′2

)
= C2

� � ¤� ¢ç©¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� � ©á�¦¬£� «�¤ §�¨á-
£�«¨¦ � ¡�  �â«¦¬£�

z ′ = © � =⇒ 1 + z ′2 =
1

�£2 �
=

2
1− ©¬¤ 2�

¡�  �§æ «�¤ � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� ©¬¤�§á��«�  æ« 

z =
C2

2
(1− ©¬¤ 2�)

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � � = 0 ©¬¤�§á��«�  æ«  z = 0 ¡�  á¨� «¦ ©�£�å¦
(0, 0) �å¤�  � ¡¦¨¬ã (� = 0) «�ª ¡�£§ç¢�ª. �¤ ��¤ �å®�£� ��à¨ã©�  «�¤
�¨® ¡ã «�®ç«�«� v0 £���¤ ¡ã «æ«� �§æ «�¤ §¨é«� �¥å©à©� «�ª �©¡ã©�àª ��
�å®�£�

v =
√

2gz + v2
0

¡�  � ¡¦¨¬ã (� = 0) «�ª ¡�£§ç¢�ª �� �¨ ©¡æ«�¤ ¯�¢æ«�¨� �§æ «¦ (0, 0) ©�
�§æ©«�©� å©� £� v2

0/2g �§æ «¦ ©�£�å¦ �¬«æ.
��à¨¦ç£� «é¨� «¦ x ©�¤ ©¬¤á¨«�©� «¦¬ z ¡�  â®¦¬£� æ« 

dx

d�
=

dx

dz

dz

d�
=

1
z ′

dz

d�
=

1
© �

C2 �£ 2� = C2
�£ �
©¬¤ �

2 �£ � ©¬¤ � =

2C2 �£ � �£ � = C2(1− ©¬¤ 2�) =⇒ x = C2�− C2

2
�£ 2� + C3
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� � � = 0 â®¦¬£� x = z = 0 ¡�  á¨� �å¤�«�  �ç¡¦¢� æ«  � ¤â� ©«���¨á C3
�å¤�  £��â¤.

��¤ «�¢ ¡ã ¢ç©� �� «�¤ �§¢¦§¦ ã©¦¬£� ¢å�¦ �¡æ£� �â«¦¤«�ª C2/2 = C
¡�  2� =  ¡�  â®¦¬£�

x = C(− �£ ) z = C(1− ©¬¤ )

�  �¥ ©é©� ª �¬«âª �å¤�  ¦  §�¨�£�«¨ ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª ¡¬¡¢¦� �¦çª.
� � ¡�£§ç¢� ��¢��ã §¦¬ � ��¨á�«�  �§æ â¤� ©�£�å¦ «�ª §�¨ â¨� �ª �¤æª
«¨¦®¦ç §¦¬ ¡¬¢ â«�  ©«¦¤ x−á¥¦¤�. � ©«���¨á C ¬§¦¢¦�å��«�  �§æ «�¤
©¬¤�ã¡� � ¡�£§ç¢� ¤� � â¨®�«�  ¡�  �§æ «¦ ©�£�å¦ �.

� ®¨æ¤¦ª �å¤�«�  �§æ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

t =
∫ π

0

√
(dx/d)2 + (dz/d)2

2gz
d =

∫ π

0

√
c2(1− ©¬¤ )2 + c2 �£2 

2gc(1− ©¬¤ )
d =

∫ π

0

√
2c2(1− ©¬¤ )
2gc(1− ©¬¤ )

d =
√

c

g

∫ π

0
d = π

√
c

g

�� �¨¦ç£� «é¨� «¦¤ ®¨æ¤¦ §¦¬ �� ¡á¤�  «¦ ¡ ¤�«æ ¤� �á©�  ©«¦ ¡�-
«é«�¨¦ ©�£�å¦ «�ª «¨¦® áª ( = π) æ«�¤ ����å �§æ ©�£�å¦ æ§¦¬  = 0
®à¨åª �¨® ¡ã «�®ç«�«�. �«¦ ©�£�å¦ �¬«æ � ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � �å¤�  £��â¤
� æ«  v0 = 0. �¨å©¡¦¬£�

1
2
mv2

0 + mgz(0) =
1
2
mv2 + mgz() =⇒ v =

√
gc(©¬¤ 0 − ©¬¤ )

�§¦£â¤àª ¦ ��«¦ç£�¤¦ª ®¨æ¤¦ª �å¤�«�  �§æ «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�

t =
√

c

g

∫ π

0

√
1− ©¬¤ 

©¬¤ 0 − ©¬¤ 
d

� � «¦¤ ¬§¦¢¦� ©£æ «¦¬ ¦¢¦¡¢�¨é£�«¦ª �� �¨á¯¦¬£� «� ©¬¤�£å«¦¤� ©¬¤�¨-
«ã©�  «¦¬ «æ¥¦¬ /2. �  «ç§¦  �å¤� 

©¬¤  = 1− 2 �£

2

©¬¤  = 2 ©¬¤

2
− 1 ©¬¤ 0 = 2 ©¬¤

0

2
− 1
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�¨�© £¦§¦ ¦ç£� «¦¤ §¨é«¦ «ç§¦ � � «¦¤ �¨ �£�«ã ¡�  «¦¬ª ¬§æ¢¦ §¦¬ª � �
«¦¤ §�¨¦¤¦£�©«ã. �¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �å¤�«� 

t =
√

c

g

∫ π

0

�£ 
2 d√

©¬¤2 0
2 − ©¬¤2 

2

�á¤¦¬£� «é¨� «�¤ �¤« ¡�«á©«�©�

©¬¤
0

2
= a ©¬¤


2

= x =⇒ −1
2

�£

2
d = dx

¡�  � ¬§æ ¦¢¦¡¢ã¨à©� ©¬¤á¨«�©� �å¤�«� 

−2dx√
a2 − x2

�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª ¦§¦å�ª àª �¤à©«æ �å¤�  «¦ «¦¥©¬¤ x
a .

��«á ©¬¤â§� � �¨å©¡¦¬£�

t =
√

c

g

∫ π

0

2d
(
©¬¤ 

2

)
√

©¬¤2 0
2 − ©¬¤2 

2
= 2

√
c

g

[
«¦¥©¬¤

(
©¬¤ 

2
©¬¤ 0

2

)]π

0

=

2
√

c

g
«¦¥©¬¤ 0− 2

√
c

g
«¦¥©¬¤ 1 = π

√
c

g

�§¦��å¥�£� �§¦£â¤àª æ«  ¦ ®¨æ¤¦ª §¦¬ �� �á©�  «¦ ©à£á« ¦ ©«¦ ¡á«à
£â¨¦ª «�ª «¨¦® áª �å¤�  §á¤«� å©¦ª £� π

√
c/g �¤�¥á¨«�«� �§æ «¦ ©�£�å¦ 0

§¦¬ ¥�¡å¤�©�.

��©¡�©� 6.3
�� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  ©®â©� ª

�) {fh, g} = f{h, g}+{f, g}h �)
d

d t
{f, g} =

{
df

d t
, g

}
+

{
f,

dg

d t

}

�ç©�: �) �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ «�ª ��¡ç¢�ª �¦¬�©æ¤ â®¦¬£�

{fh, g} =
∂(fh)
∂qk

∂g

∂pk
− ∂(fh)

∂pk

∂g

∂pk
= f

∂h

∂qk

∂g

∂pk
+
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+h
∂f

∂qk

∂g

∂pk
− f

∂h

∂pk

∂g

∂pk
− h

∂f

∂pk

∂g

∂pk
= f

(
∂h

∂qk

∂g

∂pk
− ∂h

∂pk

∂g

∂pk

)
+

+h

(
∂f

∂qk

∂g

∂pk
− ∂f

∂pk

∂g

∂pk

)
= f{h, g}+ {f, g}h

� � ¤� �§¦��å¥¦¬£� «¦ �) �¨é«�£� �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ ©®â©�

(1)
∂

∂ t
{f, g} =

{
∂f

∂ t
, g

}
+

{
f,

∂g

∂ t

}

§¦¬ �å¤�  §¦¢ç �ç¡¦¢¦ ¤� �§¦�� ®«�å.
� �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª � � «¦ £â���¦ª {f, g} �å¤� 

d

d t
{f, g} =

∂

∂ t
{f, g}+ {H, {f, g}}

� §¨é«¦ª æ¨¦ª «¦¬ ��¥ ¦ç £â¢¦¬ª «�ª §�¨�§á¤à  ©æ«�«�ª £§¦¨�å ¤� �¤�-
¢¬��å �§æ «�¤ �¥å©à©� (1), �¤é � � «¦¤ ��ç«�¨¦ �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤
«�¬«æ«�«� ���¡æ£§ . ��®¦¬£�

d

d t
{f, g} =

{
∂f

∂ t
, g

}
+

{
f,

∂g

∂ t

}
− {f, {g,H}} − {g, {H, f}} =

{
∂f

∂ t
+ {H, f}, g

}
+

{
f,

∂g

∂ t
+ {H, g}

}
=

{
df

d t
, g

}
+

{
f,

dg

d t

}

A¤ «� £��â�� f ¡�  g �å¤�  ©«���¨âª «�ª ¡ ¤ã©�àª «æ«�

df

dt
= 0 ¡� 

dg

dt
= 0

�§æ «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� ©¬¤�§á��«�  æ« 

d

dt
{f, g} = 0

¡�  �§¦£â¤àª ¡�  � ��¡ç¢� �¦¬�©æ¤ «à¤ £����é¤ �¬«é¤ �å¤�  �§å©�ª £å�
©«���¨á «�ª ¡ ¤ã©�àª. � §¨æ«�©� �¬«ã �å¤�  �¤à©«ã ©�¤ ��é¨�£� �¦¬�©æ¤.

�§�¤�¬£å�¦¬£� æ«  ¦  ©«���¨âª ã ¦¢¦¡¢�¨é£�«� «�ª ¡ ¤ã©�àª �å¤�  ©¬-
¤¦¢ ¡á 2s− 1 ©� §¢ã�¦ª æ§¦¬ s ¦ ���£æª �¢�¬��¨å�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª.
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��©¡�©� 6.4
�� �¨��¦ç¤ ¦  ��¡ç¢�ª �¦¬�©æ¤ �) «à¤ ©¬¤ ©«à©é¤ «�ª ©«¨¦¦¨£ãª

�) «à¤ ©¬¤ ©«à©é¤ «�ª ©«¨¦¦¨£ãª £� « ª ©¬¤ ©«é©�ª «�ª ¦¨£ãª ¡�  «â¢¦ª
�) «à¤ ©¬¤ ©«à©é¤ «�ª ©«¨¦¦¨£ãª £� « ª ��¤ ¡�¬£â¤�ª �â©� ª.

�ç©�: � ©«¨¦¦¨£ã �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª ¦¨å��«�  �§æ «¦ �¥à«�¨ ¡æ
� ¤æ£�¤¦

~L = ~q × ~p

¡�  â®�  ©¬¤ ©«é©�ª

L1 = q2p3 − q3p2 L2 = q3p1 − q1p3 L2 = q1p2 − q2p1

��  ¦  «¨� ª �¬«âª ©®â©� ª £§¦¨¦ç¤ ¤� �¨�«¦ç¤ ©�¤ £å� £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬
«�¤¬©«ã �jkm. ��®¦¬£�

Lm = �jkmqjpk

æ§¦¬ �¤¤¦�å«�  ¬© ¡á æ«  ¬§á¨®�  á�¨¦ ©£� ©«¦ ��ç«�¨¦ ©¡â¢¦ª «�ª  ©æ«�«�ª
àª §¨¦ª j ¡�  k. ��¢¦  ¦  ��å¡«�ª £§¦¨¦ç¤ ¤� §á¨¦¬¤ « ª « £âª 1, 2, 3.

�) �� �§¦��å¥¦¬£� æ«  � ��¡ç¢�ª �¦¬�©æ¤ «à¤ ©¬¤ ©«à©é¤ «�ª ©«¨¦-
¦¨£ãª �å¤� 

{Lj , Lk} = �jkmLm

�§æ « ª 9 �¬«âª ©®â©� ª �� �§¦��å¥¦¬£� « ª §�¨�¡á«à «¨� ª ©®â©� ª

{L1, L2} = L3 {L2, L3} = L1 {L3, L1} = L2

�  ¬§æ¢¦ §�ª ã �å¤�  §¨¦�¤�åª ã §¨¦¡ç§«¦¬¤ �ç¡¦¢� �§æ �¬«âª « ª «¨� ª
§�¨�§á¤à ©®â©� ª. ��®¦¬£�

{L1, L2} =
3∑

k=1

(
∂L1

∂qk

∂L2

∂pk
− ∂L1

∂pk

∂L2

∂qk

)
=

=
3∑

k=1

(
∂(q2p3 − q3p2)

∂qk

∂(q3p1 − q1p3)
∂pk

− ∂(q2p3 − q3p2)
∂pk

∂(q3p1 − q1p3)
∂qk

)
=

=
∂(q2p3 − q3p2)

∂q3

∂(q3p1 − q1p3)
∂p3

− ∂(q2p3 − q3p2)
∂p3

∂(q3p1 − q1p3)
∂q3

=
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= −p2(−q1)− q2p1 = q1p2 − q2p1 = L3

�  ¬§æ¢¦ §�ª �ç¦ ©®â©� ª �§¦�� ¡¤ç¦¤«�  ¦£¦åàª £� ¡¬¡¢ ¡ã �¤�¢¢��ã
«à¤ �� ¡«é¤.

�) �  ©®â©� ª §¦¬ �� �§¦��å¥¦¬£� ©«�¤ §�¨å§«à©� �¬«ã �å¤� 

{Lj , pk} = �jkmpm

�§æ « ª 9 �¬«âª ©®â©� ª «� �§¦��å¥¦¬£� �¤�� ¡« ¡á £æ¤¦ «�¤

{L1, p2} = p3

�¤�¢ç¦¬£� «�¤ ��¡ç¢� �¦¬�©æ¤. �§æ «¦¤ ¦¨ ©£æ �®¦¬£�

{L1, p2} =
3∑

k=1

(
∂L1

∂qk

∂p2

∂pk
− ∂L1

∂pk

∂p2

∂qk

)
=

3∑

k=1

(
∂(q2p3 − q3p2)

∂qk

∂p2

∂pk

)
=

=
∂(q2p3 − q3p2)

∂q2

∂p2

∂p2
= p3

�) �� �¬«ã «�¤ §�¨å§«à©� ¦  ©®â©� ª §¦¬ §¨â§�  ¤� �§¦��å¥¦¬£� �å¤� 

{Lj , ql} = �jlmqm

�� �§¦��å¥¦¬£� £æ¤¦ «�¤ ©®â©�

[L1, q2] = q3

��®¦¬£�

{L1, q2} =
3∑

n=1

(
∂L1

∂qn

∂q2

∂pn
− ∂L1

∂pn

∂q2

∂qn

)
= −∂L1

∂p2
=

= −∂(q2p3 − q3p2)
∂p2

= q3
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��©¡�©� 6.5
�� �¨��¦ç¤ ¦  ¡�¤¦¤ ¡âª �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª � � â¤� ©ç©«�£� §¦¬

¡ ¤�å«�  ©� £å� � á©«�©� ¡�  §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤ ®�£ ¢«¦¤ �¤ã

�(p, q) =
p2

2m
+

1
2
mà2q2

�ç©�: �¦ ©ç©«�£� �å¤�  â¤�ª �¨£¦¤ ¡æª «�¢�¤«à«ãª. �  �¥ ©é©� ª
«¦¬ �á£ ¢«¦¤ �å¤¦¬¤

_q =
∂H

∂p
=

∂

∂p

p2

2m
+

1
2
mà2q2 =

p

m

¡� 
_p = −∂H

∂q
= − ∂

∂q

p2

2m
+

1
2
mà2q2 = −mà2q

��¨��à�å�¦¬£� «�¤ §¨é«� àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ ¡�  �¤« ¡�� ©«¦ç£� «¦ _p �§æ
«�¤ ��ç«�¨�. �¨å©¡¦¬£�

�q + à2q = 0

��¨æ£¦ � �¥å©à©� �¨å©¡¦¬£� ¡�  � � «�¤ ¦¨£ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª

�p + à2p = 0

��  ¦  �ç¦ �¥ ©é©� ª â®¦¬¤ ¢ç©� ª «�ª £¦¨ãª

q(t) = c1 ©¬¤ àt + c2 �£ àt q(t) = d1 ©¬¤ àt + d2 �£ àt

�  ©«���¨âª £§¦¨¦ç¤ ¤� §¨¦©� ¦¨ ©«¦ç¤ �§æ « ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦¬ §¨¦-
�¢ã£�«¦ª. �¤ ��®«¦ç£� « ª �¡æ¢¦¬��ª �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª

q(t)|t=0 = q0 p(t)|t=0 = p0

«æ«� � ¢ç©� «à¤ �¥ ©é©�à¤ «�ª ¡ ¤ã©�àª §¦¬  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ ¡�  « ª �¨® ¡âª
©¬¤�ã¡�ª �å¤� 

q(t) = q0 ©¬¤ àt +
p0

mà
�£ àt p(t) = p0 ©¬¤ àt− q0mà �£ àt

229



��á¢� ¦ 6

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � ��£ ¢«¦¤ �¤ã ��¤ £�«��á¢�«� £� «¦¤ ®¨æ¤¦

�(p, q, t) =
1

2m
p2(t) +

1
2
mà2q2(t) =

1
2m

(p0 ©¬¤ àt− q0mà �£ àt)2 +

1
2
mà2

(
q0 ©¬¤ àt +

p0

mà
�£ àt

)2
=

1
2m

p2
0 +

1
2
mà2q2

0(t) = H(p, q, 0)

��©¡�©� 6.6
��à¨¦ç£� â¤� ©ç©«�£� £� �ç¦ ���£¦çª �¢�¬��¨å�ª £� ©¬¤á¨«�©� ��-

�¡¨á¤� «�ª £¦¨ãª

L =
1
2

(
_x2 + _y2)− 1

2
à2 (

x2 + y2) + axy

�� �¨�¦ç¤ ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª ¡�  ¤� �¨��¦ç¤ ¦  §�¨ ¦� ¡âª ¢ç©� ª.
�ç©�: �¨æ¡� «�  � � �ç¦ �¨£¦¤ ¡¦çª «�¢�¤«à«âª £� å©�ª ©¬®¤æ«�«�ª

à ©¬¤����£â¤¦  £�«�¥ç «¦¬ª ¡�  � �¢¢�¢�§å�¨�©� �¬«ã §�¨ �¨á�«�  �§æ «¦¤
æ¨¦ −axy.

�  �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª «¦¬ ���¡¨á¤� � � « ª ��¤ ¡�¬£â¤�ª ©¬¤«�«��£â-
¤�ª x ¡�  y �å¤� 

�x− à2x = ay �y − à2y = ax

�¤���«¦ç£� ¢ç©� ª «�ª £¦¨ãª

x(t) = Ax ©¬¤ �t y(t) = Ay ©¬¤ �t

�¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª ¢ç©� ª �¬«âª ©«¦ � �¦¨ ¡æ ©ç©«�£� ¡�  �¨å©¡¦¬£�

Ax

(
à2 − �2) = aAy Ay

(
à2 − �2) = aAx

�¦ �¢���¨ ¡æ �¬«æ ©ç©«�£� «à¤ �ç¦ �¥ ©é©�à¤ £� ��¤é©«¦¬ª «� §¢á«� Ax

¡�  Ay â®�  £� £���¤ ¡ã ¢ç©� �¤  ©®ç�  � ®�¨�¡«�¨ ©« ¡ã �¥å©à©�

(
à2 − �2)2 = a2
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�§æ«� «¦ ©ç©«�£� â®�  « ª �¡æ¢¦¬��ª �ç¦ ¢ç©� ª

�2
1 = à2 + a Ax = −Ay �2

2 = à2 − a Ax = Ay

��©¡�©� 6.7
�� �¨���å � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ���¡¨á¤� ¡�  ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª � �

«¦ � §¢æ �¡¡¨�£âª «¦¬ ©®ã£�«¦ª. �  �ç¦ £á��ª ¡ ¤¦ç¤«�  ¬§æ «�¤ �§å�¨�©�
«¦¬ §��å¦¬ ��¨ç«�«�ª ©� â¤� ¡�«�¡æ¨¬¦ �§å§��¦.

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ...........................................................................................................................................................................

.........................................................................................................................................................................................................

............................................................................

....................................................................................................................................................................................................................................................................................
y

x

•
•

m1

m2

�1

�2

l1

l2l1+l2

�®ã£� 6.6
�  £á��ª ¡ ¤¦ç¤«�  ©� â¤� ¡�«�¡æ¨¬¦ �§å§��¦

�ç©�: �  ©¬¤«�«��£â¤�ª «à¤ £��é¤ m1 ¡�  m2 �å¤�  (x1, y1) ¡� 
(x1, y1) �¤« ©«¦å®àª. �§� �ã ¦  £á��ª ¡ ¤¦ç¤«�  ©� â¤� ¡�«�¡æ¨¬¦ �§å§��¦
¦  ��¤ ¡�¬£â¤�ª ©¬¤«�«��£â¤�ª �1 ¡�  �2 ¡��¦¨å�¦¬¤ §¢ã¨àª «�¤ �â©� «à¤
�ç¦ £��é¤. �§æ «¦ ©®ã£� �¨å©¡¦¬£� �ç¡¦¢� « ª ©®â©� ª

x1 = l1 ©¬¤ �1 y1 = l1 �£ �1
x2 = l1 ©¬¤ �1 + l2 ©¬¤ �2 y2 = l1 �£ �1 + l2 �£ �2

��¨��à�å�¦¬£� « ª ©®â©� ª �¬«âª àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ ¡�  �¨å©¡¦¬£�

_x1 = − _�1l1 �£ �1 _y1 = _�1l1 ©¬¤ �1
_x2 = − _�1l1 �£ �1 − _�2l2 �£ �2 _y2 = _�1l1 ©¬¤ �1 + _�2l2 ©¬¤ �2

�§¦¢¦�å�¦¬£� «�¤ ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �§æ «¦¤ «ç§¦

Ek =
1
2
m1

(
_x2
1 + _y2

1
)

+
1
2
m2

(
_x2
2 + _y2

2
)
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��«á �§æ �§¢âª §¨á¥� ª �¨å©¡¦¬£�

Ek =
1
2
m1 _�2

1l
2
1 +

1
2
m2

(
_�2
1l

2
1 + _�2

2l
2
2 + 2_�1 _�2l1l2 ©¬¤ (�1 − �2)

)

�§¦¢¦�å�¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «�¤ �¬¤�£ ¡ã �¤â¨�� �. �� ®¨�© £¦§¦ ã-
©¦¬£� «¦¤ «ç§¦ V = mgh æ§¦¬ h «¦ ç¯¦ª §¦¬ �¨å©¡�«�  � £á�� m. � �¢â-
�¦¬£� «¦ �§å§��¦ �¤�¦¨áª ©� �§æ©«�©� l1 + l2 �§æ «¦ ©�£�å¦ �¥�¨«ã©�àª
«à¤ £��é¤. �¨å©¡¦¬£�

V = m1g (l1 + l2 − l1 ©¬¤ �1) + m2g (l1 + l2 − l1 ©¬¤ �1 + l2 ©¬¤ �2)

� ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� �å¤�  � � �¦¨á �¬«é¤ «à¤ �¤�¨�� é¤. �¨å-
©¡¦¬£�

L = Ek − V =
1
2
m1 _�2

1l
2
1 +

1
2
m2

(
_�2
1l

2
1 + _�2

2l
2
2 + 2_�1 _�2l1l2 ©¬¤ (�1 − �2)

)
−

m1g (l1 + l2 − l1 ©¬¤ �1) + m2g (l1 + l2 − l1 ©¬¤ �1 + l2 ©¬¤ �2)

�  �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª � � « ª �à¤å�ª �1 ¡�  �2 «¦¬ ���¡¨á¤� �å¤¦¤«� 
�§æ « ª ©®â©� ª

d

dt

∂L

∂ _�1
− ∂L

∂�1
= 0

d

dt

∂L

∂ _�2
− ∂L

∂�2
= 0

��«á �§æ �§¢âª §¨á¥� ª �¨å©¡¦¬£�

l1��1 +
m2

m1 + m2
l2

(
��2 ©¬¤ (�1 − �2) + _�2

2 �£ (�1 − �2)
)

= −g �£ �1

l2��2 + l1

(
��1 ©¬¤ (�1 − �2)− _�2

1 �£ (�1 − �2)
)

= −g �£ �2

��¤ �� �¨¦ç£� « ª §¢ã¨� ª ¢ç©� ª «à¤ �¥ ©é©�à¤ �¬«é¤. � ¢ç©� ¡� 
� � �¨�ç¤�©� «à¤ �¥ ©é©�à¤ �¬«é¤ £§¦¨�å ¤� �å¤�  ����åàª £� «�¤ �¦ã�� �
«¦¬ ¬§¦¢¦� ©«ã.

�� £�¢�«ã©¦¬£� « ª §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª ©«�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ ¦  �à¤å�ª
�1 ¡�  �2 �å¤�  �¨¡�«á £ ¡¨âª. � � £ ¡¨âª �à¤å�ª â®¦¬£�

©¬¤ � = 1 �£ � = �
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��®æ£�©«� �§å©�ª ¡�  «�¤ §¨¦©â�� ©�

_�2
1 �£ (�1 − �2) = _�2

2 �£ (�1 − �2) = 0

¡�  ¦  �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª �å¤¦¤«� 

l1��1 +
m2

m1 + m2
l2��2 = −g�1 l2��2 + l1��1 = −g�2

�â«¦¬£� £ = m2/(m1 + m2), à2
1 = g/l1, à2

2 = g/l2 ¡�  ¢ = l1/l2 ¡�  ¦ 
�¥ ©é©� ª �å¤¦¤«� 

��1 + à2
1�1 = −£

¢
��2 ��2 + à2

2�2 = −¢��1

�� �¨¦ç£� « ª ©¬¤�ã¡�ª §¦¬ §¨â§�  ¤�  ©®ç¦¬¤ é©«� ¦  ¢ç©� ª ¤� �å¤� 
«�ª £¦¨ãª.

�1(t) = A1 ©¬¤ àt �2(t) = A2 ©¬¤ àt

�¤« ¡�� ©«¦ç£� « ª ¢ç©� ª �¬«âª ©« ª �¥ ©é©� ª ¡�  �¨å©¡¦¬£�

(
à2

1 − à2) A1 +
£
¢

à2A2 = 0 ¢à2A1 +
(
à2

2 − à2)A2 = 0

�¦ §�¨�§á¤à �¢���¨ ¡æ ©ç©«�£� «à¤ �ç¦ �¥ ©é©�à¤ £� ��¤é©«¦¬ª «� §¢á«�
A1 ¡�  A2 â®�  £� £���¤ ¡ã ¢ç©� æ«�¤ � ¦¨å�¦¬©� «à¤ ©¬¤«�¢�©«é¤ «à¤
��¤é©«à¤ �å¤�  £��â¤. � �¥å©à©� �¬«ã �å¤� 

(
à2

1 − à2) (
à2

2 − à2)− £à4 = 0

� �¥å©à©� â®�  ��¤ ¡á «â©©�¨ ª ¢ç©� ª. � � £å� �§æ �¬«âª « ª ¢ç©� ª �
��ç«�¨� «à¤ �¥ ©é©�à¤ «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �å¤� 

�1 = −
(
à2

2 − à2)

¢à2 A2

��¨æ£¦ ¦ §¨æ�¢�£� £§¦¨¦ç£� ¤� £�¢�«ã©¦¬£� £� «¨� ª £á��ª ©¬¤��-
��£â¤�ª £�«�¥ç «¦¬ª ¡�«á �¤á¢¦�¦ «¨æ§¦ é©«� ¤� ©®�£�«å�¦¬¤ â¤� «¨ §¢æ
�¡¡¨�£âª, §¦¬ ¤� ¡ ¤¦ç¤«�  ©� â¤� ¡�«�¡æ¨¬¦ �§å§��¦.
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�å¤�  �§å©�ª �¬¤�«æ¤ ¦  £á��ª ¤� £�¤ ¡ ¤¦ç¤«�  ©� ¡�«�¡æ¨¬¦ �§å§��¦
�¢¢á ©� æ¢¦ «¦ ®é¨¦. � ¡å¤�©� �å¤�«�  ©«�¤ �§ á¤� � £ �ª ©�å¨�ª £�
�¡«å¤� «¦ £ã¡¦ª «¦¬ ¤ã£�«¦ª. �¦ �¡¡¨�£âª ¦¤¦£á��«�  ©� ¨ ¡æ �¡¡¨�£âª.
�å¤�  ¡�  ��é �¬¤�«æ ¤� â®¦¬£� �§¢æ, � §¢æ ã ¡�  «¨ §¢æ �¡¡¨�£âª.

��©¡�©� 6.8
��¤� ©à£á« ¦ ¡ ¤�å«�  ©� ¡�¤«¨ ¡æ �¬¤�£ ¡æ V (r) æ§¦¬ r = ‖~r‖ ��

�¨��å � �¥å©à©� �á£ ¢«¦¤ - ���¡æ£§ .
�ç©�: �� £�¢�«ã©¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� ©� ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª

x = r �£ � ©¬¤  x = r �£ � �£  x = r ©¬¤ �

� ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� � �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

Ek =
1
2
m

[
_r2 + r2

(
_�2 + �£2 � _2

)]

¡�  �§¦£â¤àª � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ���¡¨á¤� �å¤� 

L =
1
2
m

[
_r2 + r2

(
_�2 + �£2 � _2

)]
− V (r)

�¨å©¡¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª « ª ¦¨£âª «¦¬ ©à£�«å¦¬.

pr =
∂L

∂ _r
= m _r p� =

∂L

∂ _�
= mr2 _� p =

∂L

∂ _
= mr2 �£� _

�§¦£â¤àª � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ §¦¬ §�¨ ©«á¤�  ¡�  «�¤ �¤â¨�� � «¦¬
©¬©«ã£�«¦ª �å¤� 

H =
1

2m

[
p2

r +
1
r2

(
p2

� +
1

�£2 �
p2



)]
+ V (r)

�«�¤ �¥å©à©� �¬«ã ¡á¤¦¬£� « ª �¤« ¡�«�©«á©� ª

pr =
∂S

∂r
p� =

∂S

∂�
p =

∂S

∂
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¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¤ ��«¦ç£�¤� �¥å©à©� �á£ ¢«¦¤ - ���¡æ£§ 

E =
1

2m

[(
∂S

∂r

)2

+
1
r2

((
∂S

∂�

)2

+
1

�£2 �

(
∂S

∂

)2
)]

+ V (r)

�§¦¨¦ç£� ¤� ¢ç©¦¬£� «�¤ �¥å©à©� �¬«ã ®à¨å�¦¤«�ª « ª �¤�¥á¨«�«�ª £�«�-
�¢�«âª. � �¥å©à©� �â®�«�  ¢ç©� «�ª £¦¨ãª

S(r, �, ) = Sr(r) + S�(�) + S()

¡�  � �¥å©à©� � �©§á«�  ©« ª �¡æ¢¦¬��ª «¨� ª ©¬¤ã�� ª � �¦¨ ¡âª �¥ ©é©� ª

dS

d
= �3

(
dS�

d�

)2

+
�2

3
�£2 �

= �2
2

(
dSr

dr

)2

+
�2

2
r2 = 2m [E − V (r)]

æ§¦¬ «� �1, �2 ¡�  �3 �å¤�  ©«���¨âª.
�§æ « ª �¥ ©é©� ª �¬«âª £� £ � �§¢ã ¦¢¦¡¢ã¨à©� �¨å©¡¦¬£� «�¤ �¨á©�

S. ��¤ �� §¨¦®à¨ã©¦¬£� ©«�¤ ¢ç©� � æ«  «¦ §¨æ�¢�£� â®�  ¢¬��å �¤�¢¬« ¡á
©� á¢¢¦ ¡�á¢� ¦.

��©¡�©� 6.9
�� �¨��¦ç¤ ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª � � «� �ç¦ �¤�¥á¨«�«� §��å�

¯(~r, t) ¡�  ¯∗(~r, t) §¦¬ §¨¦¡ç§«¦¬¤ �§æ «�¤ �¡æ¢¦¬�� §¬¡¤æ«�«� ���¡¨á¤�.

` =
�h
2i

(
_̄ ∗¯− ¯∗ _̄

)
− �h2

2m
~∇¯ · ~∇¯∗ − V (~r, t)¯¯∗

�� �¨���å � ¡�¤¦¤ ¡ã ¦¨£ã ¡�  � ©¬¤á¨«�©� �á£ ¢«¦¤.
�� �¨���å §àª £�«��á¢¢�«�  � §¬¡¤æ«�«� �§æ â¤� �§� ¨¦©«æ £�«�©®�-

£�« ©£æ «à¤ ��¤ ¡�¬£â¤à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤. �æ«� � §¬¡¤æ«�«� §�¨�£â¤� 
�¤�¢¢¦åà«� �§æ «¦ £�«�©®�£�« ©£æ �¬«æ.

�ç©�: � � ¤� �¨á¯¦¬£� « ª �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª §¨â§�  ¤� ¬§¦¢¦-
�å©¦¬£� « ª §�¨��é�¦¬ª «�ª ©¬¤�¨«ã©�àª L «¦¬ ���¡¨á¤� àª §¨¦ª «� §��å�
_̄ ¡�  ¯. �¨á¦¬£� �¤�¢¬« ¡á «�¤ §¬¡¤æ«�«�

` =
�h
2i

(
_̄ ∗¯− ¯∗ _̄

)
− �h2

2m

(
¯x¯∗x + ¯y¯∗y + ¯z¯∗z

)− V (~r, t)¯¯∗

æ§¦¬ ¦  ��å¡«�ª x, y, ¡�  z ©�£�å¤¦¬¤ §�¨��é� ©� àª §¨¦ª «¦¬ª �¤«å©«¦ ®¦¬ª
��å¡«�ª.
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�¨å©¡¦¬£�

∂`

∂¯
=

�h
2i

_̄ ∗ − V ¯∗
∂`

∂ _̄ = − �h
2i

¯∗

∂`

∂¯x
= − �h2

2m
¯∗x

∂`

∂¯y
= − �h2

2m
¯∗y

∂`

∂¯z
= − �h2

2m
¯∗z

�§¦£â¤àª � �¥å©à©� «�ª ¡ ¤ã©�àª � � «¦ §��å¦ ¯∗ �å¤� 

− ∂`

∂¯
+

∂

∂t

∂`

∂ _̄ +
∂

∂x

∂`

∂¯x
+

∂

∂y

∂`

∂¯y
+

∂

∂z

∂`

∂¯z
= − �h

2i
_̄ ∗ + V �∗ − ∂

∂t

�h
2i

¯∗−

∂

∂x

�h2

2m
¯∗x −

∂

∂y

�h2

2m
¯∗y −

∂

∂z

�h2

2m
¯∗z = −�h

i

∂

∂t
¯∗ − �h2

2m
~∇2¯∗ + V �∗ = 0

�� «¦¤ å� ¦ «¨æ§¦ §�¨��à�å�¦¤«�ª àª §¨¦ª «� §��å� ¯∗ ¡�  _̄ ∗ �§¦�� -
¡¤ç�«�  æ«  � �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª � � «¦ §��å¦ ¯ �å¤� 

�h
i

∂

∂t
¯− �h2

2m
~∇2¯ + V ¯ = 0

�  �¥ ©é©� ª �¬«âª ¦¤¦£á�¦¤«�  �¥ ©é©� ª «¦¬ �¨â¤« ¤�¡�¨ ¡�  §�å�¦¬¤
¡�¤«¨ ¡æ ¨æ¢¦ ©«�¤ ¡��¤« ¡ã £�®�¤ ¡ã.

�¨¦�¤éª � §¬¡¤æ«�«�, �§� �ã §�¨ â®�  £æ¤¦ §�¨á�¦¤«�ª «�ª £¦¨ãª
¯¯∗, ��¤ £�«��á¢¢�«�  £� «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ

¯ −→ ei�¯ ¯∗ −→ e−i�¯∗

æ§¦¬ � £ � §¨��£�« ¡ã ©«���¨á. �  £�«�©®�£�« ©£¦å �¬«¦å �å¤�  �¤à©«¦å
©�¤ £�«�©®�£�« ©£¦å ���£å��ª. �  £�«�©®�£�« ©£¦å

¯ −→ ¯ + i�� ¯ ¯∗ −→ ¯∗ − i�� ¯∗

�å¤�  ¦  �¤«å©«¦ ®¦  �§� ¨¦©«¦å £�«�©®�£�« ©£¦å «à¤ §�¨�§á¤à £�«�©®�£�-
« ©£é¤ ���£å��ª. �å¤�  �§å©�ª �ç¡¦¢¦ ¤� �§¦�� ®«�å æ«  � §¬¡¤æ«�«� �å¤� 
�¤�¢¢¦åà«� �§æ «¦¬ª �§� ¨¦©«¦çª �¬«¦çª £�«�©®�£�« ©£¦çª. �  æ¨¦  §¦¬
�å¤�  �¤á¢¦�¦  «�ª £�«��¦¢ãª �� �¢¢�¢¦�¤� ¨¦ç¤«�  ¡�  ¦  æ¨¦  §¦¬ �å¤� 
�¤á¢¦�¦  «�ª £�«��¦¢ãª (��)2 �å¤�  §¦¢ç £ ¡¨¦å ¡�  «¦¬ª £���¤å�¦¬£�.

236



�©¡ã©� ª

�  ¡�¤¦¤ ¡âª ¦¨£âª �å¤¦¤«�  �§æ « ª ©®â©� ª

§ =
�L
� _̄ =

∂`

∂ _̄ = − �h
2i

¯∗ §∗ =
�L
� _̄ ∗ =

∂`

∂ _̄ ∗ =
�h
2i

¯

� §¬¡¤æ«�«� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �å¤� 

h = § _̄ + §∗ _̄ ∗ − ` = − �h
2i

¯∗ _̄ +
�h
2i

¯ _̄ ∗ − �h
2i

(
_̄ ∗¯− ¯∗ _̄

)

+
�h2

2m

(
¯x¯∗x + ¯y¯∗y + ¯z¯∗z

)
+ V (~r, t)¯¯∗ =

�h2

2m
~∇¯ · ~∇¯∗ + V (~r, t)¯¯∗

� ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �å¤�  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª §�¨�§á¤à §¬¡¤æ-
«�«�ª. �¨å©¡¦¬£�

H =
∫∫∫

d3~r

(
�h2

2m
~∇¯ · ~∇¯∗ + V (~r, t)¯¯∗

)

�� £ � ¡�«á §�¨á�¦¤«�ª ¦¢¦¡¢ã¨à©� ¡�  ���¦£â¤¦¬ æ«  ¦ �§ �¤� �¡æª æ¨¦ª
£���¤å��«�  �¨å©¡¦¬£�

H =
∫∫∫

d3~r ¯∗
(
− �h2

2m
~∇2 + V (~r, t)

)
¯

� £â©� « £ã «¦¬ £��â�¦¬ª f(~r, ~p, t) �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª §¦¬ �¨å©¡�«�  ©«�¤
¡�«á©«�©� ¯(~r, t) ©«�¤ ¡��¤« ¡ã £�®�¤ ¡ã �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

< f(~r, ~p, t) >=
∫∫∫

d3~r ¯∗f
(

~f,−i�h~∇, t
)

¯

�§¦£â¤àª ¦ §�¨�§á¤à «ç§¦ª «�ª ��£ ¢«¦¤ �¤ãª ��¤ �å¤�  «å§¦«� á¢¢¦ §�¨á
� £â©� « £ã «�ª �¤à©«ãª ¡¢�©© ¡ãª ��£ ¢«¦¤ �¤ãª

H =
1

2m
p2 + V (~r, t)
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� ¦¨ �¡ã «�®ç«�«� «¦¬ à«æª

��á¢� ¦ 7

� � ¡ã ��à¨å� «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª

7.1 � ¦¨ �¡ã «�®ç«�«� «¦¬ à«æª
� �¢¢�¢�§å�¨�©� £�«�¥ç �ç¦ ©¬©«�£á«à¤ §�¨ �¨á�«�  ©«�¤ ¡¢�©© ¡ã

¬© ¡ã �§æ £ � �¬¤�£ ¡ã ©¬¤á¨«�©� «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ ¡�  § ��¤éª ¡� 
«¦¬ ®¨æ¤¦¬. �¤ ~r, ~r ′ �å¤�  ¦  ©¬¤«�«��£â¤�ª «à¤ �ç¦ ©¬©«�£á«à¤ � �¢¢�-
¢�§å�¨�©� §�¨ �¨á�«�  �§æ «�¤ ©¬¤á¨«�©� V (~r ′ − ~r). ��¨�«�¨¦ç£� æ« 
£ � �¢¢��ã ©«�¤ �â©� «¦¬ �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª �§�¨�á��  «¦ á¢¢¦ �¡�¨ �å�. �
�¢¢��ã «�ª �â©�àª «¦¬ �¤æª ©¬©«ã£�«¦ª �å¤�«� , «�¬«æ®¨¦¤� �¤« ¢�§«ã �§æ
«¦ á¢¢¦.

�� «¦ æ¨¦ �¢¢�¢�§å�¨�©� �¤á£�©� ©� �ç¦ ©¬©«ã£�«� �¤¤¦¦ç£� æ«  ¡á-
§¦ ¦ ©ã£� �¡§â£§�«�  �§æ «¦ â¤� ©ç©«�£� ¡�  ¢�£�á¤�«�  �§æ «¦ á¢¢¦. ��
§� ¨á£�«� £�ª ¢â¤� æ«  � «�®ç«�«� «¦¬ ©ã£�«¦ª «�ª �¢¢�¢�§ �¨á©�àª ��¤
�å¤�  á§� ¨�. ��©¦¢���å ¡á§¦ ¦ª ®¨æ¤¦ª � � ¤� �¤« ¢���å «¦ â¤� ©ç©«�£�
«�¤ �¢¢��ã §¦¬ ¬§â©«� «¦ á¢¢¦. �¤ t − t ′ �å¤�  ¦ ®¨æ¤¦ª �¬«æª «æ«� �
«�®ç«�«� «¦¬ ©ã£�«¦ª

~v =
~r − ~r ′

t− t ′

¦¤¦£á��«�  «�®ç«�«� �¢¢�¢�§ �¨á©�àª.
�å¤�  §� ¨�£�« ¡æ ���¦£â¤¦ æ«  � «�®ç«�«� �¬«ã ��¤ �å¤�  á§� ¨� �¢¢á

â®�  â¤� �¤é«�«¦ æ¨ ¦. �  «�®ç«�«�ª «à¤ ¬¢ ¡é¤ ©à£�«åà¤ ¬© ¡á ��¤
¬§�¨��å¤¦¬¤ «�¤ «�®ç«�«� «�ª �¢¢�¢�§ �¨á©�àª, ¡�  á¨� �§å©�ª §¨â§�  ¤�
â®¦¬¤ ¡á§¦ ¦ �¤é«�«¦ æ¨ ¦. � ¦¨ �¡ã �¬«ã «�®ç«�«� �å¤�  � «�®ç«�«� «¦¬
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à«æª ©«¦ ¡�¤æ ¡�  â®�  «�¤ « £ã

c = 2, 99793× 1010cm/sec

�¦ ¡¢�©© ¡æ §�å¨�£� §¦¬ �§â�� ¥� æ«  � «�®ç«�«� �¬«ã �å¤�  ¦¨ �¡ã
�å¤�  «¦ §�å¨�£� �á ¡�¢©¦¤ - �æ¨¢¬. �� «¦ §�å¨�£� �¬«æ £�«¨ã��¡� �
«�®ç«�«� «¦¬ à«æª ©� £ � � �ç�¬¤©� ¡á��«� ©«�¤ «�®ç«�«� «�ª ��ª ¡� 
©� £ � � �ç�¬¤©� §�¨á¢¢�¢� §¨¦ª «�¤ «�®ç«�«� �¬«ã. ��«á «�¤ �¨®ã «¦¬
��¢ ¢�å¦¬ ¦  �ç¦ �¬«âª «�®ç«�«�ª â§¨�§� ¤� �å¤�  c ¡�  c + V æ§¦¬ V �
«�®ç«�«� «�ª ��ª. �¤« �â«àª «¦ §�å¨�£� �§â�� ¥� æ«  � «�®ç«�«� c â®�  «�¤
å� � « £ã �å«� «¦ àª «¨â®�  ¡á��«� §¨¦ª «�¤ «�®ç«�«� «�ª ��ª �å«� §�¨á¢¢�¢�
§¨¦ª �¬«ã. � «�®ç«�«� «¦¬ à«æª ©«¦ ¡�¤æ �å¤�  å� � ©� æ¢� «� ©¬©«ã£�«�
¡�  ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ «�®ç«�«� «¦¬ §�¨�«�¨�«ã ã «�ª §��ãª.

H � �§å©«à©� �¬«ã �§¦��å®«�¡� ¡�  £� á¢¢� §�¨ ©©æ«�¨¦ �¡¨ �ã §� ¨á-
£�«�. �� ¨á£�«� £� £��á¢� �¡¨å�� � ©«�¤ �� £� ¡ ¤¦ç£�¤�ª §��âª à«æª
â�� ¥�¤ æ«  � «�®ç«�«� «�ª §��ãª ��¤ §¨¦©«å��«�  ©«�¤ «�®ç«�«� «¦¬ à«æª.
�¢¢á ¡�  �©«¨¦¤¦£ ¡âª §�¨�«�¨ã©� ª £� ©¬©«ã£�«� � §¢é¤ �©«â¨à¤ â®¦¬¤
�§ ���� é©�  «�¤ §��¡¦©£ æ«�«� «�ª «�®ç«�«�ª c. � «�®ç«�«� c �å¤�  £ �
©«���¨á «�ª ç©�àª. ����¢ç«�¨� «�®ç«�«� �§æ �¬«ã ��¤ ¬§á¨®�  ©«�¤ ç©�
¡�  æ¢� «� ¬¢ ¡á ©à£á« � ¡ ¤¦ç¤«�  £� «�®ç«�«�ª £ ¡¨æ«�¨�ª «�ª «�®ç«�«�ª
�¬«ãª. � «�®ç«�«� «¦¬ à«æª ©«¦ ¡�¤æ â®�  «�¤ « £ã c ©� â¤� �¡å¤�«¦ ©ç-
©«�£� �¤�¦¨áª ¡�  â®�  �§å©�ª «�¤ « £ã c ©� â¤� á¢¢¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£�
£� ©®�« ¡ã «�®ç«�«� V àª §¨¦ª «¦ �¡å¤�«¦.

7.2 �� �¥ é£�«� «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª
�� �¥ é£�«� «�ª � � ¡ãª ��à¨å�ª «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª �å¤�  �ç¦. �á¤à ©«�

�¥ é£�«� �¬«á ��£�¢ é¤�«�  ¦¢æ¡¢�¨� � ��à¨å� «�ª � � ¡ãª ©®�« ¡æ«�«�ª.
�¥åà£� 1: ��¢¦  ¦  ¤æ£¦  «�ª ç©�àª �å¤�  å� ¦  ©� æ¢� «� ��¨�¤ �¡á

©¬©«ã£�«� ¡�  �¡¨á�¦¤«�  £� « ª å� �ª £���£�« ¡âª ©®â©� ª.
�¥åà£� 2: � «�®ç«�«� «¦¬ à«æª ©«¦ ¡�¤æ �å¤�  å©� £� c ©� æ¢� «�

��¨�¤ �¡á ©¬©«ã£�«�. � «�®ç«�«� �¬«ã �å¤�  � �¤é«�¨� «�®ç«�«� ©«� ç©�.
�¦ §¨é«¦ �¥åà£� �å¤�  «�¬«æ©�£¦ £� «¦ �¤«å©«¦ ®¦ �¥åà£� «�ª ¡¢�©-

© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª. ��¤� ©ç©«�£� §¦¬ ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¬© ¡ãª â®¦¬¤ £ �
�§¢ã £¦¨ã ¦¤¦£á��«�  ��¨�¤ �¡æ ©ç©«�£�. � � «â«¦ � ©¬©«ã£�«� ©«�¤
¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã â¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ §¦¬ ¡ ¤�å«�  £� ©«���¨ã «�®ç«�«� �¥�-
¡¦¢¦¬��å ¤� ¡ ¤�å«�  £� «�¤ å� � «�®ç«�«� �¤ ��¤ �§ �¨á©�  �§á¤à «¦¬ ¡�£å�
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�  £�«�©®�£�« ©£¦å «¦¬ �æ¨�¤«ª

�ç¤�£�. �¤ �ç¦ ©¬©«ã£�«� ¡ ¤¦ç¤«�  £� ©«���¨ã «�®ç«�«� ¡�  «¦ â¤� �å¤� 
��¨�¤ �¡æ «æ«� ¡�  «¦ á¢¢¦ �å¤�  ��¨�¤ �¡æ ©ç©«�£�.

�¦ ��ç«�¨¦ �¥åà£� �å¤�  â¤� §� ¨�£�« ¡æ ���¦£â¤¦. ��¢� «� §� ¨á-
£�«� §¦¬ â®¦¬¤ �å¤�  £â®¨  ©ã£�¨� «¦ �§ ���� é¤¦¬¤. � ç§�¨¥� «¦¬ ¦¨å¦¬
�¬«¦ç � � « ª «�®ç«�«�ª �å¤�  �§�¨á��¡«� � � «�¤ ¡¢�©© ¡ã ¬© ¡ã. ��«© 
� ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã ��¤ £§¦¨�å ¤� §�¨ �¨á¯�  ©¬©«ã£�«� §¦¬ ¡ ¤¦ç¤«�  £�
£��á¢�ª «�®ç«�«�ª, §�¨ ¦¨å��«�  ¤� �¥���å «� ¬© ¡á � ¤æ£�¤� §¦¬ ¦  «�-
®ç«�«�ª «¦¬ª �å¤�  £ ¡¨âª ©¬�¡¨ « ¡á £� «�¤ «�®ç«�«� c. �  «�®ç«�«�ª «à¤
©à£á«à¤ §¦¬ ©¬££�«â®¦¬¤ ©� �¤� ©¬¤�� ©£â¤¦ §�å¨�£� �å¤�  §¦¢ç £ ¡¨æ«�-
¨�ª �§æ �¬«ã ¡�  �§¦£â¤àª £§¦¨¦ç£� ¤� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «� ©¬£§�¨á©£�«�
«�ª ¡¢�©© ¡ãª ¬© ¡ãª.

�  ©®�« ¡ ©« ¡âª �¥ ©é©� ª §¨â§�  ¤� £�«�«¨â§¦¤«�  ©� ¡¢�©© ¡âª �¥ -
©é©� ª �¤ ��à¨ã©¦¬£� «�¤ «�®ç«�«� «¦¬ à«æª á§� ¨�. �¬§ ¡á �¬«æ ©�£�å-
¤�  æ«  ¦  ©®�« ¡ ©« ¡âª �¥ ©é©� ª �¤ §á¨¦¬£� «¦ æ¨ ¦ c →∞ �� §¨â§�  ¤�
§�å¨¤¦¬¤ «�¤ �¤à©«ã ¡¢�©© ¡ã £¦¨ãª «¦¬ª ¡�  �¬«æ �å¤�  ¡�  â¤� �¡æ£�
¡¨ «ã¨ ¦ � � «�¤ ¦¨�æ«�«� «¦¬ª.

�«�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã ¦ ®¨æ¤¦ª �å¤�  �§æ¢¬«¦ª. ��¢��ã ¬§á¨®� 
â¤�ª ®¨æ¤¦ª � � æ¢� «� ©¬©«ã£�«� �¤�¦¨áª. �� á¢¢� ¢æ� � �¤ �ç¦ ©¬£-
�á¤«� �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤� � � ¡á§¦ ¦ §�¨�«�¨�«ã �å¤�  �§å©�ª «�¬«æ®¨¦¤� � �
¦§¦ ¦¤�ã§¦«� á¢¢¦. �¬«æ «¦ §¨¦�¤âª � � «�¤ ¡¦ ¤ã £�ª �£§� ¨å� ���¦¤æª
��¤  ©®ç�  ©«�¤ ©®�« ¡æ«�«�. � ®¨æ¤¦ª ¡ ¢á £� � �¦¨�« ¡æ ¨¬�£æ ©«� � á-
¦¨� ©¬©«ã£�«� �¤�¦¨áª. ��«© , � §¨æ«�©� æ«  «¦ «¨�å¤¦ �� �á©�  ©«¦¤
©«��£æ ©« ª �é��¡� ��¤ â®�  â¤¤¦ � �¤ ��¤ §¨¦©� ¦¨å©¦¬£� §¨é«� «¦ ©ç-
©«�£� �¤�¦¨áª. �ç¦ ���¦¤æ«� «�¬«æ®¨¦¤� æ§àª �å¤�  � á ¥� «¦¬ «¨�å¤¦¬
¡�  � â¤�� ¥� «à¤ �� ¡«é¤ «¦¬ ¨¦¢¦� ¦ç æ«  � é¨� �å¤�  �é��¡� �å¤�  �¬¤�«æ¤
¤� £�¤ �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤� � � ¡á§¦ ¦¤ ¡ ¤¦ç£�¤¦ §�¨�«�¨�«ã.

7.3 �  £�«�©®�£�« ©£¦å «¦¬ �æ¨�¤«ª
� � «�¤ §�¨ �¨�ã �¤æª ���¦¤æ«¦ª §¨â§�  ¤� â®¦¬£� ¦¨å©�  â¤� ©ç©«�£�

�¤�¦¨áª. �¦ ©ç©«�£� �¬«æ �§¦«�¢�å«�  �§æ â¤� «¨ ©¦¨�¦�é¤ ¦ ©ç©«�£�
�¥æ¤à¤ §¦¬ ��å®¤�  ¡á�� ¦¨á «�¤ �â©� «¦¬ ���¦¤æ«¦ª ©«¦¤ ®é¨¦ ¡�  �§æ
â¤� ¨¦¢æ  ©«���¨á ©¬¤����£â¤¦ £� «¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª §¦¬ £�ª ®¨�© £�ç� 
� � ¤� ¦¨å©¦¬£� «¦¤ ®¨æ¤¦ §¦¬ �å¤�«�  «¦ ���¦¤æª.

�¨ ©£æª: �� «¦ æ¨¦ ©¬£�á¤ �� �¤¤¦¦ç£� ¡á«  §¦¬ �å¤�«�  ©� ¦¨ ©£â¤¦
©�£�å¦ «¦¬ ®é¨¦¬ ¡á§¦ � ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã.

��¤� ©¬£�á¤ ¦¨å��«�  �§æ «¨� ª ©¬¤ ©«é©�ª àª §¨¦ª «¦ «¨ ©¦¨�¦�é¤ ¦
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©ç©«�£� �¤�¦¨áª ¡�  �§æ «¦ ©�£�å¦ «¦¬ ®¨æ¤¦¬ §¦¬ ©¬£��å¤�  �¬«æ ¡� 
¡��¦¨å��«�  �§æ «¦ ¨¦¢æ  «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �� ©¬£�á¤«� §�¨ ©«á¤¦¤«�  �§æ
©�£�å� §¦¬ ¦¤¦£á�¦¤«�  ¡¦©£ ¡á ©�£�å�. �  ©¬¤«�«��£â¤�ª �¤æª ¡¦©£ ¡¦ç
©�£�å¦¬ �å¤�  «â©©�¨ ª. �¨� ª ®à¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¡�  £ � ®¨¦¤ ¡ã. �
®é¨¦ª �å¤�  «�©©á¨à¤ � �©«á©�à¤.

~r = (x, y, z, t)

��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ � ��¨á�  ©«¦¤ ®é¨¦ �¬«æ £ � «¨¦® á §¦¬ ¦¤¦£á��-
«�  ¡¦©£ ¡ã �¨�££ã. � ¡¦©£ ¡ã �¨�££ã �å¤�  «�¤ �â©� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬
©� ¡á�� ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã. �¤ «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ �å¤�  �¡å¤�«¦ ã ¡ ¤�å«�  £�
©«���¨ã «�®ç«�«� � ¡¦©£ ¡ã �¨�££ã �å¤�  £ � �¬��å� �¨�££ã.

��à¨¦ç£� �ç¦ ©¬©«ã£�«� �¤�¦¨áª S ¡�  S ′ §¦¬ ¡ ¤¦ç¤«�  £� ©®�-
« ¡ã «�®ç«�«� v «¦ â¤� àª §¨¦ª «¦ á¢¢¦. � ©¡¦§æª £�ª �å¤�  ¤� �¨¦ç£�
â¤� £�«�©®�£�« ©£æ �¤á¢¦�¦ £� «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ «¦¬ ��¢ ¢�å¦¬ §¦¬ ¤�
©¬¤�â�  « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª «à¤ �ç¦ ©¬©«�£á«à¤ â«©  é©«� ¤�  ©®ç¦¬¤ «� ¦ 
§�¨��¦®âª «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª.

��©«à â¤� ©¬£�á¤ ©«¦ á«¦¤¦ ©ç©«�£� S ©«¦ ©�£�å¦ x1, y1, z1, t1.
�¦ ©¬£�á¤ �å¤�  � �¡§¦£§ã �¤æª ©ã£�«¦ª §¦¬ � ��å��«�  £� «�¤ «�®ç«�«�
«¦¬ à«æª. ��¤� ��ç«�¨¦ ©¬£�á¤ §¦¬ �å¤�  � á ¥� «¦¬ ©ã£�«¦ª �¬«¦ç,
©¬£��å¤�  ©«¦ ©�£�å¦ x2, y2, z2, t2. �¦ � á©«�£� §¦¬ � â«¨�¥� «¦ ©ã£� �å¤� 

s = c(t2 − t1)

�¦ � á©«�£� �¬«æ æ£àª �§æ «�¤ �¤�¢¬« ¡ã ��à£�«¨å� �å¤� 

s =
[
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2]1/2

�§¦£â¤àª â®¦¬£� «�¤ ©®â©�

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2 = c2(t2 − t1)2 =⇒
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2 − c2(t2 − t1)2 = 0

��¤ � á�¦©� «¦¬ ©ã£�«¦ª «�¤ §�¨�«�¨¦ç£� ¡�  ©«¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£�
S ′. �§� �ã ¡�  ©«¦ «¦¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� «¦ ©ã£� ¡ ¤�å«�  §á¢  £� «�¤ «�®ç-
«�«� «¦¬ à«æª â®¦¬£� �§å©�ª

(x ′2 − x ′1)2 + (y ′2 − y ′1)2 + (z ′2 − z ′1)2 − c2(t ′2 − t ′1)2 = 0
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�  £�«�©®�£�« ©£¦å «¦¬ �æ¨�¤«ª

� á©«�£� £�«�¥ç �ç¦ ©¬£�á¤«à¤ ¦¨å�¦¬£� «¦ £â���¦ª

S12 = (x ′2 − x ′1)2 + (y ′2 − y ′1)2 + (z ′2 − z ′1)2 − c2(t ′2 − t ′1)2

��¨�«�¨¦ç£� æ«  «¦ §�¨�§á¤à � á©«�£� â®�  «�¤ å� � « £ã ¡�  ©«� �ç¦ ©¬-
©«ã£�«�.

��à¨¦ç£� «é¨� æ«  «¦ â¤� ©�£�å¦ �å¤�  � �¨®ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª �¤�¦-
¨áª ¡�  æ«  «¦ ��ç«�¨¦ ©�£�å¦ �å¤�  «¦ (x, y, z, t) «æ«�

s2 = x2 + y2 + z2 − c2t2

�¤ �â©¦¬£� « = ic t «æ«� «2 = −c2t2 ¡�  �§¦£â¤àª

s2 = «2 + x2 + y2 + z2

� ®é¨¦ª «à¤ «�©©á¨à¤ � �©«á©�à¤ £� ©¬¤ ©«é©�ª

(x, y, z, «) = (x, y, z, ic t)

¦¤¦£á��«�  ®é¨¦ª «¦¬ � ¤¡æ©¡ . �«¦¤ ®é¨¦ �¬«æ � �§æ©«�©� S12 �å¤�  �
�§æ©«�©� £�«�¥ç «à¤ ©�£�åà¤ (x2, y2, z2, ic t2) ¡�  (x1, y1, z1, ic t1) §¦¬
�å¤�«�  �§æ «¦¤ �¤à©«æ «ç§¦ «¦¬ �¬���æ¨� ¦¬ ��à¨ã£�«¦ª.
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�®ã£� 7.1
� ¡å¤�©� «à¤ �ç¦ ©¬©«�£á«à¤

� � ¤� �§¢¦§¦ ã©¦¬£� « ª �¡¨á©� ª �� ¬§¦�â©¦¬£� æ«  «� �ç¦ ©¬©«ã-
£�«� ¡ ¤¦ç¤«�  £� ©®�« ¡ã «�®ç«�«� v §�¨á¢¢�¢� §¨¦ª «¦¤ x á¥¦¤�. ��¤
¬§á¨®�  ¡å¤�©� ¡�«á «�¤ � �ç�¬¤©� «à¤ �¥æ¤à¤ y ¡�  z ¡�  ¦  ©¬¤ ©«é©�ª
àª §¨¦ª �¬«¦çª «¦¬ª á¥¦¤�ª ��¤ £�«��á¢¢¦¤«� 

y = y ′ z = z ′
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��á¢� ¦ 7

��«á «�¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t = 0 ¦  �¨®âª � ¡�  � ′ «à¤ �ç¦ ©¬©«�£á«à¤
©¬£§å§«¦¬¤.

�� �¨¦ç£� «é¨� «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª �¡�å¤¦¬ª §¦¬ £�«�â¨¦¬¤ « ª
©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª S ©«¦ ©ç©«�£� S ′ â«©  é©«� «¦ � á©«�£� s
¤� §�¨�£â¤�  �¤�¢¢¦åà«¦. �� �ç¦ ©¬©«ã£�«� �å¤�  ��¨�¤ �¡á ¡�  �§¦£â¤àª
¦ £�«�©®�£�« ©£æª §¨â§�  ¤� �å¤�  �¨�££ ¡æª. ��¤�ª «â«¦ ¦ª £�«�©®�£�-
« ©£æª �å¤�  £ � §�¨ ©«¨¦ã ©«¦¤ ®é¨¦ (x, «). �¤ � �à¤å� «�ª §�¨ ©«¨¦ãª
�å¤�  �, �¨á¦¬£�

x = x ′ ©¬¤ � + « ′ �£ � « = −x ′ �£ � + « ′ ©¬¤ �

�¨á�£�«  ¦ £�«�©®�£�« ©£æª �¬«æª �å¤�  «â«¦ ¦ª é©«� «¦ £ã¡¦ª «à¤ � �¤¬-
©£á«à¤ ¤� §�¨�£â¤�  ©«���¨æ. ��®¦¬£�

x2 + «2 = x ′ 2 + « ′ 2 =⇒ x2 − c2t2 = x ′ 2 − c2t ′ 2

��¢��ã � �§æ©«�©� «à¤ �ç¦ ©¬£�á¤«à¤ �å¤�  � å� � ¡�  ©«� �ç¦ ��¨�¤ �¡á
©¬©«ã£�«�.

�� ¬§¦¢¦�å�¦¬£� �¡¦¢¦ç�àª «�¤ �à¤å� §�¨ ©«¨¦ãª � §¦¬ �� �¥�¨«á«� 
§¨¦�¤éª �§æ «�¤ ©®�« ¡ã «�®ç«�«� v. �¤ ¡á§¦ � ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã «� �ç¦
©¬©«ã£�«� ©¬£§â©¦¬¤ «æ«� x ′ = 0 ¡�  x/t = v. �¤é �¤ x = 0 «æ«�
x ′/t ′ = −v. O  £�«�©®�£�« ©£¦å �å¤¦¬¤ « ª ©®â©� ª

x = « ′ �£ � « = « ′ ©¬¤ �

�¤ � � ¨â©¦¬£� « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª �� �¨¦ç£� «�¤ ��§«¦£â¤� «�ª �à¤å�ª
�. ��®¦¬£�

� � =
x

«
=

x

ic t
= −i

x

c t
= −i

v

c
= −i�

æ§¦¬ â®¦¬£� ©¬£�¦¢å©�  £� � «¦¤ ¢æ�¦ v/c.
�§¦¨¦ç£� ¤� �§�¢¢��¦ç£� �§æ «�¤ §�¨¦¬©å� «¦¬ i ©« ª §�¨�§á¤à ©®â-

©� ª �¤ ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� « ª ¬§�¨�¦¢ ¡âª ©¬¤�¨«ã©� ª. ��®¦¬£�

tanh i� = i � � = i(−i�) = � =⇒ v = c tanh �

�§¦¨¦ç£� «é¨� ¤� ¬§¦¢¦�å©¦¬£� «¦ �£å«¦¤¦ ¡�  «¦ ©¬¤�£å«¦¤¦ «�ª
�à¤å�ª �. �§æ �¤à©«¦çª «ç§¦¬ª «�ª «¨ �à¤¦£�«¨å�ª �¨å©¡¦¬£�

�£ � =
� �√

1 + �2 �
=

−i�√
1− �2

©¬¤ � =
1√

1 + �2 �
=

1√
1− �2
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�  £�«�©®�£�« ©£¦å «¦¬ �æ¨�¤«ª

�  £�«�©®�£�« ©£¦å �å¤¦¤«� 

x = x ′
1√

1− �2
+ « ′

−i�√
1− �2

« = x ′
i�√

1− �2
+ « ′

1√
1− �2

�« ª ©®â©� ª �¬«âª �¤« ¡�� ©«¦ç£� «¦ « £� «¦ ic t ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¢ ¡á

x =
x ′ + vt ′√
1− v2/c2

t =
t ′ + v

c2 x ′√
1− v2/c2

�� £¦¨ã £�«¨é¤ ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å �¨á¦¤«� 

(
x
t

)
=

1√
1− v2/c2

(
1 v

v/c2 1

)(
x ′

t ′

)

�  £�«�©®�£�« ©£¦å �¬«¦å ¦¤¦£á�¦¤«�  £�«�©®�£�« ©£¦å �æ¨�¤«ª ¡� 
©¬¤�â¦¬¤ « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª �ç¦ ��¨�¤ �¡é¤ ©¬©«�£á«à¤.

� � £ ¡¨âª «�®ç«�«�ª v << c ¦  ©®�« ¡ ©« ¡âª �¥ ©é©� ª £�«�«¨â§¦¤«� 
©« ª �¤«å©«¦ ®�ª �¥ ©é©� ª «�¤ ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª. �¬«æ �§ «¬�®á¤�«� 
§�å¨¤¦¤«�ª «¦ æ¨ ¦ c →∞ ©«¦¬ª ©®�« ¡ ©« ¡¦çª «ç§¦¬ª. �¨å©¡¦¬£�

x =
x ′ + vt ′√
1− v2/c2

−−−−−−−→c →∞ x = x ′ + vt ′

t =
t ′ + v

c2 x ′√
1− v2/c2

−−−−−−−→c →∞ t = t ′

��¢��ã «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª ��¢ ¢�å¦¬ «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª.
�� «�¤ �¦ã�� � «à¤ ¬§�¨�¦¢ ¡é¤ «¨ �à¤¦£�«¨ ¡é¤ �¨ �£é¤ ¦  £�«�©®�-

£�« ©£¦å �æ¨�¤«ª �å¤¦¤«� 

x ′ = x cosh �− c t sinh � c t ′ = c t cosh �− x sinh �

�� £¦¨ã £�«¨é¤ â®¦¬£�

(
x ′

c t ′

)
=

(
cosh � − sinh �
− sinh � cosh �

)(
x
c t

)
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�§æ « ª ©®â©� ª �¬«âª ¦ £�«�©®�£�« ©£æª �æ¨�¤«ª ¦¤¦£á��«�  ¬§�¨�¦-
¢ ¡ã §�¨ ©«¨¦ã £â«¨¦¬ � ©«¦ x− c t �§å§��¦. �§� �ã � «�®ç«�«� v §�å¨¤� 
« £âª ©«¦ � á©«�£� −c < v < c � §�¨á£�«¨¦ª � §�å¨¤�  æ¢�ª « ª §¨��£�« ¡âª
« £âª ��¢��ã

−∞ < � < ∞
�¤ «� ©¬©«ã£�«� S ¡�  S ′ ©¬¤�â¦¤«�  £�«�¥ç «¦¬ª £� «�¤ �¤«�©« ¡ã

§�¨ ©«¨¦ã £â«¨¦¬ � ¡�  «� ©¬©«ã£�«� S ′ ¡�  S ′ ′ £� «�¤ �¤«�©« ¡ã §�¨ -
©«¨¦ã £â«¨¦¬ � ′, «æ«� «� ©¬©«ã£�«� S ¡�  S ′ ′ ©¬¤�â¦¤«�  £� «�¤ �¤«�-
©« ¡ã §�¨ ©«¨¦ã £â«¨¦¬ � ′ ′ æ§¦¬

� ′ ′ = � + � ′

� �§æ�� ¥� «�ª §¨¦«á©�àª �¬«ãª �å¤�  «�¬«æ©�£� £� «�¤ �§æ�� ¥� «�ª �¤á-
¢¦��ª §¨¦«á©�àª � � «�¤ §¨��£�« ¡ã §�¨ ©«¨¦ã.

� ©®â©� �¬«ã £§¦¨�å ¤� ®¨�© £¦§¦ ���å � � ¤� �¨¦ç£� §àª §¨¦©«å��¤«� 
¦  ©®�« ¡âª «�®ç«�«�ª. �§¦�â«¦¬£� æ«  «¦ ©ç©«�£� S ′ ¡ ¤�å«�  àª §¨¦ª «¦
�¡å¤�«¦ S £� «�®ç«�«� v �§¦£â¤àª

v = c tanh �

�§¦�â«¦¬£� �§å©�ª æ«  «¦ S ′ ′ ¡ ¤�å«�  àª §¨¦ª «¦ S ′ £� «�®ç«�«� v ′ ¡� 
�§¦£â¤àª

v ′ = c tanh � ′

�æ«� «¦ S ′ ′ ¡ ¤�å«�  àª §¨¦ª «¦ S £� «�®ç«�«� v ′ ′ §¦¬ �¨å©¡�«�  àª �¥ãª

v ′ ′ = c tanh � ′ ′ = c tanh (� + � ′) = c
tanh � + tanh � ′

1 + tanh � tanh � ′
=

v + v ′

1 + vv ′/c2

��¨�«ã¨�©�: ��¨�«�¨¦ç£� æ«  �¤ £ � �§æ « ª «�®ç«�«�ª v ã v ′ ã
�¡æ£� ¡�  ¦  �¬¦ �å¤�  å©� £� c, v = c ã v ′ = c «æ«� ¡�  � «�®ç«�«�
v ′ ′ = c. �� ¡�£å� §�¨å§«à©� ¦  «�®ç«�«�ª ��¤ ¬§�¨��å¤¦¬¤ «�¤ «�®ç«�«�
«¦¬ à«æª ©«¦ ¡�¤æ. ��¨�«�¨¦ç£� �§å©�ª æ«  ©«¦ æ¨ ¦ c → ∞ � ©®â©�
¡�«�¢ã��  ©«�¤ �¤à©«ã ¡¢�©© ¡ã ©®â©�

v ′ ′ = v + v ′
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� � �©«¦¢ã «¦¬ ®¨æ¤¦¬

7.4 � � �©«¦¢ã «¦¬ ®¨æ¤¦¬
��à¨¦ç£� �ç¦ ©¬£�á¤«� §¦¬ �å¤¦¤«�  ©«¦ å� ¦ ©�£�å¦ x ′, y ′, z ′ «¦¬

¡ ¤¦¬£â¤¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. � ®¨æ¤¦ª £�«�¥ç «à¤ �ç¦ «¦ç«à¤ ©¬£�á¤«à¤ �å¤� 

�t ′ = t ′2 − t ′1

� �¤«å©«¦ ®¦ª ®¨æ¤¦ª ©«¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£� �å¤�  �t = t2 − t1. � ®¨æ¤¦ª
�¬«æª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�t = t2 − t1 =
t ′2 + v

c2 x ′√
1− �2

− t ′1 + v
c2 x ′√

1− �2
=

t ′2 − t ′1√
1− �2

¦§æ«� â®¦¬£�

�t =
�t ′√
1− �2

ã �t ′ = �t
√

1− �2 ≤ �t

��¨�«�¨¦ç£� æ«  ¦ ®¨æ¤¦ª §¦¬ £�«¨ã��¡� �§æ «¦ ¨¦¢æ  §¦¬ ¡ ¤�å«�  �å¤� 
£ ¡¨æ«�¨¦ª �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦ §¦¬ £�«¨ã��¡� ©«¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£�. ��¢��ã
«� ¨¦¢æ� � §¦¬ ¡ ¤¦ç¤«�  §¨¦®à¨á¤� § ¦ �¨�á �§æ «� �¡å¤�«� ¨¦¢æ� �. �¦
� ¤æ£�¤¦ ¦¤¦£á��«�  � �©«¦¢ã «¦¬ ®¨æ¤¦¬. � ®¨æ¤¦ª §¦¬ £�«¨á«� �§æ â¤�
¨¦¢æ  §¦¬ ¡ ¤�å«�  £��å £� ¡á§¦ ¦ �¤« ¡�å£�¤¦ ¦¤¦£á��«�   � ¦®¨æ¤¦ª «¦¬
�¤« ¡� £â¤¦¬ �¬«¦ç.

�¦ � ¤æ£�¤¦ �å¤�«�  ¤� �å¤�  §�¨á�¦¥¦ �¤«å��«¦ ��¢��ã §¨¦ª «�¤
¡¦ ¤ã ¢¦� ¡ã £�ª. �¦ � ¤æ£�¤¦ � �«¬§é��¡� ©�¤ §�¨á�¦¥¦ «à¤ � �ç£à¤.
�ç£à¤� £� �¬«æ ¦ â¤�ª �§æ �¬¦ �å�¬£¦¬ª �¤�¨é§¦¬ª �¤���å¤�  ©� â¤� ©ç-
©«�£� �¤�¦¨áª §¦¬ «¨â®�  £� ¡á§¦ � «�®ç«�«� àª §¨¦ª «¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£�
�¤�¦¨áª §¦¬ �¨å©¡�«�  ¦ á¢¢¦ª �å�¬£¦ª. �ç£à¤� £� «�¤ ©®�« ¡æ«�«� ©«¦¤
¡ ¤¦ç£�¤¦ �å�¬£¦ ¦ ®¨æ¤¦ª «¨â®�  § ¦ �¨�á ¡�  �§¦£â¤àª æ«�¤ ¡á§¦«� ¥�-
¤�©¬¤�¤«��¦ç¤ �� �å¤�  ¤�æ«�¨¦ª �§æ «¦¤ ���¢æ «¦¬. ��£àª ��¤ ¬§á¨®� 
«¨æ§¦ª ¤� �§¦�©å©¦¬£� §¦ ¦ª ¡ ¤�å«�  ¡�  §¦ ¦ª �å¤�  �¡å¤�«¦ª ���¦£â¤¦¬
æ«  ¦ ¡��â¤�ª ��à¨�å «¦¤ ��¬«é¤ «¦¬ �¡å¤�«¦ ¡�  «¦¤ á¢¢¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦. �§¦-
£â¤àª ¡�  ¦  �¬¦ �� §�¨ £â¤¦¬¤ ¤� �¦¬¤ «¦ ���¢æ «¦¬ª ¤�æ«�¨¦. �¬© ¡á
¡�  ¦  �ç¦ �� � �¯�¬©«¦ç¤ � �«å ¦  �å�¬£¦  �� � �§ ©«é©¦¬¤ æ«  â®¦¬¤ «�¤
å� � �¡¨ �éª �¢ ¡å�. � �§á¤«�©� �å¤�  æ«  §¨á�£�«  ©«¦¤ ¡ ¤¦ç£�¤¦ �å�¬£¦
¦ ®¨æ¤¦ª ¨â�  �¨�æ«�¨� �¢¢á �¤ §¨¦©§��ã©¦¬¤ ¤� � �§ ©«é©¦¬¤ «¦ ���¦¤æª
�¬«æ £� «¦ ¤� ¥�¤�©¬¤�¤«��¦ç¤ � �¤«å�©� �å¨�«�  ���¦£â¤¦¬ æ«  æ â¤�ª ��
§¨â§�  ¤� �¢¢á¥�  ©ç©«�£� �¤�¦¨áª � � ¤� �¬¨å©�  §å©à.
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�¦ � ¤æ£�¤¦ «�ª � �©«¦¢ãª «¦¬ ®¨æ¤¦¬ â®�  �§¦�� ®«�å §� ¨�£�« ¡á.
��¤� �§æ �¬«á «� §� ¨á£�«� �å¤�  � £â«¨�©� «¦¬ ®¨æ¤¦¬ �àãª ¨�� �¤�¨�é¤
©«¦ ®�åà¤. ��«á �§æ ¡á§¦ ¦ ®¨æ¤¦ «� £ ©á ¨�� �¤�¨�á ©«¦ ®�å� £�«�§å-
§«¦¬¤ ©� ¡á§¦ ¦ á¢¢¦ ©«¦ ®�å¦ £� «�¬«æ®¨¦¤� �¡§¦£§ã ¨�� �¤â¨�� �ª. �
®¨æ¤¦ª �¬«æª §¦¬ ¦¤¦£á��«�  ®¨æ¤¦ª ¬§¦� §¢�© �©£¦ç £§¦¨�å ¤� £�«¨���å
£�«¨é¤«�ª «� á«¦£� §¦¬ �§ �¦ç¤. ��®�  � �§ ©«à��å æ«  ¦ ®¨æ¤¦ª �¬«æª
�å¤�  £ ¡¨æ«�¨¦ª æ«�¤ «� ©«¦ ®�å� �¨�£¦ç¤ ¡�  £���¢ç«�¨¦ª æ«�¤ ¡ ¤¦ç¤«� 
£� «�®ç«�«�ª §¦¬ §¢�© á�¦¬¤ «�¤ «�®ç«�«� c. �¦ §�å¨�£� â®�  �å¤�  ©«¦
�¨��©«ã¨ ¦ £� ¨�� �¤�¨�á £-£�©æ¤ � §¦¬ £�«�§å§«¦¬¤ ©� �¢�¡«¨æ¤ � ã §¦� -
«¨æ¤ �.

��¤� ¬© ¡æ � ¤æ£�¤¦ §¦¬ ��å®¤�  «�¤ � �©«¦¢ã «¦¬ ®¨æ¤¦¬ �å¤�  «¦
�¥ãª. � ��®�  � �§ ©«à��å æ«  � �� �¦£��¨�å��«�  �§æ £-£�©æ¤ �. �«�¤ �§ -
á¤� � «�ª ��ª ¦ �¨ �£æª «à¤ £-£�©¦¤åà¤ �å¤�  §�¨ ©©æ«�¨¦ª «à¤ �¤�£�¤¦-
£â¤à¤. �¬«æ ©¬£��å¤�  � æ«  ¦ ®¨æ¤¦ª �àãª «¦¬ ©à£�«å¦¬ �å¤�  £���¢ç«�¨¦ª
� � «� ¡ ¤¦ç£�¤� ©à£á« �, ¢æ�à «�ª � �©«¦¢ãª «¦¬ ®¨æ¤¦¬.

7.5 � �¬©«¦¢ã «¦¬ £ã¡¦¬ª
��©«à «é¨� £ � ¨á��¦ª §¦¬ �¨å©¡�«�  ©«¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� ¡�«á

«�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ x−á¥¦¤�. �¦ £ã¡¦ª «�ª ¨á��¦¬ ©«¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£�
�å¤� 

�x = x ′2 − x ′1

� ¨á��¦ª �¬«ã ©«¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£� â®�  £ã¡¦ª �x §¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤
©®â©�

�x = x2 − x1 =
x ′2 + v t ′√

1− �2
− x ′1 + v t ′√

1− �2
=

x ′2 − x ′1√
1− �2

¦§æ«� â®¦¬£�

�x =
�x ′√
1− �2

ã �x ′ = �x
√

1− �2 ≤ �x

��¢��ã � ¨á��¦ª §¦¬ ¡ ¤�å«�  £��å £� «¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª â®� 
£ ¡¨æ«�¨¦ £ã¡¦ª �§æ «�¤ �¡å¤�«�. �¤ � ¡å¤�©� «�ª ¨á��¦¬ �å¤�  ¡á��«� §¨¦ª
«¦ £ã¡¦ª «�ª «æ«� «¦ £ã¡¦ª «�ª ¨á��¦¬ ��¤ £�«��á¢¢�«� .

�¦ � ¤æ£�¤¦ ��¤ ©¬¤�§á��«�  �â�� � æ«  � ¨á��¦ª ¬§â©«� �¢¢��âª. �
©¬©«¦¢ã «¦¬ £ã¡¦¬ª «�ª ¨á��¦¬ ¦�å¢�«�  ©«�¤ � �� ¡�©å� ©«�ª £�«¨ã©�àª.
�¤ §¨¦©§��ã©¦¬£� ¤� £�«¨ã©¦¬£� �¬«ã «�¤ ©¬©«¦¢ã £� £ � à«¦�¨� ¡ã
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� ¡é¤¦ª «¦¬ à«æª

£�®�¤ã � � §�¨á�� �£� � à«� ¤ã �¡«å¤� §¦¬ â¨®�«�  �§æ «�¤ �¨®ã «�ª ¨á-
��¦¬ ¡�  � à«� ¤ã �¡«å¤� §¦¬ â¨®�«�  �§æ «¦ «â¢¦ª «�ª ¨á��¦¬ �á¤¦¬¤ ©«�¤
à«¦�¨� ¡ã §¢á¡� £� ¡á§¦ � � �¦¨á ®¨æ¤¦¬. � � �¦¨á �¬«ã �¤« ©«��-
£å��  «�¤ ©¬©«¦¢ã «¦¬ £ã¡¦¬ª é©«� � ¨á��¦ª ¤� �§¦«¬§é¤�«�  ©«¦ ¡�¤¦¤ ¡æ
«�ª £ã¡¦ª.

�å¤�  �¤à©«æ æ«  ¦  ��¢�¥å�ª �§¦£�¡¨ç¤¦¤«�  £�«�¥ç «¦¬ª £� £��á¢�ª
«�®ç«�«�ª. �¦ ©®ã£� «¦¬ª æ£àª �å¤�«�  �§æ «�¤ �� æ§àª §¨��£�« ¡á �å¤� 
®à¨åª ¤� §�¨�«�¨�å«�  ¡�£å� ©¬©«¦¢ã «¦¬ £ã¡¦¬ª «¦¬ª ¢æ�à «à¤ £�«�©®�-
£�« ©£é¤ �æ¨�¤«ª.

7.6 � ¡é¤¦ª «¦¬ à«æª
��à¨¦ç£� «¦ �§å§��¦ x, c t. � á¥¦¤�ª «¦¬ ®¨æ¤¦¬ �å¤�  c t, â«©  é©«� ¦ 

�¬¦ á¥¦¤�ª ¤� â®¦¬¤ � �©«á©� ª £ã¡¦¬ª. �  á¢¢�ª �ç¦ ©¬¤«�«��£â¤�ª y ¡� 
z ��¤ �£�¤å�¦¤«�  ©«¦ ©®ã£� � æ«  ��¤ £�«��á¢¢¦¤«�  �§æ «¦¬ª £�«�©®�-
£�« ©£¦çª �æ¨�¤«ª. ��¤� ©�£�å¦ ©«¦ ®à¨¦®¨¦¤ ¡æ �¬«æ �§å§��¦ §�¨ ©«á¤� 
â¤� ©¬£�á¤. �¦ ©¬£�á¤ ¡��éª §�¨¤á�  ¦ ®¨æ¤¦ª � ��¨á�  £ � �¨�££ã §¦¬
¦¤¦£á��«�  ¡¦©£ ¡ã �¨�££ã. �� ©�£�å� £� t > 0 §�¨ ©«á¤¦¬¤ «¦ £â¢¢¦¤
¡�  «� ©�£�å� £� t < 0 «¦ §�¨�¢�æ¤ � � «¦¤ §�¨�«�¨�«ã «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª.

�á¤à ©«¦ ©ç©«�£� �¬«æ �� ©®�� á©¦¬£� «¦¬ª á¥¦¤�ª � � â¤� ¡ ¤¦ç£�¤¦
©ç©«�£� §¦¬ ¡ ¤�å«�  £� «�®ç«�«� v àª §¨¦ª «¦ �¡å¤�«¦. �§¦�â«¦¬£� æ«  «�¤
®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t = 0 «� �ç¦ ©¬©«ã£�«� «�¬«å�¦¤«� . � ¡¦©£ ¡ã �¨�££ã
«¦¬ ©�£�å¦¬ � �å¤�  � �¬��å� £� �¥å©à©�

x = v t = (v/c)c t

� �¬��å� �¬«ã �å¤�  ¡�  ¦ á¥¦¤�ª c t ′ «¦¬ ¡ ¤¦ç£�¤¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. � �à¤å�
 â®�  ��§«¦£â¤� §¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�  =
x

c t
=

v

c
≤ 1

� �à¤å�  � � £��á¢�ª «�®ç«�«�ª v §¢�© á��  «�¤ � ®¦«æ£¦ «�ª �à¤å�ª ®à¨åª
¤� «�¤ ¥�§�¨¤á� .

 ≤ 45o

��¨�«�¨¦ç£� æ«  æ¢� «� ©�£�å� «¦¬ á¥¦¤� «à¤ x �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤� ©¬£-
�á¤«� � � «¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª. �� «�¬«æ®¨¦¤� ©¬£�á¤«� �¨å©¡¦-
¤«�  ©� �¬��å�ª §�¨á¢¢�¢�ª §¨¦ª «¦¤ x á¥¦¤�. �§æ «�¤ §�¨�«ã¨�©� �¬«ã ��
©®�� á©¦¬£� «¦¤ á¥¦¤� x ′ «¦¬ ¡ ¤¦ç£�¤¦¬ §�¨�«�¨�«ã.
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A ′ � ′ � ′

A1

�1

A ′′
� ′′

�®ã£� 7.2
�� ©¬£�á¤«� �1 ¡�  �1 �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤� ©«¦ (x ′, ct ′)

��à¨¦ç£� «¨å� «�¬«æ®¨¦¤� ©¬£�á¤«� �, � ¡�  � ©«¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£�.
�§¦�â«¦¬£� æ«  «� «¨å� �¬«á ©�£�å� �¨å©¡¦¤«�  ©«¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� ¡� 
©¬¤�§éª ¡ ¤¦ç¤«�  £� «�®ç«�«� v. �  ¡¦©£ ¡âª �¡«å¤�ª «à¤ «¨ é¤ �¬«é¤
©�£�åà¤ �å¤�  ¦  �¬��å�ª AA ′, BB ′ ¡�  �� ′ £� �¥ ©é©� ª

x = xA + v t x = xB + v t x = x� + v t

�§æ «¦ ©�£�å¦ � �¡§â£§¦¤«�  �ç¦ à«� ¤á ©ã£�«� §¨¦ª «� ©�£�å� � ¡� 
�. �  ¡¦©£ ¡âª �¡«å¤�ª «à¤ ©�£á«à¤ �¬«é¤ �å¤�  ¦  �¬��å�ª �� ′ ′, �� ′ ′

£� �¥ ©é©� ª
x = xB − c t x = xB + c t

�  à«� ¤âª �¡«å¤�ª §¦¬ �¡§â£§¦¤«�  �§æ «¦ ©�£�å¦ � «â£¤¦¬¤ « ª ¡¦©£ ¡âª
�¡«å¤�ª «à¤ ©�£�åà¤ � ¡�  � ©«� ©�£�å� �1 ¡�  �1. �§� �ã «¦ ©ã£� «¨â®� 
£� «�¤ «�®ç«�«� c «� ©�£�å� �1 ¡�  �1 �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤� � � «¦¤ ¡ ¤¦ç£�¤¦
§�¨�«�¨�«ã. �§¦£â¤àª ¦ á¥¦¤�ª x ′ §¨â§�  ¤� �å¤�  §�¨á¢¢�¢¦ª §¨¦ª «�¤
�¬��å� �1�1. �®�� á�¦¬£� «¦¤ á¥¦¤� x ′ é©«� ¤� §�¨¤á�  �§æ «¦ ©�£�å¦ �.

�� �§¦��å¥¦¬£� æ«  � �à¤å� «à¤ �¥æ¤à¤ �x ¡�  �x ′ �å¤�  å©� £� «�¤
�à¤å� . �� ©¬£�á¤«� �1 ¡�  �1 ��¤ �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤� � � «¦¤ �¡å¤�«¦ §�-
¨�«�¨�«ã £�©¦¢���å â¤�ª ®¨æ¤¦ª d t. �§æ «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª �æ¨�¤«ª
«¦ � á©«�£� d t ′ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

d t ′ =
d t− (v/c2) dx√

1− �2
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� ¡é¤¦ª «¦¬ à«æª

�§� �ã «� ©�£�å� «¦¬ á¥¦¤� �x ′ �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤� ©¬£�á¤«� � � «¦ ¡ ¤¦ç-
£�¤¦ ©ç©«�£� â®¦¬£� d t ′ = 0 á¨�

d t =
v

c2 dx =⇒ dx =
c

v
d(c t) =⇒ x =

c

v
(c t)

�§¦£â¤àª � �à¤å�  â®�  ��§«¦£â¤� §¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

�  =
c t

x
=

v

c

�  ¡¢å©� ª «à¤ �¬�� é¤ �� ′ ′ ¡�  �� ′ ′ àª §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� �x
��¤ �¢¢á�¦¬¤ � æ«  «� à«� ¤á ©ã£�«� «¨â®¦¬¤ £� «�¤ «�®ç«�«� c ©� æ¢�
«� ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã£�«�. �¤« �â«àª � ¡¢å©� «à¤ ¡¦©£ ¡é¤ �¡«å¤à¤ �� ′,
�� ′ ¡�  �� ′ £�«��á¢¢¦¤«�  �¤á¢¦�� £� «�¤ «�®ç«�«� v «¦¬ ¡ ¤¦ç£�¤¦¬
©¬©«ã£�«¦ª. �  ¡¢å©� ª �¬«âª ¡¬£�å¤¦¤«�  �§æ 90¦ âàª 45¦.

��¨�«�¨¦ç£� æ«  æ¢� «� ©�£�å� «¦¬ á¥¦¤� �x ′ �å¤�  ©¬£�á¤«� «�¬-
«æ®¨¦¤� � � «¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª �¤é ��¤ �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤� � �
«¦¤ �¡å¤�«¦ §�¨�«�¨�«ã. � â¤¤¦ � «à¤ «�¬«¦®¨æ¤à¤ ���¦¤æ«à¤ �¥�¨«á«� 
�§æ «¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª. �¦ ©¬£§â¨�©£� �¬«æ ��¤  ©®ç�  ©«�¤ ¡¢�©© ¡ã
¬© ¡ã.

.............................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .........
x

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

...................c t

O

...........................................................................................................................................................................................................................................................................................

�

�............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
.......

�

�

.....................................................................

............................................................................................................

P

Q

�®ã£� 7.3
�¦ ©¬£�á¤ P �å¤�  §á¤«� £�¢¢¦¤« ¡æ «¦¬ 0

� ¡å¤�©� �¤æª à«� ¤¦ç ©ã£�«¦ª §¦¬ �¡§â£§�«�  �§æ «�¤ �¨®ã � §�¨ -
©«á¤�«�  �§æ « ª �¬��å�ª £� �¥ ©é©� ª

x = ±c t
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§¦¬ �å¤�  ¦  � ®¦«æ£¦  «à¤ �à¤ é¤ «¦¬ ©®ã£�«¦ª.
��¤� ©à£á« ¦ §¦¬ ¡ ¤�å«�  £� ©«���¨ã «�®ç«�«� v ¡�  «�¤ ®¨¦¤ ¡ã

©« �£ã t = 0 §�¨¤á�  �§æ «¦ ©�£�å¦ � §�¨ ©«á¤�«�  �§æ £ � �¬��å� �¨�££ã
§¦¬ �¨å©¡�«�  £â©� ©«�¤ �à¤å� ���. �¤« ©«¨æàª æ¢�ª ¦  �¨�££âª §¦¬
�¨å©¡¦¤«�  £â©� ©«�¤ �à¤å� §�¨ ©«á¤¦¬¤ £ � ¡¦©£ ¡ã �¨�££ã �¤æª ©à£�-
«å¦¬.

�� ©�£�å� §¦¬ �¨å©¡¦¤«�  ©«�¤ �à¤å� ��� �å¤�  ©�£�å� §¦¬ �¤ã¡¦¬¤
©«¦ §�¨�¢�æ¤ «¦¬ ©�£�å¦¬ � �¤é «� ©�£�å� §¦¬ �¨å©¡¦¤«�  ©«�¤ �à¤å�
��� �å¤�  £�¢¢¦¤« ¡á ©�£�å�. �¤« �â«àª «� ©�£�å� §¦¬ �¨å©¡¦¤«�  £â©�
©« ª �à¤å�ª ��� ã ��� �¤ã¡¦¬¤ á¢¢¦«� ©«¦ §�¨�¢�æ¤ ¡�  á¢¢¦«� ©«¦
£â¢¢¦¤ «¦¬ ©�£�å¦¬ � �¤á¢¦�� £� «¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª. �§á¨®�  �§å©�ª â¤�
©ç©«�£� �¤�¦¨áª àª §¨¦ª «¦ ¦§¦å¦ «¦ ©¬£�á¤ §¦¬ �¨å©¡�«�  ©« ª §�¨ ¦®âª
�¬«âª �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤¦ £� «¦ ©¬£�á¤ §¦¬ §�¨ �¨á�«�  �§æ «¦ ©�£�å¦ �.

��à¨¦ç£� �ç¦ ©¬£�á¤«� x1, t1 ¡�  x2, t2. �¦ � á©«�£� £�«�¥ç «à¤
�ç¦ �¬«é¤ ©¬£�á¤«à¤ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

s2
12 = c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2

�� ¦¤¦£á�¦¬£� «¦ � á©«�£� �¬«æ ®¨¦¤ ¡¦ç �å�¦¬ª �¤  ©®ç�  � ©®â©�

s2
12 = c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2 > 0

�� ¦¤¦£á�¦¬£� «¦ � á©«�£� �¬«æ ®à¨ ¡¦ç �å�¦¬ª �¤  ©®ç�  � ©®â©�

s2
12 = c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2 < 0

��©«à â¤� ©�£�å¦ P §¦¬ �¨å©¡�«�  £â©� ©� ¡á§¦ � �§æ « ª �à¤å�ª ���
¡�  ��� £� ©¬¤«�«��£â¤�ª x, c t. �¦ ©�£�å¦ �¨å©¡�«�  §á¤à �§æ «�¤
� ®¦«æ£¦ «�ª �à¤å�ª ¡�  �§¦£â¤àª  ©®ç�  §¨¦�¤éª � ©®â©�

c2t2 − x2 > 0

��¨� «¦ � á©«�£� «¦¬ ©�£�å¦¬ �¬«¦ç £� «¦ ©�£�å¦ � �å¤�  ®¨¦¤ ¡¦ç �å�¦¬ª.
�� � �©«ã£�«� æ¢à¤ «à¤ ©�£�åà¤ §¦¬ �¨å©¡¦¤«�  £â©� ©«�¤ �à¤å� �¬«ã
�å¤�  ®¨¦¤ ¡¦ç �å�¦¬ª. �«�¤ §�¨ ¦®ã t > 0 æ¢� «� ���¦¤æ«� ©¬£��å¤¦¬¤
£�«á «¦ �. ��¤ ¬§á¨®�  ©ç©«�£� �¤�¦¨áª àª §¨¦ª «¦ ¦§¦å¦ «¦ ©¬£�á¤
P ¤� ©¬£��å «�¬«æ®¨¦¤� ã §¨ ¤ �§æ «¦ �. �¤« �â«àª æ¢� «� ©�£�å� ©«�¤
§�¨ ¦®ã t < 0 §¨¦��¦ç¤«�  ©� æ¢� «� ©¬©«ã£�«� �¤�¦¨áª «¦¬ �.
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� ¡é¤¦ª «¦¬ à«æª

� §¨æ«�©� �å¤�  ��¤ ¡æ«�¨�. �ç¦ ©¬£�á¤«� §¦¬ ®à¨å�¦¤«�  £� � á©«�£�
®¨¦¤ ¡¦ç «ç§¦¬ «¦ â¤� §¨¦���å«�  «¦¬ á¢¢¦¬ ¡�  ��¤ ¬§á¨®�  ©ç©«�£� �¤�-
¦¨áª é©«� «� �ç¦ �¬«á ©¬£�á¤«� ¤� ©¬£�¦ç¤ «�¬«æ®¨¦¤�. �¤¦£á�¦¬£� «�¤
§�¨ ¦®ã «�ª �à¤å�ª ��� �§æ¢¬«¦ £â¢¢¦¤ «¦¬ ©�£�å¦¬ � ¡�  «�¤ §�¨ ¦®ã
«�ª �à¤å�ª ��� �§æ¢¬«¦ §�¨�¢�æ¤.

��à¨¦ç£� «é¨� « ª §�¨ ¦®âª «à¤ �à¤ é¤ ��� ¡�  ���. ��©«à
â¤� ©¬£�á¤ Q ©« ª §�¨ ¦®âª �¬«âª £� ©¬¤«�«��£â¤�ª x ′, c t ′. �¦ ©�£�å¦
�¨å©¡�«�  ¡á«à �§æ «�¤ � ®¦«æ£¦ «�ª �à¤å�ª ¡�  §¨¦�¤éª  ©®ç�  ã ©®â©�

c2t2 − x2 < 0

��¨� «¦ � á©«�£� «¦¬ ©�£�å¦¬ �¬«¦ç £� «¦ ©�£�å¦ � �å¤�  ®à¨ ¡¦ç �å�¦¬ª.
�� � �©«ã£�«� æ¢à¤ «à¤ ©�£�åà¤ §¦¬ �¨å©¡¦¤«�  £â©� ©« ª �à¤å�ª �¬«âª
�å¤�  ®à¨ ¡¦ç �å�¦¬ª. � � «� ©¬£�á¤«� ©« ª §�¨ ¦®âª �¬«âª ��¤ £§¦¨¦ç£�
¤� §¦ç£� æ«  §¨¦��¦ç¤«�  ã â§¦¤«�  ã �å¤�  «�¬«æ®¨¦¤� «¦¬ ©¬£�á¤«¦ª «¦¬
©�£�å¦¬ �. �  â¤¤¦ �ª �¬«âª �å¤�  �¤á¢¦��ª £� «¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª.
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�®ã£� 7.4
� ¡é¤¦ª «¦¬ à«æª

�¤ ©®�� á©¦¬£� ¡�  «¦¬ª ¬§æ¢¦ §¦¬ª á¥¦¤�ª y ¡�  z «¦ ©®ã£� �� �å¤� 
â¤�ª � §¢æª ¡é¤¦ª §¦¬ ¦¤¦£á��«�  ¡é¤¦ª à«æª. � á¥¦¤�ª «¦¬ ¡é¤¦¬ �å¤� 
¦ ®¨¦¤ ¡æª á¥¦¤�ª.

�ç¦ ©¬£�á¤«� §¦¬ ®à¨å�¦¤«�  £� � á©«�£� ®à¨ ¡¦ç «ç§¦¬ ©¬£��å¤¦¬¤
©� � �¦¨�« ¡á ©�£�å� ©� ¡á�� ©ç©«�£� �¤�¦¨áª. �§å §¢â¦¤ ¬§á¨®¦¬¤
©¬©«ã£�«� �¤�¦¨áª §¦¬ «¦ â¤� §¨¦���å«�  ®¨¦¤ ¡á «¦¬ á¢¢¦¬, ©¬©«ã£�«�
§¦¬ «¦ â¤� â§�«�  «¦¬ á¢¢¦¬ ¡�  â¤� ©ç©«�£� �¤�¦¨áª §¦¬ «� �ç¦ ©¬£-
�á¤«� �å¤¦¤«�  «�¬«æ®¨¦¤�. �§� �ã ¡�£å� �¢¢�¢�§å�¨�©� ��¤ � ��å��«�  £�
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«�®ç«�«� £���¢ç«�¨� �§æ «�¤ «�®ç«�«� c «� ©¬£�á¤«� �¬«á ��¤ £§¦¨¦ç¤ ¤�
©¬¤�â¦¤«�  £� ¡�£ á � « �«ã ©®â©�, ��¢��ã «¦ â¤� ¤� §¨¦¡�¢�å «¦ á¢¢¦.

�¤« �â«àª «� ©¬£�á¤«� §¦¬ ®à¨å�¦¤«�  £� � á©«�£� ®¨¦¤ ¡¦ç �å�¦¬ª
�å¤�  �¬¤�«æ¤ «¦ â¤� ¤� §¨¦¡�¢�å «¦ á¢¢¦ ¡�  ¡�«á ©¬¤â§� � «¦ â¤� ¤�
�å¤�  «¦ �å« ¦ ¡�  «¦ á¢¢¦ «¦ �§¦«â¢�©£�. �  £�«�©®�£�« ©£¦å �æ¨�¤«ª
��¤ £§¦¨¦ç¤ ¤� £�«��á¢¢¦¬¤ «� � �©«ã£�«� ®¨¦¤ ¡¦ç �å�¦¬ª ©� � �©«ã£�«�
®à¨ ¡¦ç �å�¦¬ª ã �¤« ©«¨æàª.

7.7 � ¦£á�� �æ¨�¤«ª
�� ��à¨ã©¦¬£� «é¨� æ«  «¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� S ′ ¡ ¤�å«�  £� «�®ç«�«�

«¬®¦ç©� àª §¨¦ª «¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£� S. � � ¤� �§¢¦§¦ ã©¦¬£� « ª �¡¨á©� ª
�� ©¬£�¦¢å©¦¬£� « ª ®à¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª £� x1, x2, x3 �¤«å «à¤ x, y, z.
�¦ ©ç©«�£� S ′ ¡ ¤�å«�  ¦£�¢éª ¡�«á «�¤ � �ç�¬¤©� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª ~� =
(�1, �2, �3) ¡�  ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å �æ¨�¤«ª �å¤�  £ � ¬§�¨�¦¢ ¡ã §�¨ ©«¨¦ã
¬§æ �à¤å� � = ‖~�‖. �� �ç¦ ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã£�«� «�¬«å�¦¤«�  ©«¦¤ ®¨æ¤¦
t = 0 «¦¬ �¡å¤�«¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �  £�«�©®�£�« ©£¦å �æ¨�¤«ª �å¤� 

x ′j =
(

�jk + �j�k
cosh �− 1

�2

)
xk − c t�j

sinh �
�

c t ′ =c t cosh �− xj�j
sinh �

�

�  £�«�©®�£�« ©£æª �ã¤�  �¤�¢¢¦åà«¦ «¦ £ã¡¦ª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ §¦¬ ©«�¤
§�¨å§«à©� �¬«ã ©�£�å¤�  æ« 

x ′jx
′
j − c2t ′ 2 = xjxj − c2t2

�§¦¨¦ç£� ¤� ©¬¤�¬á©¦¬£� «é¨� �ç¦ §�¨ ©«¨¦âª £� � �¦¨�« ¡âª �à-
¤å�ª � ¡�  � ′ �ç¨à �§æ «�¤ å� � � �ç�¬¤©� ~� � � ¤� §á¨¦¬£� â¤� «¨å«¦ £�«�-
©®�£�« ©£æ �ç¨à �§æ «¦¤ å� ¦ á¥¦¤� £� �à¤å� §¦¬ �å¤�«�  �§æ «¦ á�¨¦ ©£�
«à¤ � ¡�  � ′. �¦ ©ç¤¦¢¦ æ¢à¤ «à¤ £�«�©®�£�« ©£é¤ �ç¨à �§æ «¦¤ á¥¦¤� ~�
£� � á¦¨¦¬ª �à¤å�ª � ©®�£�«å�¦¬¤ £å� ¦£á��. � ¦£á�� â®�  £å� §�¨á£�«¨¦.
�¤ æ£àª §¨¦©§��ã©¦¬£� ¤� ©¬¤�¬á©¦¬£� �ç¦ £�«�©®�£�« ©£¦çª �æ¨�¤«ª
£� � �¦¨�« ¡âª � �¬�ç¤©� ª �1 ¡�  �2 «¦ �§¦«â¢�©£� ��¤ �� �å¤�  â¤�ª £�-
«�©®�£�« ©£æª �æ¨�¤«ª. �¦ �§¦«â¢�©£� �� §�¨ â®�  ¡�  £ � §�¨ ©«¨¦ã
©«¦¤ «¨ � á©«�«¦ ®é¨¦. � � ¤� �¤« £�«à§å©¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� �¬«æ §¨â§� 
¤� ¦¨å©¦¬£� â¤�¤ § ¦ ��¤ ¡æ £�«�©®�£�« ©£æ �æ¨�¤«ª
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� ¦£á�� �æ¨�¤«ª

��à¨¦ç£� �ç¦ ©¬©«ã£�«� S ¡�  S ′. � § ¦ ��¤ ¡æª £�«�©®�£�« ©£æª
�æ¨�¤«ª §¦¬ ©¬¤�â�  «� �ç¦ �¬«á ©¬©«ã£�«� ¡�«�©¡�¬á��«�  àª �¥ãª. �¨é«�
§�¨ ©«¨â¦¬£� «¦ ©ç©«�£� S �ç¨¦ �§æ «�¤ � �ç�¬¤©� ~� ¡�  §���å¤¦¬£� ©«¦
©ç©«�£� S1. �� ©¬£�¦¢å©¦¬£� « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ©«¦
©ç©«�£� �¬«æ £� x

(1)
j . �¦ ©ç©«�£� S1 �å¤�  «â«¦ ¦ é©«� ¤� â®�  «¦¬ª ®à-

¨ ¡¦çª á¥¦¤�ª §�¨á¢¢�¢¦¬ª £� «¦¬ª �¤«å©«¦ ®¦¬ª á¥¦¤�ª «¦¬ S ′. � ®¨æ¤¦ª
§�¨�£â¤�  �£�«á�¢�«¦ª.

��«æ§ ¤ ��¨£æ�¦¬£� ©«¦ ©ç©«�£� S1 £ � ¡�«á¢¢�¢� "�¤«�©« ¡ã"
§�¨ ©«¨¦ã �æ¨�¤«ª �ç¨¦ �§æ «�¤ � �ç�¬¤©� ~� é©«� ¤� ¡�«�¢ã¥¦¬£� ©«¦
©ç©«�£� S ′. �� §�¨ �¨á¯¦¬£� «¦¬ª �ç¦ �¬«¦çª � ��¦® ¡¦çª £�«�©®�£�« -
©£¦çª £� (~�,~�). �¨á¦¬£�

S1 = �S : x
(1)
j = Ajk(~�)xk, t(1) = t

S ′ = �S1 = (~�,~�)S : x ′l =
(

�lj + �l�j
cosh �− 1

�2

)
xj − c t�l

sinh �
�

c t ′ = c t cosh �− xl�l
sinh �

�

�� �¨á¯¦¬£� «é¨� «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ �¬«æ �æ¨�¤«ª ©� £ � § ¦ �¦¢ ¡ã
£¦¨ã ®¨�© £¦§¦ é¤«�ª � �¤ç©£�«� «�©©á¨à¤ � �©«á©�à¤. �¬£�¦¢å�¦¬£�
£� x â¤� «�«¨�� á¤¬©£� £� ©¬¤ ©«é©�ª x£. � §á¤à ��å¡«�ª £ §�å¨¤�  « ª
« £âª 0, 1, 2, 3.

�¨å�¦¬£� «�¤ ®¨¦¤ ¡ã ©¬¤ ©«é©� �§æ «�¤ ©®â©�

x0 = c t

�¤é ¦  ©¬¤ ©«é©�ª xj �å¤�  ¦  «¨� ª ®à¨ ¡âª ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª

xj = xj

�� ¢â£� æ«  «¦ � á¤¬©£� x â®�  ©¬¤�¢¢¦åà«�ª ©¬¤ ©«é©�ª «� x£ �¤é «� x£
¦¤¦£á�¦¤«�  �� �¢¢¦åà«�ª ©¬¤ ©«é©�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª. � ©á�¦¬£� «â¢¦ª
¡�  «¦¤ ©¬££�«¨ ¡æ «�¤¬©«ã g£¤ §¦¬ «� £æ¤� £� £���¤ ¡á ©«¦ ®�å� «¦¬ �å¤� 
«� �¥ãª

g00 = −1, g11 = 1 g22 = 1 g33 = 1

� «�¤¬©«ãª g£¤ �å¤�  �¤«å©«¨¦¦ª «¦¬ «�¤¬©«ã g£¤ ��¢��ã

g£¢g¢¤ = �£
¤
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� «�¤¬©«ãª g£¤ �å¤�  £��â¤ �¡«æª �§æ «� ©«¦ ®�å�

g00 = −1, g11 = g22 = g33 = 1

�� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ «�¤¬©«ã �¬«¦ç £§¦¨¦ç£� ¤� �¤��á©¦¬£� ã ¤� ¡�«��á-
©¦¬£� «¦¬ª ��å¡«�ª «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª. �¨á¦¬£�

x£ = g£¤x
¤, x£ = g£¤x¤ ��¢��ã x0 = −x0, xj = xj

� ��¤ ¡æª £�«�©®�£�« ©£æª �æ¨�¤«ª £� «¦¤ §�¨�§á¤à ©¬£�¦¢ ©£æ �å¤� 

x ′ £ = �£
¤x¤

æ§¦¬ � £ã«¨� �£
¤ �å¤�«�  �§æ « ª ©®â©� ª

�j
k(~�,~�) =Ajk(~�) + �j�mAmk(~�)

cosh �− 1
�2

�j
0(~�,~�) =− �j

sinh �
�

�0
k(~�,~�) =− �m�mk(~�)

sinh �
�

�0
0(~�,~�) = cosh �

� £�«�©®�£�« ©£æª �¬«æª �ã¤�  �¤�¢¢¦åà«� «�¤ â¡¨�©� x2
j − c2t2. ��

«¦¤ §�¨�§á¤à ©¬£�¦¢ ©£æ �¨á¦¬£�

x ′ £x ′£ = x£x£

� £ã«¨� � «¦¬ £�«�©®�£�« ©£¦ç �å¤�  £ � £ã«¨� 4× 4 ¡�   ¡�¤¦§¦ �å «�¤
©®â©�

g££ ′�£
¤�£ ′

¤ ′ = g¤¤ ′

�¦ ©ç¤¦¢¦ «à¤ £�«�©®�£�« ©£é¤ S ′ = (~�,~�)S ©®�£�«å�¦¬¤ ¦£á��
§¦¬ ¦¤¦£á��«�  ¦£¦��¤ãª ¦£á�� �æ¨�¤«ª. � ¦£á�� â®�  â¥  §�¨�£â«¨¦¬ª
æ¢� «� § ��¤á � �¤ç©£�«� ~� ¡�  ~�.

� � ¤� ¦¨å©¦¬£� «¦¤ ¤æ£¦ «�ª ¦£á��ª ��à¨¦ç£� «¨å� ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã-
£�«� S, S ′ ¡�  S ′ ′. �� S, S ′ ¡�  «� S ′, S ′ ′, ©¬¤�â¦¤«�  £� «¦¬ª £�«�-
©®�£�« ©£¦çª � ¡�  � ′ �¤« ©«¦å®àª. �� ©¬©«ã£�«� S ¡�  S ′ ′ ©¬¤�â¦¤«� 
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� ¦£á�� �æ¨�¤«ª

£�«�¥ç «¦¬ª £� «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ � ′� §¦¬ �å¤�  «¦ � ¤æ£�¤¦ «à¤ �ç¦
§ ¤á¡à¤. �¨á�£�«  â®¦¬£�

S ′ ′ = � ′�S : x ′ ′ £ = � ′£
¤ x ′ ¤ = � ′£

¤ �¤
¢x

¢ = (� ′�)£
¢ x¢

� �¤«å©«¨¦¦ª §å¤�¡�ª «¦¬ � �¨å©¡�«�  �§æ «�¤ ©®â©� (5) ¡�  �å¤� 

(
�−1)£

¤ = g££′g¤¤′�¤′
£′ = �£

¤ ã (�j , �j)−1 = (−Akj(~�)�k,−�j)

� £� ¦£¦��¤ãª ¦£á�� �æ¨�¤«ª §¨¦¡ç§«�  �§æ «�¤ ¦£¦��¤ã �¤ §¨¦©�â-
©¦¬£� ¡�  £å� £�«�¦¨á «à¤ ©¬¤«�«��£â¤à¤ «¦¬ ®é¨¦¬ ¡�  «¦¬ ®¨æ¤¦¬.
� ©á�¦¬£� «¦ «�«¨�� á¤¬©£� �£ æ§¦¬

�j = �j

�å¤�  ¦ ®à¨ ¡âª ©¬¤ ©«é©�ª ¡� 

� = �0 = −�0

�å¤�  � ®¨¦¤ ¡ã ©¬¤ ©«é©� «¦¬ � �¤ç©£�«¦ª. � £�«�©®�£�« ©£æª �¬«æª
§�¨ �¨á�«�  �§æ « ª �¥ ©é©� ª.

S ′ = (�, �£) S x ′£ = �£
¤x¤ + �¤

� ¤æ£¦ª ©¬¤�â©�àª «�ª ¦£á��ª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

(� ′, � ′ £) (�, �£) = (� ′�, � ′ £ + � ′ £
¤�¤)

¡�  «¦ �¤«å©«¨¦¦ ©«¦ ®�å¦ «¦¬ (�, �£) �å¤� 

(�, �£)−1 =
(
�−1,−(�−1)£

¤�¤)

� ¦£á�� ¦¤¦£á��«�  ©¬¤ã�àª ¡�  ¦£á�� �¦¬�¤¡�¨â. �å¤�  £ � ¦£á�� £�
�â¡� §�¨�£â«¨¦¬ª, � �¤«å©«¦ ®� «�ª ¦£á��ª ��¢ ¢�å¦¬ «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�-
¤ ¡ãª.
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7.8 � ¡ ¤�£�« ¡ã
�«�¤ §�¨á�¨�¦ �¬«ã �� �¨¦ç£� «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª �æ¨�¤«ª � �

« ª «�®ç«�«�ª ¡�  « ª �§ «�®ç¤©� ª.
��à¨¦ç£� §á¢  �ç¦ ��¨�¤ �¡á ©¬©«ã£�«� �¤�¦¨áª S ¡�  S ′ §¦¬ ¡ -

¤¦ç¤«�  £� ©®�« ¡ã «�®ç«�«� v. ��©«à â¤� ©ã£� £� «�®ç«�«�ª

~u =
d~r

d t
~u ′ =

d~r ′

d t ′

©«� ©¬©«ã£�«� S ¡�  S ′ �¤« ©«¦å®àª. �  ©¬¤«�«��£â¤�ª «à¤ �ç¦ ©¬©«�£á-
«à¤ ©¬¤�â¦¤«�  £� «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª �æ¨�¤«ª. �§¦£â¤àª â®¦¬£�

dx = � (dx ′ + vd t ′) , dy = dy ′ dz = dz ′ d t = �
(
d t ′ +

v

c2 dx ′
)

æ§¦¬ â®¦¬£� �â©�  � = (1− �2)−1/2

�  ��«¦ç£�¤�ª «�®ç«�«�ª �¨å©¡¦¤«�  �¤ � � ¨â©¦¬£� ¡�«á¢¢�¢� « ª §�-
¨�§á¤à ©®â©� ª. ��®¦¬£�

ux =
dx

d t
=

dx ′ + vd t ′

d t ′ + v
c2 dx ′

=
dx ′/d t ′ + v

1 + v
c2

dx ′
d t ′

=
u ′x + v

1 + v
c2 u ′x

uy =
dy

d t
=

dy ′

�
(
d t ′ + v

c2 dx ′
) =

dy ′/d t ′

�
(
1 + v

c2
dx ′
d t ′

) =
u ′y

√
1− �2

1 + v
c2 u ′x

uz =
dz

d t
=

dz ′

�
(
d t ′ + v

c2 dx ′
) =

dz ′/d t ′

�
(
1 + v

c2
dx ′
d t ′

) =
u ′z

√
1− �2

1 + v
c2 u ′x

��¨�«�¨¦ç£� æ«  �¤ ¡�  � ©®�« ¡ã «�®ç«�«� v «à¤ �ç¦ ©¬©«�£á«à¤ �å¤� 
§�¨á¢¢�¢� §¨¦ª «¦¤ á¥¦¤� x «¦ � á¤¬©£� «�ª «�®ç«�«�ª �§�¨�á��«�  ¡�  ©« ª
«¨� ª � �¬�ç¤©� ª. ��«�¤ � «�®ç«�«� v �å¤�  £ ¡¨ã ©®�« ¡á £� «�¤ «�®ç«�«�
c ã  ©¦�ç¤�£� ©«¦ æ¨ ¦ c →∞ «æ«� ¦  §�¨�§á¤à �¥ ©é©� ª �å¤¦¤«� 

ux = u ′x + v uy = u ′y uz = u ′z

§¦¬ �å¤�  ¦  �¤à©«âª �¥ ©é©� ª «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª.
�¤ � «�®ç«�«� «¦¬ ©ã£�«¦ª �å¤�  §�¨á¢¢�¢� §¨¦ª «¦ x ′ á¥¦¤� ¡�  â®� 

« £ã å©� £� c «æ«� ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å �æ¨�¤«ª � � « ª «�®ç«�«�ª �å¤¦¬¤

ux =
u ′x + v

1 + v
c2 u ′x

=
c + v

1 + v
c2 c

= c
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� ¡ ¤�£�« ¡ã

��¢��ã «¦ àª ¡ ¤�å«�  £� «�¤ «�®ç«�«� c ¡�  àª §¨¦ª «¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ¡�  àª
§¨¦ª «¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª.

�¨¦©��� ©«�¡âª �¡¨á©� ª � � « ª «�®ç«�«�ª £§¦¨¦ç£� ¤� �¨¦ç£� �¤
�¤�¢ç©¦¬£� « ª ©®â©� ª £â®¨  æ¨¦¬ª §¨é«�ª «á¥�àª àª §¨¦ª v. �§¦�â«¦¬£�
��¢��ã æ«  � ©®�« ¡ã «�®ç«�«� v «à¤ �ç¦ ©¬©«�£á«à¤ �å¤�  £ ¡¨ã ¡�  �§¦-
£â¤àª æ¨¦  £� v2 ¡�  �¤é«�¨¦  §�¨�¢�å§¦¤«� . ��®¦¬£�

ux = u ′x + v
(
1− u ′ 2

x/c2) uy = u ′y − u ′yu ′xv/c2 uz = u ′z − u ′zu
′
xv/c2

�§¦¨¦ç£� ¤� �¨á¯¦¬£� « ª §�¨�§á¤à ©®â©� ª ©«�¤ �¡æ¢¦¬�� � �¤¬©£�« ¡ã
£¦¨ã

~u = ~u ′ + ~v − 1
c2 (~v · ~u ′) ~u ′ æ§¦¬ ~v = (v, 0, 0)

�  £�«�©®�£�« ©£¦å �æ¨�¤«ª � � «�¤ �§ «á®¬¤©� �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬
�¨å©¡�«�  �¤ §�¨��à�å©¦¬£� àª §¨¦ª «¦¤ ®¨æ¤¦ «�ª «�®ç«�«�ª.

�x =
dux

d t
=

d t ′

d t

dux

d t ′
=

d t ′

d t

d

d t ′
u ′x + v

1 + v
c2 u ′x

=

=
d t ′

d t

[(
1 + v

c2 u ′x
)

d
d t ′ (u ′x + v)− (u ′x + v) d

d t ′
(
1 + v

c2 u ′x
)

(
1 + v

c2 u ′x
)2

]
=

=
√

1− �2

1 + v
c ux

[(
1 + v

c2 u ′x
)

� ′x − (u ′x + v) v
c2 � ′x(

1 + v
c2 u ′x

)2

]
=

� ′x
�3

(
1 + v

c2 u ′x
)3

�¤á¢¦��ª �¡¨á©� ª £� «¦¤ å� ¦ «¨æ§¦ �¨å©¡¦¬£� ¡�  � � « ª ¬§æ¢¦ §�ª ©¬-
¤ ©«é©�ª «�ª �§ «�®ç¤©�àª.

�y =
� ′y

�2
(
1 + v

c2 u ′x
)2−

vu ′y
c2 � ′x

�2
(
1 + v

c2 u ′x
)3

�z =
� ′z

�2
(
1 + v

c2 u ′x
)2−

vu ′z
c2 � ′x

�2
(
1 + v

c2 u ′x
)3

��¨�«�¨¦ç£� ¡�  §á¢  æ«  ©«¦ ¡¢�©© ¡æ æ¨ ¦ c → ∞ ¡�«�¢ã�¦¬£� §á¢ 
©« ª ¡¢�©© ¡âª �¡¨á©� ª

�x = � ′x, �y = � ′y, �z = � ′z
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�¤ � � ¡á§¦ � ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã «¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� �¨�£�å ��¢��ã
u ′x = u ′y = u ′z = 0 «æ«� ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å �æ¨�¤«ª � � « ª �§ «�®ç¤©� ª
�å¤¦¬¤ «¦¬ª �¡æ¢¦¬�¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª.

�x =
1
�3 � ′x �y =

1
�2 � ′y �z =

1
�2 � ′z

7.9 � ©®�« ¡ ©« ¡ã �¬¤�£ ¡ã
�� £�¢�«ã©¦¬£� ©«�¤ §�¨á�¨�¦ �¬«ã «�¤ ¡å¤�©� «¦¬ �¢�ç��¨¦¬ ©à-

£�«å¦¬. �� ®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ �¨®ã «�ª �¢á® ©«�ª �¨á©�àª.
�¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �¨á©�àª � � â¤� �¢�ç��¨¦ ©à£á« ¦ �¥�¨«á«�  �§æ «¦

� á©«�£� ds §¦¬ �å¤�  �¤�¢¢¦åà«¦ �§æ «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª «¦¬ �æ¨�¤«ª
¡�  ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª. �¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� �¬«æ §¨â§� 
¤� �å¤� 

S = −k

∫ b

a

ds

æ§¦¬ k �å¤�  £ � ��« ¡ã ©«���¨á §¦¬ �� §¨¦©� ¦¨ ©«�å �¨�æ«�¨�. �¦ �¨¤�« ¡æ
©�£�å¦ £§�å¤�  â«©  é©«� «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� ¤� â®�  �¢á® ©«¦. �¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£�
�å¤�«�  ¡�«á £ã¡¦ª £ �ª �¨�££ãª §¦¬ ©¬¤�â�  «� ©�£�å� a ¡�  b §¦¬ §�¨ -
©«á¤¦¬¤ «�¤ �¨® ¡ã ¡�  «�¢ ¡ã �â©� «¦¬ ©à£�« �å¦¬ ©«¦¬ª ®¨æ¤¦¬ª t1 ¡� 
t2 �¤« ©«¦å®àª. �¢¢á � � «¦ ��¨�¤� �¡æ ©ç©«�£� §¦¬ ¡ ¤�å«�  £��å £� «¦
©à£á« ¦ â®¦¬£� ds = c

√
1− v2/c2. �§¦£â¤àª �¨å©¡¦¬£�

S = −kc

∫ t2

t1

√
1− v2

c2

�å¤�  æ£àª �¤à©«æ æ«  «¦ ¦¢¦¡¢ã¨à£� «�ª �¨á©�àª �å¤�  S =
∫

Ldt
æ§¦¬ L �å¤�  � ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª. �§¦£â¤àª â®¦¬£�

L = −kc

√
1− v2

c2

� ©¬¤á¨«�©� �¬«ã §¨â§�  ¤� ¡�«�¢ã��  ©«�¤ ¡¢�©© ¡ã, £� ©®�« ¡ ©« ¡ã
â¡¨�©� L = mv2/2 ©«¦ æ¨ ¦ c → ∞. �§æ «¦ ���¦¤æª �¬«æ �� ¬§¦¢¦-
�å©¦¬£� «é¨� «�¤ ©«���¨á k. �¤�¢ç¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� ¡�«á
�â¬¢¦¨ ©� �¬¤á£� ª «¦¬ v/c << 1. �¨å©¡¦¬£�

L = −kc

(
1− v2

c2

)1/2

= −kc

(
1− 1

2
v2

c2 + · · ·
)

= −kc +
kv2

2c
− · · ·
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� ¦¨£ã ¡�  � �¤â¨�� �

� ©«���¨æª æ¨¦ª −kc ��¤ �§�¨�á��  « ª �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª ¡�  £§¦¨�å ¤�
§�¨�¢���å. �¬�¡¨å¤¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à â¡¨�©� £� «�¤ �¤«å©«¦ ®� ¡¢�©-
© ¡ã ¡�  �¨å©¡¦¬£� k = mc. ��¨� � ©®�« ¡ ©« ¡ã ©¬¤á¨«�©� «¦¬ ���¡¨á¤�
� � «¦ �¢�ç��¨¦ ©à£á« ¦ �å¤�  «�¢ ¡á

L = −mc2

√
1− v2

c2

7.10 � ¦¨£ã ¡�  � �¤â¨�� �
�å¤�  �¤à©«æ �§æ «¦ §¨¦��¦ç£�¤¦ ¡�á¢� ¦ æ«  ¦  ¦¨£âª pi ¦¨å�¦¤«� 

�§æ «�¤ §�¨á�à�¦¬ª «�ª L àª §¨¦ª « ª «�®ç«�«�ª _qi. ��¢��ã  ©®ç¦¬¤ ¦ 
©®â©� ª

pi =
∂L

∂ _qi
ã ©¬£�¦¢ ¡á ~p =

∂L

∂~v

��¨��à�å�¦¬£� «�¤ ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¤ ©®�« ¡ ©« ¡ã
¦¨£ã

~p =
m~v√

1− v2/c2

� ©®â©� �¬«ã � � £ ¡¨âª « £âª � � «�¤ «�®ç«�«� ~v ¡�«�¢ã��  ©«�¤
¡¢�©© ¡ã â¡¨�©� «�ª ¦¨£ãª. �¨á�£�«  §�å¨¤¦¬£� «¦ æ¨ ¦ «�ª §�¨�§á¤à
�¡¨á©�àª «�ª ©®�« ¡ ©« ¡ãª ¦¨£ãª � � c →∞ ¡�  �¨å©¡¦¬£� «�¤ �¤à©«ã
¡¢�©© ¡ã �¥å©à©�

~p = m~v

�§¦¨¦ç£� �§å©�ª ¤� �¨á¯¦¬£� «�¤ ©®�« ¡ ©« ¡ã ¦¨£ã £� «�¤ ¡¢�©© ¡ã
â¡¨�©� ~p = m(v)~v æ§¦¬ §¨¦�¤éª � £á�� m(v) �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

m(v) =
m0√

1− v2/c2

� £á�� �¤æª ©é£�«¦ª �¬¥á¤�  £� «�¤ «�®ç«�«�. �¦ à«æ¤ ¦ £� «�®ç-
«�«� å©� £� «�¤ «�®ç«�«� c â®�  £á�� �¨�£å�ª £��â¤ m0 = 0 â«©  é©«� �
§�¨�§á¤à â¡¨�©� � � «¦ à«æ¤ ¦ æ§¦¬ v = c ¤� �å¤�  «�¤ �æ¨ ©«� â¡¨�©�
0/0. ��¢� «� ©à£á« � £� £���¤ ¡ã £á�� �¨�£å�ª ¡ ¤¦ç¤«�  £� «�¤ «�®ç«�«�
«¦¬ à«æª. �¡«æª �§æ «¦ à«æ¤ ¦ ¡�  «¦ ¤�«¨å¤¦ �å¤�  â¤� ©à£á« ¦ §¦¬
¡ ¤�å«�  £� «�¤ «�®ç«�«� «¦¬ à«æª ¡�  â®�  £á�� �¨�£å�ª £��â¤.
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��á¢� ¦ 7

�� �¨¦ç£� «é¨� «�¤ ©®�« ¡ ©« ¡ã �¤â¨�� � �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬. ��
®¨�© £¦§¦ ã©¦¬£� «�¤ §¨æ«�©� «�ª ¡¢�©© ¡ãª £�®�¤ ¡ãª §¦¬ ¢â�  æ«  � £�-
«��¦¢ã «�ª ¡ ¤�« ¡ãª �¤â¨�� �ª  ©¦ç«�  £� «¦ â¨�¦ «�ª �¬¤á£�àª. �«�¤
©®�« ¡ ©« ¡ã £�®�¤ ¡ã �§� �ã � £á�� £�«��á¢¢�«�  £� «�¤ «�®ç«�«� �å£�-
©«� ¬§¦®¨�à£â¤¦  ¤� «¨¦§¦§¦ ã©¦¬£� «¦¤ ¤æ£¦ «¦¬ ��ç«à¤�. � �¬¤�£ ¡æª
¤æ£¦ª §¦¬  ©®ç�  ��é �å¤� 

~F =
d~p

d t
=

d

d t

m~v√
1− v2/c2

�¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª �å¤�  «¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£� «¦¬ �¨��©«�¨å¦¬.
��¨�«ã¨�©�: � ¡�«á¢¢�¢� ©®�« ¡ ©« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� � �

¤� ���  � �¥å©à©� �¬«ã �å¤� 

L = −mc2

√
1− v2

c2 − V

§¨á�£�«  �¨å©¡¦¬£�
∂L

∂~v
=

m~v√
1− v2/c2

¡�  á¨� ¦  �¥ ©é©� ª «¦¬ ���¡¨á¤� �å¤� 

d

d t

m~v√
1− v2/c2

= −∂V

∂~r
= ~F =

d~p

d t

�§¦�â«¦¬£� � � ¤� �§¢¦§¦ ã©¦¬£� « ª ©®â©� ª, æ«  � �ç¤�£� â®�  «�¤
� �ç�¬¤©� «¦¬ x−á¥¦¤�. �¦ â¨�¦ W «�ª �¬¤á£�àª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

W =
∫

Fdx =
∫

d

dt

mv√
1− v2/c2

dx =
∫

d

dt

[
mv

(
1− v2/c2)−1/2

] dx

dt
d t =

=
∫ [

m
(
1− v2/c2)−1/2 + mv2/c2 (

1− v2/c2)−3/2
] dv

d t
vd t =

=
∫ [

m
(
1− v2/c2)−3/2

] dv

d t
vd t =

∫
d

d t

[
mc2 (

1− v2/c2)−1/2
]
d t
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� ¦¨£ã ¡�  � �¤â¨�� �

�§¦¨¦ç£� «é¨� ¤� �¡«�¢â©¦¬£� �ç¡¦¢� «�¤ ¦¢¦¡¢ã¨à©� ¡�  ¤� �¨¦ç£� «¦
â¨�¦.

W =
mc2

√
1− v2/c2

�¦ â¨�¦ �å¤�  å©¦ £� «�¤ � �¦¨á «à¤ ¡ ¤�« ¡é¤ �¤�¨�� é¤. ��®¦¬£�

E =
mc2

√
1− v2/c2

�� �¨¦ç£� «é¨� «¦ æ¨ ¦ «�ª ©®â©�àª �¬«ãª � � £ ¡¨âª «�®ç«�«�ª. �¤�-
¢ç¦¬£� «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©� àª §¨¦ª «�¤ «�®ç«�«� � �«�¨é¤«�ª £æ¤¦ «¦¬ª
«�«¨��à¤ ¡¦çª æ¨¦¬ª. � � £ ¡¨âª « £âª «¦¬ ¢æ�¦¬ v/c �®¦¬£�

E = mc2
(

1 +
1
2

v2

c2 + · · ·
)

= mc2 +
1
2
mv2

� §¨é«¦ª æ¨¦ª �å¤�  £å� ©«���¨á ¡�  ¦ ��ç«�¨¦ª �å¤�  � ¡¢�©© ¡ã â¡¨�©�
«�ª ¡ ¤�« ¡ãª �¤â¨�� �ª. ��¨�«�¨¦ç£� æ«  ¡�  �  �¬«æ¤ «¦¤ «ç§¦ � � £ ¡¨âª
« £âª «�ª «�®ç«�«�ª §�å¨¤¦¬£� «�¤ �¤«å©«¦ ®� ¡¢�©© ¡ã ©®â©�.

�¤ � «�®ç«�«� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©à£�«å¦¬ �å¤�  £��â¤ «æ«� � ©®â©� «�ª ©®�-
« ¡ ©« ¡ãª �¤â¨�� �ª �¨á�«� 

E = mc2

�å¤�  � §�¨å�£� ©®â©�  ©¦�¬¤�£å�ª �¤�¨��å�ª ¡�  £á��ª.
��¤ å� � ©®â©� � � «�¤ �¤â¨�� � £§¦¨¦ç£� ¤� �¨¦ç£� �§æ «�¤ ©®â©� «�ª

�¤�¢¬« ¡ãª £�®�¤ ¡ãª «�ª §¨¦��¦ç£�¤�ª §�¨��¨á¦¬

E =
∑

i

pi _qi − L = ~p · ~v − L

�¤« ¡�� ©«¦ç£� «�¤ ©®â©� �¬«ã «�¤ ¦¨£ã ~p ¡�  «�¤ ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤�
�§æ « ª �¤à©«âª ã�� ©®â©� ª ¡�  �¨å©¡¦¬£�

E =
m~v√

1− v2/c2
·~v + mc2

√
1− v2

c2 =
mv2 + mc2

(
1− v2

c2

)
√

1− v2/c2
=

mc2
√

1− v2/c2
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� � á¢¢� â¡¨�©� §¦¬ ©¬¤�â�  «� §�¨�§á¤à £��â�� �å¤�«�  �§æ «�¤
©®â©�

~p =
m~v√

1− v2/c2
=

mc2
√

1− v2/c2

~v

c2 =⇒ ~p =
E

c2 ~v

�§æ «�¤ ©®â©� �¬«ã £§¦¨¦ç£� ¤� �¨¦ç£� «�¤ ©®â©� �¤�¨��å�ª ¦¨£ãª � � «�
¬¢ ¡á ©à£á« � §¦¬ «¨â®¦¬¤ £� «�¤ «�®ç«�«� «¦¬ à«æª. �â«¦¬£� v = c
¡�  �¨å©¡¦¬£� � � «�¤ �¤â¨�� � «à¤ à«¦¤åà¤ «�¤ ©®â©�

E = pc

�� �¨¦ç£� «â¢¦ª «�¤ �¤â¨�� � ©�¤ ©¬¤á¨«�©� «�ª ¦¨£ãª. � � ¤� �¨¦ç£�
«�¤ ©®â©� �¬«ã �� �§�¢�å¯¦¬£� «�¤ «�®ç«�«� �§æ « ª §¨¦��¦ç£�¤�ª ©®â©� ª.
��®¦¬£�

~p · ~p =
m2

1− v2/c2 v2 = p2 =⇒ v2 =
p2

m2 + p2/c2

��¤ « £ã �¬«ã «�ª «�®ç«�«�ª �� �¤« ¡�«�©«ã©¦¬£� ©«�¤ â¡¨�©� «�ª ©®�-
« ¡ ©« ¡ãª �¤â¨�� �ª. ��®¦¬£�

E =
mc2

√
1− p2

p2+m2c2

=
mc2

√
m2c2

p2+m2c2

=
√

p2c2 + m2c4

� ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ �¨å©¡�«�  �ç¡¦¢� �§æ «�¤ ©®â©� �¬«ã. �¨å-
©¡¦¬£�

H =
√

p2c2 + m2c4 + V

�å¤�  ��¢��ã � ©¬¤¦¢ ¡ã �¤â¨�� � §¦¬ §�¨�£â¤�  ©«���¨ã. ��¤ ¡æ«�¨� �
��£ ¢«¦¤ �¤ã �¤æª ©à£�«å¦¬ £� ¦¨«å¦ e £â©� ©� �¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦
§¦¬ §¨¦©� ¦¨å��«�  �§æ «¦ � �¤¬©£�« ¡æ �¬¤�£ ¡æ ~A(~r, t) ¡�  �§æ «¦ ���£à«æ
�¬¤�£ ¡æ (~r, t) �å¤� 

H =
√(

p− e

c
~A(~r, t)

)2
c2 + m2c4 + e(~r, t)
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� ¦¨£ã ¡�  � �¤â¨�� �

�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� E0 = mc2 «�¤ �¤â¨�� � «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©à£�«å¦¬ £�
«�®ç«�«� £��â¤ (p = 0) «æ«� â®¦¬£�

E =
√

m2c4 + p2c2 =
√

E2
0 + p2c2 =⇒ E2 − (cp)2 = m2c4 = E2

0

�¦ £â���¦ª E2 − (cp)2 �å¤�  å©¦ £� £å� ©«���¨á ¡�  �§¦£â¤àª �å¤�  �¤�¢-
¢¦åà«¦ �§æ «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ «¦¬ �æ¨�¤«ª. ��¢��ã �¤ ©«¦ ©ç©«�£�
�¤�¦¨áª S � ¦¨£ã ¡�  � �¤â¨�� � �å¤�  p ¡�  E ¡�  ©«¦ ©ç©«�£� �¤�¦¨áª
S ′ � ¦¨£ã ¡�  � �¤â¨�� � �å¤�  p ′ ¡�  E ′ «æ«�  ©®ç�  � ©®â©�

E2
0 = m2c4 = E2 − (cp)2 = E ′ 2 − (cp ′ )2

� ©®â©�  ©®ç�  � æ«  � �¤â¨�� � ¡�  � ¦¨£ã £�«��á¢¢¦¤«�  �¨�££ ¡á �§æ «¦¬ª
£�«�©®�£�« ©£¦çª «¦¬ �æ¨�¤«ª. � §¨æ«�©� �§¦�� ¡¤ç�«�  ©« ª �©¡ã©� ª.
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�©¡ã©� ª

��©¡�©� 7.1
�� �¨���å §àª £�«�©®�£�«å��«�  � �¤â¨�� � ¡�  � ¦¨£ã �¤æª ¬¢ ¡¦ç

©�£�å¦¬ £� «¦¬ª £�«�©®�£�« ©£¦çª �æ¨�¤«ª.
�ç©�: �  ©®â©� ª §¦¬ �å¤¦¬¤ «�¤ ¦¨£ã ¡�  «�¤ �¤â¨�� � ©«�¤ � � ¡ã

��à¨å�ª «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª �å¤� 

E =
m0c

2
√

1− u2/c2
~p =

m0~u√
1− u2/c2

�  £�«�©®�£�« ©£¦å � � « ª «�®ç«�«�ª â®¦¬¤ �¨���å ¡�  �§¦£â¤àª â®¦¬£�

1− u2

c2 = 1− 1
c2

(
u2

x + u2
y + u2

z

)
= 1− 1

c2

(
u ′x + v

1 + (v/c2)u ′x

)2

−

− 1
c2

(
u ′y

√
1− (v/c)2

1 + (v/c2)u ′x

)2

− 1
c2

(
u ′z

√
1− (v/c)2

1 + (v/c2)u ′x

)2

=

c2 (
1 + (v/c2)u ′x

)2 − (u ′x + v)2

c2 (1 + (v/c2)u ′x)2 − u ′ 2
y(1− (v/c)2)

c2(1 + (v/c2)u ′x)2 −
u ′ 2

z(1− (v/c)2)
c2(1 + (v/c2)u ′x)2 =

c2 + (v/c)2u ′ 2
x − u ′ 2

x − v2 − u ′ 2
y(1− (v/c)2)− u ′ 2

z(1− (v/c)2)
c2 (1 + (v/c2)u ′x)2 =

1− (v/c)2

c2 (1 + (v/c2)u ′x)2

(
c2 − u ′ 2

x − u ′ 2
y − u ′ 2

y

)
=

(
1− (v/c)2) (

1− (u ′/c)2)

(1 + (v/c2)u ′x)2

�§¦¨¦ç£� «é¨� ¤� �¨á¯¦¬£� «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ � � «�¤ �¤â¨�� � ¡�  «�¤
¦¨£ã. ��®¦¬£� � � «�¤ �¤â¨�� �

E =
m0c

2
√

1− u2/c2
=

m0c
2 (

1 + (v/c2)u ′x
)

√
(1− (v/c)2)

√
(1− (u ′/c)2)

=
1√

(1− (v/c)2)
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�©¡ã©� ª
(

m0c
2

√
(1− (u ′/c)2)

+ v
m0u

′
x√

(1− (u ′/c)2)

)
=

E ′ + vp ′x√
(1− (v/c)2)

� � «¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ «�ª ¦¨£ãª â®¦¬£�

px =
m0ux√

1− u2/c2
=

m0
u ′x+v

1+ v
c2 u ′x

(
1 + (v/c2)u ′x

)
√

(1− (v/c)2)
√

(1− (u ′/c)2)
=

1√
(1− (v/c)2)

(
m0u

′
x√

(1− (u ′/c)2)
+

v

c2
m0c

2
√

(1− (u ′/c)2)

)
=

p ′x + (v/c2)E ′
√

(1− (v/c)2)

�  ¬§æ¢¦ §�ª ©¬¤ ©«é©�ª «�ª ¦¨£ãª §�¨�£â¤¦¬¤ �¤�¢¢¦åà«�ª. �� �§¦��å-
¥¦¬£� «�¤ §¨æ«�©� �¬«ã £æ¤¦ � � «�¤ y−©¬¤ ©«é©� «�ª ¦¨£ãª. ��®¦¬£�

py =
m0uy√

1− u2/c2
=

m0
u ′y
√

1−�2

1+ v
c2 u ′x

(
1 + (v/c2)u ′x

)
√

(1− (v/c)2)
√

(1− (u ′/c)2)
=

m0u
′
y√

1− u ′ 2/c2
= p ′y

��£¦ � �å¤�  ¡�  � �§æ�� ¥� � � «�¤ «¨å«� ©¬¤ ©«é©� «�ª ¦¨£ãª. �¨á¦¬£�
«�¢ ¡á æ¢¦¬ª «¦¬ £�«�©®�£�« ©£¦çª

E =
E ′ + vp ′x√
(1− (v/c)2)

px =
p ′x + (v/c2)E ′
√

(1− (v/c)2)

py = p ′y pz = p ′z

��¨�«�¨¦ç£� æ«  ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å �å¤�  �¨�££ ¡¦å æ§àª ¡�  ¦  £�«�©®�-
£�« ©£¦å �â©�àª ¡�  ®¨æ¤¦¬. ��é «¦ £â���¦ª §¦¬ � �«�¨�å«�  ¡�«á «¦¤
£�«�©®�£�« ©£æ �æ¨�¤«ª �å¤�  «¦ E2 − (cpx)2 − (cpy)2 − (cpz)2. ��¢��ã
 ©®ç�  � ©®â©�

E2 − (cpx)2 − (cpy)2 − (cpz)2 = E ′ 2 − (cp ′x)2 − (cp ′y)2 − (cp ′z)2 = E2
0

��©¡�©� 7.2
�� �¨���å � «¨¦® á �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ £â©� ©� ¦£¦��¤âª �¬¤�£ ¡æ

§��å¦
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�ç©�: �£¦��¤âª �¬¤�£ ¡æ §��å¦ �å¤�  «¦ §��å¦ �¡�å¤¦ §¦¬ ©� ¡á��
©�£�å¦ «¦¬ �§�¤�¨��å £ � ©«���¨ã �ç¤�£� ~f = ~f0. ��¤� «â«¦ ¦ §��å¦ �å¤� 
«¦ �¢�¡«¨ ¡æ §��å¦. � �ç¤�£� §¦¬ �§ �¨á ©� ¦¨« ©£â¤¦ ©à£á« ¦ £â©� ©�
�¢�¡«¨ ¡æ §��å¦ �å¤� 

~f = e ~E

æ§¦¬ � á¤¬©£� ~� �å¤�  � â¤«�©� «¦¬ �¢�¡«¨ ¡¦ç §��å¦¬.
� �¥å©à©� «�ª ¡ ¤ã©�àª �å¤� 

d~p

d t
= ~f0

¦¢¦¡¢�¨é¤¦¬£� «�¤ ©®â©� �¬«ã ¡�  �¨å©¡¦¬£�

~p = ~f0t + ~p0

æ§¦¬ ~p0 �å¤�  � ¦¨£ã «¦¬ ©à£�«å¦¬ � � t = 0. �� ¬§¦�â©¦¬£� æ«  � ¦¨£ã
�¬«ã �å¤�  £��â¤ ��¢��ã «¦ ¬¢ ¡æ ©à£á« ¦ �¨å©¡�«�  �¨® ¡á ©� �¨�£å�.

� «�®ç«�«� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ �å¤� 

~u =
c2~p

E
=

c2~p√
c2p2 + E2

0
=

c2 ~f0t√
c2(~f0t)2 + E2

0

=
c
(

~f0t
)

√
f2

0 t2 + E2
0/c2

��¨�«�¨¦ç£� æ«  � � t →∞ � «�®ç«�«� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ �å¤�«�  å©� £�
«�¤ «�®ç«�«� c. � � �ç�¬¤©� «�ª «�®ç«�«�ª â®�  «�¤ � �ç�¬¤©� «�ª �¬¤á£�àª.

� �â©� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ �¨å©¡�«�  £� £å� �¡æ£� ¦¢¦¡¢ã¨à©� «�ª
§�¨�§á¤à ©®â©�àª. �â«¦¬£�

~�0 =
~f0

E0/c2 =
~f0

m0

¡�  �¨å©¡¦¬£�

d~r

d t
=

~�0t√
1 + �2

0t
2/c2

=⇒ ~r(t) = ~r0 + ~�0
c2

�2
0

(√
1 +

�2
0t

2

c2 − 1

)

æ§¦¬ ~r0 = ~r(0) �å¤�  � �¨® ¡ã �â©� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª.
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� �§ «á®¬¤©� «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ �¨å©¡�«�  �¤ §�¨��à�å©¦¬£� �ç¦ ¦-
¨âª «�¤ §�¨�§á¤à ©®â©�. ��®¦¬£�

(1) ~� =
d2~r

d t2
=

~�0(
1 + �2

0t2

c2

)3/2

�¤ ¡�  � �ç¤�£� �å¤�  ©«���¨ã æ£àª � �§ «á®¬¤©� ��¤ �å¤�  ©«���¨ã, �¥�¨-
«á«�  �§æ «¦¤ ®¨æ¤¦. � �§ «á®¬¤©� £ ¡¨�å¤�  ¡�  «�¢ ¡á £���¤å��«�  � �
£��á¢¦¬ª ®¨æ¤¦¬ª. �¤ � �§ «á®¬¤©� ã«�¤ ©«���¨ã «æ«� � «�®ç«�«� �� £�-
�á¢à¤� � � £��á¢¦¬ª ®¨æ¤¦¬ª ®à¨åª æ¨ ¦ £â®¨  «¦ á§� ¨¦ §¨á�£� �¤«å��«¦
§¨¦ª «¦ §�å¨�£� ¡�  « ª �¨®âª «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª.

�¤ �§¢¦§¦ ã©¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� ¡�  ��à¨ã©¦¬£� æ«  � �ç¤�£� �å¤�  ©«�¤
x−� �ç�¬¤©� ~f0 = fx ¡�  «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ �¨å©¡�«�  �¨® ¡á ©«¦ ©�£�å¦
£��â¤ ~r0 = 0 � §�¨�§á¤à �¥å©à©� �å¤� 

(�0x

c2 + 1
)2
−

(
�0t

c

)2

= 1 æ§¦¬ �0 = fx/m0

� ¡¦©£ ¡ã �¨�££ã «�ª ¢ç©�àª �å¤�  £ � ¬§�¨�¦¢ã.
�¤ §á¨¦¬£� «¦ æ¨ ¦ «�ª ©®â©�àª (1) � � c → ∞ �� �¨¦ç£� «�¤

¡¢�©© ¡ã ¢ç©� «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª. �¤�¢ç¦¬£� «¦ ¨ � ¡æ ¡�«á �â�¢¦¨ ¡� 
�¨å©¡¦¬£�

~r(t) = ~r0 + ~�0
c2

�2
0

(
1 +

1
2

�2
0t

2

c2 + · · · − 1
)
−−−−→c→∞ ~r0 + ~�0

t2

2

��¢��ã «�¤ �â©� «¦¬ ¡¢�©© ¡¦ç ©à£�« �å¦¬ £� £���¤ ¡ã �¨® ¡ã «�®ç«�«�.

��©¡�©� 7.3
�«�¤ á©¡�©� �¬«ã �� �¨¦ç£� «�¤ ©®â©� §¦¬ �å¤�  «�¤ £�«��¦¢ã «�ª

£á��ª ©�¤ ©¬¤á¨«�©� «�ª «�®ç«�«�ª £� «�¤ �¦ã�� � «¦¬ §� ¨á£�«¦ª «�ª
�¢�©« ¡ãª ¡¨¦ç©�àª �ç¦ ©à£á«à¤. � �§æ�� ¥� �¬«ã �æ��¡� �§æ «¦¤ �§¦¨¤.

�ç©�: ��à¨¦ç£� �ç¦ ¬¢ ¡á ©�£�å� £� £á�� m1 ¡�  m2 §¦¬ ¡ ¤¦ç¤«� 
£� «�®ç«�«�ª u1 ¡�  u2 àª §¨¦ª â¤� ©ç©«�£� �¤�¦¨áª S. �� ¬¢ ¡á ©�£�å�
©¬�¡¨¦ç�«�  �¢�©« ¡á. ��à¨¦ç£� â¤� ©ç©«�£� �¤�¦¨áª S ′ £� �¨®ã «¦
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¡â¤«¨¦ £á��ª «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª §¦¬ ¡ ¤�å«�  £� «�®ç«�«� v àª §¨¦ª «¦ �¡å¤�«¦
©ç©«�£�. �ª §¨¦ª �¬«æ «¦ ©ç©«�£� � £á�� m1 ¡ ¤�å«�  £� «�®ç«�«� +u
¡�  � £á�� m2 £� «�®ç«�«� −u �¤é £�«á «�¤ ©ç�¡¨¦¬©�, �§� �ã � ¡¨¦ç©�
�å¤�  �¢�©« ¡ã ¦  �¤«å©«¦ ®�ª «�®ç«�«�ª �å¤�  −u ¡�  +u . �§ ¢â�¦¬£� «¦¤
x ′− á¥¦¤� «¦¬ ©¬©«ã£�«¦ª é©«� ¤� �å¤�  §�¨á¢¢�¢¦ª §¨¦ª « ª «�®ç«�«�ª.

�� ¢ç©¦¬£� «¦ §¨æ�¢�£� §¨é«� ¡¢�©© ¡á. �ç£à¤� £� «�¤ �¨®ã � �-
«�¨ã©�àª «�ª ¦¨£ãª ©«¦ �¡å¤�«¦ ©ç©«�£� �¨á¦¬£�

m1u1 + m2u2 = (m1 + m2)v

� � ¤� £�«��¨�¦ç£� ©«¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� ®¨�© £¦§¦ ¦ç£� « ª ¡¢�©© ¡âª
©®â©� ª «¦¬ ��¢ ¢�å¦¬, ��¢��ã

u1 = u ′ + v u2 = −u ′ + v

¡�  � ©®â©� �å¤� 

m1u1 + m2u2 = m1(u ′ + v) + m2(−u ′ + v) = (m1−m2)u ′ + (m1 + m2)v =

= (m1 + m2)v =⇒ (m1 −m2)u ′ = 0 =⇒ m1 = m2

�� �¥�«á©¦¬£� «é¨� «¦ §¨æ�¢�£� ©«�¤ ©®�« ¡ ©« ¡ã £�®�¤ ¡ã. ��é ��¤
â®�  â¤¤¦ � «¦ ¡â¤«¨¦ £á��ª �¦ç ¦  £á��ª £�«��á¢¢¦¤«� . �¤ £�«��¨�¦ç£�
«é¨� ©«¦ ¡ ¤¦ç£�¤¦ ©ç©«�£� £� «¦¬ª ©®�« ¡ ©« ¡¦çª £�«�©®�£�« ©£¦çª «¦¬
�æ¨�¤«ª.

u1 =
u ′ + v

1 + u ′v/c2 u2 =
−u ′ + v

1− u ′v/c2

�� �¨¦ç£�

m1u1 + m2u2 = m1
u ′ + v

1 + u ′v/c2 + m2
−u ′ + v

1− u ′v/c2 = (m1 + m1)v =⇒

m1

(
u ′ + v

1 + u ′v/c2 − v

)
= m2

(
v − −u ′ + v

1− u ′v/c2

)
=⇒ m1

m2
=

1 + u ′v/c2

1− u ′v/c2

��£àª  ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª

1− u2
1

c2 = 1− 1
c2

(
u ′ + v

1 + u ′v/c2

)2

=
c2 + u ′2v2/c2 − u ′ 2 − v2

c2 (1− u ′v/c2)2
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1− u2
2

c2 = 1− 1
c2

( −u ′ + v

1− u ′v/c2

)2

=
c2 + u ′2v2/c2 − u ′ 2 − v2

c2 (1 + u ′v/c2)2

¡�  â®¦¬£� √
1− u2

2/c2
√

1− u2
1/c2

=
1 + u ′v/c2

1− u ′v/c2

�§¦£â¤àª ¦ ¢æ�¦ª «à¤ £��é¤ �å¤�«� 

m1

m2
=

√
1− u2

2/c2
√

1− u2
1/c2

��¨�«�¨¦ç£�  æ«  �¤é ©«�¤ ¡¢�©© ¡ã £�®�¤ ¡ã ¦  �ç¦ £á��ª §¨â§�  ¤� �å¤� 
å©�ª ��é ¦ ¢æ�¦ª «à¤ £��é¤  ©¦ç«�  £� £ � §�¨á©«�©� §¦¬ �¥�¨«á«�  �§æ
« ª «�®ç«�«�ª «à¤ £��é¤ �¬«é¤. � ¢æ�¦ª �¬«é¤ «à¤ £��é¤ �å¤�«�  £¦¤á��,
��¢��ã m1 = m2, ©«¦ ¡¢�©© ¡æ æ¨ ¦ � � c →∞.

�§¦�â«¦¬£� æ«  u2 = 0 ¡�  u1 = u. �â«¦¬£� m2 = m0 §¦¬ ¦¤¦-
£á��«�  £á�� �¨�£å�ª. H §�¨�§á¤à ©®â©� �å¤�  «�¤ £á�� m §¦¬ ¦¤¦£á��«� 
£á�� ¦¨£ãª.

m(u) =
m0√

1− u2/c2

� £á�� �¤æª ©é£�«¦ª �¬¥á¤�  £� «�¤ «�®ç«�«� ¡�  �å¤�«�  ��à¨�« ¡á
á§� ¨� � � «�®ç«�«�ª å©�ª £� «�¤ «�®ç«�«� «¦¬ à«æª. ��£� é©«� æ«  «�
à«æ¤ � §¦¬ «¨â®¦¬¤ £� «�¤ «�®ç«�«� «¦¬ à«æª â®¦¬¤ £á�� �¨�£å�ª m0
å©� £� £��â¤.
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�©¡ã©� ª

�©¡ã©� ª ���¢�å¦¬ 1

��©¡�©� 1
�� �§¦�� ®«�å � «�¬«æ«�«� ~b×(~c× ~d) = (~b · ~d)~c−(~b ·~c)~d. �� «�¤ �¦ã�� �

«�ª «�¬«æ«�«�ª �¬«ãª ¤� �§¦�� ®«�å � ©®â©� (~a×~b) · (~c× ~d) = (~a ·~c)(~b · ~d)−
(~a · ~d)(~b ·~c) ¡�  � «�¬«æ«�«� ���¡æ£§  ~a×(~b×~c)+~b×(~c×~a)+~c×(~a×~b) = 0.

��©¡�©� 2
�� �§¦�� ®«�å æ«  �¤ � � �¤¬©£�« ¡ã ©¬¤á¨«�©� ~r(t) �å¤�  ¡á��«�

©«�¤ §�¨á�à�¦ «�ª «æ«� â®�  ©«���¨æ £â«¨¦ ¡�  �¤« ©«¨æàª. �§å©�ª ¤�
�§¦�� ®«�å æ«  � ©¬¤á¨«�©� ~r(t) â®�  ©«���¨ã � �ç�¬¤©� �á¤ ¡�  £æ¤¦ �á¤
�å¤�  §�¨á¢¢�¢� §¨¦ª «�¤ §�¨á�à�¦ «�ª.

��©¡�©� 3
�§¦�â«¦¬£� æ«  ©¬¤«�«��£â¤�ª u1, u2, u3 �å¤�  ¦¨�¦�é¤ �ª ��¢��ã

 ©®ç¦¬¤ ¦  ©®â©� ª ~ru1 · ~ru2 = ~ru2 · ~ru3 = ~ru3 · ~ru1 = 0. �� �§¦�� ®«�å æ«  ¦
«�¢�©«ãª «¦¬ ��§¢áª �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©� ~∇2g =

1
U1U2U3

[
∂

∂u1

(
U2U3

U1

∂

∂u1
g

)
+

∂

∂u2

(
U3U1

U2

∂

∂u2
g

)
+

∂

∂u3

(
U1U2

U3

∂

∂u3
g

)]

æ§¦¬ Ui = ‖~rui‖ =
(
(∂x/∂ui)2 + (∂y/∂ui)2 + (∂z/∂ui)2)1/2. �� ��¨£æ-

©�«� «¦¤ «ç§¦ � � « ª ¡¬¢ ¤�¨ ¡âª ¡�  « ª ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª.
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�§á¤«�©� ~∇2g = 1
¨

∂
∂¨ (¨g¨) + 1

¨2 g + gzz

~∇2g =
1

r2 �£ �

[
�£ �

∂

∂r
(r2gr) +

∂

∂�
(�£ �g�) +

1
�£ �

g

]

��©¡�©� 4
�¤ ¦  ���£à«âª ©¬¤�¨«ã©� ª  ¡�  ¯ â®¦¬¤ ©¬¤�®�åª §�¨��é�¦¬ª §¨é-

«�ª ¡�  ��ç«�¨�ª «á¥�ª, ¤� �§¦�� ®«¦ç¤ ¦  �¡æ¢¦¬��ª «�¬«æ«�«�ª «¦¬ �¡¨ã¤.∫∫∫
~∇ · ~∇¯dV +

∫∫∫
~∇2¯dV =

∫
o
∫

(d¯/dn)dS ¡� 
∫∫∫

(~∇2¯ − ¯~∇2)dV =∫
o
∫

((d¯/dn) − ¯(d/dn))dS. (�§æ�� ¥�: ��¨£æ©«� «¦ ��é¨�£� «�ª �§æ-
¡¢ ©�ª � � «¦ � á¤¬©£� ~f = ~∇¯).

��©¡�©� 5
�¤ ~�, ~�, ~� �å¤�  «¦ ��§«æ£�¤¦ � á¤¬©£�, � §¨é«� ¡á��«¦ª ¡�  � ��ç-

«�¨� ¡á��«¦ª £ �ª ¡�£§ç¢�ª ¤� �§¦��å¥�«� æ«  «� � �¤ç©£�«� �¬«á  ¡�¤¦-
§¦ ¦ç¤ « ª �¡æ¢¦¬��ª ©®â©� ª

d~�
ds

= ¡~�,
d~�
ds

= −«~�,
d~�
ds

= «~�− ¡~�

�¦ ¡ ¦¤¦£á��«�  ¡�£§¬¢æ«�«� ¡�  «¦ « ©«¨â¯� «�ª ¡�£§ç¢�ª �¤é «� �¤«å-
©«¨¦� «¦¬ª R = 1/¡ ¡�  © = 1/« ¦¤¦£á�¦¤«�  �¡«å¤� ¡�£§¬¢æ«�«�ª ¡� 
�¡«å¤� ©«¨â¯�àª �¤« ©«¦å®àª.

��©¡�©� 6
��à¨¦ç£� â¤� �¢�¡«¨ ¡æ ¦¨«å¦ q «¦§¦��«�£â¤¦ ©«�¤ �¨®ã �¤æª ©¬©«ã-

£�«¦ª ©¬¤«�«��£â¤à¤. �¦ ¦¨«å¦ §�¨á��  â¤� �¢�¡«¨ ¡æ ¦¨«å¦ §¦¬ �å¤�«� 
�§æ «�¤ ©®â©� ~E = (q/4§�)~r0/r2. �� �§¦��å¥�«� æ«  «¦ �§ �¤� �¡æ ¦¢¦-
¡¢ã¨à£�

∫∫
S

~E ·d~S ©«�¤ ¡¢� ©«ã �§ á¤� � S �å¤�  å©¦ £� q/� �¤ � �§ á¤� �
§�¨ ¡¢�å�  «¦ ¦¨«å¦ ¡�  £��â¤ �¤ ��¤ «�¤ §�¨ ¡¢�å� .

�¤ «¦ ¦¨«å¦ �å¤�«�  £� «�¤ �¦ã�� � £ �ª §¬¡¤æ«�«�ª ¦¨«å¦¬ ¨ �§æ «�¤
©®â©� q =

∫
V

¨dV ¤� �§¦��å¥�«� æ« ~·∇ ~E = ¨/�
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�©¡ã©� ª ���¢�å¦¬ 2

��©¡�©� 7
��¤� ©§� ¨¦� �âª �¢�«ã¨ ¦ â®�  «�¤ £¦¨ã ¡¬¡¢ ¡ãª â¢ ¡�ª £� §�¨�-

£�«¨ ¡ã �¥å©à©� ~r(t) = (a ©¬¤ t, a �£ t, ct). �á¤ � §¬¡¤æ«�«� «¦¬ �å¤� 
f(~r) = x2 + y2 + z2, �� �¨�å«� «�¤ £á�� «¦¬ ¡�  « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª «¦¬
¡â¤«¨¦¬ £á��ª «¦¬.

�§á¤«�©� M = 2§
√

a2 + c2(a2 + 4c2§2/3), ~R = (2§ac2,−2§ac2, c§(a2 +
2§2c2))/(a2 + 4c2§2/3)

��©¡�©� 8
�� â¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ §¦¬ �¨�£�å ©«�¤ �¨®ã «à¤ �¥æ¤à¤ «�¤ ®¨¦¤ ¡ã

©« �£ã t = 0 �©¡�å«�  �ç¤�£� ~F (t) = � ©¬¤ àt~i + � �£ àt~j. �� ��å¥�«� æ« 
«�¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t «¦ ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ â®�  �â©� ~r(t) = �

mà2 (1 − ©¬¤ àt)~i +
�

mà2 (àt− �£ àt)~j ¡�  «�®ç«�«� ~v(t) = �
mà �£ àt)~i + �

mà (1− ©¬¤ àt)~j.

��©¡�©� 9
�� ��å¥�«� æ«  «¦ §��å¦ «à¤ �¬¤á£�à¤ ~F = −kr3~r �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ.

�¨á¯«� «�¤ �¬¤�£ ¡ã �¤â¨�� � ¡�  «�¤ ¦¢ ¡ã ©«���¨ã ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� �.

�§á¤«�©� � = 1
2m(dr/dt)2 + 1

5kr5

��©¡�©� 10
�� �¨�å«� « ª ©«���¨âª a, b, c é©«� «¦ §��å¦ «à¤ �¬¤á£�à¤

~F = (x + 2y + az)~i + (bx− 3y − z)~j + (4x + vy + 2z)~k

¤� �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ. �� �¨�å«� «¦ �¬¤�£ ¡æ §¦¬ §�¨á��  �¬«æ «¦ �¬¤�£ ¡æ
§��å¦.

�§á¤«�©� a = 4, b = 2, c = −1, V = − 1
2x2+ 3

2y2−z2−2xy−4xz+yz
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��©¡�©� 11
�� ��å¥�«� æ«  «¦ §��å¦ «à¤ �¬¤á£�à¤ ~F = −kr3~r �å¤�  ©¬¤«�¨�« ¡æ.

�¨á¯«� «�¤ �¬¤�£ ¡ã �¤â¨�� � ¡�  «�¤ ¦¢ ¡ã ©«���¨ã ¡ ¤�« ¡ã �¤â¨�� �.

�§á¤«�©� � = 1
2m

(
dr
d t

)2 + 1
5kr5

��©¡�©� 12
��¤� ©à£á« ¦ ¡ ¤�å«�  ¬§æ «�¤ �§å�¨�©� «�ª �¬¤á£�àª ~F = (r)~r

��å¥«� æ«  � ©«¨¦¦¨£ã «¦¬ àª §¨¦ª «�¤ �¨®ã �å¤�  ©«���¨ã.

��©¡�©� 13
��¤� ©é£� �¡«¦¥�ç�«�  �§æ «¦ â��¦ª. �� �¨���å � «�®ç«�«� §¦¬

®¨� á��«�  «¦ ©é£� � � ¤� «���å ©� «¨¦® á �ç¨¦ �§æ «�¤ ��, ¤� �å¤�  ��¢��ã
�¦¨¬æ¨¦ª «�ª ��ª. �� �¨���å �§å©�ª ¡�  � «�®ç«�«� � �¬�ãª �§æ «�¤ ��.

�§á¤«�©� ¬1 =
√

gR = 8 Km/sec, ¬2 = ¬1
√

2 =
√

2gR = 11 Km/sec

��©¡�©� 14
��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ â®�  � á¤¬©£� �â©�àª

~r(t) = ¨ ©¬¤ à t~i + ¨ �£ à t~j + v t~k

�� �¨��¦ç¤ � «�®ç«�«� ¡�  � �§ «á®¬¤©� «¦¬.

�§á¤«�©� ~v(t) = −à¨ �£ à t~i + à¨ ©¬¤ à t~j + v~k, ~�(t) = −à2¨ ©¬¤ à t~i−
à2¨ �£ à t~j

��©¡�©� 15
� �§ «á®¬¤©� �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ §¦¬ ¡ ¤�å«�  ©� £å� � á©«�©� �å¤� 

� = −kv2
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�� �¨���å � «�®ç«�«� ¡�  � �â©� «¦¬ ©�£�å¦¬ «�¤ ®¨¦¤ ¡ã ©« �£ã t. � 
�¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª «¦¬ §¨¦�¢ã£�«¦ª �å¤�  v(0) = v0 ¡�  x(0) = 0. �� �¨���å
� �¥å©à©� «�ª «¨¦® áª «¦¬ ©«¦¤ ®é¨¦ «à¤ á©�à¤.

�§á¤«�©� v(t) = v0
1+kv0t x(t) = 1

k ln(1 + kv0t) v = v0e
−kx

��©¡�©� 16
��¤� �¢ã£� �¡«¦¥�ç�«�  £� �¨® ¡ã «�®ç«�«� v0 §¦¬ ©®�£�«å��  �à¤å�

 £� «¦ ¦¨ �æ¤« ¦ �§å§��¦ �§æ «�¤ á¡¨� �¤æª ¡�¡¢ £â¤¦¬ �§ §â�¦¬. � �à¤å�ª
¡¢å©�àª «¦¬ �§ §â�¦¬ àª §¨¦ª «¦ ¦¨ �æ¤« ¦ �§å§��¦ �å¤�  �. �� �¨���å «¦
��¢�¤�¡âª «¦¬ �¢ã£�«¦ª. �� �¨���å � « £ã «�ª �à¤å�ª §¦¬ «¦ ��¢�¤�¡âª
�å¤�«�  £â� ©«¦.

�§á¤«�©� R = 2v2
0 �£ (−�) ©¬¤ 

g ©¬¤2 �  = �
2 + π

4

��©¡�©� 17
��¤� ©à£�«å� ¦ £� £á�� m ¡ ¤�å«�  ¬§æ «�¤ �§å�¨�©� £ �ª �¬¤á£�àª f

£â©� ©� â¤� ¨�¬©«æ. � «¨ �ã �å¤�  �¤á¢¦�� «¦¬ «�«¨��é¤¦¬ «�ª «�®ç«�«�ª

T = −kv2

�� �¨���å � �¥å©à©� «�ª «¨¦® áª «¦¬ æ«�¤ ©«� �â©� x = 0 � «�®ç«�«� «¦¬
�å¤�  v = v0.

�§á¤«�©� v2
0 = f

k −
(

f
k − v2

0

)
e−2kx/m

�©¡ã©� ª ���¢�å¦¬ 3

��©¡�©� 18
��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ £� £á�� å©� £� m �å¤�  ��£â¤¦ ©«���¨á ©� ©�£�å¦ �

�§æ ¤ã£� £ã¡¦¬ª l ¡�  â«©  £§¦¨�å ¤� ¡ ¤���å ©«�¤ �§ á¤� � £ �ª ©�å¨�ª.
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�� �¨��¦ç¤ ¦  �¥ ©é©� ª «¦¬ ���¡¨á¤� � � «¦ §¨æ�¢�£� �¬«æ §¦¬ ¦¤¦£á-
��«�  ©� ¨ ¡æ �¡¡¨�£âª. �� ¢¬��å «¦ å� ¦ §¨æ�¢�£� � � «¦ � §¢æ ©� ¨ ¡æ
�¡¡¨�£âª.

��©¡�©� 19
�� ¢¬��å «¦ §¨æ�¢�£� «¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã ©� «¨� ª � �©«á©� ª.

H =
p2

2m
+

m

2
(
à2

1x
2 + à2

2y
2 + à2

3z
2)

�� � �¨�¬¤���å �  ©æ«¨¦§¦ª §�¨å§«à©� à1 = à2 = à3.

��©¡�©� 20
�� ¢¬��å «¦ §¨æ�¢�£� «¦¬ �¥�¤��¡�©£â¤¦¬ �¨£¦¤ ¡¦ç «�¢�¤«à«ã ©� £ �

� á©«�©� £� �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª x(0) = _x(0) = 0 æ§¦¬ � �¥à«�¨ ¡ã �ç¤�£�
�å¤�  �) F (t) = F0 �) F (t) = �t �) F (t) = F0e

−�t �) F (t) = F0e
−�t ©¬¤ �t

�� £�¢�«��¦ç¤ «� §�¨�§á¤à §¨¦�¢ã£�«� æ«�¤ ¬§á¨®�  ¡�  £ � �ç¤�£� «¨ �ãª
�¤á¢¦�� «�ª «�®ç«�«�ª.

�§á¤«�©� �) x = [1− ©¬¤ àt]F0/mà2, �) [àt− �£ àt]�/mà3, �) [e−�t −
©¬¤ àt+(�/à) �£ àt]F0/m(à2+�2), �) (�+�e−�t) ©¬¤ àt+(�+�e−�t) �£ àt

��©¡�©� 21
�  �¥ ©é©� ª «¦¬ �á¥�¦¬�¢ ©«¦¤ �¢�¡«¨¦£��¤�« ©£æ � � «�¤ §�¨å§«à©�

«¦¬ ¡�¤¦ç �å¤� 

~∇× ~E = −∂ ~B

∂ t
~∇× ~B = −∂ ~E

∂ t
~∇ · ~E = 0 ~∇ · ~B = 0

�� ��å¥�«� æ«  ¦  �¤«á©� ª ~E ¡�  ~� «¦¬ �¢�¡«¨ ¡¦ç ¡�  £��¤�« ¡¦ç §��å¦¬
 ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ «�¤ ¡¬£�« ¡ã �¥å©à©�

∇2E =
∂2

∂ t2
E ∇2H =

∂2

∂ t2
H
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��©¡�©� 22
�� ¢¬��å � � �¦¨ ¡ã �¥å©à©� «¦¬ ¡ç£�«¦ª ©� £ � � á©«�©�

(
∂2

∂x2 −
1
c2

∂2

∂t2

)
u(x, t) = 0

©« ª �¡æ¢¦¬��ª �ç¦ §�¨ §«é©� ª:
�) �� �¨® ¡âª ©¬¤�ã¡�ª

u(x, 0) = f(x) _u(x, 0) = g(x)

�) �� �¨® ¡âª ¡�  ¦¨ �¡âª ©¬¤�ã¡�ª

u(x, 0) = f(x) _u(x, 0) = g(x) u(0, t) = u(L, t) = 0

�©¡ã©� ª ���¢�å¦¬ 4

��©¡�©� 23
�� £�¢�«���å � ¡å¤�©� �¤æª ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ ©� â¤� §��å¦ £� ¡�¤«¨ ¡ã

�ç¤�£� §¦¬ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©� f = −k/r2 + c/r3. �� �� ®«�å æ«  �
�¥å©à©� «�ª «¨¦® áª £§¦¨�å ¤� §á¨�  «�¤ £¦¨ã r = �(1− �2)/(1 + � ©¬¤ a�)

��©¡�©� 24
��¤� ¬¢ ¡æ ©�£�å¦ �¡«�¢�å ¡¬¡¢ ¡ã «¨¦® á ¬§æ «�¤ �§å�¨�©� £ �ª ¡�-

¤«¨ ¡ãª �¬¤á£�àª §¦¬ �¨å©¡�«�  ©� â¤� ©�£�å¦ «�ª §�¨ â¨� �ª «¦¬ ¡ç¡¢¦¬.
�� �§¦�� ®«�å æ«  � �ç¤�£� �å¤�  �¤« ©«¨æàª �¤á¢¦�� «�ª §â£§«�ª �¬¤á-
£�àª «�ª �§¦©«á©�àª.

279



�©¡ã©� ª

��©¡�©� 25
��¤�ª ¡¦ç ¦ª ¡¬¢ ¤�¨ ¡æª ©à¢ã¤�ª (��) ©®�£�«å��  �à¤å� � £� «¦¤

¡�«�¡æ¨¬¦ á¥¦¤�. �«¦ �©à«�¨ ¡æ «¦¬ ©à¢ã¤� ¡ ¤�å«�  â¤� ©à£á« ¦ ®à¨åª
«¨ �âª. � ©à¢ã¤�ª §�¨ ©«¨â�«�  £� ©«���¨ã �à¤ �¡ã «�®ç«�«� à �ç¨à �§æ
«¦¤ ¡�«�¡æ¨¬¦ á¥¦¤�. �� �¨���å � �§æ©«�©� r «¦¬ ¬¢ ¡¦ç ©�£�å¦¬ �§æ «¦
©�£�å¦ �. �¦ ©à£á« ¦ �¨�£�å �¨® ¡á ©� �§æ©«�©� � �§æ «¦ �.

�§á¤«�©� r(t) = � cosh (àt �£ �)− (g ©¬¤ �) t2

��©¡�©� 26
�� �¨���å � «�®ç«�«� ¡�  � �§ «á®¬¤©� �¤æª ¡ ¤�«¦ç ©� ©� ¨ ¡âª ©¬-

¤«�«��£â¤�ª x = r �£ � ©¬¤ , y = r �£ � �£ , z = r ©¬¤ �

�§á¤«�©� ~¬ = _r~r0 + r _�~�0 + r _ �£ �~0, ~� =
(

�r − r _�2 − r _2 �£2 �
)

~r0 +(
2 _r _� + r��− r _2 �£ � ©¬¤ �

)
~�0 +

(
2r _� _ + 2 _r _ �£ � + r� �£ �

)
~0

��©¡�©� 27
�� �¨���å � ©«¨¦¦¨£ã �¤æª ©à£�«å¦¬ ¡�  «¦ £ã¡¦ª «�ª ©� ¡¬¢ ¤�¨ ¡âª

©¬¤«�«��£â¤�ª r, �, z, ¡�  ©� ©� ¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª.

�§á¤«�©� Mx = m(r _z−z _r) �£ �−mrz _� ©¬¤ �, My = −m(r _z−z _r) ©¬¤ �−
mrz _� �£ �, Mz = mr2 _�, M2 = m2r2 _�(r2 + z2) + m2(r _z − z _r)2, Mx =
−mr2(_� �£  + _ �£ � ©¬¤ � ©¬¤ ), My = mr2(_� ©¬¤  − _ �£ � ©¬¤ � �£ ),
Mz = mr2 _ �£2 �, M2 = m2r4(_�2 + _2 �£2 �)

��©¡�©� 28
�¦ � á¤¬©£� �â©�àª �¤æª ©à£�«å¦¬ £� £á�� m §¦¬ ¡ ¤�å«�  ©«¦ �§å§��¦

�å¤�  xy. ~r = a ©¬¤ àt~i + b ©¬¤ àt~j �� ��å¥«� æ«  � «¨¦® á �å¤�  â¢¢� ¯� ¡� 
æ«  � �ç¤�£� §¦¬ �©¡�å«�  ©«¦ ©à£á« ¦ ¡�«�¬�ç¤�«�  §á¤«¦«� §¨¦ª «�¤ �¨®ã
«à¤ �¥æ¤à¤. �� ��å¥«� �§å©�ª æ«  «¦ â¨�¦ «�ª �¬¤á£�àª ¡�«á «�¤ ¡å¤�©� £ �
¦¨á �ç¨¦ �§æ «�¤ â¢¢� ¯� �å¤�  £��â¤. �¨�å«� «â¢¦ª «�¤ ¨¦§ã «�ª �¬¤á£�àª
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¡�  «�¤ ©«¨¦¦¨£ã àª §¨¦ª «�¤ �¨®ã.

�§á¤«�©�
(

~F = −mà2~r
)

, ~M = ~0, ~L = 2mabà~k

��©¡�©� 29
� �ç¤�£� â¢¥�àª £�«�¥ç ¤�«¨¦¤å¦¬ §¨à«¦¤å¦¬ §¨¦â¨®�«�  �§æ «¦ �¡æ-

¢¦¬�¦ �¬¤�£ ¡æ V (r) = ke−ar

r æ§¦¬ k < 0. �� �§¦�� ®«�å æ«  � �ç¤�£�
�å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

~F (~r) =
ke−ar(ar + 1)

r2
~r

r

�©¡ã©� ª ���¢�å¦¬ 5

��©¡�©� 30
�å¤�«�  £ � �� á¢���¨� £� «¨å� ��© ¡á ©«¦ ®�å� e1, e2 ¡�  e3 «¦ ¦¬�â-

«�¨¦ ©«¦ ®�å¦. �  ��© ¡¦å £�«��â«�ª �å¤� 

[e1, e2] = e3 [e2, e3] = 0 [e3, e1] = 0

�� �¨�å«� «¦¤ ¤æ£¦ «�ª ¦£á��ª �¨���æ£�¤¦  àª �¥ãª. �� ��à¨ã©�«� �ç¦
«¬®æ¤«� ©«¦ ®�å� «�ª ¦£á��ª exp(u) ¡�  exp(v) æ§¦¬

u =
3∑

j=1

ujej v =
3∑

j=1

vjej

¡�  ¤� �¨�å«� «¦ w �§æ «�¤ ©®â©�

exp(u)exp(v) = exp(w) �§á¤«�©� w = u + v +
1
2

(
u1v2 − u2v1) e3

�¤ ��à¨ã©¦¬£� æ«  ¦  �� §�¨�¤�â©� ª �å¤�  ¦  ��¡ç¢�ª �¦¬�©æ¤ ¡�  æ« 
e1 = q, e2 = p ¡�  e3 = 1 «æ«� � á¢���¨� �¬«ã ¦¤¦£á��«�  á¢���¨� «¦¬
�á ��¤£§�¨�¡.
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��©¡�©� 31
�� �§¦�� ®«�å æ«  �¤ ~© = (©1, ©2, ©3) æ§¦¬ ©j �å¤�  ¦  £ã«¨�ª «¦¬ �á¦¬¢ 

«æ«�  ©®ç� 
~©× ~© = 2i~©

�� �§¦�� ®«¦ç¤ �§å©�ª ¦  ©®â©� ª

exp (i�~n · ~©) = ©¬¤ �+i~n·~© �£ � exp
(
i~� · ~S

)
= ©¬¤ (

�
2

)+i~�·~S �£ (
�
2

)

æ§¦¬ «¦ � á¤¬©£� ~n �å¤�  £¦¤�� �å¦. �� �§¦�� ®«�å «â¢¦ª æ« 

d2

d�2 exp (i�~n · ~©) = − exp (i�~n · ~©)

��©¡�©� 32
� §�¨á�à�¦ª �¤æª «�¢�©«ã �(¥) §¦¬ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ §¨��£�« ¡ã

£�«��¢�«ã ¥ �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

d�
d¥

= lim
�→0

�(¥ + �)−�(¥)
�

�� �§¦��å¥�«� æ« 

d

d¥
(AB) =

dA

d¥
B + A

dB

d¥
d

d¥
A2 =

dA

d¥
A + A

dA

d¥

d

d¥
(
eiA¥) = iAeiA¥

�� �§¦�� ®«�å � �¤á§«¬¥�

etABe−tA = B + t[A,B] +
t2

2!
[A, [A,B]] + · · ·+ tn

n!

n−§�¨�¤�â©� ª︷ ︸︸ ︷
[A, [A, · · · [A, [A,B]] · · ·]]
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�¤ ©¬£�¦¢å©¦¬£� £� L� «¦¤ «�¢�©«ã §¦¬ ¦¨å��«�  �§æ « ª ©®â©� ª

L0
A = B LAB ==

¦¨© [A,B] L2
AB = [A, [A,B]] · · ·

«æ«� � §�¨�§á¤à «�¬«æ«�«� �¨á�«� 

etABe−tA =
∞∑

n=0

tn

n!
Ln

AB

�â¢¦ª �¤ �(¥) �å¤�  â¤�ª «�¢�©«ãª §¦¬ �¥�¨«á«�  �§æ «�¤ §¨��£�« ¡ã £�«�-
�¢�«ã ¥ ¡�  dA/d¥ � §�¨á�à�¦ª àª §¨¦ª ¥ ¤� �§¦�� ®«�å � «�¬«æ«�«�

d

d¥
etA = tetA

∞∑
n=0

(−t)n

(n + 1)!
Ln

A

dA

d¥

��©¡�©� 33
�� ¬§¦¢¦� ©«�å ¦ £�«��â«�ª [T1, T2] «à¤ «�¢�©«é¤

T1 = x ¡�  T2 =
d2

dx2 T1 = g(x) ¡�  T2 =
d

dx

T1 = ∇2 ¡�  T2 = ~r · ∇ T1 = ~c×∇ ¡�  T2 = ~r

��©¡�©� 34
�å¤�«�  ¦ «�¢�©«ãª £�«��â©�àª

T = e� d
dx =

∞∑

k=1

�n

n!

(
d

dx

)n

�� �§¦�� ®«�å æ«  Tf(x) = f(x + �).
�� �¨��¦ç¤ ¦   � ¦©¬¤�¨«ã©� ª ¡�  ¦   � ¦« £âª «¦¬ «�¢�©«ã �¬«¦ç.
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�©¡ã©� ª ���¢�å¦¬ 6

��©¡�©� 35
�� �¨��å � ©¬¤á¨«�©� ���¡¨á¤� «¦¬ �¢�¬�â¨¦¬ ©à£�«å¦¬ �) ©� ¡¬-

¢ ¤�¨ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¨,  ¡�  z æ§¦¬ x = ¨ ©¬¤ , y = ¨ �£  ¡�  z = z
�) ©� §�¨��¦¢ ¡âª ©¬¤«�«��£â¤�ª ¥, � ¡�   §¦¬ ©¬¤�â¦¤«�  £� « ª ¡¬¢ ¤�¨ -
¡âª £� « ª ©®â©� ª z = 1

2 (¥ − �) ¡�  ¨ =
√

¥� ¡�  «â¢¦ª �) ©� �¢¢� §« ¡âª
©¬¤«�«��£â¤�ª ¥, � ¡�   §¦¬ ©¬¤�â¦¤«�  £� « ª ¡¬¢ ¤�¨ ¡âª £� « ª ©®â©� ª
¨ = ©

√
(¥2 − 1)(1− �2) ¡�  z = ©¥�.

�§á¤«�©� �) L = 1
2m

(
_̈2 + ¨2 _2 + _z2), �) L = 1

8m(¥ + �)
(

_¥2

¥ + _�2

�

)
+

1
2m¥� _2, �) 1

2m©2(¥2 − �2)
(

_¥2

¥2−1 + _�2

1−�2

)
+ 1

2m©2(¥2 − 1)(1− �2) _2

��©¡�©� 36
�å¤¦¤«�  ¦  �¡æ¢¦¬�¦  �ç¦ ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å ©� â¤�¤ �© ¡æ

®é¨¦ 2k � �©«á©�à¤

qk, pk −→ q ′k, p ′k q ′k, p ′k −→ q ′ ′k, p ′ ′k

�� �§¦�� ®«�å æ«  ¦ £�«�©®�£�« ©£æª qk, pk −→ q ′ ′k, p ′ ′k �å¤�  �§å©�ª
¡�¤¦¤ ¡æª. �� �§¦�� ®«�å æ«  «¦ ©ç¤¦¢¦ �¬«æ �å¤�«�  ¦£á�� ��¢��ã ¤� �§¦-
��å¥�«� æ«  ¦ ¤æ£¦ª  ¡�¤¦§¦ �å «�¤ §¨¦©�«� ¨ ©« ¡ã  � æ«�«� ¡�  æ«  ¦ «�¬«¦-
« ¡æª £�«�©®�£�« ©£æª ¡��éª �§å©�ª ¡�  ¦ �¤«å©«¨¦¦ª £�«�©®�£�« ©£æª
q ′k, p ′k −→ qk, pk �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡¦å.

�� �§¦��å¥�«� «â¢¦ª æ«  ¦  ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å §¦¬  ¡�¤¦§¦ ¦ç¤
«�¤ ©®â©�

k∑
m=1

pkdqk =
k∑

m=1

p ′kdq ′k

�å¤�  £ � ¬§¦¦£á�� «�ª ¡�¤¦¤ ¡ãª ¦£á��ª. �  £�«�©®�£�« ©£¦å �¬«¦å ¦¤¦-
£á�¦¤«�  ¡�¤¦¤ ¡¦å £�«�©®�£�« ©£¦å �§�ãª.

��©¡�©� 37
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�� �§¦�� ®«�å æ«  ¦ §�¨�¡á«à £�«�©®�£�« ©£æª �å¤�  ¡�¤¦¤ ¡æª
Q = ln(�£ p)− ln(q), P = q © p. �� �§¦�� ®«�å æ«  ¡�  ¦ £�«�©®�£�« ©£æª
Q = ¢¦�(1 + q1/2 ©¬¤ p), P = 2(1 + q1/2 ©¬¤ p)q1/2 �£ p �å¤�  �§å©�ª ¡�¤¦¤ -
¡æª £� ��¤¤ã«¨ � ©¬¤á¨«�©� «�¤ F = −(eQ − 1)2 � p. �â¢¦ª ¤� �¨��¦ç¤ ¦ 
« £âª «à¤ � ¡�  � é©«� ¦  £�«�©®�£�« ©£¦å Q = q� ©¬¤ �p, P = q� �£ �p ¤�
�å¤�  ¡�¤¦¤ ¡¦å.

��©¡�©� 38
�å¤�«�  â¤� ©ç©«�£� §¦¬ �§¦«�¢�å«�  �§æ n �¨£¦¤ ¡¦çª «�¢�¤«à«âª

H(q, p) =
1
2

n∑
m=1

(
p2

m + à2
mq2

m + 2�mqm

)

�� �¨�¦ç¤ ¡�  ¤� ¢¬�¦ç¤ ¦  �¥ ©é©� ª «�ª ¡ ¤ã©�àª. �� ®¨�© £¦§¦ ã©�«�
«¦¤ £�«�©®�£�« ©£æ Qm = qm + �m/à2

m, Pm = pm. �å¤�  ¦ £�«�©®�£�« -
©£æª �¬«æª ¡�¤¦¤ ¡æª. �� �¥�«á©�«� «�¤ §�¨å§«à©� §¦¬ ¦  «�¢�¤«à«âª �å¤� 
(�¨ �£ã© £�) á§� ¨¦  ��¢��ã n →∞.

��©¡�©� 39
�å¤�«�  â¤� §��å¦ £� §¬¡¤æ«�«� ���¡¨á¤�

` =
1
2

¨0
_~¥
2

+ S0~∇ ·~¥− S0
�
2

(
~∇ ·~¥

)2

æ§¦¬ ~¥(~r, t) �å¤�  «¦ §¢á«¦ª «�¢�¤«é©�àª �¤æª �®�« ¡¦ç ¡ç£�«¦ª £â©� ©�
â¤�  ��¤ ¡æ �â¨ ¦. �� �§¦�� ®«�å æ«  � �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª �å¤� 

¨0
�~¥(~r, t)− �S0~∇(~∇ ·~¥(~r, t))2 = 0

�� �§¦�� ®«�å æ«  � §¬¡¤æ«�«� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ «¦¬ §��å¦¬ �å¤� 

h =
1

2¨0
~§2(~r, t) +

�
2
S0(~∇ ·~¥(~r, t))2 æ§¦¬ ~§(~r, t) = ¨0

_~¥(~r, t)

�å¤�  � ¡�¤¦¤ ¡ã ¦¨£ã «¦¬ §��å¦¬. �� �¨��¦ç¤ ¦  �¥ ©é©� ª ¡ ¤ã©�àª «¦¬
�á£ ¢«¦¤.
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��©¡�©� 40
�� £�¢�«ã©�«� «¦ §¨æ�¢�£� �¤æª §��å¦¬ £� «�¤ §�¨�¡á«à §¬¡¤æ«�«�

«¦¬ ���¡¨á¤�.

` =
1
2

(
_2 − (~∇)2 −m22

)
− g

4!
4

� «�¢�¬«�å¦ª æ¨¦ª §�¨ ©«á¤�  â¤� §��å¦ §¦¬ �¢¢�¢�§ �¨á £� «¦¤ ��¬«æ
«¦¬, æ§¦¬ g � ©«���¨á �¢¢�¢�§ �¨á©�àª. �¦ §¨æ�¢�£� �¬«æ �å¤�  �¡æ£�
�¤¦ ¡«æ. �� �¥�«á©�«� «¦ §¨æ�¢�£� æ§¦¬ «¦ �¬¤�£ ¡æ �¢¢�¢�§ �¨á©�àª
�å¤�  ��¤ ¡á «�ª £¦¨ãª V (). � � §�¨á�� �£� �§¦��å¥«� æ«  � � «¦ §��å¦
(x, t) £� §¬¡¤æ«�«�

` =
1
2

(
∂
∂t

)2

− 1
2

(
∂
∂x

)2

− V () V () =
1
�2 (1− ©¬¤ (�)

� �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª �å¤� 

∂2
∂t2

− ∂2
∂x2 +

1
�2 �£ (�) = 0

�� �¤���«ã©�«� ¢ç©� ª «�ª £¦¨ãª (x, t) = f(x− vt).

�©¡ã©� ª ���¢�å¦¬ 7

��©¡�©� 41
�� �§¦�� ®«�å æ«  � £ã«¨�ª «¦¬ �á¦¬¢   ¡�¤¦§¦ ¦ç¤ « ª ©®â©� ª ©2

j = 1,
©i©j + ©j©i = 2�ij . �¤ ~� ¡�  ~� ¤� �� ®«�å æ«  (~© ·~�)(~© · �) = ~� ·~� + i~© ·~�×~�,
æ§¦¬ ~© = (©1, ©2, ©3).

��©¡�©� 42

286



�©¡ã©� ª

�� �§¦�� ®«�å æ«  � ©¬¤á¨«�©� «¦¬ �á£ ¢«¦¤ � � â¤� ¦¨«å¦ e £â©� ©�
�¢�¡«¨¦£��¤�« ¡æ §��å¦ £� � �¤¬©£�« ¡æ �¬¤�£ ¡æ ~A ¡�  ���£à«æ �¬¤�£ ¡æ
 �å¤�«�  �§æ «�¤ ©®â©�

H =
√

c2
(
~p− e

c
~A
)2

+ m2c4 + e

�� �� ®«�å æ«  � §�¨�§á¤à ©®â©� £§¦¨�å ¤� �¨��å £� «�¤ £¦¨ã

H = c~a ·
(
~p− e

c
~A
)

+ bmc2 + e

�� �¨��¦ç¤ ¦  £ã«¨�ª ~a = (a1, a2, a3) ¡�  � £ã«¨� b.

��©¡�©� 43
�� �¨�å«� ©ç£à¤� £� «�ª � � ¡ã ��à¨å� «�ª ©®�« ¡æ«�«�ª §æ©¦ «¦ ª

�¡�«æ �¬¥á¤�«�  � £á�� �) �¤æª ��¨¦§¢á¤¦¬ §¦¬ ¡ ¤�å«�  £� «�®ç«�«� å©� £�
2000 Km/h �) �¤æª §¢�¤ã«� §¦¬ ¡ ¤�å«�  £� 40.000 Km/h ¡�  �) �¤æª ©à-
£�« �å¦¬ §¦¬ ¡ ¤�å«�  £� «�®ç«�«� å©� £� «¦ £ ©æ «�ª «�®ç«�«�ª «¦¬ à«æª.
�� �¨�å«� §¦ � §¨â§�  ¤� �å¤�  � «�®ç«�«� �¤æª ©é£�«¦ª � � ¤� � §¢�© �©«�å
� £á�� «¦¬.

��©¡�©� 44
�å¤�«�  � �¡æ¢¦¬�� §¬¡¤æ«�«� «¦¬ ���¡¨á¤�

` =
i

2
[�̄�£(∂£¯)− (∂£ �̄)�£¯

)−m�̄¯

��à¨¦ç£� «� §��å� ¯ ¡�  �̄ = ¯+�0 �¤�¥á¨«�«�. �� �£ �å¤�  ¦  �¡æ-
¢¦¬��ª £ã«¨�ª

�0 =
(

0 1
1 0

)
�m =

(
0 −©m

©m 0

)

æ§¦¬ ©m �å¤�  ¦  £ã«¨�ª «¦¬ �á¦¬¢ .
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�� �§¦�� ®«�å æ«  � �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª «¦¬ §��å¦¬ �å¤�  � �¡æ¢¦¬��
�¥å©à©� «¦¬ �« ¨á¡

(i�£∂£ −m) ¯ = 0

�� �§¦�� ®«�å æ«  � �¥å©à©� �¬«ã �å¤�  �¤�¢¢¦åà«¦ª �§æ «¦¬ª £�«�©®�£�« -
©£¦çª «¦¬ �æ¨�¤«ª.

��©¡�©� 45
�å¤�«�  � �¡æ¢¦¬�� §¬¡¤æ«�«� «¦¬ ���¡¨á¤�

` =
1
2

(
_2 − (~∇)2 −m22

)

�� �§¦�� ®«�å æ«  � �¥å©à©� ¡ ¤ã©�àª «¦¬ §��å¦¬ �å¤�  � �¡æ¢¦¬�� �¥å©à©�
�¢á ¤ - �¡æ¨¤«¦¤

∂

∂x£
∂

∂x£
−m2 = 0

�� �§¦�� ®«�å æ«  � �¥å©à©� �¬«ã �å¤�  �¤�¢¢¦åà«¦ª �§æ «¦¬ª £�«�©®�£�« -
©£¦çª «¦¬ �æ¨�¤«ª. ��¢��ã �¤ (x£) �å¤�  £ � ¢ç©� «�ª �¥ ©é©�àª �¬«ãª
«æ«� ¡�  �  ′(x ′£) �å¤�  �§å©�ª ¢ç©� æ§¦¬

 ′(x ′£) = (x£) x ′£ = �£
¤ (~�,~0)x¤

�(~�,~�) �å¤�  ¦ §å¤�¡�ª «¦¬ £�«�©®�£�« ©£æª «¦¬ �æ¨�¤«ª. � ��£ ¢«¦¤ �¤ã
§¬¡¤æ«�«� «¦¬ §��å¦¬ �å¤� 

h =
1
2

(
§2 + (~∇)2 + m22

)
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