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Άδεηεο Φξήζεο

 Τν παξόλ εθπαηδεπηηθό πιηθό ππόθεηηαη ζε άδεηεο 
ρξήζεο Creative Commons. 

 Γηα εθπαηδεπηηθό πιηθό, όπσο εηθόλεο, πνπ 
ππόθεηηαη ζε άιινπ ηύπνπ άδεηαο ρξήζεο, ε 
άδεηα ρξήζεο αλαθέξεηαη ξεηώο. 
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Φξεκαηνδόηεζε

 Τν παξόλ εθπαηδεπηηθό πιηθό έρεη αλαπηπρζεί ζηα 
πιαίζηα ηνπ εθπαηδεπηηθνύ έξγνπ ηνπ δηδάζθνληα.

 Τν έξγν «Αλνηθηά Αθαδεκαϊθά Καζήκαηα ζην 
Ξαλεπηζηήκην Ξαηξώλ» έρεη ρξεκαηνδνηήζεη κόλν ηε 
αλαδηακόξθσζε ηνπ εθπαηδεπηηθνύ πιηθνύ. 

 Τν έξγν πινπνηείηαη ζην πιαίζην ηνπ Δπηρεηξεζηαθνύ 
Πξνγξάκκαηνο «Δθπαίδεπζε θαη Γηα Βίνπ Μάζεζε» θαη 
ζπγρξεκαηνδνηείηαη από ηελ Δπξσπατθή Έλσζε 
(Δπξσπατθό Κνηλσληθό Τακείν) θαη από εζληθνύο πόξνπο.
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ΚΑΘΖΚΑΡΗΘΑ  Η

Φξαγθίζθνο  Κνπηειηέξεο
Αλαπιεξσηήο Καζεγεηήο Παλ/κίνπ Παηξώλ

Δπηθνηλσλία: fcoutelieris@upatras.gr



Μαζεκαηηθά Ι

Γξακκηθή άιγεβξα ...

... είλαη ηνκέαο ησλ καζεκαηηθώλ ν νπνίνο 
αζρνιείηαη κε ηε κειέηε δηαλπζκάηωλ, 
δηαλπζκαηηθώλ ρώξωλ, γξακκηθώλ 
απεηθνλίζεωλ θαη ζπζηεκάηωλ 
γξακκηθώλ εμηζώζεωλ κέζσ ησλ 
πηλάθωλ. 



Μαζεκαηηθά I

Ξεξηερόκελα ηνπ καζήκαηνο

1. Ξίλαθεο & νξίδνπζεο

2. Γξακκηθά ζπζηήκαηα

3. Γηαλύζκαηα

4. Αλαιινίωηα κεγέζε πηλάθωλ



Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

1. Νξηζκνί 

2. Ξξάμεηο πηλάθωλ

3. Αληηζηξνθή πίλαθα 

4. Όκνηνη πίλαθεο

5. Νξίδνπζεο θαη ηδηόηεηεο νξηδνπζώλ



Μαζεκαηηθά I

2. Γξακκηθά ζπζηήκαηα

1. Νξηζκνί 

2. Δπίιπζε Crammer

3. Δπίιπζε Gauss

4. Νκνγελέο ζύζηεκα

5. Πύζηεκα ζε κνξθή πίλαθα

6. Δπίιπζε κε αληίζηξνθν πίλαθα



Μαζεκαηηθά I

3. Γηαλύζκαηα

1. Νξηζκνί 

2. Δίδε δηαλπζκάηωλ

3. Ξξάμεηο δηαλπζκάηωλ

4. Δζωηεξηθό, εμωηεξηθό θαη κηθηό γηλόκελν



Μαζεκαηηθά I

4. Αλαιινίωηα κεγέζε πηλάθωλ

1. Νξηζκνί 

2. Δύξεζε ηδηνηηκώλ

3. Δύξεζε ηδηνδηαλπζκάηωλ



Μαζεκαηηθά I

ΘΔΦΑΙΑΗΝ 1

Ξίλαθεο 
& 
Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο
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Ξίλαθαο νλνκάδεηαη θάζε νξζνγώληα 
δηάηαμε mxn ζηνηρείσλ ηεο κνξθήο

ή 

m (=πιήζνο γξακκώλ), n (=πιήζνο ζηειώλ) 



Μαζεκαηηθά I

1. Πίλαθεο & Οξίδνπζεο

11 12, ,..., mn  Τα πξέπεη λα  είλαη νκνεηδή

Σηα πιαίζηα ηνπ δηθνύ καο καζήκαηνο 
είλαη πξαγκαηηθνί εθηόο αλ αλαθέξεηαη 
ξεηώο θάηη δηαθνξεηηθό.

δει. λα αλήθνπλ ζην ίδην ζύλνιν.



Μαζεκαηηθά I

1. Πίλαθεο & Οξίδνπζεο

Αλ , i=1,..., m, j=1,... , n ηόηε

ιέκε

ν πίλαθαο αλήθεη ζην ζύλνιν Κ
όιωλ ηωλ πηλάθωλ κεγέζνπο mxn

,i j R 

θαη ζπκβνιίδνπκε ( )mxnA R




Μαζεκαηηθά I

1. Πίλαθεο & Οξίδνπζεο

Αλ ηόηε ν πίλαθαο  νλνκάδεηαη

ηεηξαγωληθόο πίλαθαο δηάζηαζεο n

m n

θαη ζπκβνιίδνπκε ( )nA R




Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Ιζόηεηα πηλάθσλ:

Γπν πίλαθεο είλαη ίζνη αλ έρνπλ έλα πξνο 

έλα όια ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπο ίζα

,ij ijA B a b i j   
 

βξίζθνληαη ζε 
αληίζηνηρεο 

ζέζεηο



Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Ξίλαθαο ζηήιε:

1

2

m

S







 
 
 
 
 
 





Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Ξίλαθαο γξακκή:  1 2 ... nG   




Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Ξίλαθαο θιηκαθωηόο (ή ηξηγωληθόο) άλω:
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Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Ξίλαθαο θιηκαθωηόο (ή ηξηγωληθόο) θάηω:
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Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Κνλαδηαίνο ηεηξαγωληθόο πίλαθαο:
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Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Πξόζζεζε/Αθαίξεζε πηλάθσλ:
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Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Γπν πίλαθεο κπνξνύλ λα 

πξνζηεζνύλ ή λα αθαηξεζνύλ 

κόλν όηαλ έρνπλ θαη νη δπν ηηο 

ίδηεο δηαζηάζεηο θαη κάιηζηα ην 

απνηέιεζκα έρεη θαη απηό ηηο 

ίδηεο δηαζηάζεηο.



Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Ξαξάδεηγκα:
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Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Ηδηόηεηεο πξόζζεζεο:

A B B A  
   

1. Μεηαζεηηθή

2. Πξνζεηαηξηζηηθή

3. Οπδέηεξν ζηνηρείν

4. Αληίζεην ζηνηρείν

5. Ιζνδπλακία
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Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Δμωηεξηθόο πνιιαπιαζηαζκόο :
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Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Ξαξάδεηγκα:

1 2

3 4
A
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Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Ηδηόηεηεο εμωηεξηθνύ πνιιαπιαζηαζκνύ:

  A A A     
  

1.

2.

3.

4.

 A B A B    
      A A  
 

1A A
 

ΠΡΟΘΕΗ 

ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΩΝ 

ΑΡΙΘΜΩΝ

ΠΟΛΛΑΠΛΑΙΑΜΟ 

ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ

ΕΞΩΣΕΡΙΚΟ ΠΟΛΛ/ΜΟ 

ΠΙΝΑΚΩΝ

ΠΡΟΘΕΗ ΠΙΝΑΚΩΝ

ΕΞΩΣΕΡΙΚΟ 

ΠΟΛΛ/ΜΟ ΠΙΝΑΚΩΝ



Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Ιδηόηεηεο εμσηεξηθνύ πνιιαπιαζηαζκνύ:

0 0A 
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Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Δζωηεξηθόο πνιιαπιαζηαζκόο:
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Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Δζωηεξηθόο πνιιαπιαζηαζκόο:

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

11 11 12 21 1 1 11 12 12 22 1 2 11 1 12 2 1

21 11 22

... ...

... ...

... ...

... ...

... ... ... ...

k n

k n

m m mk k k kn

k k k k n n k kn

b b b

b b b

b b b

b b b b b b b b b

b

  

  

  

        

 

   
   
    
   
   
      

        




     

21 2 1 21 12 22 22 2 2 21 1 22 2 2

1 11 2 21 1 1 12 2 22 2 1 1 2 2

... ... ... ...

...

... ... ... ...

k k k k n n k kn

m m mk k m m mk k m n m n mk kn

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

      

        

 
 

       
 
 
 

          

  



Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Γπν πίλαθεο κπνξνύλ λα 

πνιιαπιαζηαζηνύλ εζωηεξηθά 

κόλνλ όηαλ ην πιήζνο ηωλ 

ζηειώλ ηνπ πξώηνπ είλαη ίζν κε 

ην πιήζνο ηωλ γξακκώλ ηνπ 

δεύηεξνπ.



Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Ξαξάδεηγκα:

1 2

3 4
A

 
  
 

5 6

7 8
B

 
  
 

1 2 5 6

3 4 7 8

1 5 2 7 1 6 2 8 19 22
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Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Πηνλ εζωηεξηθό πνιιαπιαζηαζκό δελ 

ηζρύεη ε κεηαζεηηθή ηδηόηεηα.

A B B A  
   



Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Παξάδεηγκα:

2 1

1 0
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3 2

1 1
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1 0 1 1 3 0 2 0 3 2
A B
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ΓΗΑΦΝΟΔΡΗΘΝΗ !!!!



Μαζεκαηηθά I

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

Γπλάκεηο πηλάθωλ:
0A I
 1A A
 2A A A 
  3 2A A A 
  …

1n nA A A 
  

Νη δπλάκεηο κπνξνύλ 
λα νξηζηνύλ κόλν ζε 

ηεηξαγωληθνύο
πίλαθεο.



Μαζεκαηηθά I

Αληίζηξνθνο ελόο πίλαθα νλνκάδεηαη έλαο άιινο 

πίλαθαο ν νπνίνο αλ πνιιαπιαζηαζηεί θαη από 

ηηο δπν κεξηέο κε ηνλ αξρηθό δίλεη ηνλ 

κνλαδηαίν πίλαθα. 

1A


αντίστρουος τοσ A


1 1A A A A I    

    

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Αληίζηξνθν έρνπλ κόλν νη ηεηξαγωληθνί 

πίλαθεο.

1 1A A A A I    
    

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά  Ι

Μηα εθαξκνγή (άζθεζε):

2 2 0    
  

Έζησ ν n x n πίλαθαο Α γηα ηνλ νπνίν είλαη γλσζηό όηη
Α2 + 2Α = 0. Να ιπζεί ε εμίζσζε: Α – Φ = Α x Φ
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  2 2 0    
  

Τέινο 2 0   
   

2   
  

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά Ι

Ν θνηλόο παξάγνληαο ζέιεη πνιιή πξνζνρή.

A B A C  
   

 A B C 
  

 B C A 
 

A B A 
  

 A B I 
  

 1A B 
 

ΛΑΘΟ !!!!

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Μηα αθόκε εθαξκνγή (άζθεζε):
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AX A I


  


   

Έζησ ν πίλαθαο . Να ιπζεί ε εμίζσζε 
0 2

2 0

 
   

 
A X A I  
   

2 2A X A A  
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2 4A X I X  
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4 4I X I A   
   

νπόηε
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θαη 11
2

1 1
2

 
 
 
 

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Όηαλ πνιιαπιαζηάδνπκε πίλαθεο, 

πξνζέρνπκε αλ ν πνιιαπιαζηαζκόο 

είλαη από αξηζηεξά ή από δεμηά.

A

AX A I


  


   

2AXA A A 
    
ΑΞΝ ΓΔΜΗΑ

2 2A X A A 
   

ΑΞΝ ΑΟΗΠΡΔΟΑ

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

αλ ππάξρεη αληηζηξέςηκνο πίλαθαο

,A B
 

1B P A P  
   

Όκνηνη ιέγνληαη δπν πίλαθεο

ηέηνηνο ώζηε 

P


1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Ξίλαθεο όκνηνη κε έλαλ αξρηθό πίλαθα 
πξνθύπηνπλ αλ ζε απηόλ θάλνπκε 

γξακκνπξάμεηο.

γξακκηθέο πξάμεηο 
ζηα ζηνηρεία ησλ 

γξακκώλ

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Παξάδεηγκα γξακκνπξάμεσλ:
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  11 / 2 



1 3 5 7

1 4 2 0

1 10 12 14

 
 

 
  

 1 2 2  


1 3 5 7

0 7 7 7

1 10 12 14

 
 
 
  

 3 1 3  
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1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Θιηκαθωηή κνξθή ελόο κε κεδεληθνύ πίλαθα 
νλνκάδεηαη έλαο όκνηόο ηνπ πίλαθαο γηα ηνλ 
νπνίνλ ηζρύνπλ:

1. Οη κε κεδεληθέο γξακκέο ηνπ είλαη πάλσ από ηηο κεδεληθέο

2. Τν πξώην κε κεδεληθό ζηνηρείν θάζε γξακκήο είλαη ε 

κνλάδα

3. Τν πιήζνο ησλ κε κεδεληθώλ ζηνηρείσλ θάζε κε κεδεληθήο 

γξακκήο είλαη κηθξόηεξν από ην πιήζνο ησλ κε κεδεληθώλ 

ζηνηρείσλ ηεο ακέζσο πξνεγνύκελεο

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Βαζκόο ελόο πίλαθα νλνκάδεηαη ην πιήζνο ησλ 
κε κεδεληθώλ γξακκώλ ηεο θιηκαθωηήο 
κνξθήο ηνπ.
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A


1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Έλα παξάδεηγκα:
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1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Νξίδνπζα νλνκάδεηαη ε γξακκηθή απεηθόληζε

: ( )nM R R

Ορίζοσσα έτοσν μόνο 

οι τετραγωνικοί

πίνακες.

Η ορίζοσσα ενός 

πίνακα είναι αριθμός.

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Ξωο ππνινγίδνπκε ηηο νξίδνπζεο.

2x2
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1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Πσο ππνινγίδνπκε ηηο νξίδνπζεο.

3x3
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1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Πσο ππνινγίδνπκε ηηο νξίδνπζεο.
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1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Έλα παξάδεηγκα:

2 5 7

6 3 4

5 2 3



 

3 4 6 4 6 3
2 5 7

2 3 5 3 5 2
  

   

     2 9 8 5 18 20 7 12 15        

2 190 189 1    

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Η νξίδνπζα ελόο άλω ή θάηω ηξηγωληθνύ

πίλαθα ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηωλ 

δηαγώληωλ ζηνηρείσλ ηνπ.

Ιδηόηεηεο νξηδνπζώλ:

2 5 7
5 7 2 7 2 5

0 3 4 0 0 3 3 2 3
3 4 0 4 0 3

0 0 3

      



1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Αλ ελαιιάμνπκε δπν γξακκέο ή 
ζηήιεο ηνπ πίλαθα, ε νξίδνπζά ηνπ 
αιιάδεη πξόζεκν.

Ιδηόηεηεο νξηδνπζώλ:

2 5
6 5 1

1 3
  

5 2
5 6 1

3 1
   

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Ιδηόηεηεο νξηδνπζώλ:

 , , nA B A B A B M    
     

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Αλ δπν γξακκέο ή ζηήιεο ηνπ 

πίλαθα είλαη ίζεο ή αλάινγεο, ε 

νξίδνπζά ηνπ είλαη κεδεληθή.

Ιδηόηεηεο νξηδνπζώλ:

Λα δεηρζεί κε βάζε 
ην πξνεγνύκελν.

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Αλ κηα γξακκή ή ζηήιε ελόο πίλαθα 

πνιιαπιαζηαζηεί κε έλαλ πξαγκαηηθό αξηζκό, ηόηε 

όιε ε νξίδνπζα πνιιαπιαζηάδεηαη κε ηνλ ίδην 

αξηζκό.

Ιδηόηεηεο νξηδνπζώλ:

 ,n

nA A A M R   
  

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Ξξνζαξηεκέλνο ηνπ ηεηξαγσληθνύ πίλαθα A


νλνκάδεηαη ν ηεηξαγσληθόο πίλαθαο ( )adj A


πνπ θάζε ζηνηρείν ηνπ είλαη ην αιγεβξηθό 

ζπκπιήξωκα ηνπ αληίζηνηρνπ ζηνηρείνπ ηνπ 

πξώηνπ πίλαθα.

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Μαζεκαηηθά I

Έλα παξάδεηγκα:

1 0 1

2 1 1

1 2 5

A

 
 

 
 
  




 

1 1 0 1 0 1

2 5 2 5 1 1

2 1 1 1 1 1

1 5 1 5 2 1

2 1 1 0 1 0

1 2 1 2 2 1

adj A
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11 6 1

3 2 1

 
 

  
 
  

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο



Σε ηη καο ρξεζηκεύεη ν πξνζαξηεκέλνο;

 1 1
A adj A

A

 
 



Υπάξρεη ν αληίζηξνθνο 
κόλνλ όηαλ ε νξίδνπζα 

δελ είλαη κεδέλ.

1. Ξίλαθεο & Νξίδνπζεο

«Ρν πιηθό ηεο παξνπζίαζεο πξνέξρεηαη από ηηο παλεπηζηεκηαθέο 

παξαδόζεηο ηνπ θαζεγεηή Φξ. Θνπηειηέξε»


