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Άδεηεο Χξήζεο

 Τν παξόλ εθπαηδεπηηθό πιηθό ππόθεηηαη ζε άδεηεο 
ρξήζεο Creative Commons. 

 Γηα εθπαηδεπηηθό πιηθό, όπωο εηθόλεο, πνπ 
ππόθεηηαη ζε άιινπ ηύπνπ άδεηαο ρξήζεο, ε 
άδεηα ρξήζεο αλαθέξεηαη ξεηώο. 
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Χξεκαηνδόηεζε

 Τν παξόλ εθπαηδεπηηθό πιηθό έρεη αλαπηπρζεί ζηα 
πιαίζηα ηνπ εθπαηδεπηηθνύ έξγνπ ηνπ δηδάζθνληα.

 Τν έξγν «Ανοικηά Ακαδημαϊκά Μαθήμαηα ζηο 
Πανεπιζηήμιο Παηπών» έρεη ρξεκαηνδνηήζεη κόλν ηε 
αλαδηακόξθωζε ηνπ εθπαηδεπηηθνύ πιηθνύ. 

 Τν έξγν πινπνηείηαη ζην πιαίζην ηνπ Δπηρεηξεζηαθνύ 
Πξνγξάκκαηνο «Δθπαίδεπζε θαη Γηα Βίνπ Μάζεζε» θαη 
ζπγρξεκαηνδνηείηαη από ηελ Δπξωπαϊθή Έλωζε 
(Δπξωπαϊθό Κνηλωληθό Τακείν) θαη από εζληθνύο πόξνπο.

3



ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ  Ι

Φξαγθίζθνο  Κνπηειηέξεο
Αλαπιεξωηήο Καζεγεηήο Παλ/κίνπ Παηξώλ

Δπηθνηλωλία: fcoutelieris@upatras.gr



2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα

1. Οπιζμοί 

2. ΢ύζηημα ζε μοπθή πίνακα

3. Επίλςζη Crammer

4. Επίλςζη Gauss

5. Ομογενέρ ζύζηημα

6. Επίλςζη με ανηίζηποθο πίνακα

Γξακκηθά  Σπζηήκαηα



Γξακκηθά  Σπζηήκαηα

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα



Γπαμμικό ζύζηημα mxn νλνκάδεηαη θάζε 

ζύλνιν m γπαμμικών αιγεβξηθώλ εμηζώζεωλ 

πνπ ε θαζεκηά ηνπο πεξηέρεη n ην πνιύ 

αγλώζηνπο.

,m n N
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2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα



11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

m1 1 m2 2 mn n m

α x  +α x  + ... +α x  = b

α x  +α x  + ... +α x  = b

. . . .

 .        .                   .         .    

. . . .

α x  +α x  + ... +α x  = b

i=1,..., m,ij ib R  j=1,..., n. 

Γξακκηθά  Σπζηήκαηα

2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα



Κάθε εμίζωζε ηνπ ζπζηήκαηνο παξηζηάλεη 

ένα ζςνδςαζμό πληποθοπιών γηα ηηο 

άγλωζηεο πνζόηεηεο x1, x2, …, xn πνπ 

πεξηέρεη.
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2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα



Αλ m=n

ηόηε ην ζύζηεκα ιέγεηαη 

ηεηπαγωνικό.

Γξακκηθά  Σπζηήκαηα
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Ο επαςξημένορ πίνακαρ ηνπ παξαπάλω 
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2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα



1b x AxA b    
   

ΠΟΣΕ ΕΥΕΘ ΛΤ΢Η ΣΟ ΢Τ΢ΣΗΜΑ

   1 1 1 1

1 1

A x b A A x A b A A x A b

I x A b x A b

   

 

           

      
           

     

Γξακκηθά  Σπζηήκαηα

2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα



ΕΝΑ ΢Τ΢ΣΗΜΑ ΜΠΟΡΕΙ ΓΕΝΙΚΑ ΝΑ ΕΥΕΙ

• ΜΟΝΑΔΙΚΗ ΛΤ΢Η (ζςμβιβαζηό)

• ΑΠΕΙΡΕ΢ ΛΤ΢ΕΙ΢ (αόπιζηο)

• ΚΑΜΙΑ ΛΤ΢Η (αδύναηο)
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ΣΟ ΠΛΗΘΟ΢ ΣΩΝ ΛΤ΢ΕΩΝ ΕΞΑΡΣΑΣΑΘ ΑΠΟ

ΣΘ΢ ΔΘΑ΢ΣΑ΢ΕΘ΢ m ΚΑΘ n ΣΟΤ ΢Τ΢ΣΗΜΑΣΟ΢
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Τν ζύζηεκα πεξηέρεη πεπιζζόηεποςρ ζςνδςαζμούρ 
πληποθοπιών (=εξιζώζειρ) απ’ όζνπο είλαη απαξαίηεηνη 
γηα λα νξηζηνύλ νη άγλωζηεο πνζόηεηεο. Έηζη, ππέπει η λύζη 
κάθε ςποζςζηήμαηορ nxn να ικανοποιεί ηιρ ςπόλοιπερ 
m-n εξιζώζειρ, ώζηε ην ζύζηεκα λα είλαη ζςμβιβαζηό. Αλ 
ε ιύζε έζηω θαη ελόο ππνζπζηήκαηνο δεν ικανοποιεί ηηο 
εμηζώζεηο πνπ απνκέλνπλ, ηόηε ην ζύζηεκα είλαη αδύναηο.

m > n
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Τν ζύζηεκα πεξηέρεη λιγόηεποςρ ζςνδςαζμούρ 

πληποθοπιών (=εξιζώζειρ) απ’ όζνπο είλαη απαξαίηεηνη 

γηα λα νξηζηνύλ νη άγλωζηεο πνζόηεηεο. Έηζη, ηο ζύζηημα 

επιδέσεηαι απειπία λύζεων, ε νπνία πξνθύπηεη από ηε 

ζεώξεζε ηωλ n-m αγλώζηωλ ωο παξακέηξωλ θαη ηε 

ζπλεπαθόινπζε ιύζε ηνπ mxm ζπζηήκαηνο ζπλαξηήζεη 

απηώλ ηωλ παξακέηξωλ.

m < n

Γξακκηθά  Σπζηήκαηα

2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα



2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα

Τν ζύζηεκα κπνξεί λα έρεη καμία, μια ή 

άπειπερ ιύζεηο.

m = n
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ΜΟΝΑΔΘΚΗ ΛΤ΢Η => 

ΤΠΑΡΥΕΘ Ο ΑΝΣΘ΢ΣΡΟΦΟ΢           =>
1A


ΜΗ ΜΗΔΕΝΘΚΗ ΟΡΘΖΟΤ΢Α           A



m = n
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• ΑΠΕΘΡΕ΢ ΛΤ΢ΕΘ΢ => 

ΔΕΝ ΤΠΑΡΥΕΘ Ο ΑΝΣΘ΢ΣΡΟΦΟ΢

ΜΗΔΕΝΘΚΗ ΟΡΘΖΟΤ΢Α           

• ΚΑΜΘΑ ΛΤ΢Η => 

0A 


και όλες οι σποορίζοσσες επίσης =0

0A 


και κάποια από τις σποορίζοσσες ≠0

m = n
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• ΑΠΕΙΡΕ΢ ΛΤ΢ΕΙ΢ => 

Ανηίζηοισα

• ΚΑΜΙΑ ΛΤ΢Η => 

   rank A rank E n 
 

   rank A rank E
 

• ΜΟΝΑΔΙΚΗ ΛΤ΢Η => 

m = n

2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα
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Τν ζύζηεκα              ιέγεηαη ομογενέρ, 

όηαλ 

A x b 
  

0b 
 

Σο ομογενέρ ζύζηημα δεν είναι ποηέ αδύναηο 

μιαρ και έσει πάνηα ηη μηδενική λύζη. 

• αν  , ηόηε έσει μόνο ηη μηδενική λύζη 

• αν  , έσει άπειπερ λύζειρ.

0A 


0A 

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Μέθοδορ επίλςζηρ Cramer

Έζηω ην ηεηξαγωληθό γξακκηθό ζύζηεκα   
κε  .Τόηε ε ιύζε δίλεηαη από ηε ζρέζε  

όπνπ ε ππννξίδνπζα είλαη ίδηα κε ηελ  , κε 
κόλε δηαθνξά όηη ε i-ζηήιε ηεο  έρεη 
αληηθαηαζηαζεί από ηνλ   (ζηαζεξνί όξνη).

A x b 
  

0A 

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
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A


b

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Μέθοδορ επίλςζηρ Gauss

Έζηω ην ηεηξαγωληθό γξακκηθό ζύζηεκα 
Δθηειώληαο γπαμμοππάξειρ έωο όηνπ 
κεηαζρεκαηηζηεί ο επαςξημένορ πίνακαρ ηνπ 
ζπζηήκαηνο ζε ηπιγωνικό άνω, ν ηειεπηαίνο 
άγλωζηνο ππνινγίδεηαη απεπζείαο, ελώ νη 
ππόινηπνη πξνθύπηνπλ από δηαδνρηθέο 
αληηθαηαζηάζεηο.

A x b 
  

2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα
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Α΢ΚΗ΢ΕΙ΢

2. Γπαμμικά ζςζηήμαηα

Γξακκηθά  Σπζηήκαηα

«Σο ςλικό ηηρ παποςζίαζηρ πποέπσεηαι από ηιρ πανεπιζηημιακέρ 

παπαδόζειρ ηος καθηγηηή Φπ. Κοςηελιέπη».


