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Η παξνύζα ζειίδα έρεη αθεζεί εθνπζίωο θελή. 
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α. Σκοποί ενότητασ 
Σκοπόσ τθσ παροφςασ ενότθτασ είναι θ ειςαγωγι ςτθ 

μζκοδο γραμμικοποίθςθσ μθ γραμμικών ςυςτθμάτων 

ςυνικων διαφορικών εξιςώςεων (ΣΔΕ) πρώτθσ τάξθσ, και 

ςτθν εφρεςθ και τον προςδιοριςμό του είδουσ και τθσ 

ευςτάκειασ των ςθμείων ιςορροπίασ του. 

β. Περιεχόμενα ενότητασ 
Στθν ενότθτα παρουςιάηεται θ εφρεςθ των ςθμείων 

ιςορροπίασ ενόσ μθ γραμμικοφ ςυςτιματοσ ςυνικων 

διαφορικών εξιςώςεων πρώτθσ τάξθσ, θ ζννοια τθσ 

γραμμικισ προςζγγιςθσ του ςυςτιματοσ, θ ςυνκικθ υπό 

τθν οποία ιςχφει θ προςζγγιςθ, και ο χαρακτθριςμόσ των 

ςθμείων ιςορροπίασ. 
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5.1 Μη γραμμικό ςφςτημα – Γραμμική 

προςζγγιςη 

Δίνεται το μθ γραμμικό ςφςτθμα ΣΔΕ πρώτθσ τάξθσ: 

   

   

2 2

2 2

,
0

,

x ax y x x y p x y
p q

y x ay y x y q x y

     
  

     

  

μοναδικό ςθμείο ιςορροπίασ:  0,0   

α) Οι ,p q  αναλυτικζσ   αναπτφςςονται κατά Taylor γφρω 

από το  0,0  ιςχφει θ ςυνκικθ μθ γραμμικότθτασ: 

   

   
,y 0,0

, ,
lim 0

x

u x y v x y

x y





 

όπου u,v είναι οι μθ γραμμικοί όροι του αναπτφγματοσ 

Taylor: 

   ,x ,y ,x ,yx p y , , x y ,p p u x y q q q v x y       

και άρα τοπικά οι μθ γραμμικοί όροι μποροφν να 

παραλειφκοφν, δθλαδι ςε μία μικρι περιοχι του  0,0  θ 

ςυμπεριφορά του ςυςτιματοσ προςεγγίηεται πολφ καλά 

από τθ γραμμικι προςζγγιςθ:  



Σειίδα 6 
 

 

 

, ,

0 0

, , 0,0

2 2

2 2

0,0

,

3 1 2

1 2 3

x y

x y

p px x
J J

q qy y

a x y xy

xy a x y

    
      

     

    
  

   

  

Ζτςι, για τθν ευςτάκεια και το χαρακτιρα του  0,0  αρκεί 

να βρεκοφν οι ιδιοτιμζσ του 0J : 

0 0

1 1

1 1

a a λ
J J λI

a a λ

     
          

  

χαρακτθριςτικι εξίςωςθ  
2

1,21α λ λ α i        

Άρα: 0a    αςτακισ εςτία,  0a    ευςτακισ εςτία 

1,20a λ i     κζντρο (center) ι αςκενισ εςτία (weak 

focus). 

Χριςθ πολικών ςυντεταγμζνων: cos ,   sin :x ρ θ υ ρ θ    

 
2

2 2 4 3 0ρρ xx yy x y ρ ρ ρ             

2ρ θ xy yx   (χρθςιμοποιείται για τθ φορά τθσ κίνθςθσ) 

Άρα, το  0,0  είναι αςκενισ εςτία μθ γραμμικά ευςτακισ 

(weak focus nonlinearly stable). 
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5.2 Μη γραμμική εξίςωςη - Μετατροπή ςε 

πρωτοβάθμιο ςφςτημα - Γραμμική προςζγγιςη 

Δίνεται θ μθ γραμμικι ΣΔΕ Duffing-Van der Pol: 

                     2 31 0,tt tx k x x x bx                        (DV-1) 

Μετατροπή ςε πρωτοβάθμιο ςφςτημα - 

Γραμμικοποίηςη 

1

2

x z

x z

 


  
  1 2

2 3

2 1 2 1 2 1

z z

z z kz kz z bz

  


      

  

                     1 2

2 3

2 1 2 1 2 1

z z

z z kz kz z bz

 

     
                      (DV-2) 

Εφρεςη ςημείων ιςορροπίασ 

2

2 3

1 2 1 2 1

0

0

z

z kz kz z bz

 


     
 

2

1 1

0

1
0  ή  ,  0

z

z z b
b

 



     

  

Συνεπώσ τα ςθμεία ιςορροπίασ είναι: 

 0,0O  και 1 2

1 1
, 0 ,  , 0E E

b b

   
   

    
 με 0b    
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Ιακωβιανό μητρώο 

 2 2

1 2 1 1

0 1

1 2 3 1
J

kz z bz k z

 
  
    
 

  

α) Στο  0,0O :  0,0

0 1

1
J

k

 
   

  

Χαρακτηριςτικό πολυώνυμο: 2 21 0,  Δ= 4λ kλ k      

Ιδιοτιμζσ: 
2

1,2

4

2

k k
λ

 
   

Για 
2

1,2

4
0 2 Δ 0 :  

2

k i k
k λ

 
           (unstable focus) 

Για 1,22  Δ 0 :  1
2

k
k λ        (unstable degenerate node) 

Για 
2

1,2

4
2 ή 0 Δ 0 :  λ =

2

k k
k k

 
     (unstable node) 

β) Στα 1 2,  E E :  

0 1

1
2 1

J
k

b

 
      

  

  

Χαρακτηριςτικό πολυώνυμο: 2 1
1 2 0,   0λ k λ b

b

 
     

 
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και 
2

2 1
Δ 1 8k

b

 
   

 
  

Ιδιοτιμζσ: 1,2

1
1 Δ

2

k
b

λ

 
  

    (saddle) 

Για παράδειγμα, αν κζςουμε 1b   :    1 21, 0 ,  1, 0E E   

και 1,2 2λ    . 
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Σημειώμαηα 

Σημείωμα Ιζηορικού ΕκδόζεωνΈργοσ 

Τν παξόλ έξγν απνηειεί ηελ έθδνζε 1.   

 

Σημείωμα Αναθοράς 

Copyright Παλεπηζηήκην Παηξώλ, Μηραήι Μαξθάθεο, Δπίθνπξνο Καζεγεηήο, 2015.. «Γηαθνξηθέο 

Δμηζώζεηο. Με γξακκηθά ζπζηήκαηα ζπλήζωλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεωλ». Έθδνζε: 1.0. Πάηξαη 2015. 

Γηαζέζηκν από ηε δηθηπαθή δηεύζπλζε: https://eclass.upatras.gr/courses/EE902 

 

Σημείωμα Αδειοδόηηζης 

Τν παξόλ πιηθό δηαηίζεηαη κε ηνπο όξνπο ηεο άδεηαο ρξήζεο Creative Commons Αλαθνξά, Με 

Δκπνξηθή Χξήζε Παξόκνηα Γηαλνκή 4.0 [1] ή κεηαγελέζηεξε, Γηεζλήο Έθδνζε.   Δμαηξνύληαη ηα 

απηνηειή έξγα ηξίηωλ π.ρ. θωηνγξαθίεο, δηαγξάκκαηα θ.ι.π.,  ηα νπνία εκπεξηέρνληαη ζε απηό θαη ηα 

νπνία αλαθέξνληαη καδί κε ηνπο όξνπο ρξήζεο ηνπο ζην «Σεκείωκα Χξήζεο Έξγωλ Τξίηωλ». 

                                          

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  

 

Ωο Μη Εμπορική νξίδεηαη ε ρξήζε: 

 πνπ δελ πεξηιακβάλεη άκεζν ή έκκεζν νηθνλνκηθό όθεινο από ηελ ρξήζε ηνπ έξγνπ, γηα ην 

δηαλνκέα ηνπ έξγνπ θαη αδεηνδόρν 

 πνπ δελ πεξηιακβάλεη νηθνλνκηθή ζπλαιιαγή ωο πξνϋπόζεζε γηα ηε ρξήζε ή πξόζβαζε ζην 

έξγν 

 πνπ δελ πξνζπνξίδεη ζην δηαλνκέα ηνπ έξγνπ θαη αδεηνδόρν έκκεζν νηθνλνκηθό όθεινο (π.ρ. 

δηαθεκίζεηο) από ηελ πξνβνιή ηνπ έξγνπ ζε δηαδηθηπαθό ηόπν 

Ο δηθαηνύρνο κπνξεί λα παξέρεη ζηνλ αδεηνδόρν μερωξηζηή άδεηα λα ρξεζηκνπνηεί ην έξγν γηα 

εκπνξηθή ρξήζε, εθόζνλ απηό ηνπ δεηεζεί. 

Διαηήρηζη Σημειωμάηων 

 Οπνηαδήπνηε αλαπαξαγωγή ή δηαζθεπή ηνπ πιηθνύ ζα πξέπεη λα ζπκπεξηιακβάλεη: 

 ην Σεκείωκα Αλαθνξάο 

 ην Σεκείωκα Αδεηνδόηεζεο 

 ηε δήιωζε Γηαηήξεζεο Σεκεηωκάηωλ  

 ην Σεκείωκα Χξήζεο Έξγωλ Τξίηωλ (εθόζνλ ππάξρεη) 

../../../pantelis/Downloads/%5b1%5d%20http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
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καδί κε ηνπο ζπλνδεπόκελνπο ππεξζπλδέζκνπο. 

Χρημαηοδόηηζη 

 

• Τν παξόλ εθπαηδεπηηθό πιηθό έρεη αλαπηπρζεί ζηo πιαίζηo ηνπ εθπαηδεπηηθνύ έξγνπ ηνπ 

δηδάζθνληα. 

• Τν έξγν «Ανοικηά Ακαδημαϊκά Μαθήμαηα ζηο Πανεπιζηήμιο Παηρών» έρεη 

ρξεκαηνδνηήζεη κόλν ηε αλαδηακόξθωζε ηνπ εθπαηδεπηηθνύ πιηθνύ.  

• Τν έξγν πινπνηείηαη ζην πιαίζην ηνπ Δπηρεηξεζηαθνύ Πξνγξάκκαηνο «Δθπαίδεπζε θαη Γηα 

Βίνπ Μάζεζε» θαη ζπγρξεκαηνδνηείηαη από ηελ Δπξωπαϊθή Έλωζε (Δπξωπαϊθό Κνηλωληθό 

Τακείν) θαη από εζληθνύο πόξνπο. 
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