
Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 1ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ - Ζ
- Z-TRANSFORM -

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 2ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Definition



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 3ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 4ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Example: Calculate the z-transform of the following finite length sequences
(Underlined blue color numbers denote time n=0)

a. {x1(n)}={3,4,5,0,1,2}
b. {x2(n)}={3,4,5,0,1,2}
c. {x3(n)}={0,0,3,4,5,0,1,2}
d. {x4(n)}={4,6,5,0,1,2}
e. x5(n)=δ(n)
f. x6(n)=δ(n-m), m>0
g. x7(n)=δ(n+m), m>0

a. X1(z)=3+4z-1+5z-2+z-4+2z-5, ROC: entire z-plane except   z=0
b. X2(z)=3z2+4z+5+z-2+2z-3, ROC: entire z-plane except  z=0 and z=¥
c. X3(z)=3z-2+4z-3+5z-4+z-6+2z-7, ROC: entire z-plane except  z=0
d. X4(z)=4z2+6z+5+z-2+2z-3, ROC: entire z-plane except  z=0 and z=¥
e. X5(z)=1, ROC: entire z-plane
f. X6(z)=z-m, where m>0, ROC: entire z-plane except  z=0
g. X7(z)=zm, where m>0, ROC: entire z-plane except  z=¥



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 5ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Definition

3.1 √ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

3.1.1 √ÚÈÛÌfi˜

Ο µετασχηµατισµός–z (M.Z.) ενός σήµατος x(n) διακριτού χρόνου ορίζεται ως:

(3.1)

όπου z µία µιγαδική µεταβλητή. Για λόγους ευκολίας θα συµβολίζουµε το M.Z. της

ακολουθίας x(n) ως Ζ{x(n)} και τη σχέση µεταξύ της x(n) και του M.Z. X(z) ως:

(3.2)

Ο M.Z. όπως ορίζεται στη σχέση (3.1) ονοµάζεται αµφίπλευρος M.Z. (bilateral

z–transform), γιατί το άθροισµα εκτείνεται από το –∞ έως το + ∞. Υπάρχει και ο µονό-

πλευρος M.Z. (unilateral z–transform), τον οποίο θα εξετάσουµε αργότερα (ενότητα

3.3), όπου το άθροισµα εκτείνεται από το 0 έως το + ∞. Ο µονόπλευρος M.Z. εφαρ-

µόζεται στην ανάλυση αιτιατών συστηµάτων µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.

Η  µιγαδική µεταβλητή z σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως:

(3.3)

όπου r το µέτρο της z και ω η γωνία της z, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1α.
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™¯‹Ì· 3.1

(α) Μιγαδικό επίπεδο, (β) ο M.Z.
όταν υπολογίζεται για τις τιµές
του z που ανήκουν στο µοναδιαίο
κύκλο ισοδυναµεί µε τον DTFT.

Τώρα µπορούµε να εκφράσουµε την (3.1) ως συνάρτηση των r και ω, αντικαθιστώ-

ντας σ’ αυτήν τη µεταβλητή z από τη σχέση (3.3). Έτσι έχουµε:

(3.4)

όπου µε F{g (n)} συµβολίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier της ακολουθίας g (n).
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3.1 √ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

3.1.1 √ÚÈÛÌfi˜

Ο µετασχηµατισµός–z (M.Z.) ενός σήµατος x(n) διακριτού χρόνου ορίζεται ως:

(3.1)

όπου z µία µιγαδική µεταβλητή. Για λόγους ευκολίας θα συµβολίζουµε το M.Z. της

ακολουθίας x(n) ως Ζ{x(n)} και τη σχέση µεταξύ της x(n) και του M.Z. X(z) ως:

(3.2)

Ο M.Z. όπως ορίζεται στη σχέση (3.1) ονοµάζεται αµφίπλευρος M.Z. (bilateral

z–transform), γιατί το άθροισµα εκτείνεται από το –∞ έως το + ∞. Υπάρχει και ο µονό-

πλευρος M.Z. (unilateral z–transform), τον οποίο θα εξετάσουµε αργότερα (ενότητα

3.3), όπου το άθροισµα εκτείνεται από το 0 έως το + ∞. Ο µονόπλευρος M.Z. εφαρ-

µόζεται στην ανάλυση αιτιατών συστηµάτων µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.

Η  µιγαδική µεταβλητή z σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως:

(3.3)

όπου r το µέτρο της z και ω η γωνία της z, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1α.
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™¯‹Ì· 3.1

(α) Μιγαδικό επίπεδο, (β) ο M.Z.
όταν υπολογίζεται για τις τιµές
του z που ανήκουν στο µοναδιαίο
κύκλο ισοδυναµεί µε τον DTFT.

Τώρα µπορούµε να εκφράσουµε την (3.1) ως συνάρτηση των r και ω, αντικαθιστώ-

ντας σ’ αυτήν τη µεταβλητή z από τη σχέση (3.3). Έτσι έχουµε:

(3.4)

όπου µε F{g (n)} συµβολίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier της ακολουθίας g (n).
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3.1 √ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

3.1.1 √ÚÈÛÌfi˜

Ο µετασχηµατισµός–z (M.Z.) ενός σήµατος x(n) διακριτού χρόνου ορίζεται ως:

(3.1)

όπου z µία µιγαδική µεταβλητή. Για λόγους ευκολίας θα συµβολίζουµε το M.Z. της

ακολουθίας x(n) ως Ζ{x(n)} και τη σχέση µεταξύ της x(n) και του M.Z. X(z) ως:

(3.2)

Ο M.Z. όπως ορίζεται στη σχέση (3.1) ονοµάζεται αµφίπλευρος M.Z. (bilateral

z–transform), γιατί το άθροισµα εκτείνεται από το –∞ έως το + ∞. Υπάρχει και ο µονό-

πλευρος M.Z. (unilateral z–transform), τον οποίο θα εξετάσουµε αργότερα (ενότητα

3.3), όπου το άθροισµα εκτείνεται από το 0 έως το + ∞. Ο µονόπλευρος M.Z. εφαρ-

µόζεται στην ανάλυση αιτιατών συστηµάτων µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.

Η  µιγαδική µεταβλητή z σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως:

(3.3)

όπου r το µέτρο της z και ω η γωνία της z, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1α.
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™¯‹Ì· 3.1

(α) Μιγαδικό επίπεδο, (β) ο M.Z.
όταν υπολογίζεται για τις τιµές
του z που ανήκουν στο µοναδιαίο
κύκλο ισοδυναµεί µε τον DTFT.

Τώρα µπορούµε να εκφράσουµε την (3.1) ως συνάρτηση των r και ω, αντικαθιστώ-

ντας σ’ αυτήν τη µεταβλητή z από τη σχέση (3.3). Έτσι έχουµε:

(3.4)

όπου µε F{g (n)} συµβολίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier της ακολουθίας g (n).
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n

n j n

n

n( ) ( )( ) ( ) ( )ω ω ω= = [ ] = { }−

=−∞

+∞
− −

=−∞

+∞
−∑ ∑

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:23  ™ÂÏ›‰· 95

3.1 √ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

3.1.1 √ÚÈÛÌfi˜

Ο µετασχηµατισµός–z (M.Z.) ενός σήµατος x(n) διακριτού χρόνου ορίζεται ως:

(3.1)

όπου z µία µιγαδική µεταβλητή. Για λόγους ευκολίας θα συµβολίζουµε το M.Z. της

ακολουθίας x(n) ως Ζ{x(n)} και τη σχέση µεταξύ της x(n) και του M.Z. X(z) ως:

(3.2)

Ο M.Z. όπως ορίζεται στη σχέση (3.1) ονοµάζεται αµφίπλευρος M.Z. (bilateral

z–transform), γιατί το άθροισµα εκτείνεται από το –∞ έως το + ∞. Υπάρχει και ο µονό-

πλευρος M.Z. (unilateral z–transform), τον οποίο θα εξετάσουµε αργότερα (ενότητα

3.3), όπου το άθροισµα εκτείνεται από το 0 έως το + ∞. Ο µονόπλευρος M.Z. εφαρ-

µόζεται στην ανάλυση αιτιατών συστηµάτων µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.

Η  µιγαδική µεταβλητή z σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως:

(3.3)

όπου r το µέτρο της z και ω η γωνία της z, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1α.
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  x n X zZ( ) ( )← →⎯

  
X z x n z n

n

( ) ( )= −

=−∞

+∞

∑

9 53 . 1  √  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z

Im{z} Im{z}

0

r
ω

ω

z

Re{z}

Re{z}

MοναδιαίοςE
κύκλος

z=ejω

Eπίπεδο - z

1

(α) (β)

™¯‹Ì· 3.1

(α) Μιγαδικό επίπεδο, (β) ο M.Z.
όταν υπολογίζεται για τις τιµές
του z που ανήκουν στο µοναδιαίο
κύκλο ισοδυναµεί µε τον DTFT.

Τώρα µπορούµε να εκφράσουµε την (3.1) ως συνάρτηση των r και ω, αντικαθιστώ-

ντας σ’ αυτήν τη µεταβλητή z από τη σχέση (3.3). Έτσι έχουµε:

(3.4)

όπου µε F{g (n)} συµβολίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier της ακολουθίας g (n).
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Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 6ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Z-Transform calculated on the unit circle 
equals to DTFT

3.1 √ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

3.1.1 √ÚÈÛÌfi˜

Ο µετασχηµατισµός–z (M.Z.) ενός σήµατος x(n) διακριτού χρόνου ορίζεται ως:

(3.1)

όπου z µία µιγαδική µεταβλητή. Για λόγους ευκολίας θα συµβολίζουµε το M.Z. της

ακολουθίας x(n) ως Ζ{x(n)} και τη σχέση µεταξύ της x(n) και του M.Z. X(z) ως:

(3.2)

Ο M.Z. όπως ορίζεται στη σχέση (3.1) ονοµάζεται αµφίπλευρος M.Z. (bilateral

z–transform), γιατί το άθροισµα εκτείνεται από το –∞ έως το + ∞. Υπάρχει και ο µονό-

πλευρος M.Z. (unilateral z–transform), τον οποίο θα εξετάσουµε αργότερα (ενότητα

3.3), όπου το άθροισµα εκτείνεται από το 0 έως το + ∞. Ο µονόπλευρος M.Z. εφαρ-

µόζεται στην ανάλυση αιτιατών συστηµάτων µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.

Η  µιγαδική µεταβλητή z σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως:

(3.3)

όπου r το µέτρο της z και ω η γωνία της z, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1α.

 z re j= ω

  x n X zZ( ) ( )← →⎯

  
X z x n z n

n

( ) ( )= −

=−∞

+∞

∑

9 53 . 1  √  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z

Im{z} Im{z}

0

r
ω

ω

z

Re{z}

Re{z}

MοναδιαίοςE
κύκλος

z=ejω

Eπίπεδο - z

1

(α) (β)

™¯‹Ì· 3.1

(α) Μιγαδικό επίπεδο, (β) ο M.Z.
όταν υπολογίζεται για τις τιµές
του z που ανήκουν στο µοναδιαίο
κύκλο ισοδυναµεί µε τον DTFT.

Τώρα µπορούµε να εκφράσουµε την (3.1) ως συνάρτηση των r και ω, αντικαθιστώ-

ντας σ’ αυτήν τη µεταβλητή z από τη σχέση (3.3). Έτσι έχουµε:

(3.4)

όπου µε F{g (n)} συµβολίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier της ακολουθίας g (n).
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3.1 √ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

3.1.1 √ÚÈÛÌfi˜

Ο µετασχηµατισµός–z (M.Z.) ενός σήµατος x(n) διακριτού χρόνου ορίζεται ως:

(3.1)

όπου z µία µιγαδική µεταβλητή. Για λόγους ευκολίας θα συµβολίζουµε το M.Z. της

ακολουθίας x(n) ως Ζ{x(n)} και τη σχέση µεταξύ της x(n) και του M.Z. X(z) ως:

(3.2)

Ο M.Z. όπως ορίζεται στη σχέση (3.1) ονοµάζεται αµφίπλευρος M.Z. (bilateral

z–transform), γιατί το άθροισµα εκτείνεται από το –∞ έως το + ∞. Υπάρχει και ο µονό-

πλευρος M.Z. (unilateral z–transform), τον οποίο θα εξετάσουµε αργότερα (ενότητα

3.3), όπου το άθροισµα εκτείνεται από το 0 έως το + ∞. Ο µονόπλευρος M.Z. εφαρ-

µόζεται στην ανάλυση αιτιατών συστηµάτων µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.

Η  µιγαδική µεταβλητή z σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως:

(3.3)

όπου r το µέτρο της z και ω η γωνία της z, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1α.
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™¯‹Ì· 3.1

(α) Μιγαδικό επίπεδο, (β) ο M.Z.
όταν υπολογίζεται για τις τιµές
του z που ανήκουν στο µοναδιαίο
κύκλο ισοδυναµεί µε τον DTFT.

Τώρα µπορούµε να εκφράσουµε την (3.1) ως συνάρτηση των r και ω, αντικαθιστώ-

ντας σ’ αυτήν τη µεταβλητή z από τη σχέση (3.3). Έτσι έχουµε:

(3.4)

όπου µε F{g (n)} συµβολίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier της ακολουθίας g (n).
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3.1 √ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

3.1.1 √ÚÈÛÌfi˜

Ο µετασχηµατισµός–z (M.Z.) ενός σήµατος x(n) διακριτού χρόνου ορίζεται ως:

(3.1)

όπου z µία µιγαδική µεταβλητή. Για λόγους ευκολίας θα συµβολίζουµε το M.Z. της

ακολουθίας x(n) ως Ζ{x(n)} και τη σχέση µεταξύ της x(n) και του M.Z. X(z) ως:

(3.2)

Ο M.Z. όπως ορίζεται στη σχέση (3.1) ονοµάζεται αµφίπλευρος M.Z. (bilateral

z–transform), γιατί το άθροισµα εκτείνεται από το –∞ έως το + ∞. Υπάρχει και ο µονό-

πλευρος M.Z. (unilateral z–transform), τον οποίο θα εξετάσουµε αργότερα (ενότητα

3.3), όπου το άθροισµα εκτείνεται από το 0 έως το + ∞. Ο µονόπλευρος M.Z. εφαρ-

µόζεται στην ανάλυση αιτιατών συστηµάτων µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.

Η  µιγαδική µεταβλητή z σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως:

(3.3)

όπου r το µέτρο της z και ω η γωνία της z, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1α.

 z re j= ω

  x n X zZ( ) ( )← →⎯

  
X z x n z n

n

( ) ( )= −

=−∞

+∞

∑

9 53 . 1  √  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z

Im{z} Im{z}

0

r
ω

ω

z

Re{z}

Re{z}

MοναδιαίοςE
κύκλος

z=ejω

Eπίπεδο - z

1

(α) (β)

™¯‹Ì· 3.1

(α) Μιγαδικό επίπεδο, (β) ο M.Z.
όταν υπολογίζεται για τις τιµές
του z που ανήκουν στο µοναδιαίο
κύκλο ισοδυναµεί µε τον DTFT.

Τώρα µπορούµε να εκφράσουµε την (3.1) ως συνάρτηση των r και ω, αντικαθιστώ-

ντας σ’ αυτήν τη µεταβλητή z από τη σχέση (3.3). Έτσι έχουµε:

(3.4)

όπου µε F{g (n)} συµβολίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier της ακολουθίας g (n).
  
X re x n re x n r e F x n rj j n

n

n j n

n

n( ) ( )( ) ( ) ( )ω ω ω= = [ ] = { }−

=−∞

+∞
− −

=−∞

+∞
−∑ ∑
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Η σχέση (3.4) µας δείχνει ότι ο M.Z. της ακολουθίας x(n) στο σηµείο z = rejω ισού-

ται µε το µετασχηµατισµό Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) της τροποποιηµένης

ακολουθίας x(n)r–n για τη γωνιακή συχνότητα ω. Αν η παράµετρος r επιλεγεί ίση µε

τη µονάδα, τότε η (3.4) µας δίνει τον DTFT της x(n). Επιπλέον, όταν η παράµετρος

ω µεταβάλλεται, τότε όλες οι τιµές της µιγαδικής µεταβλητής z θα βρίσκονται πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο (unit circle) του µιγαδικού επιπέδου, δηλαδή στον κύκλο που

έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ίση µε τη µονάδα. Η σχέση µεταξύ του

DTFT και του M.Z. είναι πλέον προφανής. Ο DTFT µιας ακολουθίας ισούται µε το

M.Z. αυτής για τις τιµές του z που βρίσκονται πάνω στο µοναδιαίο κύκλο του µιγαδι-

κού επιπέδου–z (z–plane) (Βλ. Σχήµα 3.1β). ∆ηλαδή για r = |z| = 1 η σχέση (3.4)

καταλήγει σ’ αυτή του διακριτού χρόνου µετασχηµατισµού Fourier:

(3.5)

3.1.2 ⁄·ÚÍË ÙÔ˘ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡–z

Ο  M.Z., ως δυναµοσειρά απείρων όρων, µπορεί να µην υπάρχει, δηλαδή να µην συγκλί-

νει για όλες τις τιµές της µιγαδικής µεταβλητής z. Η περιοχή τιµών του z για τις οποίες

ο M.Z. X(z) έχει πεπερασµένες τιµές καλείται περιοχή σύγκλισης (Π .Σ.) (region of

convergence, ROC). Έστω, τώρα ότι η x(n)r–n είναι αθροίσιµη κατ’ απόλυτη τιµή. Τότε

(3.6)

Η σχέση (3.6) µας δείχνει ότι η |X(z)| είναι πεπερασµένη (συγκλίνει) αν η ακολου-

θία x(n)r–n είναι αθροίσιµη κατ’ απόλυτη τιµή (absolutely summable). Γίνεται φανε-

ρό ότι η σύγκλιση εξαρτάται µόνο από το r = |z| και όχι από το ω. Γενικά, ισχύει ότι

η Π .Σ. θα καθορίζεται από οµόκεντρους δακτυλίους µε κέντρο την αρχή των αξό-

νων του µιγαδικού επιπέδου. Στη γενική περίπτωση η Π .Σ. του M.Z. θα είναι της

µορφής , όπου τα όρια R1, R2 εξαρτώνται από την ακολουθία x(n). Ας

προσπαθήσουµε να εξετάσουµε τις διαφορετικές περιπτώσεις σύγκλισης µε τη βοή-

θεια ορισµένων παραδειγµάτων.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.1

Να υπολογισθεί η Π .Σ. του M.Z. της δεξιόπλευρης (right–sided) εκθετικής ακολου-

θίας x1(n) = a nu (n).

  R z R1 2< <| |

  

X z x n z x n r e x n r e x n rn

n

n j n

n

n j n

n

n

n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = ≤ = < ∞−

=−∞

+∞
− −

=−∞

+∞
− −

=−∞

+∞
−

=−∞

+∞

∑ ∑ ∑ ∑ω ω

  
X z X e F x n

z e

j
j( ) ( ) ( )

=
= = { }ω

ω
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Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 7ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 
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Existence of the z-transform

Since the z-transform is an infinite power series, 
it may not exist (converge) for all values of the variable z.

The Region-of-Convergence (ROC) of X(z) is the set of all 
values of z for which X(z) attains a finite value.

The above expression states that |X(z)| is finite, i.e. converges,
if the sequence x(n)r-n is absolutely summable.

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 8ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 9ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 10ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 11ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 12ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 13ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Z-Transform Pairs

1 0 2 K E º A § A I O  3 :  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z

νεται και στον Πίνακα 3.1. που ακολουθεί.

™À¡∏£ ∏ ∑∂À°∏ ª.∑.

Ορισµένα από τα πιο συνηθισµένα ζεύγη M.Z. παρατίθενται στον Πίνακα 3.1. Αυτά

θα µας βοηθήσουν πάρα πολύ και στον υπολογισµό του αντίστροφου M.Z., εκφρά-

ζοντας τη συνάρτηση X(z) ως γραµµικό συνδυασµό απλούστερων συναρτήσεων,

όπως θα δούµε στην ενότητα 3.2.

¶›Ó·Î·˜ 3.1

Συνήθη ζεύγη µετασχηµατισµών–z

Σήµα Μετασχηµατισµός–z Περιοχή Σύγκλισης

δ(n) 1 Όλο το z

δ(n – m) z–m Όλο το z, εκτός z = 0 αν m > 0

ή z = ∞ αν m < 0

u(n) |z| > 1

– u( – n – 1) |z| < 1

anu(n) |z| > |a|

– anu( – n – 1) |z| < |a|

nanu(n) |z| > |a|

– nanu( – n – 1) |z| < |a|

cos(ω0n)u(n) |z| > 1

sin(ω0n)u(n) |z| > 1
  

(sin )

( cos )

ω
ω

0

0

z

z z

−

− −− +

1

1 21 2

  

1

1 2
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1
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1 2

−
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−

− −
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ω
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z

z z
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1

1 21( )
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1

1 1− −z
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Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 14ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Z-Transform Convolution



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 15ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Z-Transform Properties

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 16ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Z-Transform Properties



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 17ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Z-Transform Properties

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 18ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Z-Transform Properties



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 19ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Z-Transform Properties

1 0 4 K E º A § A I O  3 :  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z

™À¡∂§π•∏ ™∆√  ¶∂¢π√  ∆√À Ãƒ√¡√À

Εάν µε Π.Σ. Ρ1

και µε Π.Σ. Ρ2

τότε µε Π.Σ. τουλάχιστον Ρ1∩Ρ2 (3.25)

Απόδειξη:

Από τον ορισµό της συνέλιξης της ενότητας 1.5 του Κεφαλαίου 1 γνωρίζουµε ότι

. 

Αντικαθιστώντας τη σχέση αυτή στην (3.1) έχουµε:

Στον Πίνακα 3.2 παραθέτουµε τις πιο γνωστές ιδιότητες του M.Z.
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¶›Ó·Î·˜ 3.2

Ιδιότητες του M.Z.

Ιδιότητα Σήµα Μετασχηµατισµός–z Περιοχή σύγκλισης

x(n) X(z) P: R1 < |z| < R2

x1(n) X1(z) P1

x2(n) X2(z) P2

Γραµµικότητα αx1(n) + bx2(n) αX1(z) + bX2(z) P1∩P2 τουλάχιστον

Ολίσθηση στο χρόνο x(n – m) z–mX(z) P, εκτός z = 0 αν m > 0

ή z = ∞ αν m < 0

Κλιµάκωση στο πεδίο–z αnx(n) X(α–1z) |α|R1 < |z| < |α|R2
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Κατοπτρισµός στο χρόνο x( – n) X(z–1)

Συζυγία x*(n) X*(z*) P

Παραγώγιση στο πεδίο–z nx(n) P

Συνέλιξη x1(n)*x2(n) X1(z)X2(z) P1∩P2 τουλάχιστον

Πρώτη διαφορά x(n) – x(n – 1) (1 – z–1)X(z) Τουλάχιστον η τοµή της Ρ 

και της |z| > 0

Θεώρηµα αρχικής τιµής Αν x(n) = 0 για n < 0, τότε x(0) =
  
lim ( )
z

X z
→∞

  
−z

dX z
dz
( )

  

1 1

2 1R
z

R
<| |<

1 0 53 . 1  √  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.5

Υπολογίστε το M.Z. των σηµάτων x2(n) και x3(n) του Παραδείγµατος 3.4, βασιζό-

µενοι στο M.Z. του σήµατος x1(n).

Λύση

∆ιαπιστώνουµε εύκολα ότι x2(n) = x1(n + 2) και x3(n) = x1(n–2). Άρα, µε βάση την

ιδιότητα της ολίσθησης στο χρόνο, βρίσκουµε ότι

X2(z) = z2X1(z) = 3z2 + 4z + 5 + z–2 + 2z–3 και X3(z) = z–2X1(z) = 3z–2 + 4z–3 + 5z–4 + z–6

+ 2z–7.

Ας σηµειωθεί ότι λόγω του πολλαπλασιασµού επί z2 η Π.Σ. του X2(z) δεν περιλαµ-

βάνει το σηµείο z = ∞, αν και αυτό ανήκε στην Π.Σ. του X1(z).

Το παράδειγµα αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να κατανοήσουµε καλύτερα την ιδιό-

τητα της ολίσθησης. Πράγµατι, αν θυµηθούµε ότι ο συντελεστής του z–n αντιστοιχεί

στην τιµή του δείγµατος στην χρονική στιγµή n, καταλαβαίνουµε αµέσως ότι η καθυ-

στέρηση ενός σήµατος κατά m (m > 0) δείγµατα, δηλαδή x(n)→x(n–m), ισοδυναµεί

µε πολλαπλασιασµό όλων των όρων του M.Z. επί z–m. Ο  συντελεστής του z–n γίνε-

ται συντελεστής του z–(n + m).

Να υπολογίσετε την έξοδο y(n) του Παραδείγµατος 1.6, αξιοποιώντας τις ιδιότη-

τες του M.Z.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.1
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Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 20ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Inverse z-transform



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 21ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 22ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 23ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 24ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 25ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 26ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 27ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 28ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 29ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 30ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 31ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 

Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 32ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ Πηγή: MIT OpenCourseWare http://ocw.mit.edu (6.003 Signals and SystemsFall 2011)



Α. ΣΚΟΔΡΑΣ ΣΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 33ΕΝΟΤΗΤΑ 7  – ΔΙΑΦΑΝΕΙΑ 
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