
σιάζεται το φαινόµενο της χαµηλού ρυθµού δειγµατοληψίας (aliasing).

• Η ψηφιοποίηση του πλάτους ενός σήµατος εισάγει ένα θόρυβο, το λεγόµενο

θόρυβο κβάντισης, ο οποίος, όσο περισσότερα επίπεδα κβάντισης χρησιµοποι-

ούµε, δηλαδή όσο περισσότερα bits χρησιµοποιούµε για την αναπαράσταση της

κάθε τιµής του πλάτους, τόσο µικρότερος γίνεται.

1.3 ™‹Ì·Ù· ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούµε µε τα σήµατα διακριτού χρόνου. Θα γνωρίσουµε

τα πιο βασικά σήµατα διακριτού χρόνου, καθώς και τις στοιχειώδεις πράξεις που

εφαρµόζονται σε τέτοιου είδους σήµατα. Όλα αυτά θα αποτελέσουν τα εργαλεία τα

απαραίτητα για τη µελέτη των συστηµάτων και την ανάλυση των σηµάτων που θα

µας απασχολήσουν σε όλη την έκταση αυτού του βιβλίου.

1.3.1 µ·ÛÈÎ¿ Û‹Ì·Ù· ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

Τα σήµατα που περιγράφονται στη συνέχεια θεωρούνται ως τα βασικά (στοιχειώδη)

σήµατα διακριτού χρόνου.

α) Μοναδιαίο δείγµα (unit sample) ή µοναδιαία κρουστική ακολουθία (unit impulse

sequence): Είναι το πλέον βασικό σήµα διακριτού χρόνου το οποίο ορίζεται ως:

(1.25)

β) Μοναδιαία βηµατική ακολουθία (unit step sequence): Ορίζεται ως:

(1.26)

γ) Σταθερή ακολουθία (constant sequence):

x(n) = Α, –∞ < n < ∞ (1.27)

δ) Γραµµική ακολουθία (linear sequence):

x(n) = Αn, –∞ < n < ∞ (1.28)

Οι κυµατοµορφές όλων των παραπάνω σηµάτων φαίνονται στα Σχήµατα 1.10

έως και 1.13. 

ε) Εκθετική ακολουθία (exponential sequence):

x(n) = an, –∞ < n < ∞ (1.29)

Η ακολουθία αυτή παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Η µορφή της εξαρτάται από
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n
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⎨
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1 0
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⎨
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την τιµή του a. Έτσι, αν a πραγµατικός αριθµός, τότε αυτή είναι φθίνουσα για |a|

< 1 (Σχήµα 1.14α,β) και αύξουσα για |a| > 1 (Σχήµα 1.14γ,δ). Αν a µιγαδικός αριθ-

µός, δηλαδή a = rejω, τότε x(n) = rnejωn ή x(n) = rn [cos(ωn) + j sin(ωn)]. Για r =

1 το πραγµατικό και φανταστικό µέρος είναι αντίστοιχα µία συνηµιτονική και µία

ηµιτονική ακολουθία σταθερού πλάτους της µορφής του Σχήµατος 1.15α. Για r <

1 έχουµε φθίνουσες ηµιτονικές ακολουθίες της µορφής του Σχήµατος 1.15β και

για r > 1 έχουµε αύξουσες ηµιτονικές ακολουθίες της µορφής του Σχήµατος 1.15γ.

δ(n)

1

-2 -1 1 20
n

u(n)

1

–2 –1 0 1 2 3
n

x(n)

n

A

-3 -2 -1 0 1 2 3

n

n

n

n

x(n)

–2 –1

0 1 2 3–A

A

2A

3A

–2A

n

™¯‹Ì· 1.13: Γραµµική ακολουθία

™¯‹Ì· 1.12: Σταθερή ακολουθία

™¯‹Ì· 1.11: Βηµατική ακολουθία

™¯‹Ì· 1.10: Κρουστική ακολουθία

™¯‹Ì· 1.14

Εκθετική ακολουθία x(n) = an για a πραγµατικό και (α) 0
< a < 1, (β) –1 < a < 0, (γ) a > 1 και (δ) a < –1

(α)

(β)

(γ)

(δ)
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Η µαθηµατική περιγραφή της ολίσθησης και η κατανόηση αυτής είναι καίριας σηµα-

σίας. Για παράδειγµα, η ολίσθηση της µοναδιαίας κρουστικής κατά no µονάδες (δείγ-

µατα) ορίζεται ως: 

(1.30)

Στο Σχήµα 1.16 φαίνονται οι συναρτήσεις 2⋅δ(n–3) και 2⋅δ(n + 3).
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n

n

n

(α)

(β)

(γ)

™¯‹Ì· 1.15

Γραφική αναπαράσταση του πραγµατι-
κού ή φανταστικού µέρους της εκθετι-
κής ακολουθίας x(n) = an για a µιγαδι-
κό (a = rejω), όπου (α) r = 1, (β) r < 1
και (γ) r > 1
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Με όµοιο τρόπο ορίζεται και η ολισθηµένη κατά no µοναδιαία βηµατική ακολουθία:

(1.31)

Στο Σχήµα 1.17 φαίνονται παραδείγµατα ολίσθησης µίας βηµατικής συνάρτησης

κατά δύο δείγµατα (no = 2).

  
u( )

     

 0,    < o

n n
n n

n n
o

o− =
≥⎧

⎨
⎩

1,

2δ(n-3) 2δ(n+3)

2 2

–1–2 0 1 2 3 4 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3

(α) (β)

n n

™¯‹Ì· 1.16 

Γραφικές παρα-
στάσεις των µονα-

διαίων ακολου-
θιών 

(α) 2δ(n–3) και
(β) 2δ(n + 3).

Au(n-2) Au(n+2) Au(-n+2)

A A A

n n n
-2 -1 0 0 1 2 31 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4-4 -3 -2 -1

(α) (β) (γ)

™¯‹Ì· 1.17

Γραφικές παρα-
στάσεις των βηµα-
τικών ακολουθιών 

(α) Αu(n–2), 
(β) Αu(n + 2) και 

(γ) Αu(–n + 2)

Παρατηρούµε ότι η µη µηδενική τιµή µιας κρουστικής βρίσκεται εκεί όπου το όρι-

σµα της δ(⋅) γίνεται µηδέν. Όµοια, µία βηµατική ακολουθία είναι µη µηδενική για

εκείνες τις τιµές για τις οποίες το όρισµα της u(⋅) είναι µεγαλύτερο ή ίσο του µηδε-

νός. Για παράδειγµα, µία κρουστική ακολουθία µε πλάτος δείγµατος 4 στη θέση n =

3, εκφράζεται ως 4δ(n–3). Μία βηµατική ακολουθία πλάτους –2 για όλες τις θετικές

τιµές του n, καθώς και για n = 0, εκφράζεται ως x(n) = –2u(n). Η κατοπτρική αυτής

ως προς τον άξονα των συντεταγµένων είναι η x(–n) = –2u(–n). Αυτή έχει πλάτος

–2 για όλες τις αρνητικές τιµές του n, καθώς και για n = 0. Η ολίσθηση αυτής κατά

4 θέσεις προς τα αριστερά θα µας δώσει την ακολουθία x(–n + 4) = –2u(–n + 4). 

Είµαστε τώρα σε θέση να δούµε εύκολα ότι οι σχέσεις που συνδέουν την κρουστι-

κή και τη βηµατική ακολουθία είναι οι εξής:

(1.32)
  
u n m

m

n
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=−∞
∑ δ
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(1.33)

Γενικά, η ακολουθία x(n–n0) είναι ένα αντίγραφο της x(n) το οποίο έχει υποστεί ολί-

σθηση. Για n0 > 0 έχουµε µια δεξιά ολίσθηση η οποία ισοδυναµεί µε καθυστέρηση

(delay) του σήµατος, ενώ για n0 < 0 έχουµε µια αριστερή ολίσθηση η οποία ισοδυ-

ναµεί µε προήγηση (advance) του σήµατος.

°∂¡π∫∏ ¶∂ƒπ°ƒ∞º∏ ∞∫√§√À£π∞™

Οποιοδήποτε σήµα x(n) µπορεί να γραφεί ως άθροισµα ολισθηµένων κρουστικών

δειγµάτων πολλαπλασιασµένων µε συντελεστές βάρους:

(1.34)

Για να γίνει αυτό κατανοητό, ας δούµε το Σχήµα 1.18. Η Αδ(n) βρίσκεται στην αρχή

των αξόνων, ενώ η Αδ(n–m) βρίσκεται στο σηµείο n = m. Έτσι η ακολουθία x(n), µε

{x(n)} = {… 0, 0, –2, 2, 3, 2, 0, –1, 2, 0, 0, …}, όπου µε έντονη γραφή και υπογράµ-

µιση σηµειώνεται η χρονική στιγµή n = 0 (στοιχείο 3), µπορεί να περιγραφεί ως:

x(n) = … –2δ(n + 2) + 2δ(n + 1) + 3δ(n) + 2δ(n–1) – δ(n–3) + 2δ(n–4) + … =

= … + x(–2)δ(n + 2) + x(–1)δ(n + 1) + x(0)δ(n) + x(1)δ(n–1) + x(3)δ(n–3) +

x(4)δ(n–4) + …

και γενικά προκύπτει η σχέση (1.34). Η σχέση αυτή είναι πολύ βασική και θα µας

βοηθήσει στην κατανόηση της συνέλιξης (convolution), όπως θα δούµε αναλυτικά

στην ενότητα 1.4.

  
x n x m n m
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  δ ( ) ( ) ( )n u n u n= − −1
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Aδ(n) Aδ(n-m)
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2 2 2

(α) (β) (γ)

™¯‹Ì· 1.18

Η µοναδιαία
κρουστική στην
περιγραφή οποιου-
δήποτε σήµατος
διακριτού χρόνου
x(n):(α) Αδ(n), (β)
Αδ(n–m), (γ) x(n)
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή ορίσαµε όλες τις βασικές ακολουθίες (κρουστική, βηµατική,

εκθετική) και γνωρίσαµε τις στοιχειώδεις πράξεις που µπορούµε να έχουµε σ’

αυτές. Στη συνέχεια, είδαµε ότι οποιοδήποτε σήµα διακριτού χρόνου µπορεί να

εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός µοναδιαίων κρουστικών.

1.4 ™˘ÛÙ‹Ì·Ù· ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

Ένα σύστηµα διακριτού χρόνου είναι εκείνo που δέχεται µία είσοδο διακριτού χρό-

νου x(n) και παράγει µία έξοδο επίσης διακριτού χρόνου y(n) (Σχήµα 1.20). Τα

συστήµατα µε τα οποία θα ασχοληθούµε στο βιβλίο αυτό έχουν δύο βασικά χαρα-

κτηριστικά. Είναι γραµµικά (linear) και χρονικά αµετάβλητα (time–invariant). Θα

αναφερόµαστε σ’ αυτά µε τον αγγλικό όρο LTI (Linear Time–Invariant) για λόγους

συµβατότητας µε τη διεθνή βιβλιογραφία και ευκολίας του σπουδαστή.

Γραµµικό ονοµάζεται ένα σύστηµα στο οποίο ισχύει η αρχή της υπέρθεσης. Συγκε-

κριµένα, εάν η είσοδος του συστήµατος, το οποίο αρχικά βρισκόταν σε ηρεµία[3],

Να εκφράσετε τον παλµό διακριτού χρόνου p(n) του Σχήµατος 1.19α ως συνδυα-

σµό βηµατικών ακολουθιών.

™¯‹Ì· 1.19

Σήµατα διακριτού χρόνου.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.4

p(n) g(n) x(n)

1

–2
–2

–2–1
–5 –4 –3 –1–2

–1 0 1 2 3 4
n n n0

0 1 2 3

4

41 2 3 4 5

(α) (β) (γ)

Να βρείτε τις εκφράσεις για τα σήµατα g(n), x(n) των Σχηµάτων 1.19β και 1.19γ.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.2

[3] Αρχική ηρεµία σηµαίνει ότι στο σύστηµα δεν έχει εφαρµοστεί καµία διέγερση (είσοδος)
πριν από τη χρονική στιγµή n = n0, κατά την οποία εφαρµόστηκε η είσοδος x(n).
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αποτελείται από ένα γραµµικό συνδυασµό σηµάτων, τότε η έξοδος του συστήµατος

(απόκριση) θα ισούται µε το γραµµικό συνδυασµό των αποκρίσεων των επιµέρους

σηµάτων, σαν αυτά να είχαν εφαρµοσθεί το καθένα χωριστά. Μαθηµατικά αυτό

εκφράζεται ως εξής: αν y1(n) είναι η απόκριση του συστήµατος στην είσοδο x1(n)

και y2(n) είναι η απόκριση αυτού στην είσοδο x2(n), τότε η απόκριση του συστήµα-

τος στην είσοδο ax1(n) + bx2(n) θα είναι ay1(n) + by2(n), όπου a, b σταθερές.

Ας εξετάσουµε τις περιπτώσεις ενός γραµµικού και ενός µη γραµµικού συστήµατος.

Ένα παράδειγµα γραµµικού συστήµατος είναι αυτό του οποίου η έξοδος ισούται µε

y(n) = x(n)–x(n–1). Για είσοδο x1(n), η έξοδος του συστήµατος θα είναι y1(n) =

x1(n)–x1(n–1). Για είσοδο x2(n) η έξοδος του συστήµατος θα είναι y2(n) =

x2(n)–x2(n–1). Αν τώρα εφαρµόσουµε ως είσοδο x3(n) το γραµµικό συνδυασµό των

δύο προηγουµένων ακολουθιών εισόδου, δηλαδή x3(n) = a x1(n) + b x2(n), η έξοδος

y3(n) του συστήµατος θα ισούται µε:

y3(n) = x3(n)–x3(n–1) = [a x1(n) + b x2(n)] – [a x1(n–1) + b x2(n–1)]

= a[x1(n) – x1(n–1)] + b[x2(n) – x2(n–1)] = a y1(n) + b y2(n)

άρα, ισχύει η αρχή της υπέρθεσης.

Ένα παράδειγµα µη γραµµικού συστήµατος είναι εκείνο το οποίο παράγει στην έξοδό

του το τετράγωνο της εισόδου, δηλαδή y(n) = [x(n)]2. Για είσοδο x1(n) η έξοδος του

συστήµατος θα είναι y1(n) = [x1(n)]2. Για είσοδο x2(n) η έξοδος του συστήµατος θα

είναι y2(n) = [x2(n)]2. Αν τώρα εφαρµοστεί στην είσοδο το σήµα x3(n) = ax1(n) +

bx2(n) η έξοδος θα είναι:

Χρονικά αµετάβλητο ονοµάζεται ένα σύστηµα του οποίου η συµπεριφορά και οι

ιδιότητες δεν αλλάζουν µε το χρόνο. Αυτό σηµαίνει ότι µια χρονική ολίσθηση της

εισόδου θα αντιστοιχεί σε χρονική ολίσθηση της εξόδου. Με άλλα λόγια, εάν y(n)

είναι η έξοδος ενός χρονικά αµετάβλητου συστήµατος για είσοδο x(n), τότε y(n–n0)

θα είναι η έξοδος αυτού για είσοδο x(n–n0).

Ευσταθές (stable) ονοµάζεται ένα σύστηµα εάν και µόνο εάν κάθε φραγµένη είσοδος
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Γενικό διάγραµµα
συστήµατος δια-
κριτού χρόνου

x(n) y(n)Σύστηµα ∆ιακριτού Xρόνου
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παράγει µια φραγµένη έξοδο (Bounded Input Bounded Output, ΒΙΒΟ). Με άλλα λόγια,

ένα τέτοιο σύστηµα µας εξασφαλίζει ότι όσο η είσοδος παραµένει φραγµένη (|x(n)| ≤ Mx

< ∞), η έξοδος δε θα απειρίζεται (|y(n)| ≤ My < ∞) για όλα τα n, όπου Mx, My πεπερα-

σµένοι αριθµοί. Σε διαφορετική περίπτωση το σύστηµα ονοµάζεται ασταθές (unstable). 

Αιτιατό (causal) σύστηµα είναι εκείνο του οποίου η έξοδος, σε κάθε χρονική στιγ-

µή, εξαρτάται µόνο από τις τιµές του σήµατος εισόδου στην τρέχουσα χρονική στιγ-

µή και σε προηγούµενες χρονικές στιγµές. Με άλλα λόγια, οι µεταβολές στην έξοδο

ενός τέτοιου συστήµατος είναι αποτέλεσµα των µεταβολών της εισόδου.

Στη συνέχεια, θα εξετάσουµε τη σηµασία της κρουστικής απόκρισης µονοδιάστα-

του συστήµατος διακριτού χρόνου και θα δούµε ότι µε τη βοήθειά της µπορούµε,

µέσω της πράξης της συνέλιξης, να υπολογίσουµε την έξοδο ενός γραµµικού συστή-

µατος διακριτού χρόνου για οποιαδήποτε είσοδο.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.5

Να χαρακτηρίσετε τα συστήµατα που περιγράφονται από τις επόµενες σχέσεις εισό-

δου–εξόδου, ως προς τις ιδιότητες της γραµµικότητας, της ευστάθειας,της χρονικής

µεταβλητότητας και της αιτιατότητας.

α. y(n) = 3x(n)–2x(n–1) γ. y(n) = nx(n–2)–x(n + 3)

β. y(n) = x(n) + 2y(n–1) δ. y(n) = cos[x(n)]

Λύση:

Τα δύο πρώτα συστήµατα είναι γραµµικά, αφού η έξοδος υπολογίζεται ως γραµµι-

κός συνδυασµός δειγµάτων της εισόδου και προηγούµενων τιµών της εξόδου. Το

τρίτο σύστηµα είναι επίσης γραµµικό, αφού ισχύει η αρχή της υπέρθεσης. Το τέταρ-

το είναι µη γραµµικό σύστηµα. 

Ως προς την ευστάθεια, το δεύτερο σύστηµα δεν είναι ευσταθές. Για να γίνει αυτό

κατανοητό, ας θεωρήσουµε ότι στην είσοδο του συστήµατος εφαρµόζεται η φραγ-

µένη ακολουθία x(n) = Cδ(n), όπου C σταθερά. Θεωρούµε επίσης ότι το σύστηµα βρί-

σκεται σε αρχική ηρεµία, οπότε y(–1) = 0. Η ακολουθία εξόδου που παράγεται είναι:

y(0) = C⋅δ(0) + 2⋅y(–1) = C⋅1 + 2⋅0 = C

y(1) = C⋅δ(1) + 2⋅y(0) = C⋅0 + 2⋅C = 2C

y(2) = C⋅δ(2) + 2⋅y(1) = C⋅0 + 2⋅2C = 22C

…

y(n) = C⋅δ(n) + 2⋅y(n–1) = C⋅0 + 2⋅2n–1C = 2nC
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Εποµένως, γίνεται φανερό, ότι η έξοδος είναι µη φραγµένη και το σύστηµα είναι BIBO

ασταθές, αφού µία φραγµένη είσοδος έχει ως αποτέλεσµα µια µη φραγµένη έξοδο.

Μεταβλητό µε το χρόνο είναι το τρίτο σύστηµα αφού ο συντελεστής n δεν είναι στα-

θερός αλλά µεταβάλλεται διαρκώς. 

Τέλος, το τρίτο σύστηµα δεν είναι αιτιατό αφού απαιτεί γνώση µελλοντικών τιµών

της εισόδου.

3 91 . 4  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆∞  ¢ π ∞ ∫ ƒ π ∆ √ À  Ã ƒ √ ¡ √ À

Εξετάστε αν το σύστηµα y(n) = 3x(n) + 3 είναι γραµµικό.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.5

Εξετάστε αν τα συστήµατα y(n) = nx(n) και y(n) = x(2n) είναι χρονικά αµετάβλητα.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.6

1.4.1 ∫ÚÔ˘ÛÙÈÎ‹ ·fiÎÚÈÛË Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

Ας θυµηθούµε τη µοναδιαία κρουστική ακολουθία δ(n). Αυτή έχει τιµή 1 για n = 0

και τιµή 0 οπουδήποτε αλλού (βλ. Σχήµα 1.10). Εφαρµόζουµε αυτό το σήµα στην

είσοδο ενός LTI συστήµατος διακριτού χρόνου, το οποίο αρχικά ηρεµεί, δηλαδή

εφαρµόζουµε µία διέγερση τη στιγµή n = 0. Το σήµα εξόδου, το οποίο θα παρατη-

ρηθεί µετά τη στιγµή n = 0, είναι χαρακτηριστικό του ίδιου του συστήµατος. Αυτό

το σήµα εξόδου αποτελεί την κρουστική απόκριση, h(n), του συστήµατος. Η κρου-

στική απόκριση ονοµάζεται και φυσική απόκριση του συστήµατος. Ένα παράδειγ-

µα κρουστικής απόκρισης συστήµατος διακριτού χρόνου φαίνεται στο Σχήµα 1.21.

δ(n) h(n)

1

n n

LTIR
ΣύστηµαR

∆ιακριτού Xρόνου

0 1 2 30 1 2 3

Αν εφαρµόζαµε τη διέγερση τη στιγµή n = 1, τότε η απόκριση του συστήµατος θα

ήταν ίδια µε την προηγούµενη, αλλά θα άρχιζε από τη στιγµή n = 1, όπως φαίνεται

στο Σχήµα 1.22α. Και γενικά, αν εφαρµόζαµε την κρουστική είσοδο τη χρονική στιγ-

µή n = m, τότε το αποτέλεσµα θα ήταν η ίδια απόκριση, αλλά µε αρχή τη στιγµή m

(Σχήµα 1.22β). Όπως καταλαβαίνουµε αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι το σύστηµά

µας είναι χρονικά αµετάβλητο.

™¯‹Ì· 1.21

Κρουστική από-
κριση συστήµατος
διακριτού χρόνου
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1.4.2 ™˘Ó¤ÏÈÍË

Τίθεται συνεπώς το ερώτηµα: Ποια θα είναι η απόκριση ενός συστήµατος διακριτού

χρόνου για είσοδο x(n), αν γνωρίζουµε την κρουστική του απόκριση h(n);

Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό δίνεται µονολεκτικά από τη λέξη συνέλιξη

(convolution). Η έξοδος y(n) του συστήµατος (Σχήµα 1.20) θα ισούται µε τη συνέ-

λιξη της εισόδου x(n) και της κρουστικής h(n) του συστήµατος, ή:

y(n) = x(n) * h(n) (1.35)

όπου * το σύµβολο της συνέλιξης. Όµως τι είναι η συνέλιξη και πώς υπολογίζεται;

Έστω, λοιπόν, ότι x(n) η είσοδος και h(n) η κρουστική απόκριση συστήµατος δια-

κριτού χρόνου. Πριν προχωρήσουµε, ας θυµηθούµε τη σχέση (1.34), η οποία µας

λέει ότι ένα σήµα διακριτού χρόνου µπορεί να εκφρασθεί ως γραµµικός συνδυασµός

ολισθηµένων κρουστικών. Επίσης, ας µην ξεχνάµε ότι το σύστηµα που εξετάζουµε

είναι γραµµικό (άρα ισχύει η αρχή της υπέρθεσης) και χρονικά αµετάβλητο. Έχο-

ντας αυτά κατά νου, µπορούµε να εκφράσουµε την είσοδο x(n) ως:

(1.36)

Για κάθε µία από τις εισόδους x(m)δ(n–m), είδαµε στην προηγούµενη υποενότητα

1.4.1, ότι η έξοδος θα ισούται µε x(m)h(n–m). Λόγω της γραµµικότητας του συστή-

µατος, η τελική έξοδος y(n) θα είναι ίση µε το άθροισµα των επιµέρους αποκρίσε-

ων, δηλαδή:

(1.37)
  
y n x m h n m

m

( ) ( ) ( )= −
=−∞

∞

∑

  

x n x m n m

x n x x n x n
m

( ) ( ) ( )

... ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

= −

= + − + + − + − +
=−∞

∞

∑ δ

δ δ δ δ1 1 0 1 2(n)+ (1) (2)

™¯‹Ì· 1.22

Κρουστική από-
κριση συστήµατος
διακριτού χρόνου

για είσοδο 
(α) δ(n–1) και 

(β) δ(n–m)

LTIR
ΣύστηµαR

∆ιακριτού Xρόνου

LTIR
ΣύστηµαR

∆ιακριτού Xρόνου

δ(n–1) h(n–1)

h(n–m)δ(n–m)
(α)

(β)

0

0 1 2 m m0 1 2

1 2 3 0 1 2 3
n n

n n
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Αυτή είναι η σχέση της γραµµικής συνέλιξης. 

Η διαδικασία που µόλις περιγράψαµε δίνεται παραστατικά µε τη βοήθεια του παρα-

δείγµατος του Σχήµατος 1.23, για την περίπτωση κατά την οποία {x(n)} = {1,2,3,–1}

και {h(n)} = {1,–1,2}. Στα Σχήµατα 1.23α,β φαίνονται οι ακολουθίες x(n), h(n). Στο

αριστερό µέρος των Σχηµάτων 1.23γ έως 1.23στ δίνονται οι κρουστικές x(m)δ(n–m),

ενώ στο δεξί µέρος των ίδιων σχηµάτων φαίνονται οι αντίστοιχες αποκρίσεις τους.

Το άθροισµα των επιµέρους κρουστικών, το οποίο αποτελεί και την απόκριση του

συστήµατος, φαίνεται στο Σχήµα 1.23ζ.

4 11 . 4  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆∞  ¢ π ∞ ∫ ƒ π ∆ √ À  Ã ƒ √ ¡ √ À

x(n)

1
2

3

-1
n

(α)

h(n)

1
2

-1
n

(β)

x(-1)δ(n+1)

x(1)δ(n-1) x(1)h(n-1)

x(0)δ(n) x(0)h(n)

x(-1)h(n+1)

1 1

-1

2

2 2

4

-2

n

n

n n

n

n

(γ)

(δ)

(ε)

3 3

-3

6

™¯‹Ì· 1.23

Γραµµική συνέλιξη

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:23  ™ÂÏ›‰· 41



4 2 K E º A § A I O  1 :  E π ™ ∞ ° ø ° ∏  ™ ∆ ∏ ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ∏  ∂ ¶ ∂ • ∂ ƒ °∞ ™ π ∞  ™ ∏ ª ∞∆ √ ™  ∫ ∞ π  ∂ π ∫ √ ¡ ∞ ™

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.6

Γραφική µέθοδος υπολογισµού της συνέλιξης.

Ο υπολογισµός της συνέλιξης των x(n) και h(n), σύµφωνα µε τη σχέση 1.37, µας

υπαγορεύει την ακόλουθη σειρά βηµάτων:

1. Αναδίπλωση (κατοπτρισµό) της h(m) γύρω από το δείγµα m = 0, ώστε να µας

δώσει την h(–m).

2. Ολίσθηση της h(–m) στην επιθυµητή θέση n, ώστε να πάρουµε την h(n–m).

3. Υπολογισµό των γινοµένων x(m)h(n–m), δείγµα προς δείγµα, για να µας δώσουν

την επιθυµητή τιµή n.

4. Πρόσθεση των γινοµένων που υπολογίστηκαν.

Ας παρακολουθήσουµε τον υπολογισµό της εξόδου y(n) ενός συστήµατος διακριτού

χρόνου µε κρουστική απόκριση { h(n)} = {1,2,3} και είσοδο {x(n)} = {3,4,5,2},

όπως αυτό περιγράφεται στο Σχήµα 1.24. Οι ακολουθίες x(n) και h(n) δείχνονται στα

x(2)δ(n-2) x(2)h(n-2)

-1 -1
-2

n n

(στ)

1

y(n)

7

(ζ)

3

-2

11

n

Παρατηρήστε ότι το µήκος της απόκρισης είναι 6 δείγµατα. Γενικά, αν Ν1 είναι το

µήκος της µίας ακολουθίας και Ν2 το µήκος της άλλης ακολουθίας, τότε η γραµµι-

κή συνέλιξη αυτών δίνει µια νέα ακολουθία µε µήκος Ν1 + Ν2–1. Ο υπολογισµός

της συνέλιξης δύο σηµάτων διακριτού χρόνου µε χαρτί και µολύβι γίνεται συνή-

θως µε δύο τρόπους. Είτε γραφικά, όπως περιγράφεται στο παράδειγµα 1.6 είτε µε

τη µέθοδο της ολισθαίνουσας ράβδου του παραδείγµατος 1.7
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Εποµένως, οι ρόλοι των ακολουθιών x(n) και h(n) µπορούν να αντιµετατεθούν, όπως

φαίνεται στο Σχήµα 1.26.

4 51 . 4  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆∞  ¢ π ∞ ∫ ƒ π ∆ √ À  Ã ƒ √ ¡ √ À

x(n) y(n) h(n)
h(n) x(n)

y(n)

™¯‹Ì· 1.26

Σχηµατική αναπα-
ράσταση της αντι-
µεταθετικής 
ιδιότητας της
συνέλιξης.

™¯‹Ì· 1.27

(α) Προσεταιρι-
στική ιδιότητα της
συνέλιξης, και (β)
συνδυασµός προ-
σεταιριστικής και
αντιµεταθετικής
ιδιότητας

Προσεταιριστική ιδιότητα

[x(n)*h1(n)]*h2(n) = x(n)*[h1(n)*h2(n)] (1.41)

Η σχηµατική αναπαράσταση της προσεταιριστικής ιδιότητας φαίνεται στο Σχήµα

1.27α, όπου h(n) = h1(n)*h2(n). Εύκολα µπορούµε να γενικεύσουµε την ιδιότητα της

προσεταιριστικότας σε περισσότερα από δύο συστήµατα, τα οποία συνδέονται δια-

δοχικά (in cascade). Έτσι, η περίπτωση της διαδοχικής σύνδεσης L συστηµάτων LTI

µε κρουστικές αποκρίσεις h1(n), h2(n), …, hL(n) ισοδυναµεί µε ένα LTI σύστηµα, του

οποίου η κρουστική απόκριση είναι h(n) και ισούται µε 

h(n) = h1(n)*h2(n)* … *hL(n) (1.42)

Η γενίκευση είναι πολύ χρήσιµη, ιδιαίτερα όταν τη δούµε ως αντίστροφη διαδικα-

σία, δηλαδή, ως διαδικασία ανάλυσης ενός LTI συστήµατος σε µια διαδοχική σύν-

δεση υποσυστηµάτων.

Τέλος, στο Σχήµα 1.27β φαίνεται ο συνδυασµός της προσεταιριστικής και της αντι-

µεταθετικής ιδιότητας. Από αυτό γίνεται φανερό ότι, η σειρά µε την οποία συνδέ-

ουµε τα υποσυστήµατα, δηλαδή υπολογίζουµε τη συνέλιξη, δεν έχει σηµασία.

x(n)

x(n) x(n)y(n) y(n)

x(n)y(n) y(n)
h1(n)

h1(n) h1(n)

h2(n)

h2(n) h2(n)

h(n)=R
h1(n) * h2(n)

(α)

(β)

Επιµεριστική Ιδιότητα

x(n)*[h1(n) + h2(n)] = x(n)*h1(n) + x(n)*h2(n) (1.43)

Η ιδιότητα αυτή µας λέει ότι, εάν έχουµε δύο LTI συστήµατα µε κρουστικές αποκρίσεις

h1(n) και h2(n), στα οποία εφαρµόζουµε το ίδιο σήµα εισόδου x(n), τότε το άθροισµα των
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δύο αποκρίσεων είναι ίδιο µε την απόκριση ενός άλλου συστήµατος µε κρουστική από-

κριση h(n) = h1(n) + h2(n). ∆ηλαδή, το νέο αυτό σύστηµα ισούται µε τον παράλληλο συν-

δυασµό των δύο LTI συστηµάτων (Σχήµα 1.28). Γενικά, η παράλληλη σύνδεση L συστη-

µάτων µε κρουστικές αποκρίσεις h1(n), h2(n),…, hL(n) στα οποία εφαρµόζεται η ίδια

είσοδος x(n), ισοδυναµεί µε ένα σύστηµα του οποίου η κρουστική απόκριση ισούται µε 

h(n) = h1(n) + h2(n) + … + hL(n) (1.44)

Και αντίστροφα, κάθε LTI σύστηµα µπορεί να αναλυθεί σε υποσυστήµατα συνδε-

δεµένα παράλληλα.

x(n) x(n)y(n) y(n)

h1(n)

h2(n)

h(n)=R
h1(n) + h2(n)

™¯‹Ì· 1.28

Επιµεριστική ιδιό-
τητα: δύο LTI

συστήµατα συνδε-
δεµένα παράλλη-
λα, µπορούν να

αντικατασταθούν
από ένα σύστηµα

του οποίου η
κρουστική απόκρι-
ση ισούται µε το
άθροισµα των

κρουστικών τους.

Μέχρι εδώ έχουµε επικεντρώσει τη µελέτη µας στον υπολογισµό της γραµµικής

συνέλιξης µε γραφικό ή αριθµητικό τρόπο. Θα εξετάσουµε τώρα τον υπολογισµό

της συνέλιξης ακολουθιών µε αναλυτικό τρόπο. Οι αναλυτικές εκφράσεις οδηγούν

σε συµπεράσµατα περισσότερο γενικά για τα συστήµατα που εξετάζουµε, και έτσι

µας είναι πιο χρήσιµες. Ας δούµε λοιπόν ένα σχετικό παράδειγµα.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.8

Στην είσοδο ενός συστήµατος µε κρουστική απόκριση h(n) = anu(n) εφαρµόζεται το

σήµα x(n) = bnu(n), όπου a, b γνωστές σταθερές και a ≠ b. Να υπολογιστεί η έξοδος

y(n) του συστήµατος.

Λύση:

Η έξοδος y(n) θα είναι το αποτέλεσµα της συνέλιξης της εισόδου µε την κρουστική

απόκριση του συστήµατος. Με βάση τη σχέση (1.40) έχουµε:

(Θυµηθείτε ότι η u(m) = 0 για m < 0 και η u(n–m) = 0 για m > n).

Επειδή το άθροισµα υπολογίζεται ως προς m, ο όρος bn µπορεί να «βγεί» εκτός του

αθροίσµατος, οπότε η τελευταία σχέση γίνεται:

  
y n b a b b abn m m n m

m

n

m

n

( ) ( )= =− −

==
∑∑ 1

00

  
y n h n x n h m x n m a u m b u n m a b

m

m n m m n m

m

n

m

( ) ( )* ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = − = − =
=−∞

∞
− −

==−∞

∞

∑ ∑∑
0
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Το παραπάνω είναι άθροισµα των n + 1 πρώτων όρων γεωµετρικής προόδου µε

πρώτο όρο 1 και λόγο ab–1 και δίνεται σε κλειστή µορφή ως

όπου n ≥ 0. Παρατηρούµε ότι η έξοδος χαρακτηρίζεται τόσο από την είσοδο x(n) =

bn, n ≥ 0, όσο και από την κρουστική του συστήµατος h(n) = an, n ≥ 0. Αυτή είναι µια

γενικότερη διαπίστωση, δηλαδή η έξοδος θα περιέχει όρους της ίδιας αλγεβρικής µορ-

φής µε τους όρους της εισόδου και της κρουστικής απόκρισης του συστήµατος.
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Να υπολογίσετε την έξοδο του συστήµατος του Παραδείγµατος 1.8 µε είσοδο τη

βηµατική ακολουθία πλάτους Α.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.7

Για το σύστηµα µε µοναδιαία κρουστική ίση µε h(n) = (an + bn)u(n), να υπολογι-

στεί η έξοδος, όταν σ’ αυτό εφαρµόζεται ως είσοδος η βηµατική ακολουθία πλά-

τους Α.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.8

Να υπολογιστεί η κρουστική απόκριση h(n) του συστήµατος διακριτού χρόνου του

Σχήµατος 1.29, όταν h1(n) = δ(n) + δ(n–1), h2(n) = δ(n)– δ(n–1), h3(n) =

2δ(n), και h4(n) = –2( )nu(n).

™¯‹Ì· 1.29

Σύστηµα διακριτού χρόνου.

 

1
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1
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1
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1
2

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.9

h1(n)

h2(n)

h3(n)

h4(n)
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή ασχοληθήκαµε µε γραµµικά χρονικά–αµετάβλητα (LTI) συστή-

µατα διακριτού χρόνου και µελετήσαµε την απόκρισή τους σε διεγέρσεις της εισό-

δου. Είδαµε, ότι η έξοδος κάθε LTI συστήµατος ισούται µε τη συνέλιξη της ακο-

λουθίας εισόδου µε την µοναδιαία κρουστική απόκριση του συστήµατος. Γνωρί-

σαµε τις ιδιότητες της συνέλιξης (αντιµεταθετική, προσεταιριστική, επιµεριστική)

και περιγράψαµε διαφορετικούς τρόπους υπολογισµού της τόσο αριθµητικά, όσο

και αναλυτικά. 

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο Κεφάλαιο αυτό µάθαµε ότι:

Η ψηφιακή επεξεργασία σηµάτων παρουσιάζει στις µέρες µας εντυπωσιακά πλεο-

νεκτήµατα έναντι της αντίστοιχης αναλογικής επεξεργασίας, όπως ευελιξία, αξιο-

πιστία και ακρίβεια.

Κάθε αναλογικό σήµα, για να υποστεί επεξεργασία µε ένα ψηφιακό σύστηµα, πρέ-

πει πρώτα να µετατραπεί σε ψηφιακό σήµα. Αυτό επιτυγχάνεται µε κατάλληλη δειγ-

µατοληψία του αναλογικού σήµατος και κβάντιση (καθώς και κωδικοποίηση) των

δειγµάτων.

Κατάλληλη δειγµατοληψία σηµαίνει τη λήψη τουλάχιστον δύο δειγµάτων ανά

περίοδο του σήµατος, δηλαδή Fs ≥ 2Fmax (θεώρηµα δειγµατοληψίας ή θεώρηµα του

Shannon).

Ελάττωση του σφάλµατος κβάντισης, κατά την ψηφιοποίηση ενός δείγµατος, συνε-

πάγεται περισσότερα bits για την αναπαράσταση αυτού.

Κάθε σήµα διακριτού χρόνου µπορεί να εκφραστεί ως άθροισµα ολισθηµένων

κρουστικών, πολλαπλασιασµένων µε κατάλληλους συντελεστές βάρους.

Η απόκριση συστήµατος διακριτού χρόνου ισούται µε τη γραµµική συνέλιξη της

εισόδου και της κρουστικής απόκρισης του συστήµατος.
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accuracy ακρίβεια (πράξεων)

advance προήγηση

aliasing φαινόµενο χαµηλού (ανεπαρκούς) ρυθµού δειγµατολη-

ψίας, φασµατική επικάλυψη, αλλοίωση

amplitude πλάτος

angular frequency γωνιακή συχνότητα

bounded φραγµένος

4 9B I B § I O ° PA º I A  K E º A § A I O Y

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:23  ™ÂÏ›‰· 49



5 0 K E º A § A I O  1 :  E π ™ ∞ ° ø ° ∏  ™ ∆ ∏ ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ∏  ∂ ¶ ∂ • ∂ ƒ °∞ ™ π ∞  ™ ∏ ª ∞∆ √ ™  ∫ ∞ π  ∂ π ∫ √ ¡ ∞ ™

cascade διαδοχική σύνδεση

convolution συνέλιξη

delay καθυστέρηση

digital signal processing ψηφιακή επεξεργασία σήµατος

dimension διάσταση

discrete διακριτός

dynamic range δυναµική περιοχή

exponential sequence εκθετική ακολουθία

folding frequency συχνότητα αναδίπλωσης

fundamental period βασική περίοδος

image processing επεξεργασία εικόνας

impulse response κρουστική απόκριση

linear γραµµικός

normalised frequency κανονικοποιηµένη συχνότητα

periodic περιοδικός

phasor φάσορας

quantisation κβάντιση

quantisation error σφάλµα ή θόρυβος κβάντισης

relative frequency σχετική συχνότητα

resolution ανάλυση, διακριτική ικανότητα

rounding στρογγυλοποίηση

sinusoidal ηµιτονοειδές

speech οµιλία

superposition υπέρθεση

time invariant χρονικά αµετάβλητος

truncation αποκοπή

unit sample µοναδιαίο δείγµα, κρουστική ακολουθία

unit step µοναδιαία βηµατική ακολουθία

video ακολουθία εικόνων
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δ(n) = u(n) – u(n–1)

δ(n–1) = u(n–1) – u(n–2)

δ(n–2) = u(n–2) – u(n–3)

δ(n–3) = u(n–3) – u(n–4)

Προσθέτοντας κατά µέλη καταλήγουµε και πάλι στο ίδιο αποτέλεσµα p(n) =

u(n)–u(n–4).

p(n) u(n) u(n–4)

1 1 1

-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4n n n

= –

™¯‹Ì· 1.30

Παλµός διακριτού
χρόνου ως διαφο-
ρά βηµατικών
ακολουθιών

Η απάντηση αυτή είναι εύκολη για εκείνον που έχει κατανοήσει την έννοια της ολί-

σθησης σηµάτων προς τα αριστερά (προήγηση) ή τα δεξιά (καθυστέρηση). Αν δεν

τα καταφέρατε µην απογοητευτείτε. Είναι έννοιες που φαίνονται εύκολες, αλλά

συχνά προκαλούν σύγχυση. Πιθανόν να µπερδευτείτε όταν σας ζητηθεί να σχεδιά-

σετε µία ακολουθία σαν την u(n–4). Βλέποντας το µείον (–) µπροστά από το 4, συνή-

θως νοµίζουµε ότι το σήµα βρίσκεται στα αρνητικά. Προσοχή σ’ αυτό! Χρειάζεται

εξοικείωση µε τις έννοιες αυτές και να τις κατανοήσουµε. Το σηµείο–κλειδί είναι

εκεί όπου µηδενίζεται η παράσταση στην παρένθεση. Στην προκειµένη περίπτωση

αυτό συµβαίνει για n–4 = 0, δηλαδή για n = 4. Συνεπώς, η ακολουθία (το σήµα) αρχί-

ζει από το σηµείο n = 4. Και αφού το n είναι θετικό, το σήµα θα συνεχίζει προς µεγα-

λύτερες τιµές, δηλαδή προς τα δεξιά. Ένα τέτοιο σήµα λέµε ότι έχει υποστεί καθυ-

στέρηση κατά 4 µονάδες χρόνου. Το αν ένα σήµα έχει υποστεί καθυστέρηση (delay)

ή προήγηση (advance) εξαρτάται από το αν αυτό βρίσκεται µετά ή πριν από το 0

(µηδέν). Ας µην ξεχνάµε ότι η µεταβλητή n συνήθως αναφέρεται στο χρόνο. Έτσι,

λαµβάνοντας ως αναφορά τη χρονική στιγµή n = 0, ό,τι συµβαίνει µετά το n = 0

σηµαίνει ότι είναι χρονικά καθυστερηµένο, ενώ ό,τι συµβαίνει πριν το n = 0 σηµαί-

νει ότι χρονικά προηγείται. 

1.5

Σ’ όλες αυτές τις περιπτώσεις, βασιζόµαστε στους αντίστοιχους ορισµούς. Αν και

φαίνονται τόσο εύκολοι και κατανοητοί όταν τους διαβάζουµε, εντούτοις η εφαρ-

µογή τους µπορεί πολλές φορές να µας φέρνει κάποιες δυσκολίες. Ας εφαρµόσουµε

τον ορισµό της γραµµικότητας για την άσκηση αυτή.
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Για είσοδο x1(n), η έξοδος του συστήµατος θα είναι y1(n) = 3x1(n) + 3. Για είσοδο

x2(n), η έξοδος του συστήµατος θα είναι y2(n) = 3x2(n) + 3. Τέλος, για είσοδο x3(n)

= ax1(n) + bx2(n), η έξοδος θα ισούται µε y3(n) = 3x3(n) + 3 = 3[ax1(n) + bx2(n)] +

3 = 3ax1(n) + 3bx2(n) + 3 = 3ax1(n) + 3bx2(n) + 3 + 3a–3a + 3b–3b = a[3x1(n) + 3]

+ b[3x2(n) + 3] + 3(1–a–b) = ay1(n) + by2(n) + 3(1–a–b) ≠ a y1(n) + b y2(n). Άρα, το

σύστηµα είναι µη γραµµικό.

Αν καταλήξατε στο σωστό αποτέλεσµα, τότε σας αξίζουν συγχαρητήρια. Ήταν σχε-

τικά δύσκολη η απόδειξη, αφού έπρεπε να δηµιουργήσουµε τα y1(n), y2(n) στην τελι-

κή έκφραση προσθαφαιρώντας κατάλληλους όρους. Αν δεν τα καταφέρατε, µελετή-

στε και πάλι την έννοια της γραµµικότητας στην ενότητα 1.4 και ξαναπροσπαθήστε.

1.6

Αφού το σύστηµα y(n) = nx(n) έχει ένα συντελεστή χρονικά µεταβαλλόµενο, περι-

µένουµε αυτό να µην είναι χρονικά αµετάβλητο. Πράγµατι, αν εφαρµόσουµε στην

είσοδο την καθυστερηµένη κατά n0 ακολουθία x(n–n0), η έξοδος θα είναι yd(n) = n

x(n–n0). Από την άλλη πλευρά, αν καθυστερήσουµε την έξοδο y(n) κατά n0, αντικα-

θιστώντας όπου n το n–n0, τότε η έξοδος θα είναι y(n–n0) = (n–n0)x(n–n0) ≠ yd(n).

Συνεπώς το σύστηµα δεν είναι χρονικά αµετάβλητο.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το σύστηµα y(n) = x(2n), γιατί στην ουσία πρό-

κειται για ένα σύστηµα υποδειγµατοληψίας. Η έξοδος ενός τέτοιου συστήµατος «κρα-

τάει» τα άρτια µόνο δείγµατα της ακολουθίας εισόδου. Αν λοιπόν καθυστερήσουµε

την είσοδο κατά n0 δείγµατα, δηλαδή αν εφαρµόσουµε στο σύστηµα την x(n–n0),

τότε η έξοδος θα είναι yd(n) = x(2n–n0). Αν τώρα καθυστερήσουµε την έξοδο κατά

n0 µονάδες, γεγονός που εκφράζεται µαθηµατικά µε αντικατάσταση του n µε το n–n0,

τότε η έξοδος θα ισούται µε y(n–n0) = x{2(n–n0)} = x(2n–2n0) ≠ x(2n–n0) = yd(n).

Γίνεται φανερό, εποµένως, ότι ένα τέτοιο σύστηµα δεν είναι χρονικά αµετάβλητο.

Αυτό µπορεί εύκολα να γίνει κατανοητό µε το ακόλουθο παράδειγµα. Έστω ότι η

ακολουθία εισόδου είναι {x(n)} = {x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, …}. Τότε η ακολουθία εξό-

δου θα ισούται µε {y(n)} = {x(2n)} = {x0, x2, x4, x6, …}. Καθυστερούµε την είσοδο

κατά µία µονάδα (n0 = 1), δηλαδή κατά ένα δείγµα, οπότε αυτή γίνεται {x(n–1)} =

{0, x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, …}. Η ακολουθία εξόδου θα είναι τώρα ίση µε {y(n)} =

{x(2n–1)} = {0, x1, x3, x5, …}. Παρατηρούµε, εποµένως, ότι αυτή δεν ισούται µε την

προηγούµενη ακολουθία εξόδου η οποία έχει υποστεί καθυστέρηση κατά µία µονά-

δα, αλλά πρόκειται για µία εντελώς διαφορετική ακολουθία, επιβεβαιώνοντας έτσι

ότι το σύστηµα δεν είναι χρονικά αµετάβλητο.

Αν απαντήσατε σωστά, τότε σας αξίζουν πραγµατικά συγχαρητήρια. Αν πάλι δεν

2 6 5A ¶ ∞ ¡ ∆ ∏ ™ ∂ π ™  A ™ ∫ ∏ ™ ∂ ø ¡  AÀ ∆ √ ∞ • π √ § √ ° ∏ ™ ∏ ™
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καταφέρατε να απαντήσετε σωστά, µην απογοητευτείτε. Γίνεται φανερό, για µια

ακόµη φορά, ότι φαινοµενικά πρόκειται για απλές έννοιες, οι οποίες όµως παρου-

σιάζουν αρκετή δυσκολία στην κατανόησή τους, όπως και στην κατανόηση της δια-

δικασίας απόδειξής τους. ∆είτε ξανά τον ορισµό της χρονικής αµεταβλητότητας ενός

συστήµατος και επαναλάβετε την προσπάθειά σας. 

1.7

Αυτή την άσκηση µπορούµε εύκολα να τη λύσουµε, αφού έχουµε ήδη αντιµετωπί-

σει την πιο δύσκολη περίπτωση του Παραδείγµατος 1.8. Ας δούµε τη διαδικασία και

πάλι, υπολογίζοντας τη συνέλιξη y(n) = h(n)*x(n). Μας δίνεται ότι h(n) = anu(n) και

x(n) = Αu(n). Άρα

ή

όπου n ≥ 0 και C0, C1, σταθερές εξαρτώµενες από το πλάτος της εισόδου Α και την

παράµετρο a της µοναδιαίας κρουστικής. Για να εξοικειωθείτε µε αυτού του είδους

τις ασκήσεις, επαναλάβετε τους υπολογισµούς για την περίπτωση y(n) = x(n)*h(n).

1.8

Υπάρχουν τουλάχιστον δύο τρόποι για να λύσετε την άσκηση αυτή. Ο ένας είναι ο

γνωστός τρόπος, που χρησιµοποιήσαµε στο Παράδειγµα 1.8 και στην άσκηση αυτο-

αξιολόγησης 1.7, κατά τον οποίο υπολογίζουµε τη ζητούµενη συνέλιξη µε βάση τους

ορισµούς (1.39) ή (1.40), όπου h(n) = (an + bn)u(n) και x(n) = Αu(n). Ένας δεύτερος

τρόπος είναι εκείνος κατά τον οποίο, χρησιµοποιώντας την επιµεριστική ιδιότητα

της συνέλιξης και αξιοποιώντας το αποτέλεσµα της άσκησης αυτοαξιολόγησης 1.7,

έχουµε:

h(n) = (an + bn)u(n) = anu(n) + bnu(n) = h1(n) + h2(n). Εποµένως 

y(n) = h(n)*x(n) = [h1(n) + h2(n)]*x(n) = h1(n)*x(n) + h2(n)*x(n). 

Το αποτέλεσµα h1(n)*x(n) µας είναι ήδη γνωστό από την άσκηση αυτοαξιολόγησης

1.7 και ισούται µε . Κατ’ αναλογία, το αποτέλεσµα της
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συνέλιξης h2(n)*x(n) θα ισούται µε . 

Συνεπώς, η έξοδος του συστήµατος θα είναι: y(n) = C0 + C1a
n + C2 + C3b

n.

Αν υπολογίσατε το σωστό αποτέλεσµα µε κάποιον από αυτούς τους τρόπους, τότε

σας αξίζουν συγχαρητήρια. Αν δεν τα καταφέρατε, µελετήστε και πάλι το Παρά-

δειγµα 1.8 και την ΄Aσκηση Aυτοαξιολόγησης 1.7 και ξαναπροσπαθήστε. Είναι θέµα

χρόνου το να εξοικειωθείτε µε τις ασκήσεις αυτού του είδους.

1.9

Είναι φανερό ότι θα πρέπει να αξιοποιήσουµε τις ιδιότητες της συνέλιξης, που γνω-

ρίσαµε στην ενότητα 1.4, για να υπολογίσουµε την συνολική κρουστική απόκριση

του συστήµατος. Από το Σχήµα 1.29 βλέπουµε ότι h(n) = h1(n) + h2(n)*[h3(n) + h4(n)]

= h1(n) + h2(n)*h3(n) + h2(n)*h4(n). Αλλά

h2(n)*h3(n) = [ δ(n)– δ(n–1)]*2δ(n) = δ(n)*2δ(n)– δ(n–1)*2δ(n)

= δ(n)– δ(n–1)

h2(n)*h4(n) = [ δ(n)– δ(n–1)]*[–2( )nu(n)]

= δ(n)*[–2( )nu(n)]– δ(n–1)*[–2( )nu(n)]

= –( )nu(n) + ( )n–1u(n–1) = –( )n[u(n)–u(n–1)]

= –( )nδ(n) = –δ(n).

Άρα, h(n) = [δ(n) + δ(n–1)] + [δ(n)– δ(n–1)] + [–δ(n)] = δ(n)

Η δυσκολία σ’ αυτή την άσκηση δε βρίσκεται στη χρήση των ιδιοτήτων της συνέ-

λιξης, αλλά στον υπολογισµό της συνέλιξης ενός σήµατος µε την κρουστική ακο-

λουθία. Από τον ορισµό της συνέλιξης (σχέση 1.37), µπορούµε εύκολα να διαπι-

στώσουµε ότι δ(n)*g(n) = g(n), δ(n–m)*g(n) = g(n–m). Αυτό άλλωστε το είδαµε και

στο Σχήµα 1.22.

Έχοντας όλα αυτά κατά νου, προσπαθήστε να λύσετε την άσκηση χρησιµοποιώντας

όµως την πρώτη ισότητα για την h(n), δηλαδή h(n) = h1(n) + h2(n)*[h3(n) + h4(n)].
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2.1

Η άσκηση αυτή είναι εύκολο να λυθεί, αν θυµηθούµε ότι δ(n–M) = 1 µόνο για n =

M, και εργαστούµε όπως στο Παράδειγµα 2.2. Έτσι, από τον ορισµό (2.1) έχουµε:

Παρατηρούµε ότι το µέτρο της συνάρτησης που υπολογίσαµε είναι και πάλι ίσο µε 1,

αφού , 

ενώ η φάση είναι ανάλογη της συχνότητας, δηλαδή ∠ X(ejω) = –ωM.

Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις δίνονται στο Σχήµα 2.15.

  
X e e jj j( ) cos( ) sin( cos ( (ω ω ω ω ω ω= = − =− Μ Μ Μ Μ Μ) )+ sin )22

  
X e x n e n M e ej j

n

j

n

j M( ) ( )ω ω ω ω= = − =−

=−∞

∞
−

=−∞

∞
−∑ ∑n nδ( )

δ (n–M)

0

1

0

0M n

(α)

|X(ejω)|

∠X(e jω)

-2π -π

1

π 2π ω

ω

(β)

™¯‹Ì· 2.15

(α) Η ακολουθία
δ(n–M) και 
(β) το µέτρο 
και η φάση του
µετασχηµατισµού
Fourier αυτής.

Αν καταλήξατε στο σωστό αποτέλεσµα, µπράβο σας. Αν όχι, ξαναπροσπαθήστε. ∆ύο

είναι τα σηµεία τα οποία πιθανόν δεν έχετε κατανοήσει: (α) τη µοναδιαία κρουστι-

κή δ(n–M) η οποία είναι παντού ίση µε µηδέν, εκτός του σηµείου n = M, όπου έχει

την τιµή 1 (Βλ. ενότητα 1.3), και (β) τους ορισµούς τους σχετικούς µε τους µιγαδι-

κούς αριθµούς. Οι ορισµοί (2.3) έως (2.6) θα σας βοηθήσουν σ’ αυτό. ∆είτε τους και

προσπαθήστε και πάλι να λύσετε µόνοι σας την άσκηση. 

2.2

Θυµηθείτε ότι µε βάση τη σχέση 1.34 ο παλµός x(n) γράφεται: 

.
  
x n x m n m n n n n n

m

( ) ( ) ( ) )= − = ⋅ + + + − −[ ]
=−∞

∞

∑ δ δ δ δ δ δ1 2 1 1 2( ( )+ ( )+ ( )+ ( )
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