
æËÊÈ·Î¿ Ê›ÏÙÚ· ¿ÂÈÚË˜ ÎÚÔ˘ÛÙÈÎ‹˜ ·fiÎÚÈÛË˜ (IIR)

™ÎÔfi˜

Στο κεφάλαιο αυτό µελετάµε τα ψηφιακά φίλτρα άπειρης κρουστικής απόκρισης. Στα

φίλτρα αυτά, για τον υπολογισµό της εξόδου, χρησιµοποιούµε τιµές της εισόδου,

καθώς και τιµές της εξόδου σε προηγούµενες χρονικές στιγµές. Εποµένως, αναφε-

ρόµαστε σε επαναληπτικά φίλτρα. Τα φίλτρα αυτά παρουσιάζουν µικρότερη υπολογι-

στική πολυπλοκότητα έναντι των αντίστοιχων FIR φίλτρων, αλλά έχουν µη γραµµι-

κή απόκριση φάσης. Στόχος µας στο κεφάλαιο αυτό είναι η µελέτη των µεθόδων σχε-

δίασης των ψηφιακών IIR φίλτρων και των τρόπων υλοποίησής τους.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού θα είστε σε θέση να:

• Σχεδιάζετε IIR φίλτρα µε βάση τη γραφική µέθοδο, τη µέθοδο αµετάβλητης κρου-

στικής απόκρισης και τη µέθοδο του διγραµµικού µετασχηµατισµού

• Σχεδιάζετε οποιοδήποτε τύπο φίλτρου (βαθυπερατό, υψηπερατό, διέλευσης ζώνης

και απόρριψης ζώνης)

• Mειώνετε τα σφάλµατα λόγω του πεπερασµένου µήκους λέξης, πραγµατοποιώντας

τα φίλτρα ως δοµές χαµηλής τάξης σε σειρά ή παράλληλα

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Aναλογικά φίλτρα

• Mετασχηµατισµοί συχνότητας

• Γραφική µέθοδος σχεδίασης

• Mέθοδος αµετάβλητης κρουστικής

• ∆ιγραµµικός µετασχηµατισµός

• Στρέβλωση συχνότητας

• Φαινόµενα πεπερασµένου µήκους λέξης

• Oριακοί κύκλοι

5∫ ∂ º∞§∞π√
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EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Γνωρίσαµε τα φίλτρα άπειρης κρουστικής απόκρισης (IIR, Infinite Impulse Response)

στην Ενότητα 3.4 του Κεφαλαίου 3. Είδαµε ότι η συνάρτηση µεταφοράς ενός τέτοι-

ου φίλτρου δίνεται από τη σχέση:

(5.1)

όπου ai, bi οι συντελεστές του φίλτρου και τουλάχιστον ένας από τους συντελεστές bi

είναι διάφορος του µηδενός. Ο αριθµός Ν προσδιορίζει την τάξη του φίλτρου, το

οποίο για να είναι αιτιατό προϋποθέτει ότι Ν ≥ M. Για να είναι ένα τέτοιο φίλτρο

ευσταθές θα πρέπει όλοι οι πόλοι του να βρίσκονται στο εσωτερικού του µοναδιαίου

κύκλου στο επίπεδο–z. Η αντίστοιχη εξίσωση διαφορών του φίλτρου είναι:

(5.2)

όπου x(n) και y(n) οι ακολουθίες εισόδου και εξόδου, αντίστοιχα.

Είδαµε ότι για την υλοποίηση ενός φίλτρου χρειαζόµαστε πολλαπλασιαστές, αθροι-

στές και στοιχεία καθυστέρησης (Σχήµα 3.4), και αναφερθήκαµε στις διαφορετικές

δοµές πραγµατοποίησής του (Σχήµα 3.5), καθώς και στις δοµές πραγµατοποίησης

φίλτρων υψηλής τάξης ως συνδυασµού δοµών πρώτης και δεύτερης τάξης σε σειρά

ή παράλληλα (Σχήµα 3.6).

Από τη σχέση (5.2) γίνεται φανερό ότι τα IIR φίλτρα είναι επαναληπτικά ή αναδρο-

µικά (recursive), µε την έννοια ότι δείγµατα της εξόδου χρησιµοποιούνται από το

σύστηµα για τον υπολογισµό των νέων τιµών της εξόδου σε επόµενες χρονικές στιγ-

µές. Το γεγονός αυτό παρουσιάζει µεγάλο πλεονέκτηµα από άποψη υπολογιστικής

πολυπλοκότητας, σε σχέση µε τα FIR φίλτρα. Με άλλα λόγια, για να επιτύχουµε µια

επιθυµητή απόκριση χρειαζόµαστε σηµαντικά λιγότερους συντελεστές για ένα IIR φίλ-

τρο σε σχέση µε το αντίστοιχο FIR φίλτρο. Από την άλλη πλευρά όµως, υπάρχουν δύο

σοβαρά µειονεκτήµατα: (α) τα IIR φίλτρα είναι ασταθή, αν οι συντελεστές bi δεν έχουν

επιλεγεί σωστά, δηλαδή αν οι πόλοι της συνάρτησης µεταφοράς βρίσκονται εκτός του

µοναδιαίου κύκλου (βλ. ενότητα 3.4), και (β) τα IIR φίλτρα δεν έχουν γραµµική από-

κριση φάσης στη ζώνη διέλευσης, όπως έχουν τα µη επαναληπτικά FIR φίλτρα µε

συµµετρική ή αντισυµµετρική κρουστική απόκριση.
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Το κύριο αντικείµενο του παρόντος κεφαλαίου είναι η σχεδίαση IIR φίλτρων, ή µε

άλλα λόγια, ο υπολογισµός των συντελεστών ai, bi, όταν µας δίνονται οι προδιαγρα-

φές του φίλτρου. Λέγοντας «προδιαγραφές του φίλτρου», εννοούµε κυρίως την επι-

θυµητή απόκριση στη συχνότητα (Σχήµατα 3.8 και 3.9). Το θέµα της σχεδίασης τέτοι-

ων φίλτρων το αντιµετωπίσαµε ήδη στην Ενότητα 3.4 µε την τοποθέτηση των πόλων

και των µηδενικών στο επίπεδο–z. Αυτή είναι η πρώτη µέθοδος σχεδίασης, η οποία

όµως δεν είναι συστηµατική, ειδικά για φίλτρα υψηλής τάξης. Έτσι, εκτός από αυτή,

στο παρόν κεφάλαιο θα γνωρίσουµε και δύο άλλες µεθόδους: τη µέθοδο της αµετά-

βλητης κρουστικής απόκρισης και τη µέθοδο του διγραµµικού µετασχηµατισµού. Οι

µέθοδοι αυτές βασίζονται στη µετατροπή ενός αναλογικού φίλτρου σε ψηφιακό φίλ-

τρο. Μια τέτοια προσέγγιση χρησιµοποιείται ευρέως για πολλούς λόγους καθώς: (α)

οι τεχνικές σχεδίασης αναλογικών φίλτρων είναι πολύ ανεπτυγµένες, (β) καταλήγουν

συνήθως σε λύσεις κλειστής µορφής, (γ) διατίθενται έτοιµοι πίνακες για τη σχεδίαση

αναλογικών φίλτρων, και (δ) σε πολλές εφαρµογές απαιτούνται ψηφιακά φίλτρα τα

οποία να προσοµοιώνουν γνωστά αναλογικά φίλτρα. Έτσι, αρχίζουµε το σχεδιασµό

ενός ψηφιακού φίλτρου από το «αντίστοιχο» αναλογικό και στη συνέχεια κάνουµε

την κατάλληλη µετατροπή του σε ψηφιακό. Για την καλύτερη κατανόηση των σχετι-

κών εννοιών, θα κάνουµε µια µικρή αναφορά στα αναλογικά φίλτρα, στην αµέσως

επόµενη ενότητα. Στη συνέχεια, θα γνωρίσουµε τις διάφορες µεθόδους σχεδίασης των

IIR φίλτρων (Ενότητα 5.2) και θα συζητήσουµε για θέµατα σχετικά µε την υλοποίη-

σή τους (Ενότητα 5.3).

1 6 7E π ™ ∞ ° ø ° π ∫ ∂ ™  ¶ ∞ ƒ∞∆ ∏ ƒ ∏ ™ ∂ π ™
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5.1 ∞Ó·ÏÔÁÈÎ¿ Ê›ÏÙÚ·

Όπως θα δούµε στην επόµενη ενότητα, τα IIR ψηφιακά φίλτρα µπορούν εύκολα να

σχεδιαστούν αρχίζοντας από ένα αναλογικό φίλτρο και κατόπιν χρησιµοποιώντας

κατάλληλη απεικόνιση του επιπέδου–s στο επίπεδο–z. Έτσι, η σχεδίαση ενός ψηφια-

κού φίλτρου ανάγεται ουσιαστικά στη σχεδίαση του κατάλληλου αναλογικού φίλτρου

και στην µετέπειτα µετάβαση από το H(s) στο H(z), έτσι ώστε τα επιθυµητά χαρα-

κτηριστικά του αναλογικού φίλτρου να διατηρούνται κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο.

Η σχεδίαση αναλογικών φίλτρων είναι ένας τοµέας για τον οποίο υπάρχει πλούσια

βιβλιογραφία. Στην παρούσα ενότητα θα περιγράψουµε σε συντοµία τα χαρακτηρι-

στικά των πλέον γνωστών βαθυπερατών (lowpass) αναλογικών φίλτρων. Ακολού-

θως, θα αναφέρουµε τους µετασχηµατισµούς συχνότητας µε τους οποίους ένα ανα-

λογικό βαθυπερατό φίλτρο µετατρέπεται σε υψηπερατό (highpass), ζωνοδιαβατό

(bandpass) ή φίλτρο απόρριψης ζώνης (bandstop).

Πριν όµως προχωρήσουµε, ας δούµε τη γενική µορφή της απόκρισης συχνότητας

ενός αναλογικού βαθυπερατού φίλτρου, ώστε να εξοικειωθούµε µε τις έννοιες και

τους συµβολισµούς. Η απόκριση συχνότητας ενός αναλογικού φίλτρου (αναλογικού

συστήµατος) προκύπτει από τη συνάρτηση µεταφοράς H(s) αυτού για τιµές του s

πάνω στον άξονα των φανταστικών jΩ, δηλαδή:

(5.3)

Το µέτρο της κανονικοποιηµένης απόκρισης συχνότητας (normalised magnitude

response) ενός µη ιδανικού αναλογικού βαθυπερατού φίλτρου φαίνεται στο Σχήµα

5.1. Η µορφή της απόκρισης είναι παρόµοια µε εκείνη του Σχήµατος 3.9 για την περί-

πτωση των ψηφιακών φίλτρων.

Η απόκριση αυτή ονοµάζεται «κανονικοποιηµένη», επειδή η µέγιστη τιµή του µέτρου

στη ζώνη διέλευσης είναι ίση µε τη µονάδα (ή ίση µε 0 dB). Η κυµάτωση (ripple)

στη ζώνη διέλευσης συµβολίζεται µε και αντιπροσωπεύει την ελάχιστη τιµή

του µέτρου στη ζώνη διέλευσης. Η µέγιστη τιµή της κυµάτωσης στη ζώνη αποκο-

πής συµβολίζεται µε 1/Α. Η τιµή αυτή σε dB ισούται µε –20 log(1/Α). Οι συχνότη-

τες Ωp και Ωs αποτελούν τις συχνότητες στο όριο της ζώνης διέλευσης (passband edge

frequency) και στο όριο της ζώνης αποκοπής (stopband edge frequency), αντίστοι-

χα. Ο λόγος των δύο αυτών συχνοτήτων ονοµάζεται λόγος µετάβασης (transition

ratio) ή παράµετρος επιλεκτικότητας (selectivity parameter) και συµβολίζεται συνή-
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θως ως k, δηλαδή . Για ένα βαθυπερατό φίλτρο ισχύει k < 1. Τέλος, ο λόγος

ονοµάζεται παράµετρος διακριτότητας (discrimination parameter) και 

συµβολίζεται ως k1, δηλαδή . Συνήθως ισχύει k1<<1.

5.1.1 °ÓˆÛÙ¿ ‚·ı˘ÂÚ·Ù¿ ·Ó·ÏÔÁÈÎ¿ Ê›ÏÙÚ·

Σε όλες τις περιπτώσεις των φίλτρων που θα αναφέρουµε αµέσως τώρα, ο στόχος

µας θα είναι ο εξής: να προσεγγίσουµε κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο την από-

κριση ενός ιδανικού φίλτρου το οποίο έχει κέρδος ίσο µε 1 σε όλη τη ζώνη διέλευ-

σης, κέρδος ίσο µε 0 σε όλη τη ζώνη αποκοπής, και η ζώνη µετάβασης είναι µηδε-

νικού εύρους, δηλαδή δεν υπάρχει ζώνη µετάβασης. Τα πιο γνωστά βαθυπερατά ανα-

λογικά φίλτρα είναι τα ακόλουθα:

Φίλτρα Butterworth. Τα βαθυπερατά φίλτρα Butterworth έχουν µόνο πόλους και

το µέτρο της απόκρισης συχνότητας δίνεται από τη σχέση:

(5.4)
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όπου Ν η τάξη του φίλτρου, Ωc η συχνότητα αποκοπής (cut–off frequency), Ωp η

συχνότητα στο όριο της ζώνης διέλευσης και το µέτρο της απόκρισης

συχνότητας στο όριο της ζώνης διέλευσης. Παρατηρούµε ότι:

α. Για Ω = Ωc το µέτρο της απόκρισης συχνότητας ισούται µε , δηλαδή

, ανεξάρτητα από την τιµή του Ν. Αυτό σηµαίνει ότι η ισχύς 

του σήµατος υποδιπλασιάζεται για τη συγκεκριµένη συχνότητα. Η τιµή αυτή

εκφρασµένη σε decibels (dB) ισούται µε –3, δηλαδή:

.

β. Για Ω = 0 το µέτρο της απόκρισης ισούται µε 1, δηλαδή µε 0 dB, ανεξάρτητα από

την τιµή του Ν.

γ. Επειδή η παράγωγος του µέτρου της απόκρισης είναι πάντοτε αρνητική για θετι-

κές τιµές του Ω, συνεπάγεται ότι η απόκριση συχνότητας µειώνεται µονοτονικά

καθώς το Ω αυξάνεται. Με άλλα λόγια   για 0 ≤ Ω1 < Ω2.

Για συχνότητα αποκοπής Ωc ίση µε 1 rad/sec (Ωc = 1) παίρνουµε από τη σχέση (5.4)

το ονοµαζόµενο «πρωτότυπο βαθυπερατό φίλτρο» (prototype lowpass filter). Οι γρα-

φικές παραστάσεις του µέτρου της απόκρισης συχνότητας του κανονικοποιηµένου

Butterworth βαθυπερατού φίλτρου µε Ωc = 1 (πρωτότυπου) για διαφορετικές τιµές

του Ν, φαίνεται στο Σχήµα 5.2α. Παρατηρούµε ότι αύξηση της τάξης Ν του φίλτρου

οδηγεί σε βελτίωση των ζωνών διέλευσης και αποκοπής µε ταυτόχρονη µείωση της

ζώνης µετάβασης.

Οι δύο παράµετροι οι οποίες χαρακτηρίζουν πλήρως ένα φίλτρο Butterworth είναι η

συχνότητα αποκοπής Ωc στα –3 dB και η τάξη του φίλτρου Ν (βλ. σχέση 5.4). Αυτές

οι παράµετροι µπορούν να προσδιοριστούν από τις προδιαγραφές του φίλτρου, όπως

αυτές φαίνονται στο Σχήµα 5.1, δηλαδή το όριο της ζώνης διέλευσης Ωp, την ελάχι-

στη τιµή του µέτρου στη ζώνη διέλευσης , το όριο της ζώνης αποκοπής

Ωs και τη µέγιστη τιµή του µέτρου στη ζώνη αποκοπής 1/Α. Έτσι, από την εξίσωση

(5.4) έχουµε:
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(5.5α)

(5.5β)

Λύνοντας το σύστηµα αυτό των εξισώσεων ως προς την τάξη Ν του φίλτρου κατα-

λήγουµε στη σχέση:

(5.6)

Εξυπακούεται ότι η τιµή του Ν πρέπει να είναι ακέραιος αριθµός. Στην περίπτωση

όπου η τιµή που υπολογίζεται από την παραπάνω σχέση δεν είναι ακέραιος, τότε

αυτή στρογγυλεύεται στον αµέσως µεγαλύτερο ακέραιο.

Τέλος, όπως αναφέραµε και στην αρχή της παραγράφου, τα φίλτρα Butterworth

έχουν µόνο πόλους. Αυτό φαίνεται από τη σχέση (5.4). Οι θέσεις των πόλων πάνω
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™¯‹Ì· 5.2

Απόκριση συχνό-
τητας βαθυπερα-
τών αναλογικών
φίλτρων τύπου (α)
Butterworth, (β)
Chebyshev τύπου
Ι, (γ) Chebyshev
τύπου ΙΙ και (δ)
ελλειπτικού.
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στο µιγαδικό επίπεδο µπορούν να υπολογιστούν ως εξής: 

Αφού για s = jΩ, η εξίσωση (5.4) γράφεται ως:

(5.7)

Οι πόλοι της H(s)H(–s) βρίσκονται πάνω σε ένα κύκλο ακτίνας Ωc και σε σηµεία που

ισαπέχουν το ένα από το άλλο. Αυτό προκύπτει από την εξίσωση (5.7) µε µηδενι-

σµό του παρανοµαστή της, δηλαδή:

(5.8)

και συνεπώς

(5.9)

Στο Σχήµα 5.3 δείχνονται οι θέσεις των πόλων διαφόρων φίλτρων Butterworth τάξης

Ν = 1, Ν = 2 και Ν = 3. Οι πόλοι που βρίσκονται στο αριστερό ηµιεπίπεδο είναι αυτοί

που αντιστοιχούν στην H(s), ενώ εκείνοι του δεξιού ηµιεπιπέδου αντιστοιχούν στην

H(–s). Υπενθυµίζεται ότι για να είναι ένα αναλογικό σύστηµα ευσταθές, πρέπει οι

πόλοι του να βρίσκονται στο αριστερό ηµιεπίπεδο.
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(α) (β) (γ)

π/4 π/3

™¯‹Ì· 5.3

Θέσεις των πόλων
βαθυπερατών φίλ-
τρων Butterworth
τάξης (α) Ν = 1,
(β) Ν = 2 και (γ)

Ν = 3.

Είναι εύκολο να δούµε ότι η συνάρτηση µεταφοράς των πρωτότυπων (Ωc = 1) βαθυ-

περατών φίλτρων Butterworth πρώτης, δεύτερης και τρίτης τάξης είναι αντίστοιχα:
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.1

Υπολογίστε την τάξη ενός βαθυπερατού Butterworth φίλτρου το οποίο παρουσιάζει

εξασθένιση 1 dB στο 1 kHz και 40 dB στα 5 kHz.

Λύση

Από τις προδιαγραφές που µας δίνονται και µε βάση τη γενική µορφή της απόκρι-

σης συχνότητας ενός βαθυπερατού φίλτρου (Σχήµα 5.1) έχουµε ότι:

, οπότε προκύπτει ε2 = 0,2589

Fp = 1 kHz, οπότε Ωp = 2πFp = 2π1000 rad/s

, οπότε Α2 = 104

Fs = 5 kHz, οπότε Ωs = 2πFs = 2π5000 rad/s.

Αντικαθιστώντας τις τιµές αυτές στην εξίσωση (5.6) βρίσκουµε ότι:

Αφού η τάξη του φίλτρου πρέπει να είναι ακέραιος αριθµός, στρογγυλεύουµε το απο-

τέλεσµα αυτό στον αµέσως µεγαλύτερο ακέραιο, Ν = 4.
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Υπολογίστε την τάξη και τους πόλους ενός βαθυπερατού φίλτρου Butterworth το

οποίο παρουσιάζει εξασθένιση 3 dB στα 500 Hz και 40 dB στα 1000 Hz.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.1

Φίλτρα Chebyshev. Υπάρχουν δύο τύποι φίλτρων Chebyshev. Τα φίλτρα τύπου Ι

είναι φίλτρα µόνο µε πόλους τα οποία παρουσιάζουν οµοιόµορφη κυµάτωση στη

ζώνη διέλευσης και µονοτονική συµπεριφορά στη ζώνη αποκοπής (Σχήµα 5.2β). Το

µέτρο της απόκρισης συχνότητας των βαθυπερατών φίλτρων Chebyshev τύπου Ι

δίνεται από τη σχέση:
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(5.10)

όπου ε η παράµετρος του φίλτρου που σχετίζεται µε την κυµάτωση στη ζώνη διέ-

λευσης, Ωp η συχνότητα στο όριο της ζώνης διέλευσης και ΤΝ(x) πολυώνυµο

Chebyshev τάξης Ν, το οποίο ορίζεται ως:

(5.11)

Τα φίλτρα Chebyshev τύπου ΙΙ είναι φίλτρα µε πόλους και µηδενικά, παρουσιάζουν

µονοτονική συµπεριφορά στη ζώνη διέλευσης και οµοιόµορφη κυµάτωση στη ζώνη

αποκοπής (Σχήµα 5.2γ). Τα µηδενικά στην περίπτωση αυτών των φίλτρων βρίσκο-

νται πάνω στο φανταστικό άξονα του επιπέδου–s. Το µέτρο της απόκρισης συχνό-

τητας δίνεται από τη σχέση:

5.12)

όπου ΤΝ(x) είναι και πάλι το πολυώνυµο Chebyshev τάξης Ν, και Ωs η συχνότητα

στο όριο της ζώνης αποκοπής.

Ελλειπτικά φίλτρα. Τα ελλειπτικά φίλτρα ή φίλτρα Cauer παρουσιάζουν οµοιό-

µορφη κυµάτωση τόσο στη ζώνη διέλευσης, όσο και στη ζώνη αποκοπής (Σχήµα

5.2δ). Τα φίλτρα αυτά έχουν πόλους και µηδενικά και το µέτρο της απόκρισης στη

συχνότητα δίνεται από τη σχέση:

(5.13)

όπου UN(x) η Ιακωβιανή (Jacobian) ελλειπτική συνάρτηση τάξης Ν. Τα µηδενικά

βρίσκονται πάνω στον άξονα των φανταστικών του επιπέδου–s.

Τα ελλειπτικά φίλτρα είναι καλύτερα των φίλτρων Butterworth και Chebyshev, ως

προς το γεγονός ότι απαιτούνται φίλτρα µικρότερης τάξης, δηλαδή λιγότεροι συντε-

λεστές, για να ικανοποιήσουν τις ίδιες προδιαγραφές. Με άλλα λόγια, για δεδοµένη

τάξη του φίλτρου και δεδοµένες προδιαγραφές, ένα ελλειπτικό φίλτρο θα παρου-

σιάζει την στενότερη ζώνη µετάβασης. Από την άλλη πλευρά όµως, η απόκριση

φάσης των ελλειπτικών φίλτρων παρουσιάζει περισσότερες µη γραµµικότητες στη

ζώνη διέλευσης σε σχέση µε τα αντίστοιχα φίλτρα Butterworth ή Chebyshev.
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Τα φίλτρα που γνωρίσαµε στην προηγούµενη υποενότητα ήταν όλα βαθυπερατά.

Αυτά αποτελούν τη βάση για τη σχεδίαση των υπολοίπων κατηγοριών φίλτρων. Για

να σχεδιάσουµε ένα υψηπερατό, ζωνοδιαβατό ή απόρριψης ζώνης αναλογικό φίλτρο,

βασιζόµαστε στο αντίστοιχο αναλογικό βαθυπερατό (τύπου Butterworth, Chebyshev

ή Ελλειπτικό) και εκτελούµε ένα µετασχηµατισµό συχνότητας. Αυτούς ακριβώς τους

µετασχηµατισµούς συχνότητας θα γνωρίσουµε στην παρούσα υποενότητα.

ª∂∆∞∆ƒ√¶∏ µ∞£À¶∂ƒ∞∆√À ºπ§∆ƒ√À ™∂ µ∞£À¶∂ƒ∞∆√

Εάν έχουµε ένα βαθυπερατό αναλογικό φίλτρο µε συχνότητα Ωp στο όριο της ζώνης

διέλευσης, και θέλουµε να το µετατρέψουµε σ’ ένα άλλο βαθυπερατό φίλτρο µε

συχνότητα Ω΄p στο όριο της ζώνης διέλευσης, εκτελούµε το µετασχηµατισµό:

(βαθυπερατό σε βαθυπερατό) (5.14)

Με άλλα λόγια, εάν Hp(s) είναι η συνάρτηση µεταφοράς του αρχικού βαθυπερατού

φίλτρου µε συχνότητα Ωp στο όριο της ζώνης διέλευσης, τότε η συνάρτηση µετα-

φοράς HLP(s) του νέου βαθυπερατού φίλτρου θα είναι:

(5.15)

ª∂∆∞∆ƒ√¶∏ µ∞£À¶∂ƒ∞∆√À ºπ§∆ƒ√À ™∂ Àæ∏¶∂ƒ∞∆√
Για τη µετατροπή ενός βαθυπερατού αναλογικού φίλτρου µε συχνότητα Ωp στο όριο

της ζώνης διέλευσης, σε υψηπερατό φίλτρο µε συχνότητα Ω΄p στο όριο της ζώνης

διέλευσης, εκτελούµε το µετασχηµατισµό:

(βαθυπερατό σε υψηπερατό) (5.16)

Η συνάρτηση µεταφοράς HHP(s) του υψηπερατού φίλτρου προκύπτει από την αντί-

στοιχη του αρχικού βαθυπερατού φίλτρου σύµφωνα µε τη σχέση:

(5.17)
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ª∂∆∞∆ƒ√¶∏ µ∞£À¶∂ƒ∞∆√À ºπ§∆ƒ√À ™∂ ∑ø¡√¢π∞µ∞∆√

Για τη µετατροπή ενός βαθυπερατού αναλογικού φίλτρου µε συχνότητα Ωp στο όριο

της ζώνης διέλευσης, σε ζωνοδιαβατό φίλτρο µε συχνότητες Ωl και Ωu στο κατώτερο

και ανώτερο όριο της ζώνης διέλευσης αντίστοιχα, εκτελούµε το µετασχηµατισµό:

(βαθυπερατό σε ζωνοδιαβατό) (5.18)

Με άλλα λόγια, η συνάρτηση µεταφοράς HBP(s) του ζωνοδιαβατού φίλτρου προκύ-

πτει από την αντίστοιχη του βαθυπερατού φίλτρου σύµφωνα µε τη σχέση:

(5.19)

Από τη σχέση αυτή γίνεται φανερό ότι η τάξη του ζωνοδιαβατού φίλτρου που προ-

κύπτει είναι διπλάσια της τάξης του αρχικού βαθυπερατού φίλτρου.

ª∂∆∞∆ƒ√¶∏ µ∞£À¶∂ƒ∞∆√À ºπ§∆ƒ√À ™∂ ∞¶√ƒƒπæ∏™ ∑ø¡∏™
Για τη µετατροπή ενός βαθυπερατού αναλογικού φίλτρου µε συχνότητα Ωp στο όριο

της ζώνης διέλευσης, σε φίλτρο απόρριψης ζώνης µε συχνότητες Ωl και Ωu στα όρια

των ζωνών διέλευσης, εκτελούµε το µετασχηµατισµό:

(βαθυπερατό σε απόρριψης ζώνης) (5.20)

Η συνάρτηση µεταφοράς HBS(s) του φίλτρου απόρριψης ζώνης προκύπτει από την

αντίστοιχη του βαθυπερατού φίλτρου µε βάση τη σχέση:

(5.21)

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.2

Να µετασχηµατιστεί το πρώτης τάξης βαθυπερατό φίλτρο Butterworth µε συνάρτη-

ση µεταφοράς H(s) = Ωp/(s + Ωp), όπου Ωp = 2π rad/s, σ’ ένα ζωνοδιαβατό φίλτρο

µε συχνότητες στα όρια της ζώνης διέλευσης Ωl = π rad/s και Ωu = 3π rad/s.
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™¯‹Ì· 5.4

Μέτρο της απόκρι-
σης συχνότητας
(α) του αρχικού
βαθυπερατού και
(β) του ζητούµε-
νου ζωνοδιαβατού
αναλογικού φίλ-
τρου.

Τα µέτρα των αποκρίσεων συχνότητας του αρχικού βαθυπερατού φίλτρου

Butterworth και του ζητούµενου ζωνοδιαβατού φίλτρου, φαίνονται στο Σχήµα 5.4.

Εφόσον µας δίνεται η συνάρτηση µεταφοράς του βαθυπερατού φίλτρου, ο υπολογι-

σµός της συνάρτησης µεταφοράς του ζητούµενου ζωνοδιαβατού φίλτρου γίνεται

εύκολα µε βάση το µετασχηµατισµό συχνότητας της σχέσης (5.18).

Άρα αντικαθιστώντας στη σχέση (5.19) βρίσκουµε τη ζητούµενη συνάρτηση µετα-

φοράς του ζωνοδιαβατού φίλτρου:

Παρατηρούµε ότι η τάξη του φίλτρου που προέκυψε είναι διπλάσια αυτής του αρχικού

βαθυπερατού φίλτρου. Επίσης, εύκολα διαπιστώνουµε ότι για s = 0 έχουµε H(s) = 0.
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Η συνάρτηση µεταφοράς του δεύτερης τάξης πρωτότυπου (Ωc = 1) βαθυπερατού

φίλτρου Chebyshev τύπου Ι µε κυµάτωση στη ζώνη διέλευσής του ίση µε 1 dB,

δίνεται από τη σχέση Hp(s) = 1/(s2 + 1,098s + 1,103). Να προσδιοριστεί η συνάρ-

τηση µεταφοράς του αντίστοιχου υψηπερατού φίλτρου, το οποίο έχει συχνότητα

αποκοπής 4 rad/s.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.2
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε τα αναλογικά φίλτρα, τα οποία είναι κυρίως τεσσά-

ρων τύπων: Butterworth, Chebyshev I & II και Ελλειπτικά. Πρόκειται στην ουσία,

για τις µαθηµατικές εκείνες συναρτήσεις οι οποίες, µε διαφορετικό τρόπο η καθε-

µία, προσεγγίζουν την καµπύλη ενός ιδανικού φίλτρου. Γνωρίσαµε επίσης, τους

µετασχηµατισµούς στη συχνότητα τους οποίους χρησιµοποιούµε για να µπορέ-

σουµε να πάρουµε ένα επιθυµητό βαθυπερατό, υψηπερατό, ζωνοδιαβατό ή απόρ-

ριψης ζώνης αναλογικό φίλτρο, έχοντας ως αναφορά ένα πρωτότυπο βαθυπερατό

αναλογικό φίλτρο.

5.2 ™¯Â‰›·ÛË IIR „ËÊÈ·ÎÒÓ Ê›ÏÙÚˆÓ

Όπως και στην περίπτωση των FIR φίλτρων, έτσι και εδώ, υπάρχουν πολλές µέθο-

δοι σχεδίασης IIR φίλτρων. Η πρώτη και πιο απλή από αυτές, µας είναι ήδη γνωστή

από το Κεφάλαιο 3, και είναι αυτή της απευθείας τοποθέτησης των πόλων και µηδε-

νικών του φίλτρου πάνω στο µιγαδικό επίπεδο–z, προσδιορίζοντας άµεσα τη συνάρ-

τηση µεταφοράς και κατά συνέπεια, τους συντελεστές του φίλτρου. Η µέθοδος αυτή

έχει περισσότερο θεωρητική και εκπαιδευτική σηµασία παρά πρακτική αξία. Υπάρ-

χουν και άλλες τεχνικές, κατά τις οποίες η σχεδίαση του φίλτρου γίνεται απευθείας

στο πεδίο–z, όπως η µέθοδος των προσεγγίσεων Pade ή η µέθοδος των ελαχίστων

τετραγώνων, τις οποίες όµως δε θα πραγµατευτούµε.

Περισσότερο συνηθισµένο είναι να χρησιµοποιούµε τεχνικές οι οποίες µετατρέπουν

ένα αναλογικό φίλτρο σε ψηφιακό. Και εδώ υπάρχουν διαφορετικές µέθοδοι µετα-

τροπής ενός αναλογικού φίλτρου σε ψηφιακό. Εµείς θα αναφερθούµε στις δύο πιο

γνωστές από αυτές, τη µέθοδο της αµετάβλητης κρουστικής και τη µέθοδο του

διγραµµικού µετασχηµατισµού.

Τέλος, θα πρέπει να επαναλάβουµε ότι υλοποιήσιµα και ευσταθή IIR φίλτρα δε µπο-

ρεί να έχουν γραµµική απόκριση φάσης. Έτσι, οι προδιαγραφές των φίλτρων θα ανα-

φέρονται µόνο στο µέτρο της απόκρισης στη συχνότητα. Αυτό δεν σηµαίνει ότι η

φάση δεν είναι ουσιώδους σηµασίας. Σηµαίνει απλώς πως, αφού µέτρο και φάση

είναι αλληλένδετα, δεχόµαστε τη φάση όπως αυτή προκύπτει από τη διαδικασία σχε-

δίασης. Αν κάποια εφαρµογή απαιτεί γραµµική φάση, τότε θα πρέπει να σχεδιάσουµε

ένα FIR φίλτρο µε συµµετρική ή αντισυµµετρική κρουστική απόκριση.

5.2.1 °Ú·ÊÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô˜

Τη γραφική µέθοδο σχεδίασης φίλτρων τη γνωρίσαµε στο Κεφάλαιο 3 (ενότητα 3.4).

Η µέθοδος αυτή αναφέρεται και ως γεωµετρική ή ως µέθοδος σχεδίασης βασισµένη
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στους πόλους και στα µηδενικά . Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, η σχεδίαση ενός IIR

ψηφιακού φίλτρου γίνεται µε κατάλληλη τοποθέτηση των πόλων και των µηδενικών

πάνω στο µοναδιαίο κύκλο στο επίπεδο–z. Η τοποθέτηση ενός πόλου κοντά στο µονα-

διαίο κύκλο οδηγεί σε µεγάλες τιµές για τη συνάρτηση µεταφοράς σε συχνότητες που

βρίσκονται κοντά στον πόλο. Αντίστοιχα, η ύπαρξη ενός µηδενικού κοντά ή και πάνω

στον µοναδιαίο κύκλο οδηγεί σε πολύ µικρές τιµές ή και µηδενισµό της συνάρτησης

µεταφοράς και κατ’ επέκταση της εξόδου του φίλτρου (συστήµατος). Θυµηθείτε ότι,

για να είναι ευσταθές το φίλτρο που θα σχεδιαστεί, θα πρέπει οι πόλοι του να βρί-

σκονται στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου. Τα µηδενικά µπορεί να βρίσκονται

οπουδήποτε στο επίπεδο–z. Τέλος, οι πόλοι και τα µηδενικά µπορεί να είναι πραγµα-

τικοί ή µιγαδικοί αριθµοί. Στην περίπτωση όµως που κάποιοι από τους πόλους ή τα

µηδενικά είναι µιγαδικοί, τότε αυτοί θα πρέπει να εµφανίζονται ως ζεύγη συζυγών.

Το Παράδειγµα 3.10 αναφέρεται στο σχεδιασµό ενός IIR φίλτρου µε τη γραφική

µέθοδο. Ας προσπαθήσουµε να τη θυµηθούµε σχεδιάζοντας τη φορά αυτή ένα απλό

ζωνοδιαβατό φίλτρο.

1 7 95 . 2  ™ Ã ∂¢π∞™∏ IIR æ∏ºπ∞∫ø¡ ºπ§∆ƒø¡

Σχεδιάστε ψηφιακό φίλτρο το οποίο να εξασθενίζει τις συχνότητες 0 και π και να

επιτρέπει τη διέλευση των συχνοτήτων γύρω από τη συχνότητα π/2.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.3

5.2.2 ª¤ıÔ‰Ô˜ ·ÌÂÙ¿‚ÏËÙË˜ ÎÚÔ˘ÛÙÈÎ‹˜

Σκοπός µας σύµφωνα µε τη µέθοδο της αµετάβλητης κρουστικής (impulse invariance

method) είναι να σχεδιάσουµε ένα IIR φίλτρο του οποίου η µοναδιαία κρουστική

απόκριση h(n) να ισοδυναµεί µε τη δειγµατοληπτηµένη κρουστική απόκριση ενός

κατάλληλα επιλεγµένου αναλογικού φίλτρου, δηλαδή:

(5.22)

όπου Τ η περίοδος δειγµατοληψίας (βλ. Σχήµα 5.5α, β).

Η συνάρτηση µεταφοράς H(z) ισούται µε τον µετασχηµατισµό–z της δειγµατολη-

πτηµένης µοναδιαίας κρουστικής απόκρισης h(nT), δηλαδή:

H(z) = Z{h(nT)} (5.23)

Η αναλογική συνάρτηση µεταφοράς H(s) ισούται µε τον µετασχηµατισµό Laplace

της κρουστικής απόκρισης h(t). 

  

h n h nT h t

t nT

( ) ( ) ( )≡ =
=

     n = 0,1,2,....
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Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να εξετάσουµε το αποτέλεσµα της δειγµατοληψίας της

αναλογικής κρουστικής απόκρισης, δηλαδή το αποτέλεσµα της σχέσης (5.22). Ας

θυµηθούµε ότι, όταν λαµβάνουµε από ένα αναλογικό σήµα δείγµατα µε ρυθµό Fs =

1/Τ δειγµάτων ανά δευτερόλεπτο, το φάσµα του δειγµατοληπτηµένου σήµατος που

προκύπτει είναι µια περιοδική επανάληψη του αναλογικού φάσµατος, µε περίοδο Fs.

Συνεπώς, αν ο ρυθµός δειγµατοληψίας είναι µικρότερος από το διπλάσιο της µέγι-

στης συχνότητας που υπάρχει στο αναλογικό φάσµα, τότε θα παρουσιαστεί το φαι-

νόµενο του ανεπαρκούς ρυθµού δειγµατοληψίας (aliasing), όπως αυτό δείχνεται στο

Σχήµα 5.5γ. Γίνεται φανερό ότι η περίοδος δειγµατοληψίας Τ θα πρέπει να είναι

αρκετά µικρή, για να αποφύγουµε ή τουλάχιστον να ελαχιστοποιήσουµε το φαινό-

µενο αυτό. Επίσης, καταλαβαίνουµε ότι η µέθοδος της αµετάβλητης κρουστικής δεν

είναι κατάλληλη για τη σχεδίαση υψηπερατών φίλτρων, εξαιτίας του φαινοµένου

aliasing που παρουσιάζεται στο φάσµα λόγω της δειγµατοληψίας. Για τους λόγους

αυτούς, η µέθοδος χρησιµοποιείται κυρίως για την σχεδίαση βαθυπερατών και ζωνο-

διαβατών ψηφιακών φίλτρων.

Η απεικόνιση των σηµείων από το επίπεδο–s στο επίπεδο–z µε την αµετάβλητη κρου-

στική απόκριση γίνεται µέσω της σχέσης:

z = esT (5.24)

Για s = σ+ jΩ και z = rejω βρίσκουµε ότι:

r = eσΤ

h(t)

h1(n)

h2(n)

(α)

(β)

(γ)

t

n

n

T1

T2

|H(jΩ)|

|H1(e
jω)|

|H2(e
jω)|

0 Ω

ω

ω

π/T2 π/T1

0 π 2π

0 π 2π 3π

™¯‹Ì· 5.5

(α) Κρουστική
απόκριση και

µέτρο φάσµατος
αναλογικού φίλ-
τρου, (β) και (γ)

δειγµατοληψία της
κρουστικής του
αναλογικού µε

περίοδο Τ1 < Τ2
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ω = ΩΤ (5.25)

Εποµένως, για σ < 0 έχουµε 0 < r < 1, ενώ για σ > 1 έχουµε r > 1. Όταν σ = 0, τότε

r = 1. Αυτό σηµαίνει ότι το αριστερό ηµιεπίπεδο του s απεικονίζεται στο εσωτερι-

κό του µοναδιαίου κύκλου στο z, ενώ το δεξί ηµιεπίπεδο του s απεικονίζεται στο

εξωτερικό του µοναδιαίου κύκλου στο z. Επίσης, ο άξονας jΩ απεικονίζεται πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο του επιπέδου–z. Η απεικόνιση αυτή όµως δεν είναι απεικόνι-

ση ένα προς ένα. Αφού το ω είναι µοναδικό στην περιοχή (–π, π), η απεικόνιση ω

= ΩΤ συνεπάγεται ότι η περιοχή των συχνοτήτων –π/Τ ≤ Ω ≤ π/Τ απεικονίζεται στις

αντίστοιχες τιµές –π ≤ ω ≤ π. Επιπλέον, όµως, και η περιοχή συχνοτήτων π/Τ ≤ Ω

≤ 3π/Τ απεικονίζεται επίσης στην ίδια περιοχή –π ≤ ω ≤ π, και γενικά το ίδιο συµ-

βαίνει για τις συχνότητες (2 k–1)π/Τ ≤ Ω ≤ (2k + 1)π/Τ, όπου k ακέραιος. Άρα, η

απεικόνιση της αναλογικής συχνότητας Ω στη συχνότητα ω του ψηφιακού χώρου

είναι µία πολλά–σε–ένα απεικόνιση, γεγονός που αντικατοπτρίζει το φαινόµενο του

ανεπαρκούς ρυθµού δειγµατοληψίας. Η όλη απεικόνιση του επιπέδου–s στο επίπε-

δο–z φαίνεται στο Σχήµα 5.6.

1 8 15 . 2  ™ Ã ∂¢π∞™∏ IIR æ∏ºπ∞∫ø¡ ºπ§∆ƒø¡

Eπίπεδο - z

Eπίπεδο - s jΩ

MοναδιαίοςI
κύκλος

3π
T

3π
T

π
T

π
T

σ

-

-

z=esT
™¯‹Ì· 5.6

Η απεικόνιση του
επιπέδου–s στο
επίπεδο–z σύµφω-
να µε τη σχέση
z = esT. Λωρίδες
εύρους 2π/Τ (για
σ < 0) του επιπέ-
δου–s απεικονίζο-
νται σε σηµεία του
µοναδιαίου
κύκλου του επιπέ-
δου–z.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.3

Αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο έχει συνάρτηση µεταφοράς .

Να υπολογιστεί η συνάρτηση µεταφοράς του ψηφιακού IIR φίλτρου το οποίο προ-

κύπτει µε τη µέθοδο της αµετάβλητης κρουστικής απόκρισης.

Λύση

α. Υπολογίζουµε την κρουστική απόκριση του αναλογικού φίλτρου από τον αντί-

στροφο µετασχηµατισµό Laplace της H(s), δηλαδή:

β. Λαµβάνουµε δείγµατα από την h(t) αντικαθιστώντας το t µε το nT. Τα δείγµατα

που προκύπτουν αντιστοιχούν στα στοιχεία της ακολουθίας h(n), σύµφωνα µε τη

σχέση (5.22):

γ. Υπολογίζουµε τη συνάρτηση µεταφοράς H(z) από τον µετασχηµατισµό–z της

h(nT), όπως υπαγορεύεται από τη σχέση (5.23):

Ας προσπαθήσουµε τώρα να γενικεύσουµε τη διαδικασία σχεδίασης και ταυτόχρο-

να να αποδείξουµε ότι η H(z) µπορεί να υπολογιστεί απευθείας από την H(s), χωρίς

να χρειαστεί να υπολογίσουµε την h(t) και την h(nT). Ας θεωρήσουµε ένα αναλογι-

κό φίλτρο το οποίο έχει Ν διαφορετικούς πόλους. Η συνάρτηση µεταφοράς του µπο-

ρεί να γραφεί ως ανάπτυγµα µερικών κλασµάτων µε τη µορφή:

(5.26)

όπου pξ οι πόλοι του αναλογικού φίλτρου και Cξ οι συντελεστές του αναπτύγµατος

σε µερικά κλάσµατα.

Η αντίστοιχη κρουστική απόκριση θα είναι:

(5.27)
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Αν από αυτή την κρουστική απόκριση λάβουµε δείγµατα ανά Τ δευτερόλεπτα (t =

nT), τότε θα πάρουµε την δειγµατοληπτηµένη απόκριση:

(5.28)

Τέλος, ο µετασχηµατισµός–z της σχέσης (5.28) θα µας δώσει την επιθυµητή συνάρ-

τηση µεταφοράς διακριτού χρόνου:

(5.29)

Παρατηρώντας τη διαδικασία που περιγράφεται από τις σχέσεις (5.26) έως (5.29),

διαπιστώνουµε ότι τα δύο ενδιάµεσα στάδια υπολογισµού της h(t) και της h(nT) θα

µπορούσαν να παραλειφθούν και να υπολογίσουµε απευθείας την H(z) (σχέση 5.29)

από την H(s) (σχέση 5.26) αντικαθιστώντας το s – pξ µε το , δηλαδή:

(5.30)

Η σχέση (5.30) αναφέρεται στην περίπτωση ενός φίλτρου του οποίου οι πόλοι είναι

διαφορετικοί µεταξύ τους, δηλαδή έχει πόλους πολλαπλότητας 1. Η περίπτωση φίλ-

τρου µε πόλους µεγαλύτερης πολλαπλότητας ξεφεύγει από τους στόχους του παρό-

ντος κεφαλαίου, και δε θα µας απασχολήσει.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.4

Από το αναλογικό φίλτρο µε συνάρτηση µεταφοράς H(s) = (s + 0,1)/[(s + 0,1)2 + 9]

να προσδιοριστεί αντίστοιχο IIR ψηφιακό φίλτρο µε χρήση της µεθόδου της αµετά-

βλητης κρουστικής.

Λύση

Παρατηρούµε ότι το αναλογικό φίλτρο έχει ένα µηδενικό στο σηµείο s = – 0,1 και

ένα ζεύγος συζυγών πόλων pξ = – 0,1 ± j3. Εκφράζουµε την H(s) ως ανάπτυγµα µερι-

κών κλασµάτων:

και υπολογίζουµε την H(z) µε βάση τη σχέση (5.30):
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5.2.3 ª¤ıÔ‰Ô˜ ‰ÈÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡

Η µέθοδος της αµετάβλητης κρουστικής απόκρισης για τη σχεδίαση IIR ψηφιακών

φίλτρων είναι κατάλληλη για βαθυπερατά και ορισµένα ζωνοδιαβατά φίλτρα. Θα

ασχοληθούµε τώρα µε τη µέθοδο του διγραµµικού µετασχηµατισµού (bilinear

transformation method), η οποία τουλάχιστον δεν θέτει τέτοιους περιορισµούς. Πρό-

κειται για έναν µαθηµατικό µετασχηµατισµό του πεδίου–s στο πεδίο–z. Σύµφωνα µε

τον µετασχηµατισµό αυτό, όταν µας δίνεται η συνάρτηση µεταφοράς H(s) του ανα-

λογικού φίλτρου, µπορούµε να υπολογίσουµε τη συνάρτηση µεταφοράς H(z) του

αντίστοιχου ψηφιακού φίλτρου, αντικαθιστώντας το s µε το (z – 1)/(z + 1), δηλαδή:

(5.31)

Με άλλα λόγια, η απεικόνιση από το επίπεδο s στο επίπεδο z γίνεται µε βάση τη

σχέση[1]:

(5.32)

Για να διερευνήσουµε τα χαρακτηριστικά του διγραµµικού µετασχηµατισµού, ας θεω-

ρήσουµε ότι z = rejω και s = σ+ jΩ. Τότε, η σχέση (5.32) µπορεί να εκφραστεί ως:

(5.33)

Από τη σχέση αυτή παρατηρούµε ότι, εάν r < 1, τότε σ < 0 και εάν r > 1, τότε σ > 0.

Αυτό σηµαίνει ότι το αριστερό ηµιεπίπεδο του s απεικονίζεται στο εσωτερικό του

µοναδιαίου κύκλου στο επίπεδο–z, ενώ το δεξί ηµιεπίπεδο του s απεικονίζεται στο
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Με τη µέθοδο της αµετάβλητης κρουστικής απόκρισης να υπολογίσετε τη συνάρ-

τηση µεταφοράς H(z) ψηφιακού IIR φίλτρου που αντιστοιχεί στο αναλογικό βαθυ-

περατό φίλτρο H(s) = 1/(s + 1)(s2 + s + 1).

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.4

[1] Η σχέση s = (z – 1)/(z + 1) µπορεί να γραφεί και ως sz + s – z + 1 = 0. Παρατηρούµε ότι
η τελευταία σχέση είναι γραµµική ως προς s και γραµµική ως προς z ή διγραµµική ως
προς s και z.
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εξωτερικό του µοναδιαίου κύκλου (βλ. Σχήµα 5.7). Άρα, από ένα ευσταθές αναλο-

γικό φίλτρο παίρνουµε ένα ευσταθές ψηφιακό φίλτρο. Όταν r = 1, τότε σ = 0 και:

(5.34)
  
Ω

ω= tan
2

1 8 55 . 2  ™ Ã ∂¢π∞™∏ IIR æ∏ºπ∞∫ø¡ ºπ§∆ƒø¡

Eπίπεδο–z

απεικόνιση τουI
s=j∞

απεικόνιση τουI
s=0

απεικόνιση τουI
s=–j∞ MοναδιαίοςI

κύκλος

jΩEπίπεδο–s

σ

Ω

0-π -π/2

π/2 π
ω

Ω=tanω
2

™¯‹Ì· 5.7

Απεικόνιση του
επιπέδου–s στο
επίπεδο–z µέσω
του διγραµµικού
µετασχηµατισµού

™¯‹Ì· 5.8

Μη γραµµική
σχέση µεταξύ των
αναλογικών και
ψηφιακών συχνο-
τήτων λόγω του
διγραµµικού µετα-
σχηµατισµού

Η σχέση µεταξύ των συχνοτήτων στα δύο πεδία s και z φαίνεται στο Σχήµα 5.8. Γίνε-

ται φανερό ότι όλη η περιοχή των συχνοτήτων Ω απεικονίζεται µόνο µία φορά στην

περιοχή – π ≤ ω ≤ π. Πρόκειται εποµένως, για µια ένα–προς–ένα απεικόνιση. Η απει-

κόνιση όµως, αυτή είναι µη γραµµική. Παρατηρείται, δηλαδή, µια παραµόρφωση ή

στρέβλωση των συχνοτήτων (frequency warping), εξαιτίας της µη γραµµικότητας της
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συνάρτησης της εφαπτοµένης. Αυτή η στρέβλωση των συχνοτήτων θα πρέπει, όπως

θα δούµε στη συνέχεια, να λαµβάνεται υπόψη κατά την σχεδίαση ενός IIR φίλτρου.

Σχόλια σχετικά µε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό:

1. Σε ορισµένα βιβλία ο διγραµµικός µετασχηµατισµός ορίζεται ως ,

όπου Τ η περίοδος δειγµατοληψίας. Αποδεικνύεται ότι ο συντελεστής δεν

είναι απαραίτητος, αφού απαλείφεται κατά τη διαδικασία αντιστάθµισης της στρέ-

βλωσης, όπως θα δούµε στο παράδειγµα που ακολουθεί.

2. Για τα βαθυπερατά και υψηπερατά φίλτρα, η τάξη της H(z) που προκύπτει, είναι

ίδια µε την τάξη της H(s). Για παράδειγµα, από ένα δεύτερης τάξης βαθυπερατό

αναλογικό φίλτρο θα πάρουµε ένα δεύτερης τάξης βαθυπερατό ψηφιακό φίλτρο.

Όµως, για τα ζωνοδιαβατά φίλτρα και τα φίλτρα απόρριψης ζώνης αυτό δεν ισχύ-

ει. Στην περίπτωση αυτή, η τάξη της H(z) είναι διπλάσια της τάξης της H(s).

3. Ευσταθή αναλογικά φίλτρα οδηγούν σε ευσταθή ψηφιακά φίλτρα.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.5

Το πιο απλό αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο αποτελείται από έναν αντιστάτη και έναν

πυκνωτή. Πρόκειται για το γνωστό «RC κύκλωµα», η έξοδος του οποίου λαµβάνε-

ται από τα άκρα του πυκνωτή (Σχήµα 5.9α). Με τη µέθοδο του διγραµµικού µετα-

σχηµατισµού, να σχεδιαστεί το αντίστοιχο ψηφιακό φίλτρο, του οποίου η συχνότη-

τα αποκοπής να είναι 30 Hz, όταν η συχνότητα δειγµατοληψίας είναι 150 Hz.

Λύση

Η συχνότητα αποκοπής του επιθυµητού ψηφιακού φίλτρου είναι (Βλ. σχέση 1.13)

. Η συχνότητα αυτή του επιπέδου– z

είναι η αντίστοιχη της συχνότητας του επιπέδου–s

(Βλ. σχέση 5.34). Ο υπολογισµός που µόλις εκτελέσαµε αποτελεί τη λεγόµενη αντι-

στάθµιση στρέβλωσης (prewarping). Εποµένως, αυτό που χρειάζεται να σχεδιάσου-

µε είναι ένα αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο µε συχνότητα αποκοπής . Το πρωτό-

τυπο (Ωc = 1) αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο το οποίο αντιστοιχεί στο απλό RC

κύκλωµα έχει συνάρτηση µεταφοράς Hp(s) = 1/(s + 1). Εκτελούµε, εποµένως, έναν
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µετασχηµατισµό συχνότητας από βαθυπερατό σε βαθυπερατό (σχέση 5.15) για να

υπολογίσουµε το αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο το οποίο έχει Ω΄c = 0,73.

Γνωρίζοντας τη συνάρτηση µεταφοράς του αναλογικού βαθυπερατού φίλτρου, εφαρ-

µόζουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό (σχέση 5.31) για να προσδιορίσουµε την

αντίστοιχη συνάρτηση µεταφοράς του επιθυµητού ψηφιακού φίλτρου:

Παρατηρούµε ότι πρόκειται για ένα ψηφιακό φίλτρο πρώτης τάξης, όπως και το αντί-

στοιχο αναλογικό φίλτρο. Η εξίσωση διαφορών του φίλτρου που προκύπτει είναι

y(n) = 0,42[x(n) + x(n – 1)] + 0,16y(n – 1),

ενώ η δοµή πραγµατοποίησής του φαίνεται στο Σχήµα 5.9β.
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x(n)
y(n)

0,42

0,42 0,16
z-1 z-1

(α) (β)

R

x(t) y(t)C

™¯‹Ì· 5.9

(α) Αναλογικό
βαθυπερατό φίλ-
τρο πρώτης τάξης,
(β) ψηφιακό φίλ-
τρο πρώτης τάξης
του Παραδείγµα-
τος 5.5.

Η συνάρτηση µεταφοράς του πρωτότυπου αναλογικού βαθυπερατού φίλτρου πρώ-

της τάξης είναι Hp(s) = 1/(s + 1). Σχεδιάστε το αντίστοιχο υψηπερατό IIR ψηφια-

κό φίλτρο, το οποίο να έχει συχνότητα αποκοπής 30 Hz για συχνότητα δειγµατο-

ληψίας 150 Hz.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.5

Πριν προχωρήσουµε στο σχεδιασµό IIR φίλτρων τάξης µεγαλύτερης της πρώτης, θα

ήταν καλό να συστηµατοποιήσουµε τη διαδικασία σχεδίασης µε τη µέθοδο του

διγραµµικού µετασχηµατισµού. Η διαδικασία αυτή, όπως φάνηκε από το Παράδειγµα

5.5, αποτελείται από τα εξής στάδια:

1. Επιλέγουµε το πρωτότυπο (Ωc = 1) αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο.
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2. Μετασχηµατίζουµε αυτό στο βαθυπερατό ή το υψηπερατό ή το ζωνοδιαβατό ή

το απόρριψης ζώνης φίλτρο το οποίο έχει χαρακτηριστικές συχνότητες Ω', που

αντιστοιχούν στις επιθυµητές συχνότητες ω του ψηφιακού φίλτρου.

3. Εφαρµόζουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό στη συνάρτηση µεταφοράς του

αναλογικού φίλτρου που µόλις υπολογίσαµε.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.6

Με τη µέθοδο του διγραµµικού µετασχηµατισµού να σχεδιαστεί βαθυπερατό IIR

ψηφιακό φίλτρο µε συχνότητα αποκοπής 150 Hz για ρυθµό δειγµατοληψίας 1,5 kHz.

Η σχεδίαση να βασιστεί στο πρωτότυπο βαθυπερατό αναλογικό φίλτρο δεύτερης

τάξης τύπου Butterworth. 

Λύση

Για τον προσδιορισµό της συνάρτησης µεταφοράς H(z) του επιθυµητού IIR ψηφια-

κού φίλτρου, ακολουθούµε τα παραπάνω στάδια σχεδίασης:

1. Επιλέγουµε το πρωτότυπο (Ωc = 1) αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο. Στην προκειµέ-

νη περίπτωση είναι το δεύτερης τάξης Butterworth φίλτρο 

2. Μετασχηµατίζουµε το πρωτότυπο βαθυπερατό σε βαθυπερατό µε συχνότητα απο-

κοπής Ω ć = tan(ωc/2) = tan(ΩcΤ/2) = tan(2π150(1/1500)/2) = tan(0,1π) = 0,32

εφαρµόζοντας τον µετασχηµατισµό συχνότητας της σχέσης (5.15): 
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3. Εφαρµόζουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό στην τελευταία σχέση:

Το ζητούµενο ψηφιακό φίλτρο είναι δεύτερης τάξης, όπως και το αναλογικό από το

οποίο αρχίσαµε τη σχεδίαση, και έχει εξίσωση διαφορών:

y(n) = 0,07[x(n) + 2x(n – 1) + x(n – 2)] + 1,14y(n – 1) – 0,41y(n–2).
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Να σχεδιάσετε βαθυπερατό IIR ψηφιακό φίλτρο το οποίο να εξασθενίζει µονοτονι-

κά τις συχνότητες. Η ζώνη διέλευσης του φίλτρου να εκτείνεται µέχρι τα 125 Hz,

ενώ η εξασθένιση στη ζώνη αυτή να µην υπερβαίνει τα 0,5 dB. Η µέγιστη εξασθέ-

νιση στο όριο της ζώνης αποκοπής να είναι 15 dB, ενώ η συχνότητα στο όριο της

ζώνης αποκοπής να είναι 275 Hz. Το όλο σύστηµα λειτουργεί µε συχνότητα δειγ-

µατοληψίας 1 kHz. Η σχεδίαση να γίνει µε βάση τον διγραµµικό µετασχηµατισµό.

Λύση

Από τις προδιαγραφές που µας δίνονται καταλαβαίνουµε ότι πρόκειται για κάποιο

βαθυπερατό φίλτρο τύπου Butterworth (αφού πρέπει να παρουσιάζει µονοτονική

εξασθένηση για όλες τις συχνότητες). ∆εν γνωρίζουµε όµως την τάξη του φίλτρου.

Αυτή µπορούµε να την προσδιορίσουµε από τις τιµές των συχνοτήτων και εξασθε-

νίσεων που µας δίνονται. Το αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο που ζητάµε να προσ-

διορίσουµε και στο οποίο θα εφαρµόσουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό, φαί-

νεται στο Σχήµα 5.10. Έχουµε γι’ αυτό το φίλτρο:

1 8 95 . 2  ™ Ã ∂¢π∞™∏ IIR æ∏ºπ∞∫ø¡ ºπ§∆ƒø¡

Σχεδιάστε ένα ζωνοδιαβατό IIR ψηφιακό φίλτρο δεύτερης τάξης του οποίου η ζώνη

διέλευσης να κυµαίνεται µεταξύ 200 Hz και 300 Hz, όταν η συχνότητα δειγµατο-

ληψίας είναι 2 kHz. Η σχεδίαση του φίλτρου να βασιστεί στη µέθοδο του διγραµ-

µικού µετασχηµατισµού, εφαρµοσµένη σε αναλογικό φίλτρο Butterworth.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.6

|H(jΩ)|

ΩΩ'p Ω's

1
A

1
1+ε2

™¯‹Ì· 5.10

Το αρχικό αναλο-
γικό φίλτρο από το
οποίο θα προκύ-
ψει το ζητούµενο
βαθυπερατό IIR
ψηφιακό φίλτρο.
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Η τάξη του φίλτρου µπορεί τώρα να προσδιοριστεί µε τη βοήθεια της σχέσης (5.6):

Άρα το αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο πρέπει να είναι τρίτης τάξης (Ν = 3).

Από το σηµείο αυτό πλέον, µπορούµε να ακολουθήσουµε τα τρία στάδια σχεδίασης

ενός ψηφιακού IIR φίλτρου, όπως τα γνωρίσαµε προηγουµένως:

1. Επιλέγουµε το πρωτότυπο βαθυπερατό φίλτρο.

Είδαµε ότι το πρωτότυπο βαθυπερατό φίλτρο θα πρέπει να είναι τύπου

Butterworth τρίτης τάξης. Η συνάρτηση µεταφοράς αυτού είναι (βλ. ενότητα 5.1)

Hp(s) = 1/(s3 + 2s2 + 2s + 1).

2. Μετασχηµατίζουµε το πρωτότυπο βαθυπερατό σε βαθυπερατό φίλτρο µε συχνό-

τητα στο όριο της ζώνης διέλευσης ίση µε . Για να εκφράσουµε όµως

το µετασχηµατισµό από βαθυπερατό σε βαθυπερατό της σχέσης (5.15), πρέπει

να γνωρίζουµε τη συχνότητα Ωp του πρωτότυπου φίλτρου, δηλαδή του φίλτρου

που έχει Ωc = 1. Αυτό µπορεί εύκολα να γίνει µε βάση τη σχέση (5.5α) και το

γεγονός ότι Ν = 3.

Εφαρµόζοντας τη σχέση (5.15) έχουµε:
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Εφαρµόζουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό στην τελευταία σχέση:

Η σχέση αυτή αποτελεί τη συνάρτηση µεταφοράς του ζητούµενου IIR ψηφιακού

φίλτρου.

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε τρεις διαφορετικές µεθόδους για το σχεδιασµό IIR

ψηφιακών φίλτρων. Η πρώτη ήταν η γραφική µέθοδος κατά την οποία ο προσδιο-

ρισµός της συνάρτησης µεταφοράς του φίλτρου γίνεται µε απευθείας τοποθέτηση

των πόλων και µηδενικών πάνω στο επίπεδο–z. Η δεύτερη µέθοδος ήταν εκείνη της

αµετάβλητης κρουστικής απόκρισης. Σύµφωνα µε αυτή, το φίλτρο που σχεδιάζου-

µε έχει κρουστική απόκριση τη δειγµατοληπτηµένη κρουστική απόκριση του επι-

θυµητού αναλογικού φίλτρου. ∆ιαπιστώσαµε ότι η µέθοδος αυτή είναι κατάλληλη

για το σχεδιασµό κυρίως βαθυπερατών καθώς και ορισµένων ζωνοδιαβατών φίλ-

τρων. Τέλος, η τρίτη µέθοδος ήταν εκείνη του διγραµµικού µετασχηµατισµού. Πρό-

κειται για έναν µετασχηµατισµό κατά τον οποίο το αριστερό ηµιπεπίπεδο του επι-

πέδου–s απεικονίζεται µη γραµµικά, αλλά όµως µε µία ένα–προς–ένα απεικόνιση,

στο εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου του επιπέδου–z. Η µέθοδος είναι κατάλλη-

λη για τη σχεδίαση φίλτρων οποιουδήποτε τύπου.

5.3 ÀÏÔÔ›ËÛË IIR „ËÊÈ·ÎÒÓ Ê›ÏÙÚˆÓ

Στην προηγούµενη ενότητα µελετήσαµε τις τεχνικές σχεδίασης των IIR ψηφιακών

φίλτρων και µάθαµε να προσδιορίζουµε τη συνάρτηση µεταφοράς και την εξίσωση
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διαφορών LTI συστηµάτων διακριτού χρόνου. Το τελευταίο στάδιο είναι η υλοποί-

ηση των φίλτρων αυτών, ώστε να επιτελέσουν το σκοπό για τον οποίο αυτά σχεδιά-

στηκαν. Η υλοποίηση των IIR φίλτρων, όπως και αυτή των FIR φίλτρων, µπορεί να

γίνει είτε σε κυκλωµατική µορφή (hardware), είτε µε προγραµµατισµό (software)

ενός υπολογιστικού συστήµατος γενικού ή ειδικού σκοπού.

Γενικά, η εξίσωση διαφορών ενός φίλτρου είναι µια υπολογιστική διαδικασία (ένας

αλγόριθµος) για τον υπολογισµό της ακολουθίας εξόδου y(n) του συστήµατος, από

την ακολουθία εισόδου x(n). Όµως, όπως είδαµε και στην ενότητα 3.4.4, οι υπολο-

γισµοί αυτοί µπορούν να γίνουν µε ένα διαφορετικό, αλλά ισοδύναµο, σύνολο εξι-

σώσεων διαφορών. Κάθε ένα τέτοιο σύνολο εξισώσεων ορίζει µια υπολογιστική δια-

δικασία ή έναν αλγόριθµο για την υλοποίηση του συστήµατος. Για κάθε ένα σύνο-

λο εξισώσεων µπορούµε να σχεδιάσουµε ένα διάγραµµα βαθµίδων το οποίο να απο-

τελείται από στοιχεία καθυστέρησης, πολλαπλασιαστές και αθροιστές. Αυτό το διά-

γραµµα βαθµίδων το χαρακτηρίσαµε ως δοµή πραγµατοποίησης(realisation structure)

του συστήµατος. Στην περίπτωση κατά την οποία το σύστηµα (φίλτρο) υλοποιηθεί

προγραµµατιστικά (software), το διάγραµµα βαθµίδων ή ισοδύναµα το σύνολο των

εξισώσεων διαφορών, µετατρέπεται σε ένα σύνολο εντολών (πρόγραµµα) το οποίο

«τρέχει» στο συγκεκριµένο υπολογιστικό σύστηµα.

Το ερώτηµα, βέβαια, που µπορεί να γεννηθεί στον αναγνώστη είναι το γιατί θα πρέπει

να έχουµε διαφορετικές δοµές πραγµατοποίησης ενός φίλτρου, για παράδειγµα, άµεση

µορφή τύπου 1 ή 2 (Σχήµα 3.5), σε σειρά ή παράλληλη (Σχήµα 3.6), από τη στιγµή

που έχουµε σχεδιάσει το φίλτρο, γνωρίζουµε τους συντελεστές του και κατά συνέπεια

µπορούµε να υλοποιήσουµε την εξίσωση διαφορών που έχει προκύψει ως έχει.

Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό είναι ότι οι διάφορες δοµές πραγµατοποίησης παρου-

σιάζουν διαφορετικά χαρακτηριστικά ως προς την απαιτούµενη υπολογιστική πολυ-

πλοκότητα (computational complexity), τη µνήµη (memory) και τα προβλήµατα λόγω

του πεπερασµένου µήκους λέξης (finite wordlength effects).

Όταν λέµε υπολογιστική πολυπλοκότητα εννοούµε το πλήθος των αριθµητικών πρά-

ξεων (πολλαπλασιασµών, διαιρέσεων και προσθέσεων) οι οποίες απαιτούνται για

τον υπολογισµό κάθε δείγµατος εξόδου y(n). Πριν από λίγα χρόνια, αυτές οι τρεις

πράξεις ήταν οι µοναδικές που χρησιµοποιούσαµε για να µετρήσουµε την υπολογι-

στική πολυπλοκότητα. Στις µέρες µας όµως, µε την εντυπωσιακή πρόοδο που έχει

συντελεστεί στο σχεδιασµό και την κατασκευή πολύπλοκων και αποτελεσµατικών

προγραµµατιζόµενων ολοκληρωµένων κυκλωµάτων ψηφιακής επεξεργασίας σήµα-

τος (digital signal processors, DSPs), άλλοι παράγοντες παίζουν επίσης ρόλο στον
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προσδιορισµό της υπολογιστικής πολυπλοκότητας, όπως για παράδειγµα, το πλήθος

των προσπελάσεων της µνήµης ή το πλήθος των συγκρίσεων δύο αριθµών.

Όταν λέµε µνήµη εννοούµε το πλήθος των θέσεων µνήµης που απαιτούνται για την

αποθήκευση των δειγµάτων εισόδου και εξόδου, των παραµέτρων του συστήµατος,

καθώς και των ενδιάµεσων αποτελεσµάτων που τυχόν προκύπτουν.

Τέλος, τα προβλήµατα λόγω του πεπερασµένου µήκους λέξης,ή αλλιώς λόγω της πεπε-

ρασµένης ακριβείας, αναφέρονται στα φαινόµενα κβάντισης τα οποία ενυπάρχουν σε

οποιαδήποτε ψηφιακή υλοποίηση ενός συστήµατος είτε κυκλωµατική, είτε προ-

γραµµατιστική. Οι παράµετροι του συστήµατος πρέπει απαραίτητα να αναπαραστα-

θούν µε πεπερασµένη ακρίβεια. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν στη διαδικασία

υπολογισµού κάθε δείγµατος εξόδου του συστήµατος, πρέπει να στρογγυλευθούν

(rounded) ή να αποκοπούν (truncated) στο κατάλληλο µήκος λέξης (κατάλληλη ακρί-

βεια) που επιβάλλει ο υπολογιστής ή το κύκλωµα που χρησιµοποιούµε για την υλο-

ποίηση. Όλα αυτά είναι προβλήµατα τα οποία επηρεάζουν σηµαντικά την τελική µας

απόφαση σχετικά µε το ποια δοµή πραγµατοποίησης θα πρέπει να επιλέξουµε. Απο-

δεικνύεται ότι οι διαφορετικές δοµές πραγµατοποίησης ενός συστήµατος, ενώ είναι

ισοδύναµες στην περίπτωση που χρησιµοποιούµε άπειρη ακρίβεια, παρουσιάζουν

πολύ διαφορετική συµπεριφορά µεταξύ τους για πεπερασµένη ακρίβεια.

5.3.1 ¶ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË ·ÎÚ›‚ÂÈ· Î·È ˘ÏÔÔ›ËÛË IIR „ËÊÈ·ÎÒÓ Ê›ÏÙÚˆÓ

Όπως αναφέραµε προηγουµένως, η πεπερασµένη ακρίβεια κατά την υλοποίηση ενός

φίλτρου εισάγει σφάλµατα τα οποία υποβαθµίζουν την απόδοση του φίλτρου ή και

οδηγούν σε αστάθεια του όλου συστήµατος. Για να γίνει κατανοητό αυτό, ας δούµε

το επόµενο παράδειγµα.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.8

Η συνάρτηση µεταφοράς ενός αιτιατού IIR φίλτρου δεύτερης τάξης είναι:

H(z) = 1/(1 – 1,845z–1 + 0,850586z–2)

Να εξεταστεί η ευστάθεια του φίλτρου. Να επαναληφθεί η διαδικασία στην περί-

πτωση που οι συντελεστές αναπαριστάνονται µε ακρίβεια δύο δεκαδικών ψηφίων.

Λύση

Η παραγοντοποίηση του παρανοµαστή οδηγεί στην ισοδύναµη µορφή για τη συνάρ-

τηση µεταφοράς H(z) = 1/(1 – 0,902z–1)(1 – 0,943z–1). Το σύστηµα έχει δύο πραγµα-

τικούς πόλους στα σηµεία z = 0,902 και z = 0,943. Αφού το µέτρο κάθε πόλου είναι

1 9 35 . 3  À § √¶√π∏™∏ IIR æ∏ºπ∞∫ø¡ ºπ§∆ƒø¡
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µικρότερο της µονάδας, δηλαδή οι πόλοι βρίσκονται στο εσωτερικό του µοναδιαίου

κύκλου στο επίπεδο–z, το σύστηµα είναι ευσταθές. Παρατηρήστε ότι η κρουστική

απόκριση h(n) του συστήµατος είναι φθίνουσα (Σχήµα 5.11α), όπως ακριβώς απαι-

τείται για ένα ευσταθές σύστηµα. Ας στρογγυλεύσουµε τώρα τους συντελεστές της

H(z) στα δύο δεκαδικά ψηφία. Αυτή γίνεται H(z) = 1/(1 – 1,85z–1 + 0,85z–2) ή µετά

την παραγοντοποίηση H(z) = 1/(1 – z–1)(1 – 0,85z–1). Παρατηρούµε ότι η νέα συνάρ-

τηση έχει πόλους στα σηµεία z = 1 και z = 0,85. Ο ένας πόλος βρίσκεται πάνω στον

µοναδιαίο κύκλο µε συνέπεια το σύστηµα να µην είναι πλέον ευσταθές! Πράγµατι,

σχεδιάζοντας και πάλι την κρουστική απόκριση h(n) του νέου συστήµατος (Σχήµα

5.11β), παρατηρούµε ότι αυτή πολύ σύντοµα αυξάνεται µέχρι να φτάσει σε µια στα-

θερή τιµή, στην οποία και παραµένει. Κατά συνέπεια, η κρουστική απόκριση δεν είναι

αθροίσιµη κατ’ απόλυτη τιµή (σχέση 3.52) και το σύστηµα δεν είναι ευσταθές.
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Κρουστική από-
κριση του συστή-
µατος του Παρα-
δείγµατος 5.8 για

ακρίβεια των
συντελεστών (α)

άπειρη και (β) δύο
δεκαδικών
ψηφίων.

Από το παράδειγµα αυτό έγινε φανερό ότι τα σφάλµατα λόγω της κβάντισης των

συντελεστών του φίλτρου, µπορούν να επηρεάσουν δραστικά τη συµπεριφορά του.

Αποδεικνύεται ότι η ευαισθησία της απόκρισης συχνότητας ενός φίλτρου, στην κβά-

ντιση των συντελεστών του φίλτρου, µπορεί να ελαχιστοποιηθεί αν πραγµατοποιή-

σουµε το υψηλής τάξης φίλτρο, (δηλαδή το φίλτρο µε πολλούς πόλους και µηδενικά),

ως συνδυασµό δοµών δεύτερης τάξης σε σειρά ή παράλληλα (βλ. υποενότητα 3.4.4).

Γενικά, τα σφάλµατα στα IIR είναι τριών ειδών:

1. Σφάλµατα λόγω κβάντισης των συντελεστών του φίλτρου.

2. Σφάλµατα λόγω υπερχείλισης (overflow), τα οποία προέρχονται από τις προσθέ-

σεις των µερικών αποτελεσµάτων σε καταχωρητές περιορισµένου µήκους.

3. Σφάλµατα λόγω στρογγύλευσης των γινοµένων, τα οποία προέρχονται από την

στρογγύλευση ή αποκοπή των ενδιάµεσων αριθµητικών πράξεων στο διαθέσιµο

µήκος λέξης.

Ειδικά για τα επαναληπτικά φίλτρα που µελετάµε, οι µη γραµµικότητες οι οποίες
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οφείλονται στις πράξεις µε πεπερασµένη ακρίβεια, προκαλούν συνήθως κάποιες

περιοδικές ταλαντώσεις στην έξοδο, ακόµη και όταν η είσοδος είναι µηδέν ή έχει

µια σταθερή τιµή. Αυτές οι ταλαντώσεις ονοµάζονται οριακοί κύκλοι (limit cycles)

και οφείλονται στα σφάλµατα στρογγύλευσης των γινοµένων και στα σφάλµατα

υπερχείλισης κατά την πρόσθεση.

Το κατά πόσο καθένα από τα σφάλµατα αυτά επηρεάζει την τελική συµπεριφορά

ενός φίλτρου, εξαρτάται από: (α) το µήκος λέξης και τον τύπο της αριθµητικής που

χρησιµοποιείται για την υλοποίηση, (β) τη µέθοδο κβάντισης των συντελεστών (λ.χ.

στρογγύλευση ή αποκοπή) και (γ) τη δοµή πραγµατοποίησης του φίλτρου.

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή είδαµε ότι τα σφάλµατα που παρουσιάζονται λόγω της πεπερα-

σµένης ακρίβειας αποτελούν ένα καθοριστικό παράγοντα στην επιλογή του τρόπου

υλοποίησης ενός IIR φίλτρου. Τα σφάλµατα αυτά αφορούν την κβάντιση των συντε-

λεστών του φίλτρου, την υπερχείλιση κατά την εκτέλεση των προσθέσεων και τη

στρογγύλευση κατά τον υπολογισµό των γινοµένων. Ως γενικό κανόνα, είδαµε ότι

τα υψηλής τάξης IIR ψηφιακά φίλτρα, θα πρέπει να υλοποιούνται ως συνδυασµός

δοµών δεύτερης τάξης, για την ελαχιστοποίηση των παραπάνω σφαλµάτων.

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο κεφάλαιο αυτό µελετήσαµε τα ψηφιακά φίλτρα άπειρης κρουστικής απόκρι-

σης (IIR). Η µελέτη αυτή αφορούσε κυρίως τη σχεδίαση και την υλοποίηση τέτοι-

ων φίλτρων. Είδαµε ότι από όλες τις µεθόδους σχεδίασης IIR ψηφιακών φίλτρων,

η πλέον συστηµατική και γενική, δηλαδή η πλέον κατάλληλη για οποιοδήποτε τύπο

φίλτρου, είναι η µέθοδος του διγραµµικού µετασχηµατισµού. Με τη µέθοδο αυτή

επιτυγχάνεται µια ένα–προς–ένα, αλλά µη γραµµική, απεικόνιση του φανταστικού

άξονα του επιπέδου–s στην περιφέρεια του µοναδιαίου κύκλου του επιπέδου– z.

Επίσης, µε τη µέθοδο αυτή από ευσταθή αναλογικά φίλτρα καταλήγουµε σε ευστα-

θή ψηφιακά φίλτρα.

Η ανάγκη σχεδίασης φίλτρων µε τη µέθοδο του διγραµµικού µετασχηµατισµού µάς

οδήγησε στο να κάνουµε µια µικρή αναφορά στα αναλογικά φίλτρα. Έτσι, γνωρί-

σαµε τα φίλτρα Butterworth, τα φίλτρα Chebyshev και τα Ελλειπτικά φίλτρα, καθώς

και τους αναλογικούς µετασχηµατισµούς συχνότητας, ώστε από ένα πρωτότυπο

βαθυπερατό φίλτρο να µπορούµε να παίρνουµε το επιθυµητό υψηπερατό, ζωνο-

1 9 5™ À ¡ √æ∏ ∫∂º∞§∞π√À
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διαβατό ή απόρριψης ζώνης φίλτρο.

Τέλος, γνωρίσαµε τα σχετικά µε την υλοποίηση των IIR ψηφιακών φίλτρων που

σχεδιάσαµε. Είδαµε ότι, κυρίως λόγω της πεπερασµένης ακρίβειας, το ψηφιακό

σύστηµα µπορεί να µη συµπεριφέρεται όπως αρχικά είχε σχεδιαστεί. Ένα από τα

βασικά µέτρα που πρέπει να λάβουµε, για να ελαχιστοποιήσουµε τα σφάλµατα

λόγω πεπερασµένης ακριβείας, είναι να υλοποιήσουµε τα υψηλής τάξης φίλτρα ως

συνδυασµό (σε σειρά ή παράλληλα) δοµών δεύτερης τάξης.
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Στο βιβλίο αυτό θα βρείτε µια πολύ καλή παρουσίαση όλων των µεθόδων σχεδία-

σης IIR ψηφιακών φίλτρων. Επίσης γίνεται µια εξαιρετική παρουσίαση των ανα-

λογικών φίλτρων.

R.D.Strum, D.E.Kirk, First Principles of Discrete Systems and Digital Signal

Processing, Addison–Wesley Publishing Company, 1988 .

Μια εκτεταµένη αναφορά στα αναλογικά φίλτρα και στις µεθόδους σχεδίασης IIR φίλ-

τρων, µε πολλά παραδείγµατα, γίνεται στο δέκατο κεφάλαιο αυτού του βιβλίου.
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Aliasing Φαινόµενο χαµηλού (ανεπαρκούς) ρυθµού

δειγµατοληψίας

Analog filter Αναλογικό φίλτρο

Bandpass filter Ζωνοδιαβατό φίλτρο

Bandstop filter Φίλτρο απόρριψης ζώνης

Bilinear transformation ∆ιγραµµικός µετασχηµατισµός

Cascade realisation Πραγµατοποίηση σε σειρά

Computational complexity Υπολογιστική πολυπλοκότητα

Elliptic Ελλειπτικός

Finite wordlength effects Φαινόµενα πεπερασµένου µήκους λέξης

FIR, Finite Impulse Response Πεπερασµένη κρουστική απόκριση

Frequency warping Στρέβλωση συχνότητας

Highpass filter Υψηπερατό φίλτρο

IIR, Infinite Impulse Response Άπειρη κρουστική απόκριση

Implementation Υλοποίηση

Impulse invariance method Μέθοδος αµετάβλητης κρουστικής

Limit cycles Οριακοί κύκλοι

Lowpass filter Βαθυπερατό φίλτρο

Parallel realisation Παράλληλη πραγµατοποίηση

Prewarping Αντιστάθµιση στρέβλωσης

Prototype Πρωτότυπο

Realisation structure ∆οµή πραγµατοποίησης

Recursive Επαναληπτικός, αναδροµικός

Rounding Στρογγύλευση

Truncation Αποκοπή

1 9 7∞ ¶√¢√™∏ ∞°°§π∫ø¡ √ƒø¡ ™∆∏¡ ∂§§∏¡π∫∏
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5.1
Με βάση τους συµβολισµούς του Σχήµατος 5.1 και τα δεδοµένα της άσκησης βρί-

σκουµε ότι:

, οπότε προκύπτει ότι ε2 = 1.

Το αποτέλεσµα αυτό ήταν αναµενόµενο, αφού τα –3 dB αντιστοιχούν στη συχνότη-

τα Ωc, για την οποία ξέρουµε ότι το µέτρο της απόκρισης ισούται µε .

Fp = 500 Hz, οπότε Ωp = 2πFp = 2π500 rad/sec.

Σηµειώστε ότι στην προκειµένη περίπτωση Ωp≡Ωc.

, οπότε Α2 = 104

Fs = 1000 Hz, οπότε Ωs = 2πFs = 2π1000 rad/sec.

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (5.6) υπολογίζουµε την τάξη του φίλτρου:

Άρα το φίλτρο το οποίο πληροί τις προδιαγραφές είναι έβδοµης τάξης (Ν = 7).

Οι πόλοι του φίλτρου υπολογίζονται από τη σχέση (5.9)

.

Αν έχετε υπολογίσει τη σωστή τάξη του φίλτρου Butterworth, καθώς και τους πόλους

του, τότε συγχαρητήρια. Είστε σε θέση να υπολογίζετε ένα από τα βασικότερα αναλο-

γικά φίλτρα. Ουσιαστικά, έχετε κατανοήσει τη σηµασία των διαφόρων παραµέτρων,

γεγονός που θα σας διευκολύνει στους υπολογισµούς για τα επόµενα αναλογικά φίλτρα. 

Σε αντίθετη περίπτωση, µην απογοητευθείτε. Μελετήστε και πάλι την υποενότητα

5.1.1 και στη συνέχεια διαβάστε µε προσοχή το Παράδειγµα 5.1.

5.2
Η  συνάρτηση µεταφοράς του πρωτότυπου αναλογικού βαθυπερατού φίλτρου, που

µας δίνεται, αντιπροσωπεύει ένα φίλτρο µε συχνότητα αποκοπής Ωc = 1 rad/s, δηλ.

Ωp = Ωc = 1. Αυτό που µας ζητείται είναι να σχεδιάσουµε και πάλι ένα φίλτρο

  s e e qq
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Chebyshev τύπου Ι, το οποίο όµως να είναι υψηπερατό και να έχει συχνότητα απο-

κοπής . Το φίλτρο αυτό προκύπτει εύκολα µε αντικατάσταση της

µεταβλητής s του πρωτότυπου βαθυπερατού φίλτρου µε , όπως υπα-

γορεύεται από τη σχέση (5.16). Άρα η ζητούµενη συνάρτηση µεταφοράς του υψη-

περατού φίλτρου Chebyshev θα είναι:

Παρατηρούµε ότι το υψηπερατό φίλτρο που προέκυψε είναι ίδιας τάξης µε το αρχικό

βαθυπερατό φίλτρο, δηλαδή δεύτερης τάξης. Το φίλτρο αυτό παρουσιάζει ένα µηδενι-

κό για s = 0. Με άλλα λόγια, εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι για Ω = 0 η από-

κριση είναι H(jΩ) = 0, γεγονός που συµφωνεί µε την υψηπερατή ιδιότητα του φίλτρου.

Στην περίπτωση που έχετε απαντήσει σωστά, µπράβο σας, γιατί κατανοήσατε το µηχα-

νισµό µετασχηµατισµού από τον ένα τύπο αναλογικού φίλτρου στον άλλον. Αυτό είναι

πολύ χρήσιµο και απαραίτητο για την όλη σχεδίαση των ψηφιακών IIR φίλτρων. Αν

δεν βρήκατε τη σωστή απάντηση, προσπαθήστε πάλι χρησιµοποιώντας µε προσοχή

τις σχέσεις (5.16) και (5.17). Προσπαθήστε επίσης να καταλάβετε το Παράδειγµα 5.2.

5.3

Το µέτρο της απόκρισης συχνότητας του φίλτρου πρέπει να έχει τη µορφή του Σχή-

µατος 5.12α. Αφού η απόκριση θα πρέπει σχεδόν να µηδενίζεται για ω = 0 και ω =

π, συνεπάγεται ότι στα σηµεία αυτά θα πρέπει να υπάρχουν κάποια µηδενικά.
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Έστω ότι τα µηδενικά βρίσκονται στις θέσεις z = 0,9 και z = – 0,9 (Σχήµα 5.12β).

Από την άλλη πλευρά, για ω = π/2 η απόκριση παρουσιάζει µέγιστο και άρα η

συνάρτηση µεταφοράς θα πρέπει να έχει κάποιον πόλο στο σηµείο αυτό. Έστω ότι

ο πόλος αυτός βρίσκεται στο σηµείο , δηλαδή εντός του µοναδιαίου

κύκλου, ώστε το φίλτρο να είναι ευσταθές (σηµείο Ρ1 στο Σχήµα 5.12β). Αφού ο

πόλος είναι µιγαδικός, θα πρέπει να υπάρχει και ο συζυγής αυτού 

(σηµείο Ρ2 στο Σχήµα 5.12β), ώστε οι τελικοί συντελεστές του φίλτρου που θα προ-

κύψει, να είναι πραγµατικοί. Άρα η συνάρτηση µεταφοράς του φίλτρου θα είναι:

Συνεπώς, οι ζητούµενοι συντελεστές του φίλτρου είναι: a0 = 1, a1 = 0, a2 = – 0,81,

b1 = 0, b2 = 0,81. Η  εξίσωση διαφορών του επιθυµητού φίλτρου θα ισούται µε (βλ.

σχέση 3.59): y(n) = x(n) – 0,81x(n– 2) – 0,81y(n– 2).

Αν έχετε υπολογίσει σωστά το ζωνοδιαβατό ψηφιακό φίλτρο, τότε συγχαρητήρια.

Έχετε κατανοήσει τη χρησιµότητα του µοναδιαίου κύκλου και του µιγαδικού επι-

πέδου. Αυτό θα σας φανεί χρήσιµο και στις υπόλοιπες µεθόδους σχεδίασης ψηφια-

κών IIR φίλτρων. Αν δεν υπολογίσατε σωστά το φίλτρο, ξαναπροσπαθήστε αφού

µελετήσετε πρώτα το Παράδειγµα 3.10.

5.4

Η  συνάρτηση H(s) έχει τρεις διαφορετικούς πόλους p1 = – 1, p2 = – 0,5 + j0,87, p3 =

– 0,5 – j0,87. Εκφράζουµε την H(s) ως ανάπτυγµα µερικών κλασµάτων:

και βρίσκουµε ότι:

C1 = 1, C2 = 0,6e–j2,6, C3 = 0,6ej2,6

Υπολογίζουµε την H(z) µε βάση τη σχέση (5.30), αντικαθιστώντας το s – pξ µε το

, δηλαδή:1 1− −e zp Tξ
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Εκτελώντας τις πράξεις καταλήγουµε στη συνάρτηση µεταφοράς του ψηφιακού

φίλτρου:

όπου a0 = – 2e–0,5Tcos(0,87T) + e–T + 1,15e–0,5Tcos(5π/6 + 0,87Τ)

a1 = e–T + 1,15e–1,5Tcos(5π/6 + 0,87T)

b1 = – e–T – 2e–0,5Tcos(0,87T)

b2 = e–T + 2e–1,5Tcos(0,87T)

b3 = – e–2T

Αν έχετε βρει τη σωστή συνάρτηση µεταφοράς του ψηφιακού φίλτρου, τότε αξίζε-

τε συγχαρητήρια, γιατί η µέθοδος της αµετάβλητης κρουστικής αποτελεί µία σχετι-

κά πολύπλοκη διαδικασία µετάβασης από τον αναλογικό στον ψηφιακό χώρο. 

Αν δεν βρήκατε τη σωστή συνάρτηση µεταφοράς τότε προσπαθήστε πάλι. Χρειάζε-

ται επιµονή. Θυµηθείτε ότι πρέπει πρώτα να αναπτύξετε την H(s) σε µερικά κλά-

σµατα µε διαφορετικούς πόλους σύµφωνα µε τη σχέση (5.26) και στη συνέχεια να

κάνετε τη µετατροπή που δείχνει η σχέση (5.30). Προτείνουµε, πριν ξεκινήσετε, να

µελετήσετε και πάλι το Παράδειγµα 5.4. 

5.5

Θέλουµε να σχεδιάσουµε ένα υψηπερατό φίλτρο του οποίου η συχνότητα αποκοπής

να είναι 30 Hz, όταν ο ρυθµός δειγµατοληψίας είναι 150 Hz. Η  διαδικασία σχεδία-

σης, όπως και οι συχνότητες ωc και Ω'c είναι ίδιες µε εκείνες του Παραδείγµατος 5.5.

Το µόνο που θα πρέπει να αλλάξει είναι ο µετασχηµατισµός συχνότητας, ο οποίος

στην προκειµένη περίπτωση θα είναι από βαθυπερατό σε υψηπερατό αναλογικό φίλ-

τρο, όπως µας υπαγορεύει η σχέση (5.17), δηλαδή:

Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση το s µε το (z – 1)/(z + 1) καταλήγουµε στη
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Ο µετασχηµατισµός συχνότητας στον αναλογικό χώρο από βαθυπερατό σε ζωνο-

διαβατό επιτυγχάνεται µε βάση τη σχέση (5.19) και µας δίνει:

3. Εφαρµόζουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό στη συνάρτηση µεταφοράς του

ζωνοδιαβατού αναλογικού φίλτρου, που µόλις υπολογίσαµε, αντικαθιστώντας

στην τελευταία σχέση όπου s το (z – 1)/(z + 1)
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Η  αντίστοιχη εξίσωση διαφορών του IIR ψηφιακού φίλτρου είναι:

y(n) = 0,14[x(n) – x(n– 2)] + 1,22y(n– 1) – 0,72y(n– 2).

Σας αξίζουν συγχαρητήρια αν απαντήσατε στην άσκηση αυτή. Πρόκειται για σχετι-

κά δύσκολη άσκηση, αφού η διαδικασία απαιτεί τη µετατροπή από αναλογικό βαθυ-

περατό φίλτρο πρώτης τάξης σε αναλογικό ζωνοδιαβατό φίλτρο δεύτερης τάξης. 

Στην περίπτωση που δεν τα καταφέρατε, µην απογοητευθείτε. Καταρχήν διαβάστε

και πάλι το Παράδειγµα 5.2. Στη συνέχεια, επικεντρώστε τη προσοχή σας στις σχέ-

σεις (5.18) και (5.19) και στα σχόλια που τις συνοδεύουν. Θα διαπιστώσετε ότι σε

δεύτερης τάξης ζωνοδιαβατό φίλτρο καταλήγουµε από πρώτης τάξης βαθυπερατό

φίλτρο. Τα υπόλοιπα βήµατα είναι τα ίδια µε εκείνα που είδαµε στα προηγούµενα

παραδείγµατα. Ξαναπροσπαθήστε…

6.1

Η  ασπρόµαυρη εικόνα χρειάζεται συνολικά 128 × 128 = 16.384 bytes µνήµης. Αντί-

θετα, η έγχρωµη απαιτεί 3 bytes/εικονοστοιχείο, δηλαδή συνολικά 512 × 512 × 3 =
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