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Mεηαζτημαηιζμός Ζ 

 

 

ν αληηθείκελν ηνπ καζήκαηνο απηνύ είλαη ε κειέηε ησλ ςεθηαθώλ 

ζπζηεκάησλ.  Πξίλ πξνρσξήζνπκε, πξέπεη λα δηαθξίλνπκε ηίο δύν 

δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο ζπζηεκάησλ κε ηηο νπνίεο ζα 

αζρνιεζνύκε:  

 

 Σπζηήκαηα ηα νπνία έρνπλ πξνέιζεη από δεηγκαηνιεςία 

ζπζηεκάησλ ζπλερνύο ρξόλνπ. 

 Σπζηήκαηα πνπ επεμεξγάδνληαη ακηγώο ςεθηαθά ζήκαηα. 

  

 

Σηελ πξώηε θαηεγνξία ζπζηεκάησλ πεξηιακβάλνληαη ζπζηήκαηα 

ηα νπνία απνηεινύληαη από κηά βαζηθή δηαδηθαζία πνπ καο δίλεηαη ζαλ 

κηά θιαζζηθή ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ζην πεδίν Laplace, όπσο ζηα 

θιαζζηθά Σπζηήκαηα Απηνκάηνπ Διέγρνπ. Τα ζπζηήκαηα απηά ζέινπκε 

λα ηα ειέγμνπκε ρξεζηκνπνηώληαο γηα ειεγθηή έλα ειεθηξνληθό 

ππνινγηζηή. Δπεηδή όκσο, ν ππνινγηζηήο είλαη έλα ακηγώο ςεθηαθό 

ζύζηεκα, δειαδή αληηιακβάλεηαη θαη επεμεξγάδεηαη κόλν ςεθηαθά 

ζήκαηα (ζήκαηα κε θβαληηζκέλεο ηηκέο θαη κε θβαληηζκέλν ρξόλν), 

πξέπεη λα βξνύκε έλα ηξόπν λα επηθνηλσλήζνπλ απν ηε κηα κεξηά ε 

ζπλερνύο ρξόλνπ ζπλάξηεζε πνπ πεξηγξάθεη ηελ θπζηθή καο δηεξγαζία, 

θαη από ηελ άιιε, ν ππνινγηζηήο πνπ πξέπεη λα ζηέιλεη ηα ζήκαηα 

ειέγρνπ. 

 Απηό επηηπγράλεηαη κε ηελ ρξήζε ζπζθεπώλ πνπ κεηαηξέπνπλ ηα 

ζήκαηα ζπλερνύο ρξόλνπ ζε ςεθηαθά θαη αληηζηξόθσο.  Γηα απηά ζα 

κηιήζνπκε εθηελέζηεξα ζην επόκελν θεθάιαην.  Δπί ηνπ παξόληνο, 

επεηδή ζέινπκε ν ειεγθηήο καο λα είλαη έλα ςεθηαθό ζύζηεκα, πξέπεη λα 

είκαζηε ζε ζέζε λα βξνύκε κηά θαηάιιειε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο 

(πξνθαλώο πνπ λα αλαθέξεηαη ζε ςεθηαθά ζήκαηα), όινθιήξνπ ηνπ 

Τ 
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ζπζηήκαηνο.  Απηό ζεκαίλεη όηη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο νινθιήξνπ ηνπ 

ζπζηήκαηνο, δειαδή ν ιόγνο ηεο εμόδνπ σο πξνο ηελ είζνδν, 

πεξηγξάθεηαη απν κηα εξίζυζη διαθοπών, ηελ νπνία πξέπεη λα 

κπνξνύκε λα ιύζνπκε.  Σηελ πεξίπησζε ησλ θιαζζηθώλ ΣΑΔ, απηό ην 

επηηπγράλακε ρξεζηκνπνηώληαο ην κεηαζρεκαηηζκό Laplace, κε ηνλ 

νπνίν επηιύακε ηηο αληίζηνηρεο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο.  Γηα ηελ επίιπζε 

ησλ εμηζώζεσλ δηαθνξώλ πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα δηαθνξεηηθό 

είδνο κεηαζρεκαηηζκνύ (ν νπνίνο κεηαηξέπεη αληίζηνηρα ηηο εμηζώζεηο 

δηαθνξώλ ζε αιγεβξηθέο εμηζώζεηο), πνπ είλαη ν μεηαζσημαηιζμόρ Ζ. 

 

 

 

 

1.1 Οριζμός μεηαζτημαηιζμού Ζ 
 

 

 

 Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε   
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θαη ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο γηα θάζε  t=nT όπνπ  , ηόηε έρνπκε ηελ 

αθνινπζία ηηκώλ : 

 

 
 ),...3(),2(),( TfTfTf  

 

 

Οξίδνπκε ζαλ κεηαζρεκαηηζκό Ε ηεο ζπλάξηεζεο f , ηελ θάησζη ζεηξά: 
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nznTftfZzF )()]([)(  

 

 

 

όπνπ     sTez   ,  θαη  Τ ε πεξίνδνο δεηγκαηνιεςίαο. 
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 Γελ ππάξρεη ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία κεηαμύ ηεο ρξνληθήο 

ζπλάξηεζεο f θαη ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε απηήο.  Χξεζηκνπνηώληαο ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό Ε εηζέξρνκαη ζε έλα πεδίν κηγαδηθό , όπσο ην πεδίν 

Laplace.  Δίλαη δπλαηόλ δύν εληειώο δηαθνξεηηθέο ζπλαξηήζεηο λα έρνπλ 

ηνλ ίδην κεηαζρεκαηηζκό.  Απηό θαίλεηαη θαζαξά ζην θάησζη ζρήκα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παξαηεξνύκε όηη        )()( 21 kTfkTf  

 

Σπλεπώο    )()( 21 zFzF . 

 

Απηό βέβαηα δελ ζεκαίλεη νηη νη δύν ζπλαξηήζεηο είλαη ίδηεο, αιιά νηη 

ηαπηίδνληαη ζηηο ζηηγκέο θΤ . 

 Οπσο είδακε πξνεγνπκέλσο, νξίζακε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό ηεο 

ζπλάξηεζεο f ζαλ κηα άπεηξε ζεηξά.  Δηλαη αμηνζεκείσην νηη ε ζεηξά 

απηή ζπγθιίλεη πάληα, όηαλ ε ζπλάξηεζε είλαη θξαγκέλε θαη  1
1

z  θαη 

έηζη έρεη λόεκα ν κεηαζρεκαηηζκόο. 

 Αλ ζπκβνιίζνπκε κε έλα αζηεξίζθν ηα ζήκαηα πνπ έρνπλ ππνζηεί 

δεηγκαηνιεςία (γηα ηα νπνία ζα κηιήζνπκε εθηελέζηεξα αξγόηεξα), ν 

νξηζκόο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε , όπσο ηνλ δηαηππώζακε, καο νδεγεί 

ζηηο εμήο ζρέζεηο: 
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όπνπ νπσο είπακε παξαπάλσ,   )()(* kTftf . 

 

Ζ αιιάγή ηεο κεηαβιεηήο    sTez    πνπ θάλακε ζηνλ νξηζκό, καο νδεγεί 

ζηα εμήο: 
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 Δπεηδή     z
T

s ln
1

 , νπνπ Τ ε πεξίνδνο δεηγκαηνιεςίαο,  ερνπκε 

όηη: 
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Ζ εύξεζε ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε κηαο ζπλάξηεζεο ηειηθά πεξηιακβάλεη 

ηα εμήο ηξία βήκαηα: 
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0
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k
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Σηε ζπλέρεηα ζα αλαθέξνπκε ηηο ηδηόηεηεο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε 

πνπ κνηάδνπλ κε ηηο αληίζηνηρεο ηδηόηεηεο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace, 

θαη κεηά ζα παξαζέζνπκε ηηο κεζόδνπο ππνινγηζκνύ ηνπ. 

 

 

 

1.2 Ιδιόηηηες Μεηαζτημαηιζμού Ζ 
 

 

 Θα παξαζέζνπκε εδώ νξηζκέλεο από ηηο πιένλ ρξήζηκεο ηδηόηεηεο 

ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε.  Οη ηδηόηεηεο απηέο απνδεηθλύνληαη πνιύ 

εύθνια, ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ νξηζκό θαη γη’ απηό δελ ζα δώζνπκε ηηο 

απνδείμεηο.  Μπνξνύλ λα ιπζνύλ ζαλ αζθήζεηο. 
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3. )()( zzFTtfZ  
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1.3 Εσρεζη απ΄εσθείας μεηαζτηηιζμοσ Ζ 
 

 

 

1.3.1 Μέθοδορ Δςναμοζειπάρ 

 

 

Σηελ κέζνδν απηή, βαζηθά εθαξκόδνπκε ηνλ νξηζκό ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ Ε θαη πξνζπαζνύκε λα δνύκε πνύ αθξηβώο ζπγθιίλεη ε 
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ζεηξά.  Ζ κέζνδνο απηή ζε γεληθέο πεξηπηώζεηο απνθεύγεηαη  δηόηη είλαη 

δύζθνιε ε απόδεημε ηεο ζύγθιηζεο , καο δίλεη ζαλ κεηαζρεκαηηζκό κηα 

άπεηξε ζεηξά πνπ δελ είλαη ηδαίηεξα βνιηθή κνξθή γηα ηηο πξάμεηο, αιιά 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κε επηηπρία όηαλ νη ηηκέο ζηηο ζπλαξηήζεηο 

πξνθύπηνπλ κε θάπνηνλ πξνζηηό λόκν, ή δελ καο ρξεηάδεηαη κηα θιεηζηή 

κνξθή ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ.  Γηα λα γίλεη πηό θαηαλνεηή ε κέζνδνο 

είλαη ζθόπηκν λα δώζνπκε έλα παξάδεηγκα: 

 

Παξάδεηγκα: 

 

Εεηείηαη ν κεηαζρεκαηηζκόο Ε ηεο κνλαδηαίαο βεκαηηθήο ζπλάξηεζεο. 

 

 Θα εθαξκόζνπκε ηνλ νξηζκό ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε: 
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Παξαηεξώ νηη   11z  θαη νηη ερσ ηελ γλσζηή  γεσκεηξηθή πξόνδν ηεο 

νπνίαο δεηώ ην άζξνηζκα ησλ απείξσλ όξσλ ηεο.  Δηζη ινηπόλ έρσ: 
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Σπλεπώο  έρνπκε νηη 
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1.3.2    Μέθοδορ ηυν μεπικών κλαζμάηυν 

 

 

 

 Με ηελ κέζνδν απηή κεηαζρεκαηίδνπκε πξώηα ηελ )(tf  ζε )(sF  

θαη ελ ζπλερεία θάλνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Ε, αθνύ δηαζπάζσ ηελ 

)(sF  ζε απιά θιάζκαηα. 

 Δζησ ινηπόλ ε  
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Τόηε κε βάζε ηνλ αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Laplace, έρνπκε νηη: 
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Θα πξέπεη ινηπόλ λα πάξσ ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Ε ηεο )(tf , νπόηε 

πξνθύπηεη: 
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Από πίλαθεο όκσο είλαη γλσζηό νηη 
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 Ζ κέζνδνο απηή ρξεζηκεύεη πάξα πνιύ κηά θαη είλαη ν ζπλδεηηθόο 

θξίθνο κεηαμπ ηνπ πεδίνπ Laplace θαη ηνπ πεδίνπ Ε θαη ρξεζηκνπνηείηαη 

νηαλ είλαη γλσζηή ε  )(sF     θαη όρη ε )(tf . 

 

 

 

1.3.3 Μέθοδορ ηυν ολοκληπυηικών ςπολοίπυν 

 

 

  

Ζ κέζνδνο απηή ππνινγίδεη ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Ε κηάο 

ζπλάξηεζεο νηαλ είλαη γλσζηόο ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace απηήο.  

Βαζίδεηαη ζηελ ζεσξία ησλ κηγαδηθώλ ζπλαξηήζεσλ (αθνύ ην πεδίν 

ζπρλόηεηαο είλαη έλα κηγαδηθό επίπεδν), θαη ρξεζηκνπνηείηαη πάξα πνιύ 

ζηε πξάμε. 

 Δρνπκε νηη: 
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 Ο ηύπνο πνπ καο δίλεη ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Ε ηεο ζπλάξηεζεο 

είλαη ν αθόινπζνο: 

 

 

 )(
1

)(
Re)(

1
sF

ze

pF
szF

pT
 

 

 

όπνπ ηα νινθιεξσηηθά ππόινηπα ζύκθσλα κε ηελ ζεσξία κηγαδηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ δίλνληαη από ηνπο ηππνπο: 

 

 

 

γηα απινύο πόινπο (πνιιαπιόηεηαο 1): 
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γηα πνιιαπινύο πόινπο( πνιιαπιόηεηαο m): 
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Δηζη,  ζην παξάδεηγκά καο ν κεηαζρεκαηηζκόο είλαη : 
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Ζ πξνέιεπζε ηνπ αλσηέξνπ ηύπνπ είλαη νπσο είπακε ε ζεσξία κηγαδηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ, θαη ζα γίλεη πηό θαηαλνεηή, ζηε ζπλέρεηα πνπ ζα 

κηιήζνπκε γηα ηνλ αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό Ε θαη ηα νινθιεξσηηθά 

ππόινηπα. 

 

 

Δίπλεςπορ Μεηαζσημαηιζμόρ Ζ 

 

 

Ο δίπιεπξνο κεηαζρεκαηηζκόο Ε νξίδεηαη σο: 
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θαη απηόο είλαη ν πηό νξζόο νξηζκόο γηα ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Ε.  Ηζρύνπλ 

όκσο  παξόκνηεο επηζεκάλζεηο όπσο ζηε πεξίπησζε ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace.  Τν θαησηέξσ παξάδεηγκα ζα καο δείμεη ηελ 

δηαθνξά: 
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Να βξεζνύλ νη κεηαζρεκαηηζκνί Ε ησλ ζπλαξηήζεσλ: 
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Τώξα γηα ηελ ζπλάξηεζε: 
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Τόηε έρνπκε: 
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γηα    aTez      ζπγθιίλεη θαη  
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Σςμπέπαζμα: 

Οπσο παξαηεξνύκε, νη κεηαζρεκαηηζκνί Ε ησλ δύν ζπλαξηήζεσλ είλαη 

ηδηνη παξα ην γεγνλόο νηη έρνπκε δύν δηαθνξεηηθέο ζπλαξηήζεηο.  Γηα λα 

είλαη ινηπόλ ακθηκνλνζήκαληνο ν κεηαζρεκαηηζκόο Ε πξέπεη εθ’ όζνλ 

δελ ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ δίπιεπξν κεηαζρεκαηηζκό Ε, λα πξνζδηνξίδνπκε 

ηελ αληίζηνηρε πεξηνρή ζύγθιηζεο. 

 

 

 

Παπαδείγμαηα γνυζηών ζςναπηήζευν 
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2. Μνλαδηαία ξάκπα: 
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3. Πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε: 
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4.Δθζεηηθή ζπλάξηεζε: 
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5.Ζκηηνλνεηδήο ζπλάξηεζε: 
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1.4 Εύρεζη ανηίζηροθοσ μεηαζτημαηιζμού Ζ 
 

 

  

 Τώξα ζα πξνζπαζήζνπκε λα ππνινγίζνπκε ηνλ αληίζηξνθν 

κεηαζρεκαηηζκό Ε κηάο ζπλάξηεζεο αθνύ πξώηα δώζνπκε ηελ έλλνηα 

ηνπ.  Από ηα πξνεγνύκελα γλσξίδνπκε όηη  
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νινθιεξώλνπκε ηα δύν κέιε θαηα κήνο ηεο θιεηζηήο θακπύιεο θαη 

έρνπκε : 
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Απν ην ζεώξεκα ηνπ Cauchy  έρνπκε νηη   nkdzz nk ,01   όηαλ ην 

ζεκείν  0 πεξηθιείεηαη απν ηελ θακπύιε νινθιήξσζεο  θαη   
j2

1
 ,  νηαλ  

.nk   Δρνπκε ηόηε νηη: 

 

 

 
C

k dzzzF
j

nTf 1)(
2

1
)(  

 

 

Καηά ηελ νινθιήξσζε ινηπόλ πξνζπαζνύκε λα ερνπκε θύθιν πνπ λα 

πεξηθιείεη ηνπο πόινπο ηεο )(zF .  Σπλερίδνπκε ηώξα κε ηηο κεζόδνπο πνπ 

έρνζκε ζηε δηάζεζή καο γηα λα ππνινγίζνπκε ηνλ αληίζηξνθν 

κεηαζρεκαηηζκό Ε κηαο ζπλάξηεζεο. 

 Απηό πνπ πξέπεη όκσο λα ηνλίζνπκε είλαη όηη κε ηνλ αληίζηξνθν 

κεηαζρεκαηηζκό δεν μποπούμε να βπούμε ηην  απσική )(tf , αλλά ηην 

ζςνάπηηζη πος έσει ςποζηεί δειγμαηολήτία, δηλαδή ηην  )(nTf . 

 

 

 

 

 

1.4.1 Μέθοδορ δςναμοζειπάρ 

 

 

 

Από ηελ κνξθή ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ ζην πεδίν Ε είλαη πξνθαλέο νηη 

ην αλάπηπγκα ζε ζεηξά πεξηιακβάλεη επίζεο ηνπο όξνπο ηεο ζπλάξηεζεο 

ζην πεδίν ηνπ ρξόλνπ, όπσο ζα θαλεί ζε ιίγν: 

 

 

 ...)(...)()0()( 1 nznTfzTffzF  

 

 

Δηζη ηνπο όξνπο απηνύο κπνξνύκε λα ηνπο αλαθηήζνπκε κε κηά 

πνιπσλπκηθή δηαίξεζε όπσο γίλεηαη ζην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί: 
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Παξάδεηγκα: 
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Κάλσ ηελ δηαίξεζε: 

 

 

 

 22z              321 2541 zzz  
 

 

                            4321 228200 zzzz  
 

 

 

 

 

 

Αξα,  

 

 
 0)0(f  

 0)(Tf  

 
 2)2( Tf  

 
 8)3( Tf  

  . 

  . 

  . 

 

 

1.4.2 Ανάλςζη ζε απλά κλάζμαηα 

 

 

Οπσο θαη γηα ηελ εύξεζε ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε, αλαιύνπκε ηελ 

ζπλάξηεζε ζε απιά θιάζκαηα θαη κε ηε βνήζεηα πηλάθσλ βξίζθνπκε ηνλ 

αληίζηξνθν κεηαζρεκαηηζκό.  Ζ κόλε δηαθνξά 
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είλαη νηη γηα ιόγνπο ππνινγηζηηθήο επθνιίαο, αλαιύνπκε ζε απιά 

θιάζκαηα ηελ  
z

zF )(
.   

 

Παξάδεηγκα: 
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Γειαδή, 
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z
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 122)( nTnTf nT  

 

 

 

 

 

1.4.3 Μέθοδορ ηυν ολοκληπυηικών ςπολοίπυν 

 

 

 

Οπσο πξναλαθέξζεθε, απηό πνπ επηδηώθνπκε είλαη λα βξνύκε ηελ 

)(nTf  από ηελ  )(zF .  Γηα λα δνύκε πώο αθξηβώο θαηαιήγνπκε ζηνλ 

ηύπν ησλ νινθιεξσηηθώλ ππνινίπσλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηνύκε, ζα 

ρξεηαζηνύκε θάπνηα ζηνηρεία κηγαδηθήο αλάιπζεο. 

 Δζησ νηη  0z   είλαη έλαο πόινο ηεο  ).(zF   Ζ επέθηαζε ζε ζεηξά 

Laurent ηεο ζπλάξηεζεο απηήο γύξσ από ην ζεκείν  0z  είλαη: 
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όπσο είλαη γλσζηό από ηελ κηγαδηθή αλάιπζε θαη εηδηθόηεξα από ην 

ζεώξεκα ηνπ Cauchy.  Ο ζπληειεζηήο 1b  , εηδηθόηεξα είλαη: 
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)(
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1
1

F

dzzF
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θαη αλνκάδεηαη ην νινθιεξσηηθό ππόινηπν ηεο )(zF .  Από απηό ην 

νιθιεξσηηθό ππόινηπν ζα βξνύκε ηελ ζπλάξηεζή καο.  

Από ηνλ νξηζκό ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε ηζρύεη: 

 

 

0

21 ...)(...)2()()0()()(
k

kk zkTfzTfzTffzkTfzF  

 

 

Πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δύν κέιε κε   1kz   θαη παίξλνπκε: 

 

 

 ...)(...)2()()0()( 13211 zkTfzTfzTfzfzzF kkkk  

 

 

Απηή είλαη ε επέθηαζε ζε ζεηξά Laurent ηεο ζπλάξηεζεο   1)( kzzF    ζην 

ζεκείν   0z . 
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 Αλ ζεσξήζνπκε έλα θύθιν κε θέληξν ηελ αξρε ησλ αμόλσλ,  εηζη 

σζηε όινη νη πόινη ηεο   1)( kzzF   λα βξίζθνληαη κέζα ηνπ, θαη επεηδή 

όπσο θαίλεηαη ην νινθιεξσηηθό ππόινηπν είλαη  ην )(kTf , ζπλεπάγεηαη 

ζύκθσλα κε ηελ αλσηέξσ αλάιπζε όηη: 
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k dzzzF
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Αξα, αλ νη πόινη ηεο  1)( kzzF   είλαη   ,21 ,..., mzzz   ηόηε 
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...)()()( 111  

 

 
   

mkkkj ...2 21
 

 

 

νπνπ  ,..., 21 kk    ηα νινθιεξσηηθά ππόινηπα ηεο   1)( kzzF   ζηνπο 

αληίζηνηρνπο πόινπο.  Αξα ν γεληθόο ηύπνο  γηα ηελ εύξεζε ηνπ 

αληίζηξνθνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε  κηαο ζπλάξηεζεο κε ηε κέζνδν ησλ 

νινθιεξσηηθώλ ππνινίπσλ είλαη: 
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k zzzzFskTf
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Αθόκα γηα ιόγνπο πιεξόηεηαο, άο ζπκεζνύκε ηνπο ηύπνπο ππνινγηζκνύ 

ησλ νινθιεξσηηθώλ ππνινίπσλ: 

 

Οινθιεξσηηθά ππόινηπα γηα απλό πόλο: 
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Οινθιεξσηηθά ππόινηπα γηα πολλαπλό πόλο: 
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Παξάδεηγκα: 

 

Να βξεζεί ν αληίζηξνθνο Μ.Ε. ηεο ζπλάξηεζεο 
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Σρεκαηίδνπκε ηνλ όξν  
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Οη πόινη ηεο  ζπλάξηεζεο είλαη :   aTezz 1
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Αξα,  
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θαη ηειηθά, 
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1.5 Παραδείγμαηα 
 

 

Σηελ παξάγξαθν απηή ζα δώζνπκε κεξηθά πηό ζύλζεηα 

παξαδείγκαηα εύξεζεο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε θαη ηνπ αληίζηξνθνπ, 

ζηα νπνία ρξεζηκνπνηνύκε θαη ηηο δηάθνξεο ηδηόηεηεο: 

 

 

1.  Να βξεζεί ν Μ.Ε. ηεο ζπλάξηεζεο: 
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Δρνπκε: 
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2. Να βξεζεί ν Μ.Ε. κηάο κνλαδηαίαο βεκαηηθήο ζπλάξηεζεο 

θαζπζηεξεκέλεο θαηά 1 θαη 4 ρξνληθέο πεξηόδνπο. 

 

 

Α) Εεηάκε λα βξνύκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό: 
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δειαδή, 
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Β) Τώξα απηό πνπ δεηάκε είλαη ην: 
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3. Να βξεζεί ν Μ.Ε. ηεο ζπλάξηεζεο: 



 1.22 

 

 

 

 

0,0

,...3,2,1,
)(

1

k

ka
af

k

 

 

 

 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε δύν ηδηόηεηεο ηνπ Μ.Ε. γηα λα εθθξάζνπκε ηελ 

ζπλάξηεζε απηή: 

 

 

 

 )()1( 1 zXzkxZ    θαη 
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Δηζη πξνθύπηεη νηη: 
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4. Να βξεζεί ν Μ.Ε. ηεο ζπλάξηεζεο: 
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Παξαηεξνύκε πξώηα ηα εμήο, όζνλ αθνξά ηελ κνξθή ηεο δνζείζαο 

ζπλάξηεζεο: 
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 )()1(...)1()0()( kxkxxxky  

 

 
 )1(...)1()0()1( kxxxky  

 

 

Αξα, ηζρύεη όηη 

 

 

 
 )()1()( kxkyky  

 

 

 

Απηό ζπλεπάγεηαη όηη: 
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5. Να βξεζεί ε ηειηθή ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο κε κεηαζρεκαηηζκό: 
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Οπσο είλαη γλσζηό, 
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Ζ, δηαθνξεηηθά, 
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6. Γηα ηελ παξαθάησ ζπλάξηεζε λα βξεζνύλ ε αξρηθή θαη ε ηειηθε ηηκή 

ηεο: 
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Δρνπκε όηη : 
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Βξίζθνπκε νηη ν αληίζηξνθνο Μ.Ε. είλαη: 
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Δδώ κπνξνύκε λα θάλνπκε κηα ζεκαληηθή παξαηήξεζε: 

 

 Αλ   1a    ηόηε ην   )(x   είλαη   κή-θξαγκέλν.  Απηό ζεκαίλεη νηη 

ε ζπλζήθε ηνπ ζεσξήκαηνο ηειηθήο ηηκήο δέλ ηζρύεη.  Οπσο ζα γίλεη 

θαηαλνεηό αξγόηεξα, απηό είλαη ηζνδύλακν κε ην νηη νη ηδηνηηκέο ηεο  

)(zX    δελ είλαη όιεο κέζα ζηνλ κνλαδηαίν θύθιν.  Απηόο είλαη θαη έλαο 

ελαιιαθηηθνο ηξόπνο δηαηύπσζεο ηεο ζπλζήθεο ηνπ ζεσξήκαηνο, νηη 

δειαδή, νηαλ νη ηδηνηηκέο ηεο )(zX  είλαη κέζα ζηνλ  κνλαδηαίν θύθιν, 

ηζνδπλακεί κε ην όηη ε  )(kx  είλαη πεπεξαζκέλε. 
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1.6   Εθαρμογή ηοσ Μ.Ζ. ζε ζσζηήμαηα διακεκριμένοσ 

τρόνοσ 
 

 

 

 Ηζσο ε πηό πξνθαλήο αιιά θαη ε πεξηζζόηεξν ρξήζηκε εθαξκνγή 

ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε είλαη ε επίιπζε ησλ εμηζώζεσλ δηαθνξώλ.  Οη 

εμηζώζεηο δηαθνξώλ όπσο είδακε, είλαη ην ςεθηαθνύ ρξόλνπ αλάινγν 

ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ.  Αληί γηα ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ ( κε ηελ 

βνήζεηα ηεο νπνίαο πεξηγξάθνπκε ηελ κεηαβνιή θάπνηνπ κεγέζνπο), 

έρνπκε ηελ έλλνηα ηεο θαζπζηέξεζεο ζην ρξόλν, κε ηελ νπνία 

πεξηγξάθνπκε ζε ςεθηαθό ρξόλν ηελ κεηαβνιή ησλ κεγεζώλ. 

 Δλαο ηξόπνο λα επηιύζνπκε δηαθνξηθέο εμηζώζεηο κε ζηαζεξνύο 

ζπληειεζηέο είλαη σο γλσζηόλ,  ε ρξήζε ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace.  

Με απηή ηελ κέζνδν, κεηαζρεκαηίδνπκε ηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο ζην 

πεδίν ηεο ζπρλόηεηαο θαη θαηαιήγνπκε ζε κηά αιγεβξηθή εμίζσζε ε 

νπνία ελ γέλεη είλαη επθνιόηεξν λα ιπζεί  από κηα δηαθνξηθή εμίζσζε. 

 Τελ ίδηα δηαδηθαζία κπνξνύκε λα αθνινπζήζνπκε γηα λα 

επηιύζνπκε εμηζώζεηο δηαθνξώλ κε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Ε. 

 Ζ γεληθή κνξθή  κηαο εμίζσζεο δηαθνξώλ είλαη: 

 

 

 
)()(...)()( 011 kTyaTkTyaTpTkTyapTkTya pp  

 

 
    )()(...)( 01 kTubTkTxbmTkTxbm

 

 

 

 Mπνξνύκε βέβαηα λα ιύζνπκε ηελ εμίζσζε απηή κε θάπνηα από 

ηηο κεζόδνπο επίιπζεο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. Οπσο π.ρ. εύξεζε ηεο 

ιύζεο ηεο νκνγελνύο εμίζσζεο θαη κεηα ρξήζε ηεο κεηαβνιήο ησλ 

παξακέηξσλ ή ησλ απξνζδηόξηζησλ ζπληειεζηώλ γηα ηελ εύξεζε ηεο 

ιύζεο ηεο κε-νκνγελνπο εμίζσζεο. 

 Ζ ρξήζε ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Ε ζα πεξηγξαθηεί θαιύηεξα κε ην 

αθόινπζν παξάδεηγκα: 
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Παξάδεηγκα 1: 

 

 

Να ιπζεί ε εμίζσζε: 

 

 
)()1()2()3()()1()2()3( 01230123 kxbkxbkxbkxbkyakyakyakya

 

 

Παίξλνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Ε ησλ δύν κειώλ: 
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Γηα λα ππνινγίζνπκε ηώξα ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο δίλνπκε ηηκέο ζην θ: 

 

 
3k                    )0()0( 33 xbya  

 
2k      )0()1()0()1( 2323 xbxbyaya  

 
1k    )0()1()2()0()1()2( 123123 xbxbxbyayaya  

 

 

Από απηό θαηαιήγνπκε ζηελ ζρέζε: 
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απν ηελ νπνία κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηνλ αληίζηξνθν 

κεηαζρεκαηηζκό Ε θαη λα βξνύκε ηελ   )(kTy . 
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Παξάδεηγκα 2 : 

 

 

Γηα ην ζύζηεκα αλνηθηνύ βξόρνπ κε κεδεληθέο αξρηθέο ζπλζήθεο λα 

βξεζεί ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο: 

 

 
 TkxkTxTkyTkykTy )2(5.0)()2()1(2)(  

 

 

Παίξλνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Ε ησλ δύν κειώλ, ιακβάλνληαο ππ’ όςε 

νηη νη αξρηθέο ζπλζήθεο είλαη κεδέλ : 
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