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Σκοποί  ενότητας

• Σκοπός της ενότητας είναι η παρουσίαση και 
εξοικείωση με τα ακόλουθα στοιχεία 
ρομποτικών συστημάτων:

• Information Flow and Cooperative Control of 
Vehicle Formations
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Περιεχόμενα ενότητας

• Information Flow and Cooperative Control
of Vehicle Formations
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Introduction – Graph Theory
• 𝒱𝒱 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 𝒢𝒢
• 𝒜𝒜 ⊂ 𝒱𝒱2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑎𝑎 = 𝒶𝒶,𝛽𝛽 ∈ 𝒜𝒜

•𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 degree of a vertex 𝒶𝒶, denoted by 
𝑑𝑑𝑖𝑖 𝒶𝒶 𝑑𝑑𝑜𝑜 𝒶𝒶 = # of arcs with 𝒶𝒶 as its ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡)

•A path on 𝒢𝒢 of length 𝑁𝑁 from 𝒶𝒶0 to 𝒶𝒶𝑁𝑁 is an ordered 
set of distinct vertices 𝒶𝒶0, … ,𝒶𝒶𝑁𝑁 such that 
𝒶𝒶𝑖𝑖−1,𝒶𝒶𝑖𝑖 ∈ 𝒜𝒜,∀ 𝑖𝑖 ∈ 1,𝑁𝑁

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑎𝑎) ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑎𝑎 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑎𝑎) ≠ ℎ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑎𝑎)
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Introduction – Graph Theory

• Strongly connected graph: A path exists from every 
vertex to every vertex
• Disconnected graph: Disjoint subsets of vertices 
exist that cannot be joined by any path
• 𝑁𝑁 −cycle on 𝒢𝒢 is a path except for which 𝒶𝒶0 = 𝒶𝒶𝑁𝑁
• A cyclic graph is one with no cycles
• 𝐾𝐾 −periodic graph when all cycle lengths have a 
common divisor 𝑘𝑘 > 1
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Introduction – Graph Theory
• Assumption: The vertices of 𝒢𝒢 = 𝒶𝒶𝑖𝑖
• Normalized Adjacency Matrix G 𝒢𝒢 is a square 

matrix of size 𝒱𝒱 , G𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
1

𝑑𝑑𝑜𝑜 𝒶𝒶𝑖𝑖
, 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝒶𝒶𝑖𝑖 ,𝒶𝒶𝑗𝑗 ∈ 𝒢𝒢

0, 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

• Laplacian 𝐿𝐿 = 𝐼𝐼 − 𝐺𝐺

Εικόνα 1: Sample Graph and Laplacian

Πηγή: J. Alexander Fax and Richard M. 
Murray, “Information Flow and Cooperative 
Control of Vehicle Formations”, in IEEE 
TRANSACTIONS ON AUTOMATIC CONTROL, 
VOL. 49, NO. 9,pp 1465 – 1476, SEPTEMBER 
2004, doi: 10.1109/TAC.2004.834433

http://dx.doi.org/10.1109/TAC.2004.834433
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Introduction – Graph Theory

Permutation matrix

Strong connectivity (reducible 𝐺𝐺 → multiple competing leaders) 

• Equal weight on arcs 
• 𝐺𝐺 is nonnegative
• Row-sum of 𝐿𝐿 = 0
𝐺𝐺 is irreducible if ∄𝑃𝑃 ∶ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑇𝑇 is block triangular

𝐺𝐺𝑇𝑇 is irreducible𝒢𝒢 𝒜𝒜 - strongly connected 𝐼𝐼𝑛𝑛 + 𝒜𝒜 𝑛𝑛−1 > 0
𝒢𝒢– aperiodic ↪ 𝐺𝐺 is primitive
𝒢𝒢 − 𝐾𝐾 periodic ↪ 𝐺𝐺 cyclic of index 𝐾𝐾
𝜌𝜌 𝐺𝐺 − special radius of 𝐺𝐺 = max

𝑖𝑖
𝜆𝜆𝑖𝑖 𝐺𝐺
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Introduction – Graph Theory
• Theorem 1: Perron – Frobenius

Let 𝐴𝐴 nonnegative irreducible matrix. Then:

1. 𝜌𝜌 Α > 0
2. 𝜌𝜌 Α is a simple eigenvalue of 𝐴𝐴
3. 𝐴𝐴 has a positive eigenvector 𝑥𝑥 corresponding to 𝜌𝜌 Α
If 𝐴𝐴 is also primitive ↪ all eigenvalues of 𝐴𝐴 other than 
𝜌𝜌 Α have modulus < 𝜌𝜌 Α
• Theorem 2: If 𝐴𝐴 nonnegative, irreducible, cyclic 

index of 𝑘𝑘, then 𝐴𝐴 has 𝑘𝑘 eigenvalues of modulus 

𝜌𝜌 Α , equal to 𝜆𝜆𝑖𝑖 = 𝜌𝜌 Α 𝑒𝑒
2𝜋𝜋𝑗𝑗
𝑘𝑘 𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 0, … , 𝑘𝑘 − 1
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Introduction – Graph Theory
• Any eigenvalue 𝜆𝜆 of 𝐿𝐿 corresponds to eigenvalue 
1 − λ of 𝐺𝐺
• Proposition 1: 0 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐿𝐿 ,with eigenvector 1𝑇𝑇

• Proposition 2: 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐿𝐿 lie in a disk of radius 1
centered at 1 + 0𝑗𝑗
• Proposition 3: If 𝒢𝒢 is strongly connected then 0 is a 
simple eigenvalue of 𝐿𝐿. Additionally, if 𝒢𝒢 is aperiodic, 
all non-zero eigenvalues lie in the interior of the 
Perron disk 
• Proposition 4: If 𝒢𝒢 is undirected ↪ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐿𝐿 are real
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Kronecker Algebra
𝑥̇𝑥𝑖𝑖 = A𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑥̇𝑥 = 𝐼𝐼𝑁𝑁⨂𝐴𝐴 𝑥𝑥

𝐴𝐴𝑚𝑚×𝑛𝑛,𝐵𝐵𝑝𝑝×𝑞𝑞 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝐴𝐴⨂𝐵𝐵𝑚𝑚𝑚𝑚×𝑛𝑛𝑛𝑛 =
𝛼𝛼11𝐵𝐵 … 𝛼𝛼1𝑛𝑛𝐵𝐵
⋮ ⋮

𝛼𝛼𝑚𝑚1𝐵𝐵 … 𝛼𝛼𝑚𝑚𝑛𝑛𝐵𝐵
𝐴𝐴⨂ 𝐵𝐵 + 𝐶𝐶 = 𝐴𝐴⨂B + 𝐴𝐴⨂𝐶𝐶
𝐴𝐴⨂ 𝐵𝐵⨂𝐶𝐶 = 𝐴𝐴⨂B ⨂𝐶𝐶
𝐴𝐴⨂B 𝐶𝐶⨂D = 𝐴𝐴𝐴𝐴⨂𝐵𝐵𝐵𝐵
𝐴𝐴⨂B −1 = 𝐴𝐴−1⨂𝐵𝐵−1
𝐴𝐴⨂B −𝑇𝑇 = 𝐴𝐴−𝑇𝑇⨂𝐵𝐵−𝑇𝑇
𝐴𝐴𝑛𝑛×𝑛𝑛,𝐵𝐵𝑝𝑝×𝑝𝑝 ↪ det 𝐴𝐴⨂B = det 𝐴𝐴 𝑝𝑝 det 𝐵𝐵 𝑛𝑛

If 𝐴𝐴𝑟𝑟×𝑠𝑠,𝐵𝐵𝑁𝑁×𝑁𝑁
𝐼𝐼𝑁𝑁⨂𝐴𝐴 𝐵𝐵⨂𝐼𝐼𝑆𝑆 = 𝐵𝐵⨂𝐼𝐼𝑟𝑟 𝐼𝐼𝑁𝑁⨂𝐴𝐴 = 𝐵𝐵⨂𝐴𝐴
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Vehicle’s Dynamics
• 𝑥̇𝑥𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑃𝑃𝐵𝐵𝑢𝑢𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ ℝ𝑛𝑛,𝑢𝑢𝑖𝑖 ∈ ℝ𝑚𝑚, 𝑖𝑖 = 1,𝑁𝑁

(Identical linear dynamics)

• Measurements for each vehicle:

�
𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝐶𝐶𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖 ∈ ℝ𝑘𝑘

𝑧𝑧𝑖𝑖𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝐶𝐶2 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑗𝑗 ∈ ℝℓ, 𝑗𝑗 ∈ 𝒥𝒥𝑖𝑖 ,𝒥𝒥𝑖𝑖 ⊂ 1,𝑁𝑁 \ 𝑖𝑖 ≠ 0

• Assumption:

𝑧𝑧𝑖𝑖 = 1
𝒥𝒥𝑖𝑖
∑𝑗𝑗∈𝒥𝒥𝑖𝑖 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝒥𝒥𝑖𝑖 =cardinality of set 𝒥𝒥𝑖𝑖
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Vehicle’s Dynamics
• Control Law:

𝑢̇𝑢𝑖𝑖 = 𝐾𝐾𝐴𝐴𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝐾𝐾𝐵𝐵1𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝐾𝐾𝐵𝐵2𝑧𝑧𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝐾𝐾𝐶𝐶𝑢𝑢𝑖𝑖 + 𝐾𝐾𝐷𝐷1𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝐾𝐾𝐷𝐷2𝑧𝑧𝑖𝑖

𝑥̇𝑥
𝑢̇𝑢 = 𝐴𝐴11 𝐴𝐴12

𝐴𝐴21 𝐴𝐴22
𝑥𝑥
𝑢𝑢

𝐴𝐴11 = 𝐼𝐼𝑁𝑁 ⊗ 𝑃𝑃𝐴𝐴 + 𝑃𝑃𝐵𝐵𝐾𝐾𝐷𝐷1𝑃𝑃𝐶𝐶1 + 𝐼𝐼𝑁𝑁 ⊗ 𝑃𝑃𝐵𝐵𝐾𝐾𝐷𝐷2𝑃𝑃𝐶𝐶2 𝐿𝐿 ⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛
𝐴𝐴12 = 𝐼𝐼𝑁𝑁 ⊗ 𝑃𝑃𝐵𝐵𝐾𝐾𝐶𝐶
𝐴𝐴21 = 𝐼𝐼𝑁𝑁 ⊗ 𝐾𝐾𝐵𝐵1𝑃𝑃𝐶𝐶1 + 𝐼𝐼𝑁𝑁 ⊗ 𝑃𝑃𝐵𝐵𝐾𝐾𝐷𝐷2𝑃𝑃𝐶𝐶2 𝐿𝐿 ⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛
𝐴𝐴22 = 𝐼𝐼𝑁𝑁 ⊗ 𝐾𝐾𝐴𝐴

• 𝐿𝐿:

𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

𝐿𝐿𝑖𝑖𝑗𝑗 = �
− 1

𝒥𝒥𝑖𝑖
, 𝑗𝑗 ∈ 𝒥𝒥𝑖𝑖

0, 𝑗𝑗 ∉ 𝒥𝒥𝑖𝑖

=Laplacian of graph
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Vehicle’s Dynamics
• Theorem 3: A local controller stabilizes the formation 
dynamics iff it simultaneously stabilizes the set of 𝑁𝑁-
systems:

𝑈𝑈 is unitary:𝑈𝑈𝑈𝑈𝑇𝑇 = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑇𝑇 = 𝐼𝐼
𝑈𝑈 = 𝑇𝑇−1𝐿𝐿𝐿𝐿 =upper triangular with eigenvalues of 𝐿𝐿
along the diagonal

𝑇𝑇-Schur transformation of 𝐿𝐿
𝑇𝑇 ⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛 transforms 𝐿𝐿 ⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛 into 𝑈𝑈⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛

𝑥̇𝑥𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑃𝑃𝐵𝐵𝑢𝑢𝑖𝑖
𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝐶𝐶1𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑧𝑧𝑖𝑖 = 𝜆𝜆𝑖𝑖𝑃𝑃𝐶𝐶2𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝜆𝜆𝑖𝑖 =eigenvalues of 𝐿𝐿



14Τίτλος Ενότητας

Vehicle’s Dynamics
• Let   �𝑥𝑥 = 𝑇𝑇 ⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛 𝑥𝑥

�𝑢𝑢 = 𝑇𝑇 ⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛 𝑢𝑢
𝐴𝐴11 = … 𝑈𝑈⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛
𝐴𝐴12 = … 𝑈𝑈⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛
𝐴𝐴21 = … 𝑈𝑈⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛
𝐴𝐴22 = … 𝑈𝑈⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛

block diagonal of block upper-trangular

• For 𝑈𝑈⊗ 𝐼𝐼𝑛𝑛, the diagonal blocks are 𝜆𝜆𝑖𝑖𝐼𝐼𝑛𝑛
↪The 𝑁𝑁-diagonal subsystems

�̇𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝐴𝐴 + 𝑃𝑃𝐵𝐵𝐾𝐾𝐷𝐷1𝑃𝑃𝐶𝐶1 + 𝜆𝜆𝑖𝑖𝑃𝑃𝐵𝐵𝐾𝐾𝐷𝐷2𝑃𝑃𝐶𝐶2 �𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑃𝑃𝐵𝐵𝐾𝐾𝐶𝐶 �𝑢𝑢𝑖𝑖
�̇𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝐾𝐾𝐵𝐵1𝑃𝑃𝐶𝐶1 + 𝜆𝜆𝑖𝑖𝐾𝐾𝐵𝐵2𝑃𝑃𝐶𝐶2 �𝑥𝑥 + 𝐾𝐾𝐴𝐴 �𝑢𝑢
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Vehicle’s Dynamics
• 𝜆𝜆𝑖𝑖 may be complex ↪ complex-valued 
• Zero eigenvalue ↪ Unobservability of absolute 
motion of the formation in the measurements 𝑧𝑧𝑖𝑖
• Assume 𝑃𝑃𝐶𝐶1 −empty

𝑃𝑃𝐴𝐴 −no eigenvalues in ℂ+ (open RHP)
𝐾𝐾 −controller is stable
If 𝐾𝐾 stabilizes the individual system for all
𝜆𝜆𝑖𝑖 other than the zero-eigenvalue (relative 
formation dynamics)
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Vehicle’s Dynamics

• Theorem 4: 𝑃𝑃: SISO
𝐾𝐾 stabilizes relative formation dynamics 
iff the net encirclement of −𝜆𝜆𝑖𝑖

−1 by the 
Nyquist plot of −𝐾𝐾 𝑠𝑠 𝑃𝑃 𝑠𝑠 is ∅, ∀𝜆𝜆𝑖𝑖 ≠ 0
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Vehicle’s Dynamics
Proof: Nyquist criterion: Stability is equivalent to # of 
counterclockwise encirclements of −1 + 𝑗𝑗𝑗 by 
𝜆𝜆𝑖𝑖𝑃𝑃 𝑗𝑗𝜔𝜔 𝐾𝐾 𝑗𝑗𝜔𝜔 =RHP-poles of 𝑃𝑃 𝑠𝑠 = ∅
𝑃𝑃:MIMO  Let 𝜆𝜆𝑖𝑖 = 1 + 𝜇𝜇𝑖𝑖 𝜇𝜇𝑖𝑖 ≤ 𝑀𝑀,∀𝜆𝜆𝑖𝑖 ≠ 0

Close the loop around the unity block and 
have 𝜇𝜇𝑖𝑖𝐼𝐼 as an uncertainty

Let 𝐶𝐶 𝑠𝑠 = 𝑃𝑃 𝑠𝑠 𝐾𝐾 𝑠𝑠 (𝐼𝐼 − 𝑃𝑃 𝑠𝑠 𝐾𝐾 𝑠𝑠 )−1 be 
stable

•Theorem 5: 𝐾𝐾 stabilizes the relative formation 
dynamics of MIMO-𝑃𝑃 if 𝜌𝜌 𝐶𝐶 𝑗𝑗𝜔𝜔 < 𝛭𝛭−1,∀𝜔𝜔 ∈ (−∞,∞)



More info
J. Alexander Fax and Richard M. Murray, “Information Flow and Cooperative Control of 
Vehicle Formations”, in IEEE TRANSACTIONS ON AUTOMATIC CONTROL, VOL. 49, NO. 
9,pp 1465 – 1476, SEPTEMBER 2004, doi: 10.1109/TAC.2004.834433

http://dx.doi.org/10.1109/TAC.2004.834433


Παράδειγμα
• Εφαρμογή σε εργασία Robot Swarms στα πλαίσια του μαθήματος ρομποτικά 

συστήματα από τον Ευστάθιο Κοντουρά, Ιούλιος 2013 (Για λόγους ορθής 
απόδοσης των credits η εργασία παρουσιάζεται αυτούσια και όχι 
αποσπασματικά)
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Συνεργατικός έλεγχος σχηµατισµού κινούµενων ροµ̟οτικών 
οχηµάτων ̟αρουσία ε̟ικοινωνιακών ̟εριορισµών. 

 
 
∆εδοµένα: 
 
∆ίνονται 8=N  δικτυωµένα ροµ̟οτικά οχήµατα καθένα εκ των ο̟οίων ̟ερι-
γράφεται ως ένα γραµµικό χρονικά αµετάβλητο σύστηµα συνεχούς χρόνου 
τρίτης τάξης. Όλα τα οχήµατα κινούνται στον τρισδιάστατο χώρο ̟ου ορίζε-
ται α̟ό έναν κύβο διαστάσεων 100100100 ×× . Χωρίς βλάβη της γενικότητας 
υ̟οθέτουµε ότι ο κύβος είναι κεντραρισµένος ως ̟ρος την αρχή των αξόνων 

)0,0,0(O  του καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων. Το δυναµικό µοντέλο 

για το i-οστό όχηµα δίνεται ως εξής: 
 

  ii ux =& ,                                                           (1) 
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ui , i = 1, 2, …, N  είναι τα διανύσµατα κα-

τάστασης και εισόδου αντίστοιχα. Οι µεταβλητές κατάστασης  1x , 2x , 3x  α-

ντι̟ροσω̟εύουν τις χωρικές συντεταγµένες κάθε ροµ̟οτικού οχήµατος. 
 
 
Υλο̟οίηση ε̟ικοινωνιακού γράφου. 
 

Αρχικά κατασκευάζουµε ένα συµµετρικό ̟ίνακα NNR ×ℜ∈  µε τυχαία στοιχεία 
∈),( jiR [0, 1] αν ji ≠  και 0),( =jiR  αν ji = . Στη συνέχεια, ̟ροσδιορίζουµε 

τον ̟ίνακα NNG ×ℜ∈  (adjacency matrix) σύµφωνα µε τον εξής κανόνα: 
 


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
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jiR

jiR
jiG
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. 

 

Μ̟ορούµε ̟λέον να ̟ροσδιορίσουµε τον ̟ίνακα NND ×ℜ∈ (degree matrix) , 
καθώς σύµφωνα µε τη θεωρία γράφων ισχύει: 
 

,),1(
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∆ηλαδή, ο ̟ίνακας D  είναι διαγώνιος και η τιµή του στοιχείου ),( iiD  υ̟οδη-

λώνει τον αριθµό των οχηµάτων µε τα ο̟οία ε̟ικοινωνεί το όχηµα i . 
 

Τέλος ̟ροσδιορίζουµε τον ̟ίνακα NNL ×ℜ∈  (laplasian matrix) σύµφωνα µε τη 
σχέση: 



 3 

 
GDL −= , 

 
ενώ οι ιδιοτιµές του ̟ίνακα L  ̟ροσδιορίζονται µέσω της συνάρτησης eig() 
στο MatLab. Βάσει της εκφώνησης, υ̟οθέτουµε ότι ο ε̟ικοινωνιακός γράφος 
̟αραµένει αναλλοίωτος µε το ̟έρασµα του χρόνου ανεξάρτητα α̟ό την κί-
νηση των οχηµάτων και τις µεταξύ τους χωρικές α̟οστάσεις. 
 
 
∆υναµικό σύστηµα ενός ροµ̟οτικού οχήµατος. 
 
Προσαρµόζουµε τη δοµή του δυναµικού συστήµατος στη µορφή: 
 

iBiAi uPxPx +=& .                                                    (2) 

 
Συγκρίνοντας τις (1) και (2) δια̟ιστώνουµε ότι: 
 

33×Ο=AP  και 33×Ι=BP , 

 
µε τα Οκαι Ι να συµβολίζουν τον µηδενικό και τον µοναδιαίο ̟ίνακα αντί-
στοιχα. Σύµφωνα µε τη θεωρία του άρθρου των Fax και Murray κάθε όχηµα 
λαµβάνει τις µετρήσεις: 
 

iCi xPy 1=  και )(2, jiCji xxPz −= µε ij ℑ∈ ,                              (3) 

 

ό̟ου iℑ  συµβολίζει το σύνολο των οχηµάτων µε τα ο̟οία ε̟ικοινωνεί το ό-

χηµα i. Ε̟ισηµαίνουµε ότι καθώς ο ε̟ικοινωνιακός γράφος δε µεταβάλλεται 

ισχύει ότι ∅≠ℑi , άρα η ικανο̟οιείται η σχετική α̟αίτηση του άρθρου. Εν-

διαφερόµαστε για τη µελέτη της ευστάθειας του δικτυωµένου ροµ̟οτικού συ-
στήµατος. Βάσει του θεωρήµατος 3 η µελέτη της ευστάθειας του συστήµατος 
̟ου ορίζουν οι (2) και (3) για κάθε  i = 1, 2, …, N ανάγεται στη µελέτη της ευ-
στάθειας του συστήµατος: 
 

iBiAi uPxPx +=&  

iCi xPy 1=  

iCi xPz 2ιλ= , 

 

για κάθε  i = 1, 2, …, N , ό̟ου ιλ  είναι η i-οστή ιδιοτιµή του ̟ίνακα L . Χωρίς 

βλάβη της γενικότητας υ̟οθέτουµε ότι µετράµε ή εκτιµούµε όλες τις καταστα-

τικές µεταβλητές, δηλαδή 3321 ×Ι== CC PP . 

 
 
Σχεδιασµός δυναµικού ελεγκτή. 
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Στόχος µας είναι ο σχεδιασµός ενός και µόνο δυναµικού ελεγκτή, ο ο̟οίος να 
εξασφαλίζει ευστάθεια του συνολικού δικτυωµένου ροµ̟οτικού συστήµατος. 
Ε̟ιθυµούµε καθώς ο χρόνος τείνει στο ά̟ειρο οι τροχιές των ε̟ιµέρους οχη-
µάτων να συγκλίνουν στην αρχή των αξόνων )0,0,0(O .  

 
Σύµφωνα µε τη θεωρία του άρθρου των Fax και Murray ο δυναµικός ελεγκτής 
έχει εξισώσεις: 
 

iDiDiCi zKyKvKu 21 ++=  µε iBiBiAi zKyKvKv 21 ++=& , 

 

ό̟ου: 1CK , 1DK , 2DK , AK , 1BK , 2BK  33×ℜ∈  είναι οι ζητούµενοι ̟ίνακες κερ-

δών του δυναµικού ελεγκτή.  
 
Σύµφωνα µε το θεώρηµα 3 η ασυµ̟τωτική ευστάθεια του σηµείου ισορρο̟ίας 

)0,0,0(O  ως ̟ρος το ροµ̟οτικό σύστηµα των N  δικτυωµένων οχηµάτων  ε̟ι-

τυγχάνεται µε χρήση ενός και µόνο µη κεντρικο̟οιηµένου δυναµικού ελε-
γκτή, αρκεί αυτός να εξασφαλίζει ασυµ̟τωτική ευστάθεια του σηµείου 

)0,0,0(O  ταυτόχρονα για όλα τα υ̟οσυστήµατα ̟ου ̟εριγράφουν τη δυναµι-

κή συµ̟εριφορά των ε̟ιµέρους οχηµάτων.  
 
Λόγω του δυναµικού ελεγκτή το σύστηµα ̟ου ̟εριγράφει τη δυναµική συ-
µ̟εριφορά του οχήµατος i ε̟αυξάνεται ως εξής: 
 

iCBiCDBCDBAiiBiAi vKPxPKPPKPPxuPxPx +++=⇒+= )( 2211 ιλ&&  

 

iAiCBCBiiBiBiAi vKxPKPKvzKyKvKv ++=⇒++= )( 221121 ιλ&& . 

 
Έτσι το σύστηµα γράφεται σε µητρική µορφή ως εξής: 
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
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Παρατηρούµε ότι το 0=ex  είναι ̟ροφανώς σηµείο ισορρο̟ίας του συστήµα-

τος.  Προκειµένου να ικανο̟οιήσουµε την ̟ροδιαγραφή της ασυµ̟τωτικής 
ευστάθειας στηριζόµαστε στο κλασικό θεώρηµα ευστάθειας Lyapunov και α-
̟αιτούµε: 
 

0<+ i
T
i PMPM , Ni ,,2,1 L=∀   και 0<− P .                                     (4) 

 
Συνε̟ώς το ̟ρόβληµα ανάγεται στον ̟ροσδιορισµό µίας κοινή τετραγωνική 

συνάρτησης Lyapunov ξξξ PV Τ=)( , ό̟ου 66×ℜ∈P , η ο̟οία ̟ροσφέρει και 

τη δυνατότητα εκτίµησης της κοινής ̟εριοχής ελκτικότητας γύρω α̟ό το 

0=ex  όλων των δικτυωµένων ροµ̟οτικών οχηµάτων. Οι ε̟ικοινωνιακοί ̟ε-
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ριορισµοί του γράφου διασύνδεσης υ̟εισέρχονται µέσω των ιδιοτιµών του 
̟ίνακα L . 
 
Η σχέση (4) α̟οτελεί ένα µη-κυρτό και µη-γραµµικό σύστηµα µητρικών ανι-

σοτήτων ως ̟ρος το P  και τα 1CK , 1DK , 2DK , AK , 1BK , 2BK . Μ̟ορούµε, ω-

στόσο µε έναν α̟λό µαθηµατικό χειρισµό να µετατρέψουµε τη σχέση (4) σε 
ένα κυρτό γραµµικό σύστηµα µητρικών ανισοτήτων το ο̟οίο ε̟ιδέχεται εύ-
κολα λύση µέσω του λογισµικού MatLab. 
 

Ο ̟ίνακας iM  γράφεται: 
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Η σχέση (4) γράφεται: 
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1 <+++++ −−−−− PCKBPCKBPCKBPCKBPA . (5) 
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Θέτουµε στη σχέση (5)  
 

1
111

−= PCKY , 1
222

−= PCKY , 1
333

−= PCKY , 1
444

−= PCKY , 1−= PQ               (6) 

 
και έχουµε: 
 

0443322114433221111 <+++++++++ TTTTTTTTT BYBYBYBYYBYBYBYBQAQA  

0<− Q . 

 
Παρατηρούµε ότι καταλήξαµε σε ένα κυρτό γραµµικό ̟ρόβληµα µητρικών 

ανισοτήτων (LMI) το ο̟οίο και µ̟ορούµε να ε̟ιλύσουµε ως ̟ρος Q , 1Y , 2Y , 

3Y , 4Y . Αναγκαία και ικανή συνθήκη για τον ̟ροσδιορισµό των ̟ινάκων 1K , 

2K , 3K , 4K  µέσω της σχέσης (6), είναι οι ̟ίνακες 1C , 2C , 3C , 4C  να είναι µη 

ιδιάζοντες, δηλαδή αντιστρέψιµοι. Ωστόσο, αν στα LMI’s του MatLab ̟αρα-

µετρο̟οιήσουµε ̟λήρως τους ̟ίνακες 1Y , 2Y , 3Y , 4Y  είναι ̟ιθανό οι ̟ίνακες 

1K , 2K , 3K , 4K  να εµφανίσουν στις θέσεις των µηδενικών µ̟λοκ µη µηδενι-

κά στοιχεία.  Πραγµατο̟οιούµε, ε̟οµένως τον εξής α̟λό χειρισµό: 
 

• Παρατηρούµε ότι οι ̟ίνακες 1K , 2K , 3K , 4K είναι διαγώνιοι κατά 

µ̟λοκ και ότι ο ̟ίνακας P  είναι συµµετρικός και αντιστρέψιµος, άρα 

και ο 1−P   θα είναι συµµετρικός. 

• Οι ̟ίνακες 1Y , 2Y , 3Y , 4Y  ̟ροκύ̟τουν σαν γινόµενο ενός ̟ίνακα κέρ-

δους iK , ενός ̟ίνακα iC και ενός ̟ίνακα Q , 4,3,2,1=i . 

• Αν ο ̟ίνακας Q  υ̟οτεθεί διαγώνιος κατά µ̟λοκ τότε γίνεται ειδική 

̟ερί̟τωση συµµετρικού ̟ίνακα χωρίς να ̟αραβιάζονται οι αρχικές 
µας α̟αιτήσεις. 

• Αν α̟αιτήσουµε οι ̟ίνακες iY , iC , Q  να είναι όλοι διαγώνιοι κατά 

µ̟λοκ τότε σίγουρα οι ̟ίνακες iK  θα ε̟ιστραφούν ως διαγώνιοι κατά 

µ̟λοκ, 4,3,2,1=i  (συνθήκη ικανή, αλλά όχι αναγκαία). 

 

Έτσι, τα ζητούµενα κέρδη 1CK , 1DK , 2DK , AK , 1BK , 2BK  του δυναµικού ελε-

γκτή ̟ροσδιορίζονται εύκολα λαµβάνοντας υ̟όψη την εσωτερική δοµή των 

iK , 4,3,2,1=i . 

 
Παρατηρούµε ότι µε τους ̟ροτεινόµενους ̟ίνακες ικανο̟οιούνται όλες οι 

̟ροϋ̟οθέσεις ̟ου θέσαµε ̟λην µίας. Οι ̟ίνακες 1C  και 2C  είναι µη αντι-

στρέψιµοι. Μ̟ορούµε να αντιµετω̟ίσουµε έντεχνα το ̟ρόβληµα αυτό αν θε-
ωρήσουµε τους ακόλουθους ̟ίνακες: 
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ό̟ου το µοναδιαίο κάτω δεξιά µ̟λοκ δεν ε̟ηρεάζει σε τί̟οτα την κατασκευή 

του ̟ίνακα iM , αντιµετω̟ίζει όµως το ̟ρόβληµα της δοµικής µη αντιστρε-

ψιµότητας των ̟ινάκων 1C  και 2C . 

 
 
Α̟οτελέσµατα Προσοµοιώσεων. 
 
Ο ̟ίνακας R  (random matrix) ̟ροέκυψε: 
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05060.08464.09711.08371.02213.06423.04963.0

5060.005694.04480.022354.07897.05733.00110.0

8464.05694.004350.01311.03747.03971.01519.0

9711.04480.04350.003416.01930.01858.09622.0

8371.02354.01311.03416.001161.05816.03738.0

2213.07897.03747.01930.01161.004503.00569.0

6423.05733.03971.01858.05816.04503.009462.0

4963.00110.01519.09622.03738.00569.09462.00

R . 

 
Στη συνέχεια ̟ροσδιορίζουµε τον ̟ίνακα G  (adjacency matrix) µέσω του κα-
νόνα ̟ου δίνεται στην εκφώνηση και έχουµε: 
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G . 

 
Ο ̟ίνακας D  (degree matrix) ̟ροκύ̟τει α̟ό την αντίστοιχη θεωρητική σχέση 
και είναι: 
 

































=

50000000

04000000

00200000

00020000

00002000

00000100

00000040

00000002

D . 



 8 

 
Τέλος, ̟ροσδιορίζουµε τον ̟ίνακα ADL −=  (Laplasian matrix), ο̟ότε: 
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
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
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
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−
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=

51111010

14100110

11200000

10020001

10002010

01000100

11001041

00010012

L . 

 
Παρατηρούµε ότι το άθροισµα των στοιχείων κάθε γραµµής και κάθε στήλης  
του ̟ίνακα L  ισούται µε το µηδέν, γεγονός ̟ου οφείλεται στο ότι ο ε̟ικοινω-
νιακός γράφος είναι µη κατευθυντικός. Προχωρούµε στην ε̟ίλυση των LMI’s 
και ̟ροσδιορίζουµε τα κέρδη του δυναµικού ελεγκτή: 
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Παρατηρούµε ότι οι ̟ίνακες ̟ου σχετίζονται µε τη δυναµική φύση του ελε-
γκτή είναι µηδενικοί. Αυτό σηµαίνει ότι το για το δοθέν δυναµικό µοντέλο το 

σηµείο ισορρο̟ίας 0=ex  µ̟ορεί να καταστεί οµοιόµορφα ασυµ̟τωτικά ευ-

σταθές µε χρήση ενός στατικού και µόνο ελεγκτή. 
 
Τέλος, ̟αραθέτουµε τις αρχικές και τελικές θέσεις των οχηµάτων, καθώς και 
την τροχιά ̟ου διαγράφουν στον τρισδιάστατο χώρο. Υ̟οθέτουµε ότι η αρχι-
κή διάταξη των οχηµάτων στο χώρο είναι τυχαία. Η ̟ροσοµοίωση τρέχει για 
χρονικό διάστηµα 20=t  (sec). Ό̟ως ήταν αναµενόµενο, οι τροχιές των οχη-
µάτων συγκλίνουν στην αρχή των αξόνων. 
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Σχήµα 1: Προσοµοίωση κίνησης δικτυωµένου ροµ̟οτικού συστήµατος. 
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Παράρτηµα: Κώδικας σε MatLab 

 
Script ̟ροσοµοίωσης. 
 
%% Exercise 2.  
  
%% Generate matrices R (random), G (adjacency), D ( degree), L (lapla  
%% cian)  
clear all  
close all  
clc  
  
N = 8;  
  
R = generateR(N);  
G = generateG(R, N);  
D = generateD(G, N);  
L = D - G;  
eigL = eig(L);  
  
%% Initialize known matrices (Pa, Pb, Pc1, Pc2) -> system matrices.  
dim = 3;  
  
Pa  = zeros(dim);  
Pb  = eye(dim);  
Pc1 = eye(dim);  
Pc2 = eye(dim);  
  
Z   = zeros(dim);  
I   = eye(dim);  
  
%% Define known matrices.  
A1 =  [ Pa Z;  
        Z  Z ];  
    
B1 =  [ Pb Z;  
        Z  Z ];  
  
B2 =  [ Z  Z;  
        I  Z ];  
  
C1 = [ Pc1 Z;  
        Z  I ];  
  
C2 = [ Pc1 Z;  
        Z  I ];  
  
C3 = [ Pc2 Z;  
        Z  I  ];  
  
C4 = [ Pc2 Z;  
        Z  I  ];  
     
B3 = zeros(2*dim, 2*dim, N);  
B4 = zeros(2*dim, 2*dim, N);  
     
    for  i = 1:1:N  
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        B3(:,:,i) = [ Pb*eigL(i) Pb;  
                         Z       Z  ];  
    end  
     
    for  i = 1:1:N  
        B4(:,:,i) = [    Z       Z;  
                      I*eigL(i)  I  ];  
    end  
  
%% Define LMIs.  
setlmis([])  
  
%  Declare LMI variables.  
Q  = lmivar(1, [dim 1;dim 1]);  
Y1 = lmivar(1, [dim 1;dim 1]);  
Y2 = lmivar(1, [dim 1;dim 1]);  
Y3 = lmivar(1, [dim 1;dim 1]);  
Y4 = lmivar(1, [dim 1;dim 1]);  
  
  
%  Define LMI.  
for  i =1:1:N  
lmiterm([i 1 1 Q], A1, 1);  
lmiterm([i 1 1 Q], 1, A1');  
  
lmiterm([i 1 1 Y1], B1, 1);  
lmiterm([i 1 1 Y2], B2, 1);  
lmiterm([i 1 1 Y3], B3(:,:,i), 1);  
lmiterm([i 1 1 Y4], B4(:,:,i), 1);  
  
lmiterm([i 1 1 -Y1], 1, B1');  
lmiterm([i 1 1 -Y2], 1, B2');  
lmiterm([i 1 1 -Y3], 1, B3(:,:,i)');  
lmiterm([i 1 1 -Y4], 1, B4(:,:,i)');  
end  
  
lmiterm([N + 1 1 1 Q], -1, 1);  
  
%% Obtain LMI solutions.  
lmisys = getlmis;  
[tmin,xfeas] = feasp(lmisys);  
q = tmin;  
  
Q  = dec2mat(lmisys,xfeas,Q);  
Y1 = dec2mat(lmisys,xfeas,Y1);  
Y2 = dec2mat(lmisys,xfeas,Y2);  
Y3 = dec2mat(lmisys,xfeas,Y3);  
Y4 = dec2mat(lmisys,xfeas,Y4);  
  
K1 = Y1/Q/C1;  
K2 = Y2/Q/C2;  
K3 = Y3/Q/C3;  
K4 = Y4/Q/C4;  
  
%% Obtain controller matrices.  
Ka  = K4((dim+1):(2*dim),(dim+1):(2*dim));  
Kb1 = K2(1:dim,1:dim);  
Kb2 = K4(1:dim,1:dim);  
Kc  = K3((dim+1):(2*dim),(dim+1):(2*dim));  



 12 

Kd1 = K1(1:dim,1:dim);  
Kd2 = K3(1:dim,1:dim);  
  
%% Plot agent trajectories in 3-D space.  
  
%  Random initial values  
tf          = 20;  
x0          = zeros(N,2*dim);       % Contains initial values for dy  
x0(:,1:dim) = 100*rand(N,dim) - 50; % namic controller as well.  
  
tspan = linspace(0,tf,100);  
  
%  Solving ode45.  
options = odeset();  
[t,x] = ode45(@(t,x) joinedSystems(t, x, N, dim, Pa , Pb, Pc1,  ...  
Pc2,  Ka, Kb1, Kb2, Kc, Kd1, Kd2, eigL), tspan, ...  
reshape(x0, numel(x0), 1), options);  
  
x = reshape(x, numel(t), N, 2*dim);  
  
%  Plot trajectories.  
plot3(x(1,:,1),x(1,:,2),x(1,:,3), 'bo' );  
hold on 
plot3(x(end,:,1),x(end,:,2),x(end,:,3), 'ro' );  
plot3(x(:,:,1),x(:,:,2),x(:,:,3), 'k-' );  
  
title( 'Agent Trajectories' )  
xlabel( 'x' );  
ylabel( 'y' );  
zlabel( 'z' );  
legend( 'Initial Positions' , 'Final Positions' , ...  
                'location' , 'eastoutside' ) 
grid on 
axis([-50 50 -50 50 -50 50])  
 
Υλο̟οιήσεις συναρτήσεων. 
 
%% Generate random symmetric matrix R.  
function  R = generateR(N)  
  
R = zeros(N);  
  
for  i = 1:1:N  
    for  j = 1:1:N  
        if  i ~= j  
            temp = rand();  
            R(i,j) = temp;  
            R(j,i) = temp;  
        else  
            R(i,j) = 0;  
        end  
    end  
end  
  
end 
 
%% Generate adjacency matrix G.  
function  G = generateG(R, N)  
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G = zeros(N);  
  
for  i = 1:1:N  
    for  j = 1:1:N  
        if  R(i,j) >= 0.5  
            G(i,j) = 1;  
        else  
            G(i,j) = 0;  
        end  
    end  
end  
  
end  
 
%% Generate degree matrix D.  
function  D = generateD(G, N)  
  
D = zeros(N);  
  
for  i = 1:1:N  
    sum_i = sum(G(i,:)) ;  
    D(i,i) = sum_i;  
end  
  
end  
 
%% This function is used as an argument for ode45.  
  
%  This function is necessary for decoupling the st ate space model    
into a system of ordinary differential equations.  
function  xdot = joinedSystems(t, x, N, dim, Pa, Pb, Pc1, Pc 2, Ka, ...   
     Kb1, Kb2, Kc, Kd1, Kd2, eigL)  
  
%  Build matrix A = diag(As1, As2, ... AsN). Asi is  associated with  
%  the i-th subsystem.  
for  i = 1:1:N  
    first_el = (i-1)*2*dim + 1;  
    last_el  = i*2*dim;  
     
    A(first_el:last_el, first_el:last_el) = ...  
 
    [ Pa + Pb*Kd1*Pc1 + Pb*Kd2*Pc2*eigL(i)      Pb* Kc;  
            Kb1*Pc1 + Kb2*Pc2*eigL(i)             K a  ];  
 
end  
  
% Define differential equations system.  
xdot = A*x;  
  
end  



Τέλος Ενότητας
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Χρηματοδότηση
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Πατρών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους.



Σημειώματα
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Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου
Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.0  
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Σημείωμα Αναφοράς
• Copyright Πανεπιστήμιο Πατρών, Αντώνιος Τζές, Ευάγγελος Δερματάς, 

«Ρομποτικά Συστήματα. Information Flow and Cooperative Control of 
Vehicle Formations». Έκδοση: 1.0. Πάτρα 2015. Διαθέσιμο από τη 
δικτυακή διεύθυνση: https://eclass.upatras.gr/courses/EE804/index.php

https://eclass.upatras.gr/courses/EE804/index.php
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Σημείωμα Αδειοδότησης
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, 
Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα 
τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π., τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία 
αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων». 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/ 

Σύμφωνα με αυτήν την άδεια ο δικαιούχος σας δίνει το δικαίωμα να:
Μοιραστείτε — αντιγράψετε και αναδιανέμετε το υλικό
Προσαρμόστε — αναμείξτε, τροποποιήστε και δημιουργήστε πάνω στο υλικό για κάθε σκοπό
Υπό τους ακόλουθους όρους:
Αναφορά Δημιουργού — Θα πρέπει να καταχωρίσετε αναφορά στο δημιουργό , με σύνδεσμο
της άδειας
Παρόμοια Διανομή — Αν αναμείξετε, τροποποιήσετε, ή δημιουργήσετε πάνω στο υλικό,
πρέπει να διανείμετε τις δικές σας συνεισφορές υπό την ίδια άδεια όπως και το πρωτότυπο
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Διατήρηση Σημειωμάτων
Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει:

 το Σημείωμα Αναφοράς

 το Σημείωμα Αδειοδότησης

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων

 το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει)

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους.
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Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (1/4)
Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων:

Εικόνες/Σχήματα/Διαγράμματα/Φωτογραφίες

Εικόνα 1: The attraction/repulsion function 𝑔𝑔(�), Gazi Veysel. "Stability Analysis of Swarms." Electronic Thesis or 
Dissertation. Ohio State University, 2002. OhioLINK Electronic Theses and Dissertations Center., URL: 
https://etd.ohiolink.edu/ap/10?0::NO:10:P10_ACCESSION_NUM:osu1029812963

Εικόνα 2: A 𝑔𝑔(�) function with linear attraction and unbounded repulsion, Gazi Veysel. "Stability Analysis of Swarms." 
Electronic Thesis or Dissertation. Ohio State University, 2002. OhioLINK Electronic Theses and Dissertations Center., URL: 
https://etd.ohiolink.edu/ap/10?0::NO:10:P10_ACCESSION_NUM:osu1029812963

https://etd.ohiolink.edu/ap/10?0::NO:10:P10_ACCESSION_NUM:osu1029812963
https://etd.ohiolink.edu/ap/10?0::NO:10:P10_ACCESSION_NUM:osu1029812963
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