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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Γενικές Πληροφορίες

∆ιδάσκων : ∆ηµήτρης - Αλέξανδρος Τουµπακάρης.

dtouba@upatras.gr

Γραφείο : 2ος όροφος Νέας Πτέρυγας. Τηλ: 2610-99-6468.

Σκοπός του µαθήµατος : Εµβάθυνση σε ϑέµατα Θεωρίας Πληροφο-

ϱίας, µεγαλύτερη µαθηµατική αυστηρότητα, εισαγωγή στη Θεωρία

Πληροφορίας ∆ικτύων.

Ειδικότερα, στόχοι του µαθήµατος είναι :

Να εµβαθύνει σε έννοιες/αποτελέσµατα της Θεωρίας Πληροφο-

ϱίας που παρουσιάστηκαν στο µάθηµα ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄ .

Να παρουσιάσει τις αποδείξεις κάποιων από αυτά τα αποτελέσµατα.

Να επεκταθεί στα κανάλια πολλών χρηστών (Network Information

Theory) και, εάν ο χρόνος το επιτρέψει, σε Θεωρία

Ρυθµού-Παραµόρφωσης (Rate Distortion Theory) ή/και Πολυπλο-

κότητα κατά Kolmogorov.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Γενικές Πληροφορίες (2)

Προαπαιτούµενες γνώσεις :

Θεωρία Πιθανοτήτων και Αρχές Συνδυαστικής

Γνώση της ύλης του µαθήµατος ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄ (πλην της

Θεωρίας Κωδικοποίησης)
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Γενικές Πληροφορίες (2)

Παραδόσεις : Εκκεµεί. 3 45λεπτα παραδόσεων και 2 15λεπτα δια-

λείµµατα.

΄Ωρες γραφείου : Θα ανακοινωθούν σύντοµα.

Παρακαλώ γραφτείτε στο eclass (EE728) για να λαµβάνετε τις ανα-

κοινώσεις σχετικά µε το µάθηµα.

Τρόπος εξέτασης :

΄Ιδιος τρόπος εξέτασης για προπτυχιακούς και µεταπτυχιακούς ϕοι-

τητές.

Ιούνιος 2015: Γραπτή τελική εξέταση, ανοιχτά ϐιβλία και σηµειώσεις.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Βιβλία/Συγγράµµατα

Το µάθηµα ϑα ϐασιστεί σε µεγάλο ϐαθµό στο ϐιβλίο των T. Cover &

J. Thomas, Elements of Information Theory, 2nd Ed., Wiley 2006.

Η Ελληνική µετάφραση είναι ένα από τα ϐιβλία που δικαιούστε µέσω

Ευδόξου.

Αντιστοιχία µαθήµατος – ϐιβλίου Cover & Thomas (2η έκδοση).

Εντροπία και Κωδικοποίηση Πηγής. Κεφάλαια 2, 3, 4 και 5.

Χωρητικότητα και Κωδικοποίηση Καναλιού. Κεφάλαια 7, 8 και 9.

Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων και Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση Πη-

γής. Κεφάλαιο 15.

Θεωρία Ρυθµού-Παραµόρφωσης. Κεφάλαιο 10.

Πολυπλοκότητα κατά Kolmogorov. Κεφάλαιο 14.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Βιβλία/Συγγράµµατα (2)

Για τις διαφάνειες έχει χρησιµοποιηθεί, επίσης, το ϐιβλίο των A.

El Gamal & Y.-H. Kim, Network Information Theory, Cambridge

University Press, 2012.

Μια προγενέστερη έκδοση είναι διαθέσιµη στοhttp://circuit.
ucsd.edu/~yhk/lnit.html.

Πρόκειται για ένα πολύ καλό ϐιβλίο που περιέχει τις τελευταίες εξε-

λίξεις στη Θεωρία Πληροφορίας. Ωστόσο, είναι πιο δύσκολο από

το ϐιβλίο των Cover & Thomas, αφού σκοπός του τελευταίου είναι

να αποτελέσει διδακτικό σύγγραµµα.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Βιβλία/Συγγράµµατα (3)

R. G. Gallager, Information Theory and Reliable Communication.

Ιστορικό ϐιβλίο. Καλύπτει λιγότερες πλευρές της Θεωρίας Πληρο-

ϕορίας σε σχέση µε το ϐιβλίο των Cover & Thomas, αλλά υπει-

σέρχεται σε µεγαλύτερο ϐάθος. ΄Επίσης, καλύπτει και µέρος της

Θεωρίας Κωδικοποίησης.

D. McKay, Information Theory, Inference, and Learning Algorithms,

Cambridge University Press, 2003. ∆ιατίθεται δωρεάν στο ∆ιαδίκτυο

αρκεί να µην το τυπώσετε. ∆ίνει αρκετά παραδείγµατα. Επίσης,

επικεντρώνεται αρκετά στη Θεωρία Κωδικοποίησης, καθώς και στην

εξαγωγή συµπερασµάτων (inference).
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Βιβλία/Συγγράµµατα (4)

D. Tse & P. Viswanath, Fundamentals of Wireless Communication,

Cambridge University Press, 2005. ∆εν είναι ϐιβλίο Θεωρίας Πλη-

ϱοφορίας. Ωστόσο, αναφέρεται συχνά σε αποτελέσµατα της Θε-

ωρίας Πληροφορίας και περιέχει ενδιαφέρουσες συζητήσεις για

ϑέµατα που άπτονται των Ασύρµατων Συστηµάτων Τηλεπικοινωνιών.

∆ιατίθεται και αυτό δωρεάν στο ∆ιαδίκτυο.

΄Ενας πιο πλήρης κατάλογος ϐιβλιογραφίας δίνεται στο Φυλλάδιο 2.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Σύνδεσµοι σε παρόµοια µαθήµατα άλλων πανεπιστηµίων

Stanford University: EE 376A/B/Stat 376A/B: Information Theory.

http://www.stanford.edu/class/ee376a και ee376b.

University of Minnesota: EE5581: Information Theory and Coding

http://www.ece.umn.edu/users/nihar/ee5581_fall05/index.
html

UIUC: ECE 563, Information Theory

http://courses.ece.uiuc.edu/ece563/

Hebrew University, Information Theory of Wideband Communication Systems

(67891)

http://www.cs.huji.ac.il/~dporrat/WidebandCourse.html

Πολυτεχνείο Κρήτης, ΤΗΛ 412, Θεωρία Πληρηφορίας και Κωδίκων,

http://www.telecom.tuc.gr/courses/tel412/.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

΄Υλη Μαθήµατος

Επανάληψη Βασικών Εννοιών/Αποτελεσµάτων του µαθήµατος ``Θεωρία

Πληροφορίας΄΄ (7ου εξαµήνου).

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP). Η εντροπία είναι ο ϐέλτιστος

ϱυθµός αναπωλειακής συµπίεσης. Κωδικοποίηση σταθερού και µετα-

ϐλητού µήκους (περιληπτικά, ϑεωρώντας γνωστά τα περί κωδίκων που

αναφέρθηκαν στη ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄).

Χωρητικότητα Καναλιού. Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης

(Joint AEP). Θεώρηµα Χωρητικότητας Καναλιού για ∆ιακριτά Κανάλια Χωρίς

Μνήµη (απόδειξη).

Συνεχείς τ.µ. ∆ιαφορική Εντροπία. Χωρητικότητα Γκαουσιανού Καναλιού.

Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια. Γκαουσιανό κανάλι µε ανάδραση.

Κανάλια Πολλών Χρηστών : Κανάλι Πολλαπλής Πρόσβασης (MAC), Κα-

νάλι Ευρυεκποµπής (BC), Κανάλι Μεταγωγής (Relay), Κανάλι Παρεµβολών

(Interference). Κατανεµηµένη συµπίεση και Θεώρηµα Slepian-Wolf.

Εάν προλάβουµε : Θεωρία Ρυθµού–Παραµόρφωσης (Rate Distortion The-

ory) ή/και Πολυπλοκότητα κατά Kolmogorov.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Περιεχόµενα σηµερινού µαθήµατος

1 Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας

2 Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ

Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

3 Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Αντιστοιχία σηµερινής διάλεξης

µε ϐιβλία Cover & Thomas και Gallager

Βιβλίο Cover & Thomas (2η έκδοση): Κεφ. 1, Κεφ. 3.

Βιβλίο Gallager: Κεφ. 1
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας

Θεωρία Πληροφορίας : Μια γενική και κατ΄ εξοχήν µαθηµατική ϑε-

ωρία.

Θεµελιωτής της ϑεωρείται ο Claude Shannon.

Ξεκίνησε µε σκοπό να κατανοηθούν τα Συστήµατα Επικοινωνιών

(Claude Shannon, ‘‘A mathematical theory of communication,’’

The Bell System Technical Journal, 1948).

Ωστόσο, είναι µια αρκετά γενική ϑεωρία µε ευρύ πεδίο εφαρµογής

Τηλεπικοινωνίες

Θεωρία Πιθανοτήτων (Εκτίµηση/έλεγχος υποθέσεων)

Στατιστική (εξαγωγή συµπερασµάτων)

Οικονοµικά/Χρηµατιστήριο/Τζόγος

Επιστήµη Υπολογιστών (Αλγοριθµική Πολυπλοκότητα)

Στατιστική Φυσική (Θερµοδυναµική)

κ.α.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας (2)

Η Θεωρία Πληροφορίας απαντά σε δύο ϐασικά ερωτήµατα της

Θεωρίας Επικοινωνιών :

1. Ποια είναι η µέγιστη δυνατή (αναπωλειακή) συµπίεση των δεδο-

µένων µιας πηγής ; → Η εντροπία (entropy) H .

2. Ποιος είναι ο µέγιστος ϱυθµός επικοινωνίας (rate of communica-

tion) δια µέσου ενός καναλιού χωρίς µνήµη ; → Η χωρητικότητα

(capacity) C.

Επίσης, δίνει απαντήσεις σε πιο σύνθετα προβλήµατα, κάποια από

τα οποία ϑα δούµε στο µάθηµα.

Claude Shannon, 1916-2001
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Προεπισκόπηση µαθήµατος

1 Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας

2 Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ

Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

3 Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Εντροπία, Αµοιβαία Πληροφορία, Συµπίεση

Μια τυχαία µεταβλητή ή, γενικότερα, µια τυχαία διαδικασία (στοχαστική

ανέλιξη – random process) χαρακτηρίζεται από ένα όριο αβεβαιότητας

(εντροπία) κάτω από το οποίο δεν είναι δυνατόν να συµπιεστεί.

Ιδιότητες εντροπίας, σχετικής εντροπίας, αµοιβαίας πληροφορίας (επα-

νάληψη από το µάθηµα ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄)

Ανισότητα Fano: Χρήσιµη στην απόδειξη του Θεωρήµατος Κωδικοποίησης

Καναλιού (2ο Θεώρηµα Shannon). Συνδέει την πιθανότητα σφάλµατος

στην εκτίµηση µιας τ.µ. X µε ϐάση παρατήρηση τ.µ. Y µε τη δεσµευµένη

εντροπία H(X |Y ).

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Asymptotic Equipartition Property

- AEP). Αναφέρθηκε στο µάθηµα ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄· ϑα την εξε-

τάσουµε µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια στα Προχωρηµένα Θέµατα.

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής : Μπορούµε να συµπιέσουµε τα σύµβο-

λα εργοδικής πηγής µε απόσταση το πολύ 1 bit από την εντροπία και σε

καµία περίπτωση µε λιγότερα bits από την εντροπία (εκτός αν δεχτούµε

απώλεια πληροφορίας). Θα το αποδείξουµε (για πηγές χωρίς µνήµη).
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP)

AEP: Ο Νόµος των Μεγάλων Αριθµών (law of large numbers) στη

Θεωρία Πληροφορίας, του οποίου αποτελεί επαναδιατύπωση.

AEP (για ανεξάρτητες, οµοίως κατανεµηµένες (i.i.d.) τ.µ.): Καθώς

το n τείνει στο άπειρο, η ποσότητα
1
n log 1

p(X1,X2,...,Xn)
τείνει στην

εντροπία H(X). Εποµένως, p(X1,X2, . . . ,Xn)→ 2−nH(X).

Χωρισµός ακολουθιών µήκους n σε δύο σύνολα :

Τυπικό (typical) (κάθε ακολουθία του οποίου έχει πιθανότητα∼ 2−nH(X))

και

µη τυπικό (non-typical) (όλες οι υπόλοιπες ακολουθίες).
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP) (2)

Θα αποδείξουµε ότι το άθροισµα των πιθανοτήτων των τυπικών ακο-

λουθιών τείνει στο 1 καθώς το n τείνει στο άπειρο και ότι το τυπικό

σύνολο περιέχει ∼ 2nH(X) τυπικές ακολουθίες.

Εποµένως, µπορούµε να ασχοληθούµε µόνο µε τις τυπικές ακο-

λουθίες. Καθώς το µήκος τους, n, µεγαλώνει, η πιθανότητα να

εµφανιστεί µη τυπική ακολουθία τείνει στο 0.

Θα αποδείξουµε ότι µε τον τρόπο αυτό µπορούµε να περιγράψουµε

τις τ.µ. Xi µε µέσο µήκος που τείνει στην εντροπία H(X).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP) (3)
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Χωρητικότητα Καναλιού

``Πληροφοριακός΄΄ Ορισµός Χωρητικότητας (information capacity),

συµµετρικά κανάλια, παραδείγµατα.

Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP).

``Λειτουργικός΄΄ Ορισµός Χωρητικότητας. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Καναλιού Shannon και απόδειξη (για διακριτά κανάλια χωρίς µνήµη).

Χωρητικότητα καναλιού µε ανάδραση.

Θεώρηµα διαχωρισµού καναλιού-πηγής.

Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία.

Χωρητικότητα Γκαουσιανού Καναλιού.

Χωρητικότητα Παράλληλων Γκαουσιανών Καναλιών και ‘‘waterfil-

ling’’.

Χωρητικότητα Γκαουσιανού Καναλιού µε ανάδραση.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Joint AEP

Joint AEP: ΄Εστω n ανεξάρτητα, οµοίως κατανεµηµένα Ϲεύγη (Xi ,Yi) (οι

Xi και Yi δεν είναι, κατ΄ ανάγκη, ανεξάρτητες µεταξύ τους).

Καθώς το n τείνει στο άπειρο, p((X1,Y1), (X2,Y2) . . . , (Xn,Yn))→
2−nH(X ,Y ).

Εάν οι X̃i και Ỹi είναι ανεξάρτητες µε τις ίδιες περιθώριες κατανοµές µε

αυτές των Xi και Yi , αντίστοιχα, τότε η πιθανότητα η ακολουθία

(X̃1, Ỹ1), (X̃2, Ỹ2) . . . , (X̃n, Ỹn) να είναι τυπική τείνει στην τιµή 2−nI(X ;Y ).

Εποµένως, η πιθανότητα µια ακολουθία (X̃1, Ỹ1), (X̃2, Ỹ2) . . . , (X̃n, Ỹn)
της οποίας οι X̃i και Ỹi είναι, στην πραγµατικότητα, ανεξάρτητες να α-

νήκει στο τυπικό σύνολο ακολουθιών που δηµιουργούνται επιλέγοντας τις

τ.µ. µε ϐάση την από κοινού συνάρτηση µάζας πιθανότητας p(X ,Y ) (όχι,

απαραιτήτως, ίση µε p(X)p(Y )), ισούται, κατά προσέγγιση, µε 2−nI(X ;Y ).

Θα χρησιµοποιήσουµε την Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρι-

σης στην απόδειξη του Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού του Shan-

non.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Joint AEP (2)

Από Κοινού Τυπικές Ακολουθίες
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Συνεχείς τ.µ. και Γκαουσιανό Κανάλι

Προκειµένου να χαρακτηρίσουµε την πληροφορία, να συµπιέσουµε και

να µεταδώσουµε συνεχείς τ.µ. (ή διακριτές τ.µ. σε κανάλια µε συνεχείς

τιµές) ορίζουµε τη ∆ιαφορική Εντροπία.

Παρόλο που η διαφορική εντροπία δεν αντιστοιχεί σε bits πληφορορίας

πολλά αποτελέσµατα είναι παρόµοια µε την περίπτωση διακριτών τ.µ.,

αλλά και µε κάποιες διαφορές (η διαφορική εντροπία είναι σχετικά

``προβληµατική΄΄ στο χειρισµό της, σε αντίθεση µε την εντροπία).

Το Γκαουσιανό Κανάλι αποτελεί ένα πολύ καλό µοντέλο για κανάλια που

απαντούν στη ϕύση. Η έκφραση για τη χωρητικότητα του Γκαουσιανού

καναλιού αποτελεί ένα από τα πιο διάσηµα αποτελέσµατα της Θεωρίας

Πληροφορίας.

Θα εξετάσουµε το Γκαουσιανό Κανάλι µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια απ΄

ό,τι στο µάθηµα ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄

Θα αποδείξουµε το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού για Γκαουσιανά

Κανάλια µε πηγές που υπόκεινται σε περιορισµό ισχύος.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Συνεχείς τ.µ. και Γκαουσιανό Κανάλι (συνέχεια)

Θα εξετάσουµε την περίπτωση όπου ένας ποµπός έχει στη διάθε-

σή του περισσότερα από ένα ανεξάρτητα Γκαουσιανά κανάλια µε

διαφορετικό λόγο ισχύος σήµατος προς ισχύ ϑορύβου (SNR) και

δεδοµένη συνολική ισχύ µε την οποία µπορεί να µεταδώσει.

Θα αποδείξουµε ότι είναι ϐέλτιστο να χρησιµοποιήσουµε µεγαλύτε-

ϱο µέρος της διαθέσιµης ισχύος στα κανάλια µε µεγάλο SNR. ∆η-

λαδή, πρέπει να µεταδώσουµε µε µεγαλύτερο ϱυθµό στα ``καλά΄΄

κανάλια και µε µικρότερο (σε κάποιες περιπτώσεις ακόµα και µη-

δενικό) στα ``κακά΄΄.

Η κατανοµή, αυτή, της ισχύος (‘‘waterfilling’’) ϐρίσκει σηµαντικές

εφαρµογές στα συστήµατα DSL, καθώς και σε ασύρµατα συστήµατα

που µεταδίδουν σε κανάλια µε διαλείψεις (fading).

Θα εξετάσουµε, επίσης, την περίπτωση Γκαουσιανών καναλιών µε

έγχρωµο ϑόρυβο και τη χωρητικότητά τους.
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Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Info Theory)

Συστήµατα µε περισσότερους από έναν ποµπούς ή/και περισσότε-

ϱους από έναν δέκτες.

Νέα στοιχεία : Παρεµβολή (interference), συνεργασία (cooperation)

και ανάδραση (feedback).

Το γενικό πρόβληµα είναι εύκολο να µοντελοποιηθεί, αλλά πολύ

δύσκολο να επιλυθεί. Η γενική λύση του προβλήµατος δεν έχει

ϐρεθεί έως σήµερα.

Στη γενική περίπτωση αναφερόµαστε, πλέον, σε

περιοχές χωρητικότητας (capacity regions) και σε περιοχές ϱυθ-

µών µετάδοσης (rate regions), δεδοµένου ότι, λόγω παρεµβολών

και συνεργασίας, ο µέγιστος ϱυθµός µετάδοσης κάθε χρήστη ε-

ξαρτάται από τους ϱυθµούς µετάδοσης των άλλων χρηστών (στη

γενική περίπτωση).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Κανάλι Πολλαπλής Πρόσβασης (Multiple Access Channel)

Πολλοί χρήστες που επιθυµούν να επικοινωνήσουν µε ένα κεντρικό

σταθµό. Παράδειγµα : Κινητά τερµατικά προς σταθµό ϐάσης.

Το κανάλι πολλών χρηστών που έχει κατανοηθεί καλύτερα από τα

άλλα.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Γκαουσιανό Κανάλι Πολλαπλής Πρόσβασης (Gaussian MAC)

Για το Γκαουσιανό MAC 2 χρηστών (δηλαδή MAC µε Γκαουσιανό

ϑόρυβο στο δέκτη) µε περιορισµούς ισχύος P1 και P2 και διασπορά

ϑορύβου N στο δέκτη η περιοχή χωρητικότητας δίνεται από τα Ϲεύγη

(R1,R2) που ικανοποιούν το παρακάτω σύνολο ανισοτήτων :

R1 < C
(

P1
N

)
, R2 < C

(
P2
N

)
και R1 + R2 < C

(
P1+P2

N

)
,

όπου C(x) = 1
2 log(1 + x).

Η πολύπλεξη στο χρόνο (TDM) δεν είναι ϐέλτιστη στη γενική περίπτω-

ση ! Το ϐέλτιστο είναι όλοι οι χρήστες να εκπέµπουν ταυτόχρονα.

Θα δούµε, επίσης, ότι, καθώς ο αριθµός των χρηστών αυξάνει, το

άθροισµα των ϱυθµών µετάδοσής τους τείνει στο άπειρο.

Παρόλο που η είσοδος νέων χρηστών δηµιουργεί επιπρόσθετη πα-

ϱεµβολή, η ισχύς που ``φέρνει΄΄ κάθε νέος χρήστης οδηγεί σε αύξη-

ση της συνολικής χωρητικότητας (στο Γκαουσιανό κανάλι).
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Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Κανάλι Ευρυεκποµπής (Broadcast Channel)

΄Ενας κεντρικός σταθµός που επιθυµεί να στείλει (διαφορετική) πλη-

ϱοφορία σε περισσότερους από έναν χρήστες.

∆εν έχει κατανοηθεί πλήρως, εκτός από ειδικές περιπτώσεις (π.χ.

Γκαουσιανός ϑόρυβος στους δέκτες).
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Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Γκαουσιανό Κανάλι Ευρυεκποµπής (Gaussian BC)

΄Εστω Γκαουσιανό BC 2 χρηστών. Ο δέκτης εκπέµπει µε ισχύ P και στέλνει

διαφορετικά (και ανεξάρτητα) µηνύµατα στους χρήστες. ΄Εστω, επίσης, ότι

για τις ισχείς (διασπορές) ϑορύβου των χρηστών, N1 < N2.

Η περιοχή χωρητικότητας του Γκαουσιανού BC δίνεται από τα Ϲεύγη (R1,R2)
που ικανοποιούν τις ανισότητες

R1 < C

(
αP

N1

)
και R2 < C

(
(1− α)P

αP + N2

)
,

όπου C(x) , 1
2 log(1 + x) και 0 ≤ α ≤ 1, ανάλογα µε την επιθυµητή

αναλογία ϱυθµών µετάδοσης.

Θα δούµε ότι ο (αδύναµος) χρήστης 2 αποκωδικοποιεί µόνο το µήνυµα

που προορίζεται για αυτόν, ενώ ο (ισχυρός) χρήστης 1 αποκωδικοποιεί και

τα δύο µηνύµατα.

΄Οπως και για το Γκαουσιανό MAC, η πολύπλεξη στο χρόνο δεν είναι

πάντοτε η ϐέλτιστη στρατηγική χρήσης του καναλιού.
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Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Κανάλι Μεταγωγής (Relay Channel)

Y1:X1

X Y

΄Ενας ποµπός και ένας δέκτης, µε ενδιάµεσο µεταγωγέα ο

οποίος υποβοηθά την επικοινωνία (και δε στέλνει/λαµβάνει δική του

πληροφορία).

Στη γενική περίπτωση, ο µεταγωγέας δεν εκπέµπει το ίδιο σήµα µε

αυτό που λαµβάνει.

Επίσης, στη γενική περίπτωση, ϑεωρούµε ότι ο µεταγωγέας µπορεί

να λαµβάνει και να εκπέµπει ταυτόχρονα.
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Γκαουσιανό Κανάλι Μεταγωγής (Gaussian RC)

΄Εστω ότι ο ποµπός εκπέµπει µε ισχύ P , ενώ ο µεταγωγέας εκπέµπει µε

ισχύ P1. Η ισχύς ϑορύβου στο δέκτη του µεταγωγέα ισούται µε N1, ενώ

στον τελικό δέκτη µε N2.

Η χωρητικότητα µίας κατηγορίας Γκαουσιανών RC δίνεται από τη σχέση

C = max
0≤α≤1

min

{
C

(
P + P1 + 2

√
(1− α)PP1

N1 + N2

)
,C

(
αP

N1

)}
.

Εάν P1/N2 ≥ P/N1, δηλαδή ο λόγος σήµατος προς ϑόρυβο στον τελικό

δέκτη είναι µεγαλύτερος από το λόγο σήµατος προς ϑόρυβο στο δέκτη

του µεταγωγέα, αποδεικνύεται ότι α = 1 και C = C(P/N1). Εποµένως,

το κανάλι µετά το µεταγωγέα ``φαίνεται΄΄ αθόρυβο. Προσοχή: ο µεταγωγός

δε στέλνει το ίδιο σήµα µε αυτό που λαµβάνει.

Ο τρόπος µετάδοσης δεν είναι προφανής, αλλά είναι πολύ ενδιαφέρων.

Περισσότερες λεπτοµέρειες σε µεταγενέστερη διάλεξη.

Η χωρητικότητα του γενικού Γκαουσιανού RC δεν είναι γνωστή.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 1η διάλεξη 31/ 56



Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
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Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Γκαουσιανό Κανάλι Παρεµβολής (Gaussian Interference

Channel)

X1

X2
a

Y1

Y2

Z2 N

a

Z1 N

K ποµποί και K δέκτες µε διαφωνία (crosstalk). Ο κάθε ποµπός

ϑέλει να στείλει πληροφορία στον αντίστοιχο δέκτη χωρίς να ενδια-

ϕέρεται για την επικοινωνία των άλλων Ϲευγών. Στο σχήµα, K = 2.

Παράδειγµα : Συνεστραµµένα Ϲεύγη χαλκού (twisted pairs) που

ϐρίσκονται στο ίδιο πλέγµα (bundle) καλωδίων.
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Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Γκαουσιανό Κανάλι Παρεµβολής (2)

Η περιοχή χωρητικότητας για το Κανάλι Παρεµβολής δεν έχει ϐρεθεί

έως σήµερα, ακόµα και όταν ο ϑόρυβος είναι Γκαουσιανός.

Για την περίπτωση πολύ ισχυρής παρεµβολής αποδεικνύεται ότι η

χωρητικότητα ισούται µε την περίπτωση όπου δεν υπάρχει παρεµ-

ϐολή.

Η ιδέα (για συµµετρικό κανάλι): Εάν C(a2P/(P + N)) ≥ C(P/N),

όπου C(x) , 1
2 log(1 + x) και a ο συντελεστής παρεµβολής,

ο δέκτης 2 µπορεί να αποκωδικοποιήσει το µήνυµα του ποµπού

1, εφόσον, ϐέβαια, γνωρίζει το ϐιβλίο κωδίκων (codebook) που

χρησιµοποιεί ο 1.

Εποµένως, µπορεί να αφαιρέσει την παρεµβολή από το λαµβα-

νόµενο σήµα και, στη συνέχεια, να αποκωδικοποιήσει το µήνυµα

του ποµπού 2 που προορίζεται για αυτόν.

Ακριβώς τα ίδια ισχύουν και για το δέκτη 1.
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Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Κανάλι ∆ιπλής Κατεύθυνσης (Two-way Channel)

∆ύο σταθµοί οι οποίοι επικοινωνούν µέσω δύο διαύλων.

Παρόµοιο µε το Κανάλι Παρεµβολής, µε τη διαφορά ότι ο ποµπός 1

συνδέεται µε το δέκτη 1 (και ο ποµπός 2 συνδέεται µε το δέκτη 2).

Εποµένως, ο ποµπός 1 µπορεί να χρησιµοποιήσει πληροφορία α-

πό σύµβολα που έχουν ληφθεί από το δέκτη 1 πριν εκπέµψει →
ανάδραση (feedback).

Η περιοχή χωρητικότητας του Καναλιού ∆ιπλής Κατεύθυνσης δεν

είναι γνωστή στη γενική περίπτωση.
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Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Γκαουσιανό Κανάλι ∆ιπλής Κατεύθυνσης

Η περιοχή χωρητικότητας στην περίπτωση Γκαουσιανού ϑορύβου

είναι γνωστή.

΄Εστω ότι ο ποµπός 1 και ο ποµπός 2 µεταδίδουν µε ϱυθµό R1 <
C(P1/N1) και R2 < C(P2/N2), αντιστοίχως, όπου C(x) , 1

2 log(1+
x) και N1 (N2) ο ϑόρυβος που προστίθεται στο σήµα του ποµπού 1

(2).

Ο δέκτης 2 γνωρίζει το σήµα που εξέπεµψε ο ποµπός 2 και, επο-

µένως, µπορεί να το αφαιρέσει από το σήµα που λαµβάνει. Συ-

νεπώς, αποµένει να αποκωδικοποιήσει το µήνυµα του ποµπού 1

παρουσία Γκαουσιανού ϑορύβου.

Ακριβώς τα ίδια ισχύουν και για το δέκτη 1.

Εποµένως, το Γκαουσιανό Κανάλι ∆ιπλής Κατεύθυνσης διαχωρίζεται

σε δύο ανεξάρτητα Γκαουσιανά Κανάλια.

Στη γενική περίπτωση (µη Γκαουσιανού Θορύβου) οι ϱυθµοί µετάδο-

σης των δύο χρηστών δεν είναι ανεξάρτητοι.
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Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)
Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ
Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Κατανεµηµένη Συµπίεση (Distributed Data Compression)

!
"#$%&'$()

"*+%&'$()

!
"*+%&'$()

!"#"$ !"

΄Εστω ότι η X και η Y συµπιέζονται ξεχωριστά (π.χ. σε διαφορετικά

σηµεία) µε σκοπό ένας χρήστης να µπορεί να αποκωδικοποιήσει και τις

δύο. Ποιος είναι ο ελάχιστος συνολικός ϱυθµός, R = Rx + Ry, που

απαιτείται για να µεταδοθεί η πληροφορία και των δύο πηγών ;
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Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

Κατανεµηµένη Συµπίεση (2)

Γνωρίζουµε ότι για να συµπιέσουµε µια πηγή X (χωρίς απώλειες)

χρειαζόµαστε ϱυθµό τουλάχιστον H(X).

Για να συµπιέσουµε από κοινού 2 πηγές X και Y (µε χρήση κοινού

κωδικοποιητή), απαιτείται ϱυθµός R > H(X ,Y ).

Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής (Slepian-Wolf): Ακόµα και όταν η

συµπίεση των X και Y γίνεται σε διαφορετικά σηµεία, αρκεί R >
H(X ,Y )! (καθώς, επίσης, και Rx > H(X |Y ) και Ry > H(Y |X)).

΄Οπως ϑα δούµε, µόνο ο δέκτης (και όχι οι ποµποί) χρειάζεται να

γνωρίζει τις τυπικές ακολουθίες.
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Θεωρία Ρυθµού-Παραµόρφωσης (Rate Distortion Theory)

Σε µερικές περιπτώσεις (π.χ. συνεχείς τ.µ.) δεν είναι δυνατόν να

επιτευχθεί τέλεια συµπίεση µε περιγραφή πεπερασµένου µήκους.

Σε κάποιες άλλες περιπτώσεις (για παράδειγµα αν δεν επαρκεί η

χωρητικότητα καναλιού που διαθέτουµε) ϑέλουµε να συµπιέσουµε

τ.µ. περισσότερο από την εντροπία (συµπίεση µε απώλειες – lossy

compression).

Μέτρο παραµόρφωσης : Η απόσταση µιας τ.µ. από την αναπα-

ϱάστασή της.

Η Θεωρία Ρυθµού-Παραµόρφωσης απαντά στο ερώτηµα :

∆εδοµένων της κατανοµής µιας τ.µ. και ενός µέτρου παραµόρ-

ϕωσης, ποια είναι η ελάχιστη µέση παραµόρφωση για δεδοµένο

ϱυθµό συµπίεσης ; ΄Η, ισοδύναµα,

∆εδοµένων της κατανοµής µιας τ.µ. και ενός µέτρου παραµόρφω-

σης, ποιο είναι το ελάχιστο µέσο µήκος περιγραφής που απαιτείται

προκειµένου η µέση παραµόρφωση να µην υπερβεί µια δεδοµένη

τιµή;
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Θεωρία Ρυθµού-Παραµόρφωσης (2)

Ενδιαφέρον αποτέλεσµα : Είναι καλύτερα να περιγράφουµε τ.µ.

από κοινού παρά ξεχωριστά, ακόµα και όταν είναι ανεξάρτητες !

Γεωµετρική ερµηνεία : Είναι πιο αποδοτικό να κατανέµουµε δεδο-

µένα σηµεία σε χώρους µεγαλύτερων διαστάσεων.

Αναλογία στη συµπίεση : Πετυχαίνουµε καλύτερη συµπίεση για µε-

γάλα µήκη ακολουθιών, ακόµα και όταν η πηγή δεν έχει µνήµη.

Αναλογία στη µετάδοση : Στη γενική περίπτωση, για να µεταδώσουµε

µε ϱυθµούς κοντά στη χωρητικότητα, χρειαζόµαστε κώδικες µεγάλου

µήκους (ακόµα και όταν το κανάλι δεν έχει µνήµη).

Η Θεωρία Ρυθµού-Παραµόρφωσης µπορεί να εφαρµοστεί τόσο

σε συνεχείς όσο και σε διακριτές τ.µ.

Επίσης, αποτελεί συστατικό στοιχείο της µετάδοσης σε κανάλια πολ-

λών χρηστών (π.χ. στο κανάλι µεταγωγής).
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Πολυπλοκότητα κατά Kolmogorov

Είδαµε ότι η εντροπία των ακολουθιών που παράγει µια πηγή εξαρ-

τάται από την κατανοµή τους.

Kolmogorov: Αλγοριθµική πολυπλοκότητα (ή πολυπλοκότητα περι-

γραφής) ενός αντικειµένου : Το µήκος του συντοµότερου προγράµ-

µατος υπολογιστή το οποίο περιγράφει το αντικείµενο.

∆εν απαιτείται η χρήση της κατανοµής του αντικειµένου !

Αποδεικνύεται ότι η µέση πολυπλοκότητα κατά Kolmogorov των α-

κολουθιών που παράγει µια πηγή ισούται, κατά προσέγγιση, µε την

εντροπία της.

Σηµαντική παρατήρηση (Kolmogorov): Η αλγοριθµική πολυπλοκότη-

τα δεν εξαρτάται από το συγκεκριµένο υπολογιστή στον οποίο τρέχει

το πρόγραµµα.
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

1 Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας

2 Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Χωρητικότητα Καναλιού και Από Κοινού (Joint) ΑΕΡ

Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)

3 Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή

Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP) – Εισαγωγή

Θεωρούµε µια ακολουθία ανεξάρτητων, οµοίως κατανεµηµένων

(i.i.d.) διακριτών τ.µ. Xi : Xn
1 = X1,X2, . . . ,Xn .

Η από κοινού συνάρτηση µάζας πιθανότητας (joint pmf) των τ.µ.

που αποτελούν την ακολουθία ισούται µε p(X1,X2, . . . ,Xn) =∏n
i=1 p(Xi).
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Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP) – Εισαγωγή (2)

Asymptotic Equipartition Property - AEP:

Αυξάνοντας το µήκος της ακολουθίας,

−1
n

lim
n→∞

log p(X1,X2, . . . ,Xn) = − lim
n→∞

1
n

log
n∏

i=1

p(Xi)

= − lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

log p(Xi)

= −E[log p(X)] = H(X),

από τον Ασθενή Νόµο Μεγάλων Αριθµών (Weak Law of Large

Numbers).
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP) – Εισαγωγή (3)

Εποµένως, εάν σχηµατίσουµε µια ακολουθία πολύ µεγάλου µήκους,

η από κοινού συνάρτηση κατανοµής µάζας πιθανότητας ϑα

συγκλίνει κατά πιθανότητα στην τιµή 2−nH(X).

Θα αποδείξουµε ότι υπάρχουν περίπου 2nH(X) τέτοιες, τυπικές α-

κολουθίες και ότι το άθροισµα των από κοινού συναρτήσεων µάζας

πιθανότητάς τους προσεγγίζει το 1.

Το άθροισµα των πιθανοτήτων των υπόλοιπων, µη τυπικών, ακολου-

ϑιών µήκους n τείνει στο 0.

Εποµένως, µπορούµε να κωδικοποιήσουµε µόνο τις τυπικές ακο-

λουθίες→ χρειαζόµαστε (περίπου) nH(X) bits αντί για n.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (AEP) – Εισαγωγή (4)

Επειδή η πιθανότητα να εµφανιστεί µη τυπική ακολουθία τείνει στο 0,

η πιθανότητα να µην µπορούµε να κωδικοποιήσουµε την ακολουθία

Xn
1 µε χρήση nH(X) bits τείνει στο 0 για n →∞.

Στη γενική περίπτωση, από το Νόµο των Μεγάλων Αριθµών, για

συνάρτηση g(x),
1
n

∑n
i=1 g(xi)→ E[g(X)] (Typical Average Lem-

ma). Το AEP αποτελεί εφαρµογή του λήµµατος µε g(x) = log 1
p(x) .

Το AEP αποτελεί στυλοβάτη της Θεωρίας Πληροφορίας.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Είδη σύγκλισης (υπενθύµιση)

Μια ακολουθία τ.µ. X1,X2, . . . συγκλίνει σε µια τ.µ. X :

1. Κατά πιθανότητα (in probability) εάν, για κάθε ε > 0,

Pr{|Xn − X | > ε} → 0 για n →∞.

2. Κατά µέση τετραγωνική τιµή (mean square) εάν

E
[
(Xn − X)2]→ 0.

3. Με πιθανότητα 1 (ή σχεδόν ϐέβαια) εάν

Pr{limn→∞ Xn = X} = 1.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Θα αποδείξουµε, κατ΄ αρχάς, τον Ασθενή Νόµο των Μεγάλων Α-

ϱιθµών.

Θα χρειαστούµε, πρώτα, δύο απλές, αλλά σηµαντικές ανισότητες

της Θεωρίας Πιθανοτήτων : Την ανισότητα Markov και την ανισότητα

Chebyshev.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Η ανισότητα Markov

� Θεώρηµα 1.1 (ανισότητα Markov). Εάν X είναι τ.µ. µε µη αρνητικές

τιµές, για οποιοδήποτε a > 0,

Pr{X ≥ a} ≤ E[X ]

a
.

Απόδειξη : Θεωρούµε την τ.µ. I που ορίζεται ως

I =

{
1 για X ≥ a
0 αλλού

Επειδή X ≥ 0, I ≤ X
a . Συνεπώς, E[I] ≤ E[X ]

a .

Παρατηρήστε, όµως, ότι E[I] = Pr{X ≥ a}. Εποµένως, προκύπτει

το Ϲητούµενο.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Η ανισότητα Chebyshev

� Πόρισµα 1.2 (ανισότητα Chebyshev). Εάν X είναι τ.µ. µε πεπερα-

σµένη µέση τιµή µ και διασπορά σ2, για οποιοδήποτε k > 0,

Pr{|X − µ| ≥ k} ≤ σ2

k2 .

Απόδειξη : Θεωρούµε την τ.µ. Y = (X − µ)2 και εφαρµόζουµε

την ανισότητα Markov µε a = k2. Εποµένως,

Pr{(X − µ)2 ≥ k2} ≤ E[(X − µ)2]

k2 =
σ2

k2 .

Αλλά Pr{(X − µ)2 ≥ k2} = Pr{|X − µ| ≥ k} (η σχέση είναι

1-προς-1). Εποµένως, προκύπτει το Ϲητούµενο.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

� Θεώρηµα 1.3 (Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών – The

Weak Law of Large Numbers). ΄Εστω µία ακολουθία ανεξάρτητων,

οµοίως κατανεµηµένων (i.i.d.) τ.µ. Xi µε πεπερασµένη µέση τιµή,

E[Xi ] = µ. Για οποιοδήποτε ε > 0,

Pr
{∣∣∣∣X1 + X2 + . . .+ Xn

n
− µ

∣∣∣∣ ≥ ε}→ 0, για n →∞.

Απόδειξη : Θα αποδείξουµε το Νόµο των Μεγάλων Αριθµών για την

περίπτωση όπου οι τ.µ. έχουν, επιπλέον, πεπερασµένη διασπορά

σ2.

΄Εστω η τ.µ. Z = X1+X2+...+Xn
n . Παρατηρούµε ότι E[Z ] = µ. Επίσης,

Var[Z ] = σ2

n (αποδείξτε το ως άσκηση).
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών (συνέχεια)

Από την ανισότητα Chebyshev,

Pr{|Z − E[Z ]| ≥ ε} ≤ Var[Z ]

ε2
⇒

Pr
{∣∣∣∣X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
− µ

∣∣∣∣ ≥ ε} ≤ σ2

nε2
.

Συνεπώς, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε, για n > n0,

Pr
{∣∣X1+X2+...+Xn

n − µ
∣∣ ≥ ε} ≤ δ για οποιοδήποτε δ > 0 και ο

στατιστικός µέσος όρος
X1+X2+...+Xn

n = 1
n

∑n
i=1 Xi συγκλίνει κατά

πιθανότητα στο στοχαστικό µέσο όρο µ = E[X ].
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Εισαγωγή

� Θεώρηµα 1.4 (Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών). ΄Εστω

µία ακολουθία ανεξάρτητων, οµοίως κατανεµηµένων (i.i.d.) τ.µ. Xi

µε πεπερασµένη µέση τιµή, E[Xi ] = µ. Με πιθανότητα 1,

X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
→ µ για n →∞.

∆ηλαδή,

Pr
{

lim
n→∞

X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
= µ

}
= 1.

Θα τον αποδείξουµε (ενηµερωτικά) µετά το πόρισµα της επόµενης

διαφάνειας.
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών (συνέχεια)

� Πόρισµα 1.5 Εάν N(x; Xn
1 ) είναι ο αριθµός των εµφανίσεων της

τιµής x στην ακολουθία Xn
1 , π(x; Xn

1 ) , N(x;Xn
1 )

n → p(x) µε πιθα-

νότητα 1 για n →∞.

Η ποσότητα π(x; Xn
1 ) ονοµάζεται τύπος (type) ή εµπειρική πιθα-

νότητα της x .

∆ηλαδή, η εµπειρική πιθανότητα συγκλίνει στη στοχαστική πιθανότη-

τα µε πιθανότητα 1.

Απόδειξη. Θεωρούµε τ.µ. B η οποία ισούται µε 1 όταν Xi = x και

0 όταν Xi 6= x . Οι Xi έιναι i.i.d., εποµένως και οι Bi είναι i.i.d. Από

τον ισχυρό νόµο των µεγάλων αριθµών, Pr
{∑

Bi

n → E[B]
}

= 1.

Αλλά E[B] = Pr{B = 1} = Pr{Xi = x} = p(x).

Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι η εµπειρική πιθα-

νότητα συγκλίνει στη στοχαστική πιθανότητα κατά πιθανότητα (µε

χρήση του Ασθενούς Νόµου των Μεγάλων Αριθµών).
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών – Απόδειξη

Θεωρούµε ότι οι Xi έχουν πεπερασµένη ϱοπή 4ης τάξης (παρόλο

που ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών ισχύει και χωρίς αυτήν

την παραδοχή)

Η απόδειξη ϐρίσκεται, µεταξύ άλλων, στο ϐιβλίο S. Ross, A first course

in probability, Prentice-Hall.

Θεωρούµε, αρχικά, ότι E[X ] = 0.

Ορίζουµε την τ.µ. Sn ,
∑n

i=1 Xi .

Εποµένως,

E
[
S4

n

]
= E

[
(X1 + X2 + · · ·+ Xn)4] .

Επειδή E[X ] = 0 και λόγω της ανεξαρτησίας των Xi , οι µόνοι όροι

που δεν ισούνται µε 0 είναι οι E[X4
i ] και E[X2

i X2
j ].
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών – Απόδειξη (2)

Για δεδοµένα i και j υπάρχουν
(4

2

)
= 6 όροι E[X2

i X2
j ].

Εποµένως, αν E[X4
i ] = K,

E[S4
n] = nE[X4

i ] + 6
(

n

2

)
E[X2

i X2
j ]

= nK + 3n(n − 1)E[X2
i ]E[X2

j ].

Επειδή Var(X2
i ) = E[X4

i ]−
(
E[X2

i ]
)2

,
(
E[X2

i ]
)2 ≤ E[X4

i ] = K .

Συνεπώς, E[S4
n] ≤ nK + 3n(n − 1)K ⇒ E

[
S4

n
n4

]
≤ K

n3 + 3K
n2 .

Εποµένως, E
[∑∞

n=1
S4

n
n4

]
=
∑∞

n=1 E
[

S4
n

n4

]
<∞.

Αυτό σηµαίνει ότι, µε πιθανότητα 1,
∑∞

n=1
S4

n
n4 <∞ (εάν υπήρχε µη

µηδενική πιθανότητα το άθροισµα να είναι άπειρο, τότε και η µέση

τιµή ϑα ήταν άπειρη).
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Εισαγωγή στη Θεωρία Πληροφορίας
Προεπισκόπηση Μαθήµατος

Η Ιδιότητα Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (ΑΕΡ)

Εισαγωγή
Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών
Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Ο Ισχυρός Νόµος των Μεγάλων Αριθµών – Απόδειξη (3)

Για να ισχύει
∑∞

n=1
S4

n
n4 < ∞ µε πιθανότητα 1, πρέπει ο n−στός

όρος να τείνει στο 0.

Εποµένως, µε πιθανότητα 1,

lim
n→∞

S4
n

n4 = 0.

Αλλά, αν
S4

n
n4 → 0, τότε ϑα πρέπει και

Sn
n → 0, το οποίο αποδεικνύει

το Ϲητούµενο.

Στην περίπτωση όπου E[X ] = µ 6= 0, µπορούµε να επαναλάβουµε

την απόδειξη για την τ.µ. X̄ , X − µ.
∑n

i=1
Xi−µ

n → 0, οπότε∑n
i=1

Xi
n → µ.
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