
EE728 (22Á004) - �ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á Èåùñßáò �ëçñïöïñßáò ÖõëëÜäéï 14áÄ. ÔïõìðáêÜñçò 4 Éïõíßïõ 2011EE728 (22Á004) - �ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á Èåùñßáò �ëçñïöïñßáòËõìÝíåò áóêÞóåéò (Ìüíï ÅêöùíÞóåéò)1. ◮ Óõíáñ�Þóåéò �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí { Cover & Thomas 2.2 (ðáñáëëáãÞ)(á) ¸ó�ù y = g(x), g(·) áé�éïêñá�éêÞ (deterministi
) óõíÜñ�çóç êáé X ìéá (äéáêñé�Þ)�õ÷áßá ìå�áâëç�Þ. Ìðïñåß íá åéðùèåß êÜ�é ãéá �ç ó÷Ýóç ìå�áîý �çò åí�ñïðßáò �çòY = g(X) êáé �çò åí�ñïðßáò �çò X; Åáí íáé, �é;(â) Âñåß�å �ç ó÷Ýóç ìå�áîý H(X) êáé H(Y ) ãéá �éò óõíáñ�Þóåéò y = x3 êáé y = ⌊x=2⌋,x áêÝñáéïò.2. ◮ Åí�ñïðßá áèñïßóìá�ïò �õ÷áßùí ìå�áâëç�þí { Cover & Thomas 2.14(á) ¸ó�ù X êáé Y �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò êáé Z = X+Y . Íá áðïäåé÷�åß ü�é H(Z|X) =H(Y |X).(â*) ÅÜí ïé X êáé Y åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, íá áðïäåé÷�åß ü�é H(Y ) ≤ H(Z) êáé H(X) ≤H(Z). ÅðïìÝíùò, ü�áí óå ìéá �.ì. ðñïó�ßèå�áé ìéá áíåîÜñ�ç�Þ �çò �.ì., ç áâåâáé-ü�ç�á áõîÜíå�áé.(ã*) Äþó�å Ýíá ðáñÜäåéãìá (ìç áíåîÜñ�ç�ùí) �.ì. X êáé Y ãéá �éò ïðïßåò H(Y ) ≥H(Z) êáé H(X) ≥ H(Z).3. Ó÷å�éêÞ Åí�ñïðßá { Cover & Thomas 2.37¸ó�ù 3 �.ì. X; Y; Z ìå áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò p(x; y; z). Ç ó÷å�éêÞåí�ñïðßá ìå�áîý �çò áðü êïéíïý êá�áíïìÞò êáé �ïõ ãéíïìÝíïõ �ùí ðåñéèþñéùí êá�áíï-ìþí ïñßæå�áé ùò D(p(x; y; z)||p(x)p(y)p(z)) = E

[

log
p(x; y; z)p(x)p(y)p(z)] :(á) ÅêöñÜó�å �çí D(p(x; y; z)||p(x)p(y)p(z)) óõíáñ�Þóåé åí�ñïðéþí.(â) �ü�å ç D(p(x; y; z)||p(x)p(y)p(z)) éóïý�áé ìå 0;4. ÊÝñìá êáé æÜñé { Cover & Thomas 2.43(á) ÈåùñÞó�å �ï áðï�Ýëåóìá �çò ñßøçò áìåñüëçð�ïõ êÝñìá�ïò. Ìå �é éóïý�áé çáìïéâáßá ðëçñïöïñßá ìå�áîý �çò åðÜíù êáé êÜ�ù ðëåõñÜò �ïõ êÝñìá�ïò; Óõìöùíåß�ï áðï�Ýëåóìá ìå áõ�ü ðïõ ðåñéìÝíá�å äéáéóèç�éêÜ;



(â) ÁëëÜæåé ç áðÜí�çóÞ óáò åÜí �ï êÝñìá åßíáé ìåñïëçð�éêü;(ã) ÈåùñÞó�å �ç ñßøç áìåñüëçð�ïõ æáñéïý ìå 6 ðëåõñÝò. �ïéá åßíáé ç áìïéâáßá ðëç-ñïöïñßá ìå�áîý �çò åðÜíù êáé �çò ìðñïó�éíÞò ðëåõñÜò; Õðåíèõìßæå�áé ü�é óå ÝíáæÜñé �ï Üèñïéóìá �ùí áí�ßèå�ùí ðëåõñþí éóïý�áé ìå 7.5. ÌÞêïò Áêïëïõèßáò { Cover & Thomas 2.48Èåùñïýìå �õ÷áßá äéáäéêáóßá Bernoulli(1
2

)

{Xi}. Ó�áìá�Üìå �ç äéáäéêáóßá ü�áí åìöá-íßæå�áé �ï ðñþ�ï \1". ¸ó�ù N �ï ìÞêïò �çò áêïëïõèßáò ü�áí ó�áìá�Üìå. ÅðïìÝíùò,ç áêïëïõèßá XN åßíáé Ýíá ó�ïé÷åßï �ïõ óõíüëïõ üëùí �ùí äõáäéêþí áêïëïõèéþí ðåðå-ñáóìÝíïõ ìÞêïõò: {0; 1}∗ = {0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; : : :}.(á) Âñåß�å �çí I(N ;XN).(â) Âñåß�å �çí H(XN |N).(ã) Âñåß�å �çí H(XN).(ä) Âñåß�å �çí H(Í |XN).(å) Âñåß�å �çí H(Í).Õðüäåéîç: ÅíäÝ÷å�áé íá óáò öáíåß ÷ñÞóéìç ç ¢óêçóç 2.1 �ïõ Cover.(ó�) Âñåß�å �çí I(N ;XN).(æ) Âñåß�å �çí H(XN |N).(ç) Âñåß�å �çí H(XN).(è) Âñåß�å �çí H(Í |XN).(é) Âñåß�å �çí H(Í).6. Ïé áíáäéá�Üîåéò áõîÜíïõí �çí åí�ñïðßá { Cover & Thomas 4.3ÕðïèÝó�å ü�é �ï �õ÷áßï äéÜíõóìá X äçëþíåé �ç èÝóç ó�çí ïðïßá âñßóêïí�áé êÜðïéááí�éêåßìåíá ðÜíù óå ìéá åõèåßá ãñáììÞ. ¸ó�ù ï ðßíáêáò Ô ï ïðïßïò áíáäéá�Üóóåé �ááí�éêåßìåíá. �éá ðáñÜäåéãìá, åÜí �á áí�éêåßìåíá åßíáé 3, �ï áí�éêåßìåíï 1 âñßóêå�áéó�ç èÝóç 2, �ï áí�éêåßìåíï 2 ó�ç èÝóç 3 êáé �ï áí�éêåßìåíï 3 ó�ç èÝóç 1, X =





2
3
1



.�ïëëáðëáóéáóìüò (áðü áñéó�åñÜ) �ïõ X ìå �ïí ðßíáêá Ô =





0 1 0
1 0 0
0 0 1



 áíáäéá�Üóóåé�á áí�éêåßìåíá ó�éò èÝóåéò 3, 2 êáé 1, áí�ßó�ïé÷á. Èåùñïýìå ü�é ï ðßíáêáò áíáäéÜ�áîçòäåí åîáñ�Ü�áé áðü �ï äéÜíõóìá X. ÄéêáéïëïãÞó�å �á âÞìá�á �çò ðáñáêÜ�ù áðüäåéîçòÇ(TX)
(a)
≥ H(TX|T ) (b)

= H(T−1TX|T ) = H(X|T ) (
)
= H(X):Õðüäåéîç: Ôï âÞìá (b) ó÷å�ßæå�áé ìå �çí ¢óêçóç 2.2 �ùí Cover & Thomas.2



7. Åí�ñïðßá êáé Aìïéâáßá �ëçñïöïñßá (�ñüïäïò È. �., ÍïÝìâñéïò 2007)¸ó�ù ïé áíåîÜñ�ç�åò �.ì. X êáé Y . H X áêïëïõèåß ïìïéüìïñöç êá�áíïìÞ ìå �éìÝò
{−1; 1} (äçëáäÞ X = 1 Þ X = −1 ìå �çí ßäéá ðéèáíü�ç�á), åíþ ç Y áêïëïõèåß ïìïéü-ìïñöç êá�áíïìÞ ìå ãíùó�Ýò �éìÝò {−a; a}; a ∈ R (äçëáäÞ Y = a Þ Y = −a ìå �çíßäéá ðéèáíü�ç�á). Ç �.ì. Z äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç Z = X +Y . �éá üëåò �éò ðéèáíÝò �éìÝò�ïõ a ∈ R íá âñåèïýí(á) Ç H(Y ).(â) Ç H(Z).(ã) H I(X;Z).8. Åí�ñïðßá, Aìïéâáßá �ëçñïöïñßá êáé óõìðßåóç (Ôåëéêü äéáãþíéóìá È. �.,ÖåâñïõÜñéïò 2008)¸ó�ù ïé áíåîÜñ�ç�åò �.ì. X êáé Y , ç êáèåìßá ìå ïìïéüìïñöç êá�áíïìÞ ó�ï óýíïëï
{0; 1; 2; 3}. Ç �.ì. Z äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç Z = X · Y (ãéíüìåíï). Íá âñåèïýí(á) Ç H(X).(â) Ç H(Z). log2 7 ≈ 2:8074.(ã) H I(X;Z).(ä) Êá�áóêåõÜó�å Ýíá äõáäéêü êþäéêá Hu�man ãéá �çí �.ì. Z. Óõãêñßíå�å �ï ìÝóïìÞêïò êþäéêá ìå �çí åí�ñïðßá �çò Z êáé ó÷ïëéÜó�å.9. Óýí�ïìåò Åñù�Þóåéò (Ôåëéêü Äéáãþíéóìá È. �., ÖåâñïõÜñéïò 2008)(á) Áðïäåßî�å ü�é H(X; Y; Z)−H(X; Y ) ≤ H(X;Z)−H(X). �ü�å éó÷ýåé ç éóü�ç�á;(ã) Óùó�ü Þ ëÜèïò; I(X;Y |Z) = 0 ⇒ I(X;Y ) = 0. Áðïäåßî�å Þ äþó�å áí�éðáñÜ-äåéãìá.10. Åí�ñïðßá (Ôåëéêü Äéáãþíéóìá �. È. È. �., Éïýíéïò 2008)Èåùñïýìå ìéá äéáêñé�Þ �õ÷áßá �.ì. ðïõ ðáßñíåé �éìÝò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëïó�ïé÷åßùí X = {1; : : : ; |X |}. ¸ó�ù ü�é äßíå�áé ç p(1) = Pr{X = 1} ç ïðïßá äåí åßíáéäõíá�üí íá ìå�áâëçèåß.(á) �ïéåò åßíáé ïé �éìÝò p(i), i = 2; : : : ; |X |, �çò êá�áíïìÞò ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çíåí�ñïðßá H(X) (ãéá äåäïìÝíç p(1));(â) Ìå �é éóïý�áé ç ìÝãéó�çH(X) ãéá äåäïìÝíç p(1); Äþó�å ìéá åñìçíåßá �çò Ýêöñáóçòãéá �çí Ç(X) ìå ÷ñÞóç �çí áñ÷Þ äéá÷ùñéóéìü�ç�áò.Õðüäåéîç: ×ùñßó�å �ï X óå äýï êá�Üëëçëá õðïóýíïëá.3



(ã) ÅÜí Ýíáò ðáßê�çò Á ìðïñåß íá ìå�áâÜëëåé �çí p(1) ìå óêïðü íá ìåéþíåé �çí åí�ñïðßáH(X) üóï ðåñéóóü�åñï ìðïñåß, åíþ Ýíáò ðáßê�çò Â ìðïñåß íá ìå�áâÜëëåé ïðïéï-äÞðï�å õðïóýíïëï �ùí õðüëïéðùí p(i) (áëëÜ ü÷é �çí p(1)) ìå óêïðü íá áõîÜíåé�çí åí�ñïðßá üóï ìðïñåß, ðïéá �éìÞ ðñÝðåé íá åðéëÝîåé ï Á ãéá �çí p(1) áí ðáßæåéðñþ�ïò; �þò ðñÝðåé íá áðáí�Þóåé ï Â; ÁëëÜæåé ç áðÜí�çóÞ óáò åÜí ðñþ�ïò ðáßæåéï Â; Èåùñïýìå ü�é ïé ðáßê�åò ðáßæïõí Ý�óé þó�å íá ìçí ðáñáâéÜæå�áé ç óõíèÞêç
∑|X |i=1 p(xi) = 1 ãéá �ï p.11. Åí�ñïðßá (Åðáíáëçð�éêÞ åîÝ�áóç È. �., Óåð�Ýìâñéïò 2008)Åðéó�Þìïíåò ðïõ ìåëå�ïýí Ýíá óðÜíéï åñðå�ü Ý÷ïõí ðñïóäéïñßóåé ü�é ç åðþáóç �ïõ êÜèåáâãïý �ïõ åñðå�ïý äéáñêåß �ïõëÜ÷éó�ïí 41 çìÝñåò êáé äåí õðåñâáßíåé �éò 104 çìÝñåò.Êá�Ü �á Üëëá, �ßðï�á äåí åßíáé ãíùó�ü ãéá �çí êá�áíïìÞ �çò äéÜñêåéáò åðþáóçò �ùíáâãþí.(á) ¸ó�ù × äéáêñé�Þ �.ì. ðïõ áíáðáñéó�Ü �ç äéÜñêåéá åðþáóçò åíüò áâãïý �ïõåñðå�ïý. Äþó�å Ýíá Üíù öñÜãìá êáé Ýíá êÜ�ù öñÜãìá ãéá �çí åí�ñïðßá �çò× , êáèþò êáé �éò êá�áíïìÝò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�ï Üíù êáé ó�ï êÜ�ù öñÜãìá.ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ç åðþáóç ìå�ñÜ�áé óå áêÝñáéï áñéèìü çìåñþí (× ∈ N∩ [41; 104],äçëáäÞ äåí ìðïñåß, ãéá ðáñÜäåéãìá, íá äéáñêÝóåé 65.3 çìÝñåò).(â) Ìå�Ü áðü íÝåò ðáñá�çñÞóåéò, åðéâåâáéþèçêå ü�é 41 ≤ X ≤ 104, êáé ðñïÝêõøå,åðßóçò, ü�é ç ðéèáíü�ç�á ç åðþáóç �ïõ áâãïý íá äéáñêåß ðåñéóóü�åñï áðü 56 çìÝñåòäåí ìðïñåß íá õðåñâåß �çí ðéèáíü�ç�á ç åðþáóç íá äéáñêåß 56 çìÝñåò Þ ëéãü�åñï.ÅðáíáëÜâå�å �ï Åñþ�çìá (á) êáé óõãêñßíå�å �á íÝá öñÜãìá�á ðïõ õðïëïãßóá�å.Äßíå�áé ü�é log2 3 ≈ 1:585.12. Åí�ñïðßá êáé Aìïéâáßá �ëçñïöïñßá (�ñüïäïò È. �., ÍïÝìâñéïò 2008)Ó�ï Ó÷Þìá 1, ïé �.ì. × , Í1 êáé Í2 åßíáé äéáêñé�Ýò, äõáäéêÝò êáé ïìïéüìïñöá êá�áíå-ìçìÝíåò. Åðßóçò, åßíáé üëåò áíåîÜñ�ç�åò ìå�áîý �ïõò.Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ óáò ÷ñåéáó�åß, äßíå�áé ü�é log2 3 ≈ 1:585.

Ó÷Þìá 1: Óýó�çìá ìå äýï ðçãÝò èïñýâïõ4



(á) Ìå �é éóïý�áé ç åí�ñïðßá �çò X;(â) Âñåß�å �çí åí�ñïðßá �çò Y .(ã) �éá ïðïéáäÞðï�å êá�áíïìÞ �çò N2 (ü÷é, êá�' áíÜãêç ïìïéüìïñöç üðùò ó�ï ó÷Þìá),õðïèÝ�ïí�áò, ðÜí�ï�å, ü�é ç N2 åßíáé �õ÷áßá êáé áíåîÜñ�ç�ç �ùí X êáé N1, äþó�å�ï êáëý�åñï êÜ�ù öñÜãìá ðïõ ìðïñåß�å ãéá �çí H(Z). Èåùñïýìå ü�é ç êá�áíïìÞ�çò N2 (êáé, åðïìÝíùò, êáé ç åí�ñïðßá �çò) åßíáé ãíùó�Þ. �ñïóï÷Þ: Óå áõ�ü�ï åñþ�çìá (áí�ßèå�á ìå üëá �á Üëëá) äå èåùñïýìå ü�é ç N2 åßíáé, êá�' áíÜãêç,äõáäéêÞ.(ä) Õðïëïãßó�å, �þñá, �çí H(Z) ãéá N2 ∼ Unif{−1;+1} êáé åðáëçèåýó�å ü�é õðåñ-âáßíåé �ï êÜ�ù öñÜãìá ðïõ âñÞêá�å ó�ï ðñïçãïýìåíï åñþ�çìá.(å) Õðïëïãßó�å �éò I(Y ;X), I(Z;X) êáé I(Y; Z;X). Óõãêñßíå�Ý �éò ìå�áîý �ïõò êáéó÷ïëéÜó�å.(ó�) Óáò äßíïí�áé ïé åîÞò åðéëïãÝò: �áñá�Þñçóç �çò �.ì. Y ìüíï, ðáñá�Þñçóç �çò �.ì.Z ìüíï Þ ðáñá�Þñçóç �ïõ æåýãïõò �.ì. (Y; Z). �ïéá ðáñá�Þñçóç èá åðéëÝîå�åþó�å íá ðÜñå�å üóç ðåñéóóü�åñç ðëçñïöïñßá ãéá �ç X ìðïñåß�å (êá�Ü ìÝóï üñï);13. Óýó�çìá ìå äýï åîüäïõò (Ôåëéêü äéáãþíéóìá È. �., ÖåâñïõÜñéïò 2009)Èåùñïýìå �ï óýó�çìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 2. H ðçãÞ × äåí Ý÷åé ìíÞìç êáé ðáßñíåé �éìÝò +1Þ −1 ìå �çí ßäéá ðéèáíü�ç�á 1=2. Ïé ðïëëáðëáóéáó�éêïß èüñõâïé Z1 êáé Z2 ðáßñíïõí,åðßóçò, �éìÝò ó�ï óýíïëï {−1; 1}, áëëÜ áêïëïõèïýí êá�áíïìÞ Bernoulli. ÄçëáäÞ,Zi = {

+1 ìå ðéèáíü�ç�á pi
−1 ìå ðéèáíü�ç�á 1− pi :Ïé �.ì. Z1 êáé Z2 åßíáé áíåîÜñ�ç�åò �çò X. Ùó�üóï, ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, äåí åßíáéáíåîÜñ�ç�åò ìå�áîý �ïõò.(á) Âñåß�å �çí H(X) êáé �éò H(Zi) (óõíáñ�Þóåé �ùí pi).(â) �éá äåäïìÝíá p1 êáé p2, âñåß�å Ýíá Üíù öñÜãìá ãéá �çí H(Z1; Z2), êáèþò êáé�çí áðü êïéíïý óõíÜñ�çóç ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò p(z1; z2) ç ïðïßá åðé�õã÷Üíåé �ï ÜíùöñÜãìá.(ã) Âñåß�å �éò É(X;Y1) êáé I(X;Y2). �éá äåäïìÝíá p1 êáé p2 õðÜñ÷åé �ñüðïò íááõîÞóå�å �éò É(X;Y1) êáé I(X;Y2) áëëÜæïí�áò �çí êá�áíïìÞ �çò X; Åðé�ñÝðå�áéíá áëëÜîå�å ìüíï �éò ðéèáíü�ç�åò ìå �éò ïðïßåò X = 1 Þ −1. Äåí ìðïñåß�å íááõîÞóå�å �ï ðëÞèïò �éìþí, |X |, �çò ðçãÞò.(ä) Óõãêñßíå�å �çí É(X;Y1; Õ2) ìå �éò É(X;Yi). Åßíáé ìéêñü�åñç; Ìåãáëý�åñç; ºóç;�ïéá åßíáé ç ìåãáëý�åñç �éìÞ (óå bits) ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé ç I(X;Y1; Y2);Õðüäåéîç: Ó�ï åñþ�çìá áõ�ü ìðïñåß�å íá áðáí�Þóå�å ÷ùñßò íá âñåß�å �çí �éìÞ �çòI(X;Y1; Y2). 5



Ó÷Þìá 2: Óýó�çìá ìå äýï åîüäïõò.(å) ÕðïèÝó�å, �þñá, ü�é ïé Z1 êáé Z2 åßíáé áíåîÜñ�ç�åò ìå�áîý �ïõò. Âñåß�å ìéáÝêöñáóç ãéá �çí É(X;Y1; Õ2) óõíáñ�Þóåé �ùí p1 êáé p2.Õðüäåéîç: ÅíäÝ÷å�áé íá óáò öáíåß ÷ñÞóéìç ç áí�éêá�Üó�áóç � , p1 + p2 − 2p1p2.14. Áíéóü�ç�åò (Åðáíáëçð�éêÞ ÅîÝ�áóç È. �., Óåð�Ýìâñéïò 2009)(á) Íá áðïäåé÷�åß ü�é, ãéá n ≥ 2,H(X1; X2; : : : ; Xn) ≥ n
∑i=1

H(Xi|X1; : : : ; Xi−1; Xi+1; : : : ; Xn):Ó�ç óõíÝ÷åéá, íá áðïäåé÷�åß ü�é
1

2
[H(X1; X2) +H(X2; X3) +H(X1; X3)] ≥ H(X1; X2; X3):Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞó�å �éò ó÷ÝóåéòH(X1; X2; X3) = H(Xi; Xj) +H(Xk|Xi; Xj);êáèþò êáé �çí ðñþ�ç ó÷Ýóç ðïõ áðïäåßîá�å.(â) ¸ó�ù pXY (x; y) êáé qXY (x; y) äýï êá�áíïìÝò ìÜæáò ðéèáíü�ç�áò ó�ï óýíïëï

X × Y . Íá áðïäåé÷èåß ü�é D(pXY ||qXY ) ≥ D(pX ||qX), üðïõ pX(x) êáé qX(x)ïé ðåñéèþñéåò ó.ì.ð. �ùí pXY (x; y) êáé qXY (x; y), áí�ßó�ïé÷á.15. Ióü�ç�åò êáé áíéóü�ç�åò (Åðáíáëçð�éêÞ åîÝ�áóç �. È. È. �., Óåð�Ýìâñéïò2009)Óõìðëçñþó�å �éò ðáñáêÜ�ù ó÷Ýóåéò ìå =, ≤ Þ ≥. ÄéêáéïëïãÞó�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ éó÷ýåé ≤ Þ ≥, ðñïóäéïñßó�å ðü�å éó÷ýåé ç éóü�ç�á.Óçìåßùóç: Aðáí�Þóåéò ðïõ äåí åßíáé åðáñêþò áé�éïëïãçìÝíåò äå âáèìïëïãïýí�áé.6



(á) É(× ;Y ) ? I(g(X);Y ). Ç g() åßíáé áé�éïêñá�éêÞ (deterministi
) óõíÜñ�çóç.(â) I(Y ;Z|X) ? I(Y ;Z) åÜí p(x; y; z) = p(x)p(y)p(z|x; y).(ã) H(X|Z) ? H(X|Y ) +H(Y |Z).(ä) (åê�üò ýëçò ãéá �çí �ñüïäï)h(X + Y ) ? h(X), ü�áí X êáé Y åßíáé áíåîÜñ�ç�åò óõíå÷åßò �.ì.16. Ìå�áâïëÞ åí�ñïðßáò (Åðáíáëçð�éêÞ ÅîÝ�áóç �. È. È. �., Óåð�Ýìâñéïò 2010)ÈåùñÞó�å ìéá êá�áíïìÞ p = (p1; p2; : : : ; pN) ìå Í ≥ 2 åíäå÷üìåíá, üëá ìç ìçäåíéêÞòðéèáíü�ç�áò, äçëáäÞ pn > 0 ∀n. Èá äåßîïõìå ü�é, ãéá ïðïéáäÞðï�å êá�áíïìÞ, õðÜñ÷åéðÜí�ï�å �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá åíäå÷üìåíï, Ýó�ùÊ , �ï ïðïßï áí áöáéñÝóïõìå èá åëá��þóïõìå�çí åí�ñïðßá. ÄçëáäÞ, õðÜñ÷åé ðÜí�ï�å �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá pk Ý�óé þó�å, áíp′ =
( p1

1−pK ; p2
1−pK ; : : : ; pK−1

1−pK ; pK+1

1−pK ; : : : ; pN
1−pK), H(p′) < H(p).(á) Äåßî�å ü�é äåí ìðïñïýìå ðÜí�ï�å íá åëá��þóïõìå �çí åí�ñïðßá áí åðéëÝîïõìå �ïåíäå÷üìåíï Ê �õ÷áßá. ÄçëáäÞ, õðÜñ÷ïõí êá�áíïìÝò ãéá �éò ïðïßåò õðÜñ÷åé pÊ�Ý�ïéï þó�å H(p′) > H(p).(â) Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîå�å Ýíá ëÞììá ðïõ èá óáò âïçèÞóåé íá áðïäåßîå�å �ïæç�ïýìåíï. Äåßî�å ü�é, ãéá p ∈ (0; 1=2], ç óõíÜñ�çóç H(p)p , üðïõH(p) , −p log2 p−

(1− p) log2(1− p) åßíáé öèßíïõóá óõíÜñ�çóç �ïõ p.(ã) ÅîçãÞó�å ãéá�ß, óå ìßá ïðïéáäÞðï�å êá�áíïìÞ ìå Í åíäå÷üìåíá, (p1; p2; : : : ; pN),üëá ìç ìçäåíéêÜ, õðÜñ÷åé ðÜí�ï�å �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá åíäå÷üìåíï, L, ìå pL ≤ 1N .(ä) ×ñçóéìïðïéþí�áò �á Eñù�Þìá�á (â) êáé (ã) (Þ êÜðïéïí Üëëï �ñüðï, áí ðñï�éìÜ�å)áðïäåßî�å ü�é õðÜñ÷åé ðÜí�ï�å Ýíá åíäå÷üìåíï, K, �ï ïðïßï áí áöáéñåèåß ç åí�ñïðßá�çò êá�áíïìÞò ìåéþíå�áé.17. Áíéóü�ç�åò (ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóç È. �., ÖåâñïõÜñéïò 2011)ÈåùñÞó�å 4 äéáêñé�Ýò �.ì. X1, ×2, Y1 êáé Õ2 ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí �éò åîÞò óõíèÞêåò
• Ïé X1 êáé X2 åßíáé áíåîÜñ�ç�åò. ÄçëáäÞ, pX1X2

(x1; x2) = pX1
(x1) · pX2

(x2).
• Ïé Y1 êáé Y2 åîáñ�þí�áé áðü �éò X1 êáé X2 ìÝóù �çò pY1Y2|X1X2

(y1; y2|x1; x2).�éá ðáñÜäåéãìá, ïé Õ1 êáé Y2 ìðïñåß íá åßíáé Ýîïäïé �ïõ óõó�Þìá�ïò �ïõ Ó÷Þìá�ïò 3, ó�ïïðïßï åéóÜãïõìå áíåîÜñ�ç�åò åéóüäïõò (äçëáäÞ ï ÷ñÞó�çò 1 äåí ìðïñåß íá óõíåííïçèåßìå �ï ÷ñÞó�ç 2). Ùó�üóï, ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, ç Ýîïäïò Yj åîáñ�Ü�áé ü÷é ìüíï áðü�ç Xj, áëëÜ êáé áðü �ç Xi, i 6= j.(á) Äåßî�å ü�é I(X1; X2;Z) ≥ I(X1;Z) + I(X2;Z), üðïõ Z = Y1, Z = Y2 Þ Æ =
(Õ1; Õ2). 7



Ó÷Þìá 3: Ó�ï÷áó�éêü óýó�çìá ìå åéóüäïõò X1 êáé X2 êáé åîüäïõò Y1 êáé Y2.ÄçëáäÞ, êÜðïéïò ðïõ äéáèÝ�åé ðñüóâáóç ó�á X1 êáé X2 �áõ�ü÷ñïíá, ìðïñåß íááí�ëÞóåé ðåñéóóü�åñç ðëçñïöïñßá ãéá �ï Z áðü �ç óõíïëéêÞ ðëçñïöïñßá ðïõ ìðï-ñïýí íá áí�ëÞóïõí äýï Ü�ïìá ðïõ äéáèÝ�ïõí ðñüóâáóç ï êáèÝíáò ìüíï ó�ï ×1 êáéìüíï ó�ï X2.�ü�å ßó÷ýåé ç éóü�ç�á ó�çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç;(â) ¸ó�ù, �þñá, ü�é éó÷ýåé p(y1; y2|x1; x2) = p(y1|x1; x2) · p(y2|x1; x2). ÄçëáäÞ, ïé Õ1êáé Y2 åßíáé áíåîÜñ�ç�åò äåäïìÝíùí �ùí X1 êáé X2.Äåßî�å ü�é I(X1; ×2;Y1; Y2) ≤ I(X1; ×2;Y1) + I(X1; ×2;Y2):ÄçëáäÞ, êÜðïéï ìÝñïò �çò ðëçñïöïñßáò ðïõ ðåñéÝ÷åé ç Y1 ãéá �éò ×1 êáé X2 õðÜñ÷åéêáé ó�çí Y2 (êáé áí�ßó�ñïöá).�ü�å éó÷ýåé ç éóü�ç�á;18. ◮ Ï óêýëïò ðïõ øÜ÷íåé ãéá �ï êüêêáëï { Cover & Thomas 4.12¸íáò óêýëïò êéíåß�áé åðÜíù ó�ïõò áêÝñáéïõò áñéèìïýò. Óå êÜèå âÞìá óõíå÷ßæåé ðñïò�çí ßäéá êá�åýèõíóç ìå ðéèáíü�ç�á 0.9, åíþ áëëÜæåé êá�åýèõíóç ìå ðéèáíü�ç�á 0.1.ÕðïèÝó�å ü�é ï óêýëïò îåêéíÜ áðü �ç èÝóç X0 = 0 êáé ü�é �ï ðñþ�ï âÞìá ìðïñåß íáãßíåé ðñïò ïðïéáäÞðï�å êá�åýèõíóç (èå�éêÞ Þ áñíç�éêÞ) ìå �çí ßäéá ðéèáíü�ç�á. �éáðáñÜäåéãìá, ìéá ðéèáíÞ äéáäñïìÞ �ïõ óêýëïõ åßíáé
(X0; X1; : : :) = (0;−1;−2;−3;−4;−3;−2;−1; 0; 1; 2; 3; 4; 3; :::).(á) Õðïëïãßó�å �çí H(X0; X1; : : : ; Xn).(â) Õðïëïãßó�å �ï ñõèìü åí�ñïðßáò, H(X ), �çò èÝóçò �ïõ óêýëïõ.19. ÌÝãéó�ï äýï �.ì. (�ñüïäïò È. �., ÍïÝìâñéïò 2009)Èåùñïýìå �ï í�å�åñìéíéó�éêü óýó�çìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 4. Ïé �.ì. X êáé Y áêïëïõèïýíïìïéüìïñöç êá�áíïìÞ ó�ï óýíïëï X = Y = {0; 1; 2}. Ïé X êáé Y åßíáé áíåîÜñ�ç�åòìå�áîý �ïõò. Ôï êýêëùìá õðïëïãßæåé �çí Ýîïäï ìå ÷ñÞóç �çò ó÷Ýóçò Z = max{X; Y }.Äßíå�áé ü�é log2 3 ≈ 1:585 êáé log2 5 ≈ 2:3219.ÅÜí ðñï�éìÜ�å, ìðïñåß�å íá áöÞóå�å ó�éò áðáí�Þóåéò óáò üñïõò �çò ìïñöÞò H(p) =Ç(p1; p2; : : : ; pK) ÷ùñßò íá �ïõò õðïëïãßóå�å, áñêåß íá äþóå�å �éò �éìÝò �ùí p1; p2; : : : ; pK.8



Ó÷Þìá 4: Õðïëïãéóìüò ìåãßó�ïõ äýï �.ì.(á) Õðïëïãßó�å �çí H(X) êáé �çí I(X;Y ).(â) Yðïëïãßó�å �çí H(Z) êáé �çí I(X;Z).(ã) Âñåß�å Ýíá âÝë�éó�ï Üìåóï äõáäéêü êþäéêá ãéá �ç Z êáé óõãêñßíå�å �ï ìÝóï ìÞêïò�ïõ ìå �çí H(Z).(ä) Äåßî�å ü�é I(X;Y |Z) > 0 (ü÷é ≥). Óõãêñßíå�å ìå �çí I(X;Y ) �ïõ Åñù�Þìá�ïò(á).Õðüäåéîç: Ç áðÜí�çóç ðñïêýð�åé ðïëý ðéï óýí�ïìá áí ÷ñçóéìïðïéÞóå�å éäéü�ç�åòåí�ñïðßáò Þ/êáé áìïéâáßáò ðëçñïöïñßáò êáé äåß�å �é éó÷ýåé ó�ï óõãêåêñéìÝíï ðñü-âëçìá, ðáñÜ áí êÜíå�å ðñÜîåéò.(å) ÅÜí �üóï ï óõìðéåó�Þò üóï êáé ï áðïóõìðéåó�Þò ãíùñßæïõí, ìå êÜðïéï �ñüðï, �çí�éìÞ �çò Y (áëëÜ ü÷é �çò X), ðñï�åßíå�å Ýíá âÝë�éó�ï Üìåóï äõáäéêü êþäéêá ãéá�ç óõìðßåóç �çò Z. �üóï áðïäï�éêüò åßíáé ï êþäéêáò;ÈåùñÞó�å, �þñá, �ï �ñïðïðïéçìÝíï óýó�çìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 5. Ôþñá ÷ñçóéìïðïéïýìå�ï êýêëùìá max{·} óå äéáäï÷éêÝò ÷ñïíéêÝò ó�éãìÝò. H �.ì. Y Ý÷åé áí�éêá�áó�áèåßáðü �ï äåßãìá �çò X �çí ðñïçãïýìåíç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ, äçëáäÞ Zn = max{Xn; Xn−1}.Èåùñïýìå, êáé ðÜëé, ü�é Xn ∼Unif{0; 1; 2}. Åðßóçò, ïé Xn åßíáé áíåîÜñ�ç�åò êáé ïìïßùòêá�áíåìçìÝíåò (i.i.d.). Èåùñïýìå (ðáñüëï ðïõ äåí Ý÷åé éäéáß�åñç óçìáóßá) ü�é ï ÷ñüíïòáñ÷ßæåé �ç ó�éãìÞ n = 0 êáé ü�é ×−1 = 0.
Ó÷Þìá 5: ÔñïðïðïéçìÝíï óýó�çìá.(ó�) Õðïëïãßó�å �çí Ç(Zn) ãéá n > 0 êáé �çí I(Xn;Xn−1) ãéá n ≥ 1.9



(æ*) Õðïëïãßó�å �çí H(Zn|Zn−1) ãéá n > 1. Åßíáé ç {Zn} i.i.d.;(ç*) Óõãêñßíå�å �çí H(Zn|Zn−1; Zn−2) (ãéá n > 2) ìå �çí H(Zn|Zn−1). Äå ÷ñåéÜæå�áéíá âñåß�å áêñéâÞ �éìÞ, áðëþò íá ðñïóäéïñßóå�å åÜíH(Zn|Zn−1; Zn−2) = H(Zn|Zn−1) Þ ü÷é. Åßíáé ç {Zn} áëõóßäá Markov 1çò �Üîçò;20. ÅðÝìâáóç óå äõáäéêÞ áêïëïõèßá (ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóç È. �., ÖåâñïõÜñéïò 2010)Óçìåßùóç: ÅÜí óå êÜðïéá åñù�Þìá�á �çò Üóêçóçò ï õðïëïãéóìüò �çò åí�ñïðßáò äåíåßíáé �å�ñéììÝíïò, åÜí �ï åðéèõìåß�å ç áðÜí�çóÞ óáò ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé üñïõò �çò ìïñöÞòH(p), áñêåß íá äéåõêñéíßóå�å ðïéá åßíáé ç êá�áíïìÞ p.Èåùñïýìå áêïëïõèßá áíåîÜñ�ç�ùí êáé ïìïßùò êá�áíåìçìÝíùí (i.i.d.) �.ì.Xi ∼ Bern(1=2). Ïé åðé�ñåð�Ýò �éìÝò �ùí Xi åßíáé 0 Þ 1.(á) Õðïëïãßó�å �çí H(Xi), �çí H(X1; X2; : : : ; Xn) (ãéá ðåðåñáóìÝíï n) êáé �ï ñõèìüåí�ñïðßáò, H(X ), åÜí áõ�üò ïñßæå�áé. �üóá bits (êá�Ü ìÝóï üñï) áðáé�ïýí�áé ãéá�ç óõìðßåóç n äéáäï÷éêþí äåéãìÜ�ùí �çò ó�ï÷áó�éêÞò áíÝëéîçò,
{X} = {: : : ; X1; X2; : : :}; ÁëëÜæåé ç áðÜí�çóÞ óáò áí �á äåßãìá�á ðïõ óõìðéÝæï-í�áé äåí åßíáé, êá�' áíÜãêç, äéáäï÷éêÜ;(â) ¸ó�ù, �þñá, ü�é, ãéá ëüãïõò óõã÷ñïíéóìïý èÝëïõìå íá åßìáó�å âÝâáéïé ü�é çáêïëïõèßá èá ðáßñíåé �çí �éìÞ `1' áíÜ �áê�Ü ÷ñïíéêÜ äéáó�Þìá�á. ¸íáò �ñüðïòãéá íá �ï äéáóöáëßóïõìå åßíáé ìå�Ü áðü êÜèå 3 óýìâïëá �çò áêïëïõèßáò {X}íá åéóÜãïõìå êáé Ýíá óýìâïëï `1', áíåîáñ�Þ�ùò �ùí �éìþí �ùí 3 óõìâüëùí.ÄçëáäÞ �ï êýêëùìá ðïõ ðñïóèÝ�åé óýìâïëá äå ÷ñåéÜæå�áé íá åîå�Üæåé �éò �éìÝò�çò áêïëïõèßáò {×}. Óõíåðþò,Y4k+j = X3k+j k ∈ Z; j ∈ 0; 1; 2Y4k+3 = 1 k ∈ ZYðïëïãßó�å �çí H(Õi), �çí H(Õ1; Õ2; : : : ; Õn) (ãéá ðåðåñáóìÝíï n) êáé �ï ñõèìüåí�ñïðßáò, H(Y), åöüóïí áõ�üò ïñßæå�áé. �üóá bits (êá�Ü ìÝóï üñï) áðáé�ïýí�áéãéá �ç óõìðßåóç n äéáäï÷éêþí äåéãìÜ�ùí �çò ó�ï÷áó�éêÞò áíÝëéîçò,
{Y } = {: : : ; Y1; Y2; : : :};(ã) Ó�ï ðñïçãïýìåíï åñþ�çìá õðïèÝóáìå ü�é ãíùñßæïõìå �éò èÝóåéò üðïõ Ý÷ïõí �ï-ðïèå�çèåß ïé �éìÝò `1'. ÕðïèÝó�å, �þñá, ü�é ãíùñßæïõìå ìåí ü�é ìå�Ü áðü êÜèå 3óýìâïëá �ïðïèå�åß�áé Ýíá `1', áëëÜ äå ãíùñßæïõìå �çí áñ÷Þ �çò áêïëïõèßáò, ìåáðï�Ýëåóìá íá ìçí îÝñïõìå �ï äåßê�ç �ïõ óýìâïëïõ ðïõ åîå�Üæïõìå. ÄçëáäÞ,èåùñïýìå �çí áêïëïõèßá {Ỹ }, üðïõ, ãéá êÜèå i, Ỹi = Yi+m, ìå ó�áèåñÞ, áëëÜÜãíùó�ç ìå�á�üðéóç m.Yðïëïãßó�å �çí H(Õ̃i). Åðßóçò, õðïëïãßó�å �çí H(Õ̃1; Õ̃2; : : : ; Õ̃n), áëëÜ áõ�Þ �çöïñÜ ãéá n → ∞. �üóá bits (êá�Ü ìÝóï üñï) áðáé�ïýí�áé ãéá �ç óõìðßåóç näéáäï÷éêþí äåéãìÜ�ùí �çò ó�ï÷áó�éêÞò áíÝëéîçò, {Ỹ } = {Ỹ1; Ỹ2; : : :}; Õðåíèõìßæå-�áé ü�é, óå áí�ßèåóç ìå �á ðñïçãïýìåíá åñù�Þìá�á, n → ∞.10



Yðüäåéîç: Mðïñåß�å íá âñåß�å �çí H(Õ̃1; Õ̃2; : : : ; Õ̃n) ãéá n → ∞ ìå âÜóç �áìÝ÷ñé �þñá åñù�Þìá�á ÷ùñßò íá êÜíå�å ðñÜîåéò. ÅÜí óáò ÷ñåéáó�åß äßíå�áé ü�é
log2 3 ≈ 1:585 êáé log2 5 = 2:322.(ä) ÕðïèÝó�å, �Ýëïò, ü�é, áí�ß íá �ïðïèå�ïýìå óýìâïëá ìå �éìÝò `1' ðÜí�ï�å ó�çí ßäéáèÝóç, �á åéóÜãïõìå ùò åîÞò: Ìå�Ü áðü êÜèå óýìâïëï Xi, ðáßñíïõìå ìßá �õ÷áßááðüöáóç (ç ïðïßá äåí åîáñ�Ü�áé áðü �çí �éìÞ �çò Xi). Ìå ðéèáíü�ç�á p = 1=3åéóÜãïõìå Ýíá `1' ìå�Ü áðü �ï Xi, åíþ ìå ðéèáíü�ç�á 1 − p = 2=3 ðñï÷ùñÜìåó�ï åðüìåíï óýìâïëï, Xi+1, �çò {X}. ÏíïìÜæïõìå �çí �õ÷áßá äéáäéêáóßá ðïõðñïêýð�åé ìå áõ�üí �ïí �ñüðï {Z}.Yðïëïãßó�å �çí H(Zi) êáé �çí Ç(Æi|Zi−1). EÜí êùäéêïðïéïýìå �á óýìâïëá �çòáêïëïõèßáò {Z} áíÜ æåýãç, êåñäßæïõìå êÜ�é áí ö�éÜîïõìå �ïí êþäéêá ìå ÷ñÞóç�çò pZiZi−1

(zi; zi−1) áí�ß íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �çí (ðñïóåããéó�éêÞ) õðüèåóç ü�épZiZi−1
(zi; zi−1) = pZi(zi)pZi−1

(zi−1);21. Tõðéêü�ç�á êáé Áðü Êïéíïý Ôõðéêü�ç�á (ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóç �. È. È. �., Éïýíéïò2010)Èåùñïýìå ðçãÞ ÷ùñßò ìíÞìç ðïõ ðáñÜãåé æåýãïò �éìþí (X; Y ) (åíáëëáê�éêÜ, ìðïñåß�åíá èåùñÞóå�å ü�é Ý÷ïõìå äýï åîáñ�çìÝíåò ðçãÝò ÷ùñßò ìíÞìç). Ç áðü êïéíïý óõíÜñ�çóçìÜæáò ðéèáíü�ç�áò, pXY (x; y), äßíå�áé ó�ïí �ßíáêá 1.× =0 × =1Y =0 1
2

1
8Y =1 1

8
1
4�ßíáêáò 1: Áðü êïéíïý ó.ì.ð. ãéá �çí ¢óêçóçÓå ðåñßð�ùóç ðïõ óáò ÷ñåéáó�åß, log2 3 ≈ 1:585 êáé log2 5 ≈ 2:322.(á) Èåùñïýìå �éò áêïëïõèßåò x1 = 00110 êáé y1 = 10010. Åßíáé ïé x1 êáé y1 áóèåíþò�-�õðéêÝò ãéá � = 0:05; Áí ü÷é, âñåß�å �ç ìéêñü�åñç �éìÞ �ïõ � ãéá �çí ïðïßá ïé x1êáé y1 åßíáé áóèåíþò �-�õðéêÝò.(â) Åßíáé ïé x1 êáé y1 áðü êïéíïý áóèåíþò �-�õðéêÝò ãéá � = 0:05; Áí ü÷é, âñåß�å �çìéêñü�åñç �éìÞ �ïõ � ãéá �çí ïðïßá ïé x1 êáé y1 åßíáé áðü êïéíïý áóèåíþò �-�õðéêÝò.(ã) �éá �ï � ðïõ âñÞêá�å ó�ï Åñþ�çìá (â) (0:05 Þ ìåãáëý�åñï) âñåß�å �éò áêïëïõèßåò xìÞêïõò 5 ðïõ åßíáé áóèåíþò �õðéêÝò ùò ðñïò �çí pX . Âñåß�å, åðßóçò, �éò áêïëïõèßåòy ìÞêïõò 5 ðïõ åßíáé áóèåíþò �õðéêÝò ùò ðñïò �çí pY .(ä*) �éá �ï � ðïõ âñÞêá�å ó�ï Åñþ�çìá (â) (0:05 Þ ìåãáëý�åñï) âñåß�å �á æåýãç áêï-ëïõèéþí (x;y) ìÞêïõò 5 ðïõ åßíáé áðü êïéíïý �õðéêÝò.22. ÔõðéêÝò áêïëïõèßåò (Åðáíáëçð�éêÞ ÅîÝ�áóç �. È. È. �., Óåð�Ýìâñéïò 2010)Èåùñïýìå ðçãÞ ÷ùñßò ìíÞìç ðïõ ðáñÜãåé áêïëïõèßá äõáäéêþí �.ì. Xi ∼Bern(p).ÄçëáäÞ, ç X1; X2; : : : åßíáé áêïëïõèßá áíåîÜñ�ç�ùí êáé ïìïßùò êá�áíåìçìÝíùí (i.i.d.)�.ì. 11



(á) ÅÜí ∣∣
∣
A(n)� ∣

∣

∣
åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí áóèåíþò �−�õðéêþí áêïëïõèéþí ìÞêïõò n êáé |Xn

1 |åßíáé üëåò ïé äõáäéêÝò áêïëïõèßåò ìÞêïõò n, �é ìðïñïýìå íá ðïýìå ãéá �ï ëüãï
∣

∣

∣
A(n)� ∣

∣

∣
= |Xn

1 | êáèþò n → ∞ êáé � → 0;Õðüäåéîç: �ñÝðåé íá äåß�å áí ï ëüãïò óõãêëßíåé ó�çí ßäéá �éìÞ ãéá üëåò �éò �éìÝò�çò ðáñáìÝ�ñïõ p.(â) Èåùñïýìå, �þñá, ü�é ïé �éìÝò �çò Xi åßíáé 0 (ìå ðéèáíü�ç�á p) Þ 1 (ìå ðéèáíü�ç�á
1− p). Oñßæïõìå �ï âÜñïò Hamming (Hamming weight), W (Xn

1 ), �çò áêïëïõèßáòXn
1 ùò �ïí áñéèìü �ùí `1' �çò áêïëïõèßáò.Äåßî�å ü�é 1nW (Xn

1 ) → 1− p ãéá n → ∞.Yðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞó�å �ïí éó÷õñü íüìï �ùí ìåãÜëùí áñéèìþí.(ã) ¸ó�ù, �þñá, ü�é �ï ìÞêïò, n, �çò áêïëïõèßáò åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé ü�é � > 0.Äåßî�å ü�é ìðïñïýìå íá áðïöáóßóïõìå áí ç áêïëïõèßá Xn
1 ìÞêïõò n åßíáé áóèåíþò�−�õðéêÞ áí ãíùñßæïõìå �çí �éìÞ �ïõ âÜñïõò Hamming, W (Xn

1 ), �çò áêïëïõèßáò.23. ÊáíÜëé �ñïóèå�éêïý Èïñýâïõ { Cover & Thomas 7.2Âñåß�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ äéáêñé�ïý êáíáëéïý ÷ùñßò ìíÞìç �ïõ ó÷Þìá�ïò.
Äßíå�áé ü�é Pr{Z = 0} = Pr{Z = �} = 1

2
. Ç �.ì. X ðáßñíåé �éìÝò ó�ï áëöÜâç�ï

X = {0; 1}. ÕðïèÝó�å ü�é ç Z åßíáé áíåîÜñ�ç�ç �çò X.�áñá�çñÞó�å ü�é ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý åîáñ�Ü�áé áðü �çí �éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ�.24. ×ùñç�éêü�ç�á êáíáëéïý modulo { Cover & Thomas 7.4Èåùñïýìå �ï êáíÜëé Y = X+Z (mod 11), êáé Z ∼ Unif{1; 2; 3} êáé X = {0; 1; : : : ; 10}.Õðåíèýìéóç: × mod a: To õðüëïéðï �çò äéáßñåóçò �ïõ X ìå �ï a.(á) Âñåß�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý.(â) �ïéá åßíáé ç âÝë�éó�ç êá�áíïìÞ p∗(x) ðïõ åðé�õã÷Üíåé �ç ÷ùñç�éêü�ç�á;25. ◮Åíèüñõâç �ñáöïìç÷áíÞ { Cover & Thomas 7.6 (�ñïðïðïéçìÝíç)Èåùñïýìå ãñáöïìç÷áíÞ ìå 24 ðëÞê�ñá.12



(á) ÅÜí êÜèå öïñÜ ðïõ ðá�Üìå ãéáðëÞê�ñï �õðþíå�áé �ï óùó�ü ãñÜììá, ðïéá åßíáé ç÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý óå bits;(â) ÕðïèÝó�å, �þñá, ü�é êÜèå öïñÜ ðïõ ðá�Üìå Ýíá ðëÞê�ñï �õðþíå�áé �ï óùó�üãñÜììá Þ �ï åðüìåíü �ïõ ó�ï áëöÜâç�ï (ìå �çí ßäéá ðéèáíü�ç�á). ÄçëáäÞ, A → AÞ A→ B, B → B Þ B → Γ, : : :, Ω → Ω Þ Ω → A. �ïéá åßíáé ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõêáíáëéïý;(ã) �éá �ï êáíÜëé �ïõ Åñù�Þìá�ïò (â), åÜí êùäéêïðïéïýìå êÜèå óýìâïëï ðïõ èÝëïõìåíá ó�åßëïõìå ó�ï êáíÜëé îå÷ùñéó�Ü, ðïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò ñõèìüò ìå�Üäïóçò ðïõìðïñåß�å íá åðé�ý÷å�å ãéá ìå�Üäïóç ìå (áêñéâþò) ìçäåíéêÞ ðéèáíü�ç�á óöÜëìá�ïò;(ä) ÅðáíáëÜâå�å �á Åñù�Þìá�á (á)-(ã) ãéá ãñáöïìç÷áíÞ ìå 25 ðëÞê�ñá.26. Ôï êáíÜëé Æ { Cover & Thomas 7.8¸ó�ù êáíÜëé Z ìå ðßíáêá ìå�ÜâáóçòP =

[

1 0
1=2 1=2 ] ×;Õ ∈ {0; 1}:Âñåß�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý, êáèþò êáé �çí êá�áíïìÞ åéóüäïõ ìå �çí ïðïßáåðé�õã÷Üíå�áé ç ÷ùñç�éêü�ç�á.27. ×ñïíéêþò Ìå�áâáëëüìåíá ÊáíÜëéá { Cover & Thomas 7.11Èåùñïýìå �ï ÷ñïíéêþò ìå�áâáëëüìåíï êáíÜëé �ïõ Ó÷Þìá�ïò 6. Ïé Y1; Y2; : : : ; Yn åßíáéõðü óõíèÞêç áíåîÜñ�ç�åò äåäïìÝíùí �ùí X1; X2; : : : ; Xn ìå õðü óõíèÞêç êá�áíïìÞìÜæáò ðéèáíü�ç�áò p(y|x) = ∏ni=1 pi(yi|xi). ¸ó�ù X = (X1; X2; : : : ; Xn),Y = (Y1; Y2; : : : ; Yn). Âñåß�å �ç maxp(x) I(X;Y). Ó÷ïëéÜó�å �çí �éìÞ �çò ÷ùñç�éêü�ç-�áò êáé �çí êá�áíïìÞ ìå �çí ïðïßá áõ�Þ åðé�õã÷Üíå�áé.

Ó÷Þìá 6: Xñïíéêþò Ìå�áâáëëüìåíï BSC.28. ÊáíÜëéá ìå åîÜñ�çóç ìå�áîý �ùí óõìâüëùí { Cover & Thomas 7.14ÈåùñÞó�å �ï åîÞò êáíÜëé �ï ïðïéï ÷ñçóéìïðïéåß äõáäéêü áëöÜâç�ï, ðáßñíåé ùò åßóïäïóýìâïëá �ùí 2 bits êáé ðáñÜãåé ùò Ýîïäï óýìâïëá �ùí 2 bits óýìöùíá ìå �çí áêüëïõèçáðåéêüíéóç: 00 → 01, 01 → 10, 10 → 11 êáé 11 → 00. ÅðïìÝíùò, åÜí ç åßóïäïò ó�ïêáíÜëé åßíáé ç áêïëïõèßá 01, ç Ýîïäïò åßíáé 10 ìå ðéèáíü�ç�á 1. Óõìâïëßæïõìå �á äýïóýìâïëá åéóüäïõ ìå X1; X2 êáé �á äýï óýìâïëá åîüäïõ ìå Y1; Y2.13



(á) Yðïëïãßó�å �çí áìïéâáßá ðëçñïöïñßá I(X1; X2;Y1; Y2) óõíáñ�Þóåé �çò êá�áíïìÞòåéóüäïõ åðÜíù ó�á 4 ðéèáíÜ æåýãç åéóüäïõ.(â) Äåßî�å ü�é ç ÷ùñç�éêü�ç�á áíÜ ìå�Üäïóç æåýãïõò øçößùí éóïý�áé ìå 2 bits.(ã) Äåßî�å ü�é, ãéá �çí êá�áíïìÞ åéóüäïõ ðïõ åðé�õã÷Üíåé �ç ÷ùñç�éêü�ç�á ó�ï ðñïç-ãïýìåíï åñþ�çìá, É(×1;Õ1) = 0. ÅðïìÝíùò, ç êá�áíïìÞ ó�éò áêïëïõèßåò åéóüäïõðïõ åðé�õã÷Üíåé �ç ÷ùñç�éêü�ç�á äå ìåãéó�ïðïéåß áðáñáß�ç�á �çí áìïéâáßá ðëçñï-öïñßá ìå�áîý ìåìïíùìÝíùí óõìâüëùí åéóüäïõ êáé �ùí áí�ßó�ïé÷ùí åîüäùí.29. Êùäéêïðïéç�Þò êáé Áðïêùäéêïðïéç�Þò ùò ìÝñïò �ïõ êáíáëéïý { Cover &Thomas 7.16ÈåùñÞó�å Äõáäéêü Óõììå�ñéêü ÊáíÜëé (BSC) ìå ðéèáíü�ç�á áíáó�ñïöÞò øçößïõ(
rossover probability) 0.1. ¸íá ðéèáíü ó÷Þìá êùäéêïðïßçóçò ãéá áõ�ü �ï êáíÜëé �ïïðïßï ÷ñçóéìïðïéåß äýï êùäéêÝò ëÝîåéò ìÞêïõò 3 åßíáé íá êùäéêïðïéÞóïõìå �ï ìÞíõìá a1ùò 000 êáé �ï ìÞíõìá a2 ùò 111. ÅÜí ÷ñçóéìïðïéïýìå áõ�üí �ïí êþäéêá, ìðïñïýìå íáèåùñÞóïõìå ü�é ï óõíäõáóìüò êùäéêïðïéç�Þ, êáíáëéïý êáé áðïêùäéêïðïéç�Þ áðï�åëåßÝíá íÝï BSC ìå äýï åéóüäïõò a1 êáé a2 êáé äýï åîüäïõò a1 êáé a2.(á) Âñåß�å �çí ðéèáíü�ç�á áíáó�ñïöÞò ãéá �ï íÝï êáíÜëé.(â) �ïéá åßíáé ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ íÝïõ êáíáëéïý óå bits áíÜ ÷ñÞóç �ïõ áñ÷éêïýêáíáëéïý;(ã) �ïéá åßíáé ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ áñ÷éêïý BSC ìå ðéèáíü�ç�á áíáó�ñïöÞò 0.1;(ä) Áðïäåßî�å �ï åîÞò ãåíéêü áðï�Ýëåóìá: �éá ïðïéïäÞðï�å êáíÜëé, åÜí èåùñÞóïõìåáðü êïéíïý �ïí êùäéêïðïéç�Þ, �ï êáíÜëé êáé �ïí áðïêùäéêïðïéç�Þ ùò Ýíá íÝïêáíÜëé ìå åßóïäï ìçíýìá�á êáé Ýîïäï åê�éìþìåíá ìçíýìá�á, ç ÷ùñç�éêü�ç�á óåbits áíÜ ÷ñÞóç �ïõ áñ÷éêïý êáíáëéïý äåí ìðïñåß íá áõîçèåß.30. *×ùñç�éêü�ç�á êáíáëéïý Ôá÷õäñïìéêþí ðåñéó�åñéþí (�ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�áÈåùñßáò �ëçñïöïñßáò) { Cover & Thomas 7.19 (�ñïðïðïéçìÝíç) { Ó÷å�éêÜÄýóêïëçÌéá ïìÜäá áðïêëåéóìÝíùí ìá÷ç�þí åðéêïéíùíåß ìå �ïõò óõììÜ÷ïõò �ïõò ìå ÷ñÞóç�á÷õäñïìéêþí ðåñéó�åñéþí. Èåùñïýìå ü�é êÜèå �á÷õäñïìéêü ðåñéó�Ýñé ìðïñåß íá ìå�á-öÝñåé Ýíá óýìâïëï ÁSCII (8 bits), ü�é Ýíá ðåñéó�Ýñé ó�Ýëíå�áé êÜèå 5 ëåð�Ü �çò þñáòêáé ü�é ÷ñåéÜæå�áé ðÜí�á 3 áêñéâþò ëåð�Ü �çò þñáò ãéá íá ö�Üóåé ó�ïí ðñïïñéóìü �ïõ.(á) ÅÜí üëá �á ðåñéó�Ýñéá êá�áöÝñíïõí íá ö�Üóïõí ó�ïí ðñïïñéóìü �ïõò, ðïéá åßíáéç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý óå bits/þñá;(â) ¸ó�ù ü�é ï ðáñáëÞð�çò ãíùñßæåé ü�é �á ðåñéó�Ýñéá ó�Ýëíïí�áé ìå ó�áèåñü ñõèìü,ïðü�å ìðïñåß íá áíé÷íåýóåé åÜí Ýíá ðåñéó�Ýñé äå ö�Üóåé ó�ïí ðñïïñéóìü �ïõ. ÅÜíïé áí�ßðáëïé êá�áöÝñíïõí íá óêï�þíïõí ðïóïó�ü � �ùí ðåñéó�åñéþí, ðïéá åßíáé ç÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý; �þò èá ìïí�åëïðïéïýóá�å �ï êáíÜëé;14



(*ã) Èåùñïýìå, �þñá, ü�é ïé áí�ßðáëïé ãíùñßæïõí Èåùñßá �ëçñïöïñßáò êáé, áöïý ðéÜ-óïõí Ýíá ðåñéó�Ýñé ìå ðéèáíü�ç�á �, áí�ß íá �ï óêï�þóïõí, áí�éêáèéó�ïýí �ïóýìâïëï ASCII ðïõ ó�Ýëíåé �ï ðåñéó�Ýñé ìå Ýíá äéáöïñå�éêü (áðü �á 255 ðéèáíÜ).Ôï óýìâïëï áí�éêá�Üó�áóçò åðéëÝãå�áé ìå âÜóç ïìïéüìïñöç êá�áíïìÞ. �ïéá åßíáéç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý; �þò èá ìïí�åëïðïéïýóá�å �ï êáíÜëé;(*ä) Áí ïé áí�ßðáëïé ìðïñïýí íá ðéÜíïõí üëá �á ðåñéó�Ýñéá, áëëÜ äå èÝëïõí íá îÝñïõìåü�é �á Ýðéáóáí (äçëáäÞ äåí �á óêï�þíïõí, áëëÜ ìðïñïýí íá áëëÜîïõí �ï óýìâïëïASCII, áí èÝëïõí, ðñéí �á áöÞóïõí) �é åßíáé �ï ÷åéñü�åñï (ãéá åìÜò) ðïõ ìðïñïýííá êÜíïõí;31. ÕðÜñ÷åé ðåñßð�ùóç ç ðñïóèÞêç ðåñéóóü�åñùí åéóüäùí ó�ï êáíÜëé íá åëá��þóåé�ç ÷ùñç�éêü�ç�Ü �ïõ; { Cover & Thomas 7.22Äåßî�å ü�é ç ðñïóèÞêç ìéáò ïðïéáóäÞðï�å ãñáììÞò ó�ïí ðßíáêá ìå�Üâáóçò åíüò äéáêñé-�ïý êáíáëéïý ÷ùñßò ìíÞìç äåí ìðïñåß íá åëá��þóåé �ç ÷ùñç�éêü�ç�Ü �ïõ.32. ÊáíÜëé äéáãñáöÞò { Cover & Thomas 7.27¸ó�ù {X ; p(y|x);Y} Ýíá äéáêñé�ü êáíÜëé ÷ùñßò ìíÞìç ìå ÷ùñç�éêü�ç�á C. ÕðïèÝó�åü�é ó�çí Ýîïäï �ïõ êáíáëéïý óõíäÝå�áé Ýíá êáíÜëé äéáãñáöÞò {Y ; p(s|y);S} �ï ïðïßïäéáãñÜöåé �çí Ýîïäï �ïõ ðñþ�ïõ êáíáëéïý ìå ðéèáíü�ç�á �.

Ó÷Þìá 7: ÊáíÜëé ãéá �ï �ñüâëçìá 7.27 �ùí Cover & Thomas.ÓõãêåêñéìÝíá, S = {y1; y2; : : : ; ym; e}, êáé
Pr{S = y|X = x} = �̄p(y|x); y ∈ Y ;
Pr{S = e|X = x} = �:Âñåß�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý áðü �ï X ó�ï S.33. ÊáíÜëéá (Ôåëéêü Äéáãþíéóìá È. �., ÖåâñïõÜñéïò 2008)¸ó�ù P (�) = [

1− � �� 1− � ]ï ðßíáêáò ìå�Üâáóçò åíüò äõáäéêïý óõììå�ñéêïý êáíáëéïý ìå ðéèáíü�ç�á óöÜëìá�ïò �.15



Åðßóçò, ïñßæå�áé ç ðñÜîç ∗ ùò åîÞò:a ∗ b = (1− a)b+ a(1 − b):(á) Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï êáíÜëé �ï ïðïßï Ý÷åé ãéá ðßíáêá ìå�Üâáóçò �ï ãßíïìåíïP (�1)P (�2) åßíáé éóïäýíáìï ìå Ýíá äõáäéêü óõììå�ñéêü êáíÜëé �ïõ ïðïßïõ çðéèáíü�ç�á óöÜëìá�ïò éóïý�áé ìå �1 ∗ �2.(â) Äþó�å ìéá öõóéêÞ åñìçíåßá �çò ðáñáêÜ�ù áíéóü�ç�áò, êáèþò êáé �çí áðüäåéîÞ �çò
1−H(�1 ∗ �2) ≤ min (1−H(�1); 1−H(�2)) ;åÜí ãíùñßæå�å ü�é éó÷ýïõí ïé áíéóü�ç�åò: |0:5−�1∗�2| ≤ |0:5−�1| êáé |0:5−�1∗�2| ≤

|0:5− �2|.(ã) Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï êáíÜëé �ï ïðïßï Ý÷åé ãéá ðßíáêá ìå�Üâáóçò �ï ãéíüìåíïP �(�) åßíáé éóïäýíáìï ìå Ýíá äõáäéêü óõììå�ñéêü êáíÜëé �ïõ ïðïßïõ ç ðéèáíü�ç�áóöÜëìá�ïò äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç 1
2
[1− (1− 2�)�]. Óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, ðïéáåßíáé ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý;34. Êá�áíïìÞ ðçãÞò (Åðáíáëçð�éêÞ ÅîÝ�áóç È. �., Óåð�Ýìâñéïò 2008)

Ó÷Þìá 8: ÊáíÜëé ðñïóèå�éêïý èïñýâïõ ìå êýêëùìá áðüöáóçò (sli
er)Èåùñïýìå �ï êáíÜëé ðñïóèå�éêïý èïñýâïõ �ïõ Ó÷Þìá�ïò 8.Ç (äéáêñé�Þ) ðçãÞ X ðáßñíåé �éìÝò ó�ï óýíïëï {−1;+1} êáé ïé Xi ðïõ áí�éó�ïé÷ïýíóå äéáöïñå�éêÝò ÷ñïíéêÝò ó�éãìÝò i åßíáé áíåîÜñ�ç�åò ïìïßùò êá�áíåìçìÝíåò (i.i.d.) ∼Bern(p). O èüñõâïò Zi åßíáé óõíå÷Þò áíåîÜñ�ç�ç ïìïßùò êá�áíåìçìÝíç �.ì. (äçëáäÞ ìéáëåõêÞ �õ÷áßá äéáäéêáóßá äéáêñé�ïý ÷ñüíïõ ìå óõíå÷åßò �éìÝò) êáé áêïëïõèåß ïìïéüìïñöçêá�áíïìÞ ó�ï äéÜó�çìá [−4=3; 4=3]. To êýêëùìá áðüöáóçò ðáñÜãåé ìéá åê�ßìçóç Yi�çò Xi ìå âÜóç �çí �éìÞ �ïõ áèñïßóìá�ïò Ui = Xi+Zi. ¼�áí Ui > �, Õi = +1, áëëéþòYi = −1. � ∈ R.Äßíå�áé ü�é log2 7 ≈ 2:8074.(á) Ó÷åäéÜó�å Þ äþó�å ìéá Ýêöñáóç ãéá �ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò Æi.(â) Ó÷åäéÜó�å Þ äþó�å ìéá Ýêöñáóç ãéá �ç óõíÜñ�çóç ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò �çò UiåÜí p = 1=2. 16



(ã) ¸ó�ù, ü�é � ∈ [−0:5; 0:5]. Õðïëïãßó�å �éò äåóìåõìÝíåò ðéèáíü�ç�åò óöÜëìá�ïòPe;−1 = Pr{Y = +1|X = −1} êáé Pe;+1 = Pr{Y = −1|X = +1} ùò óõíÜñ�çóç�ïõ �. p ∈ [0; 1] (êáé ü÷é, êá�' áíÜãêç, p = 1=2 üðùò ðñïçãïõìÝíùò).(ä) ¸ó�ù, �þñá, ü�é � = 0. Õðïëïãßó�å �éò ðéèáíü�ç�åò óöÜëìá�ïò Pe;−1 êáé Pe;+1.(å) �éá � = 0, äþó�å Ýíá äéáêñé�ü ìïí�Ýëï ãéá �ï êáíÜëé ìå åßóïäï �ç X êáé Ýîïäï�çí Y . �ñüêåé�áé ãéá êáíÜëé ìå ç ÷ùñßò ìíÞìç; Áé�éïëïãÞó�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.(ó�) Õðïëïãßó�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý ðïõ ìïí�åëïðïéÞóá�å ó�ï ðñïçãïýìåíïåñþ�çìá. �éá ðïéá �éìÞ �çò p åðé�õã÷Üíå�áé ç ÷ùñç�éêü�ç�á;35. ÊáíÜëé ìå áíáìå�áäü�ç (ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóç È. �., ÖåâñïõÜñéïò 2009)�ñïêåéìÝíïõ íá ìå�áäþóïõìå ðëçñïöïñßá óå ìåãÜëç áðüó�áóç ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï êá-íÜëé ìå áíáìå�áäü�ç �ïõ Ó÷Þìá�ïò 9.
Ó÷Þìá 9: ÊáíÜëé ìå áíáìå�áäü�ç ðïõ åíéó÷ýåé �ï óÞìá.Tá äýï êáíÜëéá ðñéí êáé ìå�Ü �ïí áíáìå�áäü�ç åéóÜãïõí áðüóâåóç |h| > 1 êáé �êá-ïõóéáíü èüñõâï Ni ìçäåíéêÞò ìÝóçò �éìÞò. ÄçëáäÞ, ãéá �ï óÞìá Y1 ó�çí åßóïäï �ïõáíáìå�áäü�ç éó÷ýåé Y1 = 1hX + N1. O áíáìå�áäü�çò (ó�çí ïõóßá Ýíáò åíéó÷õ�Þò)ðïëëáðëáóéÜæåé �ï Y1 ìå |G| > 1. ÈåùñÞó�å ü�é ç ìÝóç éó÷ýò �ïõ óÞìá�ïò X ó�çíåßóïäï �ïõ êáíáëéïý éóïý�áé ìå P . Åðßóçò, èåùñÞó�å ü�é èüñõâïé Ni åßíáé áíåîÜñ�ç�ïéìå�áîý �ïõò êáé áíåîÜñ�ç�ïé �çò X.Èåùñïýìå ü�é ï äÝê�çò ãíùñßæåé �éò �éìÝò �ùí h êáé G, êáèþò êáé �éò �éìÝò �çò äéáóðïñÜò�ùí �êáïõóéáíþí èïñýâùí N1 êáé N2, �2

1 êáé �2
2, áí�ßó�ïé÷á.(á) Âñåß�å �ï ìÝãéó�ï áñéèìü bits ðïõ ìðïñïýìå íá ìå�áäþóïõìå êÜèå öïñÜ ðïõ ÷ñç-óéìïðïéïýìå �ï êáíÜëé ìå åßóïäï X êáé Ýîïäï Y2 (óõíáñ�Þóåé �ùí P , h, G, �1 êáé�2), êáèþò êáé �çí êá�áíïìÞ åéóüäïõ ðïõ ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå. �ñÝðåé íááé�éïëïãÞóå�å åðáñêþò �çí áðÜí�çóÞ óáò.(â) ¸ó�ù, �þñá, ü�é, áí�ß ãéá åíéó÷õ�Þ, ï áíáìå�áäü�çò áðï�åëåß�áé áðü Ýíá äÝê�çêáé Ýíá ðïìðü, üðùò öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 10.O äÝê�çò �ïõ áíáìå�áäü�ç áðïêùäéêïðïéåß �ï ìÞíõìá êáé ï ðïìðüò �ïõ �ï åðáíá-êùäéêïðïéåß êáé �ï åðáíáìå�áäßäåé, ðÜëé ìå éó÷ý P . �ïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò áñéèìüòbits ðïõ ìðïñïýìå íá ìå�áäþóïõìå óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç êáé ðïéåò êá�áíïìÝòðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá �éò × êáé ×2;17



Ó÷Þìá 10: ÊáíÜëé ìå áíáìå�áäü�ç ðïõ áðïêùäéêïðïéåß, åðáíáêùäéêïðïéåß êáé åðáíáìå�áäßäåé.(ã) ÅÜí ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áíáìå�áäü�ç äåí áðï�åëåß ðåñéïñéó�éêü ðáñÜãïí�á êáéG = h (þó�å �ï óÞìá ðëçñïöïñßáò ó�çí Ýîïäï �ïõ áíáìå�áäü�ç-åíéó÷õ�Þ íá Ý÷åéåíÝñãåéá P êáé íá åßíáé äßêáéç ç óýãêñéóç ìå �ïí áíáìå�áäü�ç-ðïìðïäÝê�ç), ðïéááðü �éò äýï õëïðïéÞóåéò �ïõ áíáìå�áäü�ç ïäçãåß ó�ï ìÝãéó�ï åðé�åýîéìï ñõèìüìå�Üäïóçò;36. ÊáíÜëé (Åðáíáëçð�éêÞ åîÝ�áóç È. �., Óåð�Ýìâñéïò 2009)¸ó�ù X = Y = {0; 1; 2; 3} �á óýìâïëá åéóüäïõ êáé åîüäïõ, áí�ßó�ïé÷á, äéáêñé�ïýêáíáëéïý ÷ùñßò ìíÞìç ìå ðßíáêá ìå�ÜâáóçòP =









1− � � 0 0� 1− � 0 0
0 0 1− Æ Æ
0 0 Æ 1− Æ 







:�áñá�çñÞó�å ü�é ü�áí ç åßóïäïò �ïõ êáíáëéïý áíÞêåé ó�ï X1 = {0; 1} ç Ýîïäïò áíÞêåéó�ï Y1 = {0; 1}. Ïìïßùò, ãéá X2 = {2; 3}, ç Ýîïäïò áíÞêåé ó�ï Y2 = {2; 3}.(á) Ó÷åäéÜó�å �ï äéÜãñáììá ìå�Üâáóçò �ïõ êáíáëéïý.(â) Õðïëïãßó�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý ãéá � = Æ = 1=2.(ã) Ó�ç óõíÝ÷åéá �çò Üóêçóçò èåùñïýìå ü�é �á Æ êáé � ìðïñïýí íá ðÜñïõí ïðïéåóäÞðï�å�éìÝò (ü÷é, ðëÝïí, 1/2).¸ó�ù ü�é, ãéá �çí êá�áíïìÞ åéóüäïõ, p(x), éó÷ýåé p(0)+p(1) = � êáé p(2)+p(3) =
1 − �. Äåßî�å ü�é ãéá �çí áìïéâáßá ðëçñïöïñßá, I(X;Y ), ìå�áîý �çò åéóüäïõ, X,êáé �çò åîüäïõ, Y , �ïõ êáíáëéïý P éó÷ýåéI(X;Y ) = H(�) + �I(X;Y |X ∈ X1) + (1− �)I(X;Y |X ∈ X2):18



Õðüäåéîç: ÈåùñÞó�å �.ì. V ç ïðïßá õðïäçëþíåé åÜí X ∈ X1 Þ X ∈ X2 êáé÷ñçóéìïðïéÞó�å �ç ãéá íá âñåß�å åêöñÜóåéò ãéá �çí H(X) êáé Ç(× |Y ).(ä) Äåßî�å ü�é ç ìåãéó�ïðïßçóç �çò áìïéâáßáò ðëçñïöïñßáò ðñïêåéìÝíïõ íá õðïëïãß-óïõìå �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý ìðïñåß íá ãßíåé óå äýï âÞìá�á: Ó�ï ðñþ�ïâÞìá âñßóêïõìå �éò êá�áíïìÝò p1(x|X ∈ X1) êáé p2(x|X ∈ X2) ðïõ ìåãéó�ïðïéïýí�éò I(X;Y |X ∈ X1) êáé I(X;Y |X ∈ X2), áí�ßó�ïé÷á. Ó�ï äåý�åñï âÞìá õðïëïãß-æïõìå �çí ðáñÜìå�ñï � ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çí I(X;Y ). ÅÜí C1 åßíáé ç ÷ùñç�éêü�ç�á�ïõ êáíáëéïý P1 =

[

1− � �� 1− � ]êáé C2 ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïýP2 =

[

1− Æ ÆÆ 1− Æ ] ;åîçãÞó�å ãéá�ßC , maxp(x) I(X;Y ) = max� {H(�) + �C1 + (1− �)C2} :(å) Äåßî�å ü�é ç ÷ùñç�éêü�ç�á, C, �ïõ êáíáëéïý ìå ðßíáêá ìå�Üâáóçò P éóïý�áé ìåC = log
(

2C1 + 2C2

).37. *ÊáíÜëé { Cover & Thomas 7.12 (Åðáíáëçð�éêÞ ÅîÝ�áóç �. È. È. �.,Óåð�Ýìâñéïò 2009)Èåùñïýìå �ï äéáêñé�ü êáíÜëé ÷ùñßò ìíÞìç ìå ðßíáêá ìå�ÜâáóçòP =





2
3

1
3

0
1
3

1
3

1
3

0 1
3

2
3



 :(á) Ó÷åäéÜó�å �ï äéÜãñáììá �ïõ êáíáëéïý.(â) Õðïëïãßó�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý êáé �çí êá�áíïìÞ ìå �çí ïðïßá áõ�Þåðé�õã÷Üíå�áé. ÅîçãÞó�å äéáéóèç�éêÜ ãéá�ß ìßá áðü �éò åéóüäïõò �ïõ êáíáëéïý(ðïéá;) äå ÷ñçóéìïðïéåß�áé ü�áí ìå�áäßäïõìå ìå ñõèìü áõèáßñå�á êïí�Ü ó�ç÷ùñç�éêü�ç�á.Õðüäåéîç: Eêìå�áëëåõ�åß�å êÜðïéá óõììå�ñßá ó�ï êáíÜëé ãéá íá áðëïðïéÞóå�å �éòðñÜîåéò.(ã) Åðáëçèåýó�å ü�é ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý åßíáé ç ßäéá ìå áõ�Þ �ïõ êáíáëéïýäéáãñáöÞò (Binary Erasure Channel).
19



38. ×ñÞóç äéáãñáöÞò áðü �ïí ðïìðü (ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóç È. �., ÖåâñïõÜñéïò 2010)¼ðùò åßäáìå ó�ï ìÜèçìá, ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ äõáäéêïý êáíáëéïý äéáãñáöÞò (binaryerasure 
hannel - BEC) éóïý�áé ìå C = 1−� êáé åðé�õã÷Üíå�áé ìå ÷ñÞóç ïìïéüìïñöçòêá�áíïìÞò ó�ïí ðïìðü (Bern(1/2)). Ó�çí Üóêçóç áõ�Þ èá åîå�Üóïõìå åÜí Ý÷åé íüçìá,åöüóïí áõ�ü åßíáé åöéê�ü, ï ðïìðüò íá ó�Ýëíåé ü÷é ìüíï äýï óýìâïëá (ð.÷. 0 êáé 1),áëëÜ êáé Ýíá �ñß�ï óýìâïëï äéáãñáöÞò. Ó�çí Üóêçóç áõ�Þ äå èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé óå�é áí�éó�ïé÷åß Ýíá óýìâïëï äéáãñáöÞò ó�çí ðñÜîç êáé áðëþò èá �ï äïýìå ùò Ýíá �ñß�ïóýìâïëï åéóüäïõ ðïõ Ý÷ïõìå ó�ç äéÜèåóÞ ìáò ãéá �ç ìå�Üäïóç.ÓõãêåêñéìÝíá, èåùñïýìå �ï äéáêñé�ü êáíÜëé ÷ùñßò ìíÞìç �ïõ Ó÷Þìá�ïò 11. Ôá óýì-âïëá 0 êáé 1 äéáãñÜöïí�áé ìå ðéèáíü�ç�á 1/2, åíþ, áí ó�åßëïõìå äéáãñáöÞ, èåùñïýìåü�é ö�Üíåé ðÜí�ï�å ó�ï äÝê�ç ùò äéáãñáöÞ.
E

0

1

E

0

1

1/2

1/2

1/2

1/2

1

Ó÷Þìá 11: ÔñïðïðïéçìÝíï ÊáíÜëé ÄéáãñáöÞò ìå 3 åéóüäïõò.(á) Åßíáé �ï êáíÜëé óõììå�ñéêü; Åßíáé �ï êáíÜëé áóèåíþò óõììå�ñéêü;(â) Äþó�å Ýíá Üíù öñÜãìá, CUB, êáé Ýíá êÜ�ù öñÜãìá, CLB, ãéá �ç ÷ùñç�éêü�ç�á�ïõ êáíáëéïý. Ôï êÜ�ù öñÜãìá ðïõ æç�åß�áé ðñÝðåé íá åßíáé áõó�çñþò ìåãáëý�åñï�ïõ 0.5: CLB > 0:5 bits. Ìå âÜóç �á üñéá ðïõ âñÞêá�å, áí ìáò äßíå�áé çäõíá�ü�ç�á, êåñäßæïõìå óå ÷ùñç�éêü�ç�á áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé �ï 3ï óýìâïëïäéáãñáöÞò ó�ïí ðïìðü;Yðüäåéîç: Áí äõóêïëåýåó�å íá âñåß�å CLB > 0:5 bits, ðéèáíþò íá óáò âïçèÞóåé çáðÜí�çóÞ óáò ó�ï åðüìåíï Åñþ�çìá (ã).Óå ðåñßð�ùóç ðïõ óáò ÷ñåéáó�åß, äßíå�áé ü�é log2 3 ≈ 1:585 êáé ü�é H(1=3) ,
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log

(

1
3

)

− 2
3
log

(

2
3

)

≈ 0:9183 bits.(ã) Õðïëïãßó�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á, C, �ïõ êáíáëéïý �ïõ Ó÷Þìá�ïò 11, êáèþò êáé �çíêá�áíïìÞ ðïìðïý, p∗(x), ìå �çí ïðïßá åðé�õã÷Üíå�áé.Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞó�å �ç óõììå�ñßá �ïõ äéáãñÜììá�ïò ìå�Üâáóçò �ïõ êáíá-ëéïý ãéá íá áðëïðïéÞóå�å �éò ðñÜîåéò (�ñïóï÷Þ: Äå óçìáßíåé, áðáñáß�ç�á, ü�é �ïêáíÜëé åßíáé óõììå�ñéêü Þ áóèåíþò óõììå�ñéêü).20



39. Ìç óõììå�ñéêü Äõáäéêü ÊáíÜëé (Åðáíáëçð�éêÞ ÅîÝ�áóç �. È. È. �.,Óåð�Ýìâñéïò 2010)Èåùñïýìå �ï ìç óõììå�ñéêü äõáäéêü êáíÜëé �ïõ Ó÷Þìá�ïò 12.
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Ó÷Þìá 12: Ôï ìç óõììå�ñéêü äõáäéêü êáíÜëé.Óå ðåñßð�ùóç ðïõ óáò ÷ñåéáó�åß ó�çí Üóêçóç, äßíå�áé ü�é ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïýÆ éóïý�áé ìå C ≤ log
(

1 + (1− f)f f=(1−f)), üðïõ f ç ðéèáíü�ç�á ìå�Üâáóçò áðü �ï 1ó�ï 0.(á) Äåßî�å ü�é �ï ìç óõììå�ñéêü äõáäéêü êáíÜëé ìðïñåé íá ãñáö�åß ùò äéáäï÷Þ åíüòäõáäéêïý óõììå�ñéêïý êáíáëéïý ìå ðéèáíü�ç�á áíáó�ñïöÞò øçößïõ p êáé åíüò êá-íáëéïý Æ ìå ðéèáíü�ç�á ìå�Üâáóçò áðü �ï 1 ó�ï 0 ßóç ìå f . Äþó�å åêöñÜóåéò ãéá�éò ðáñáìÝ�ñïõò p êáé f óõíáñ�Þóåé �ùí p1 êáé p2.(â) Äåßî�å ü�é ãéá ïðïéïäÞðï�å êáíÜëé C ðïõ ìðïñåß íá ãñáö�åß ùò äéáäï÷Þ äýï êáíá-ëéþí C1 êáé C2, C ≤ min{C1; C2}, üðïõ C, C1 êáé C2 åßíáé ïé ÷ùñç�éêü�ç�åò �ùíêáíáëéþí C, C1 êáé C2, áí�ßó�ïé÷á.Åðßóçò, äþó�å ìéá éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá éó÷ýåé ç éóü�ç�á, äçëáäÞC = min{C1; C2}.(ã) Ìå âÜóç �éò áðáí�Þóåéò óáò ó�á Åñù�Þìá�á (á) êáé (â) âñåß�å Ýíá Üíù öñÜãìá ãéá�ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ ìç óõììå�ñéêïý äõáäéêïý êáíáëéïý. To Üíù öñÜãìá ðñÝðåéíá åßíáé óõíÜñ�çóç �ùí p1 êáé p2.(ä) Bñåß�å Ýíá êÜ�ù öñÜãìá ãéá �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ ìç óõììå�ñéêïý äõáäéêïý êá-íáëéïý (÷ùñßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóå�å, êá�' áíÜãêç, �á ðñïçãïýìåíá åñù�Þìá�á). Äå÷ñåéÜæå�áé íá äþóå�å áíáëõ�éêÝò åêöñÜóåéò. Áñêåß íá åîçãÞóå�å ðþò ìðïñåß íáõðïëïãéó�åß �ï êÜ�ù öñÜãìá.40. Äõáäéêü óõììå�ñéêü êáíÜëé ìå ìå�áâáëëüìåíç ðéèáíü�ç�á áíáó�ñïöÞò øçößïõ(ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóç È. �., ÖåâñïõÜñéïò 2011)Èåùñïýìå Ýíá äõáäéêü óõììå�ñéêü êáíÜëé (BSC) ìå ðéèáíü�ç�á áíáó�ñïöÞò øçößïõp ≤ 1
2
. Ùó�üóï, ç ðéèáíü�ç�á áíáó�ñïöÞò øçößïõ ìå�áâÜëëå�áé ìå �ï ÷ñüíï, n.21



ÓõãêåêñéìÝíá, ç pn ìðïñåß íá ðÜñåé äýï ðéèáíÝò �éìÝò, pA êáé pB. Èåùñïýìå, åðßóçò,÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, ü�é 0 ≤ pA ≤ pB ≤ 1
2
. Ç äéáäéêáóßá pn åßíáé áíåîÜñ�ç�çêáé ïìïßùò êá�áíåìçìÝíç (i.i.d.), äçëáäÞ ç �éìÞ �çò �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n äåí åîáñ�Ü�áéáðü ðñïçãïýìåíåò ÷ñïíéêÝò ó�éãìÝò êáé äåí åðçñåÜæåé åðüìåíåò ÷ñïíéêÝò ó�éãìÝò.¸ó�ù ü�é Pr{pn = pA} = � = 1− Pr{pn = pB}.(á) ÅÜí ãíùñßæïõìå �çí �éìÞ �çò pn �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n, ìå �é éóïý�áé ç ÷ùñç�éêü�ç�á,C, �ïõ êáíáëéïý �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n; Èá ïíïìÜóïõìå �çí �éìÞ áõ�Þ C(Sn) üðïõSn = A Þ Â, áíÜëïãá ìå �çí �éìÞ �çò pn (pA Þ pB, áí�ßó�ïé÷á).Ìå ðïéá êá�áíïìÞ åéóüäïõ åðé�õã÷Üíå�áé ç ÷ùñç�éêü�ç�á;(â) ÅÜí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï êáíÜëé ðÜñá ðïëëÝò öïñÝò (n → ∞) êáé êÜèå öïñÜãíùñßæïõìå �çí �éìÞ �çò pn ó�ïí ðïìðü (ç ïðïßá, üìùò, åîáêïëïõèåß íá ìå�áâÜë-ëå�áé ìå �õ÷áßï �ñüðï) ðïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò ñõèìüò ìå�Üäïóçò ðïõ ìðïñïýìå íáåðé�ý÷ïõìå; ÄçëáäÞ, ìå �é éóïý�áé ç ðïóü�ç�áCperfe
t = limn→∞

1n n
∑i=1

C(Sn);(ã) ¸ó�ù, �þñá, ü�é äå ãíùñßæïõìå �çí �éìÞ �çò pn ó�ïí ðïìðü. Äåßî�å ü�é ìðïñïýìåíá ìïí�åëïðïéÞóïõìå �ï êáíÜëé ùò Ýíá äõáäéêü óõììå�ñéêü êáíÜëé (BSC) ìåðáñÜìå�ñï p̄. Äþó�å ìéá Ýêöñáóç ãéá �çí p̄ óõíáñ�Þóåé �ùí �, pA êáé pB, êáèþòêáé ãéá �ç ÷ùñç�éêü�ç�á, Cno state info, åÜí õðïèÝóïõìå ü�é ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïêáíÜëé n öïñÝò ìå n → ∞.(ä) �ïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò ñõèìüò, R
onservative, ìå �ïí ïðïßï ìðïñïýìå íá ìå�á-äþóïõìå áí åßìáó�å óõí�çñç�éêïß êáé õðïèÝóïõìå ü�é ç pn ðáßñíåé ðÜí�ï�å �ç(÷åéñü�åñç) �éìÞ pB; Ôé êá�áíïìÞ åéóüäïõ ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå; Óõãêñßíå�åìå �ç Cno state info �ïõ ðñïçãïýìåíïõ åñù�Þìá�ïò. ÕðÜñ÷åé ðåñßð�ùóç íá éó÷ýåéR
onservative = Cno state info;(å) Áðïäåßî�å ü�é Cno state info ≤ Cperfe
t. EðïìÝíùò, ãíþóç �çò êá�Üó�áóçò �ïõêáíáëéïý ó�ïí ðïìðü áõîÜíåé �ç ÷ùñç�éêü�ç�á. ÅÜí � > 0, ãéá ðïéåò �éìÝò �ùípA êáé pB éó÷ýåé ç éóü�ç�á;41. Ìßá Þ äýï êåñáßåò; (ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóç �. È. È. �. { Éïýíéïò 2008)Ó�ï óýó�çìá �ïõ Ó÷Þìá�ïò 13 ï ðïìðüò ÷ñçóéìïðïéåß 2 êåñáßåò ðñïêåéìÝíïõ íá ó�åßëåéìçíýìá�á W ó�ï äÝê�ç.�éá êÜèå ÷ñÞóç êáíáëéïý, k, �o óÞìá ó�ï äÝê�ç éóïý�áé ìå Yk = h1X1;k + h2X2;k +Nk,üðïõ h1 êáé h2 (ðñáãìá�éêÝò) ó�áèåñÝò ãíùó�Ýò �üóï ó�ïí ðïìðü üóï êáé ó�ï äÝê�çêáé N i.i.d. ãêáïõóéáíüò èüñõâïò ∼ N (0; �2). Ïé X1 êáé X2 åßíáé áíåîÜñ�ç�åò áðü �ïèüñõâï N , áëëÜ ü÷é áðáñáß�ç�á áíåîÜñ�ç�åò ìå�áîý �ïõò. Åðßóçò, õðÜñ÷åé ðåñéïñéóìüòéó÷ýïò ó�ïí ðïìðü: Ôï Üèñïéóìá �ùí éó÷ýùí �ùí óçìÜ�ùí ðïõ åêðÝìðïí�áé áðü �éòäýï êåñáßåò äåí ðñÝðåé íá õðåñâáßíåé ìéá �éìÞ P . �éï óõãêåêñéìÝíá, E[X2
1 ]+E[X2

2 ] ≤ P .22



Ó÷Þìá 13: Ìå�Üäïóç ìå ÷ñÞóç 2 êåñáéþí êáé êïéíü êùäéêïðïéç�Þ.ÈÝëïõìå íá âñïýìå ðïéá åßíáé ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý êáé ðþò ðñÝðåé íá ó÷åäéáó�åßï êùäéêïðïéç�Þò ðñïêåéìÝíïõ íá åðé�ý÷ïõìå ìå�Üäïóç ìå �ç ÷ùñç�éêü�ç�á.(á) ÈåùñÞó�å �ï êáíÜëé ìå åßóïäï (X1; X2) êáé Ýîïäï Y . ÅîçãÞó�å ãéá�ß �ï êáíÜëéäåí Ý÷åé ìíÞìç êáé äþó�å ìéá Ýêöñáóç ãéá �ç óõíÜñ�çóç ìå�Üâáóçò f(y|x1; x2).Õðåíèõìßæå�áé ü�é ïé ðáñÜìå�ñïé h1 êáé h2 èåùñïýí�áé ãíùó�Ýò êáé ó�áèåñÝò.(â) Äþó�å ìéá Ýêöñáóç ãéá �çí áìïéâáßá ðëçñïöïñßá I(Y ;X1; X2). �ïéá ðñÝðåé íáåßíáé ç êá�áíïìÞ �çò Y þó�å íá ìåãéó�ïðïéåß�áé ç I(Y ;X1; X2); ÁíáöÝñå�å áðëþò�çí êá�áíïìÞ, äå ÷ñåéÜæïí�áé ðåñéóóü�åñåò ëåð�ïìÝñåéåò (ðñïò �ï ðáñüí).(ã) Èåùñïýìå, ÷ùñßò áðþëåéá �çò ãåíéêü�ç�áò, ü�é E[X1] = E[X2] = 0. Äåßî�å ü�éç E[Y 2] ìåãéó�ïðïéåß�áé ü�áí X1 = 
X2, üðïõ 
 ó�áèåñÜ. Õðüäåéîç: Ìðïñåß�åíá ÷ñçóéìïðïéÞóå�å �çí áíéóü�ç�á Cau
hy-S
hwarz: (E[X1X2])
2 ≤ E[X2

1 ]E[X2
2 ]ìå = ü�áí X1 = 
X2 (ãåíéêÜ X1 = 
X2 + d; Åäþ d = 0 ëüãù �çò õðüèåóçò

E[X1] = E[X2] = 0).(ä) Äþó�å ìéá Ýêöñáóç ãéá �çí E[Y 2] ü�áí X1 = 
X2 (óõíáñ�Þóåé �ùí 
, P , h1 êáéh2). (Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞó�å �ïí ðåñéïñéóìü éó÷ýïò ó�ïí ðïìðü). Ôé êá�áíïìÞðñÝðåé íá áêïëïõèïýí ïé X1 êáé X2 ãéá íá ìåãéó�ïðïéåß�áé ç I(Y ;X1; X2);(å) Âñåß�å �çí �éìÞ �çò 
 ç ïðïßá ìåãéó�ïðïéåß �çí E[Y 2]. Båâáéùèåß�å ü�é ëáìâÜíå�åõðüøç óáò �ïí ðåñéïñéóìü éó÷ýïò E[X2
1 ]+E[X2

2 ] ≤ P . ¸íáò �ñüðïò åßíáé íá âñåß�å�ï 
 ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çí Ýêöñáóç ãéá �çí E[Y 2] ðïõ âñÞêá�å ó�ï ðñïçãïýìåíïåñþ�çìá. Åíáëëáê�éêÜ, ìðïñåß�å íá èåùñÞóå�å ü�é X1 = �X êáé X2 = �X, üðïõ
E[X2] = 1 êáé �2 + �2 = P êáé íá âñåß�å �ç ó÷Ýóç ìå�áîý � êáé �.(ó�) Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù, êáèþò êáé �ç âÝë�éó�ç �éìÞ �çò 
 ðïõ âñÞêá�å ó�ï ðñïç-ãïýìåíï åñþ�çìá, õðïëïãßó�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý. Óõãêñßíå�å ìå �çíðåñßð�ùóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ìüíï ìéá êåñáßá ãéá �ç ìå�Üäïóç (÷ùñßò áðþëåéá�çò ãåíéêü�ç�áò, ìðïñåß�å íá èåùñÞóå�å ü�é h1 ≥ h2).(æ) �åñéãñÜø�å ðïëý óõíïð�éêÜ ðþò èá êá�áóêåõÜæá�å �ï âéâëßï êùäßêùí óå áõ�ü�ï êáíÜëé êáé �é ìå�áäßäå�áé áðü êÜèå êåñáßá åÜí áêïëïõèÞóïõìå �ç ìÝèïäï (�ïõ23



Shannon) ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá �çí áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò êùäéêïðïßçóçòãéá �ï ãêáïõóéáíü êáíÜëé.(ç) ÕðïèÝó�å, �þñá, ü�é ç êÜèå êåñáßá áíÞêåé óå äéáöïñå�éêü ðïìðü (÷ñÞó�ç) êáé ü�é ïéäýï ðïìðïß äåí åðéêïéíùíïýí ìå�áîý �ïõò, üðùò öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 14. Ùó�üóï,êáé ïé äýï ðïìðïß ãíùñßæïõí �á h1 êáé h2. ÕðïèÝó�å, åðßóçò, ÷ùñßò áðþëåéá �çòãåíéêü�ç�áò, ü�é h1 ≥ h2. Ïé ðïìðïß ðñÝðåé íá ìïéñáó�ïýí ìå�áîý �ïõò óõíïëéêÞéó÷ý P . ÄçëáäÞ, ðáñüëï ðïõ, óå áí�ßèåóç ìå ðñéí, ïé êåñáßåò óõíäÝïí�áé óåäéáöïñå�éêïýò ðïìðïýò, ðñÝðåé E[X2
1 ]+E[X2

2 ] ≤ P . ÔÝëïò, èåùñïýìå ü�é, ìå ÷ñÞóçêáíáëéïý åëÝã÷ïõ, õðïäåéêíýå�áé óå êÜèå ðïìðü ìå ðüóç éó÷ý ðñÝðåé íá åêðÝìøåé.EÜí R1 êáé R2 åßíáé ïé ñõèìïß ìå�Üäïóçò áðü �çí êåñáßá 1 êáé 2, áí�ßó�ïé÷á, ðþòðñÝðåé íá ìïéñáó�åß ç éó÷ýò P ìå�áîý �ùí 2 ðïìðþí êáé ðïéï åßíáé �ï ìÝãéó�ïÜèñïéóìá ñõèìþí ìå�Üäïóçò R1 +R2 ðïõ ìðïñïýìå íá åðé�ý÷ïõìå; Óõãêñßíå�å ìå�ï áðï�Ýëåóìá �ïõ Åñù�Þìá�ïò (ó�) êáé ó÷ïëéÜó�å.

Ó÷Þìá 14: Ìå�Üäïóç ìå ÷ñÞóç 2 êåñáéþí êáé áíåîÜñ�ç�ï êùäéêïðïéç�Þ óå êÜèå êåñáßá.42. Äéáêñé�ü MAC ÷ùñßò èüñõâï (Åðáíáëçð�éêÞ åîÝ�áóç �. È. È. �., Óåð�Ýìâñéïò2009)Ó�ï êáíÜëé �ïõ Ó÷Þìá�ïò 15, äýï ÷ñÞó�åò (1 êáé 2) åðéèõìïýí íá åðéêïéíùíÞóïõí ìåÝíá äÝê�ç. Ï äÝê�çò ëáìâÜíåé �ï Üèñïéóìá �ùí óçìÜ�ùí X1 êáé X2 �ïõ ÷ñÞó�ç 1êáé 2, áí�ßó�ïé÷á. Ùó�üóï, ü�áí ç áðüëõ�ç �éìÞ �ïõ áèñïßóìá�ïò åßíáé ìåãáëý�åñçáðü 1, ï äÝê�çò øáëéäßæåé �ï óÞìá. ÄçëáäÞ, Õ = max {−1;min {1; X1 +X2}}. Êáéïé äýï ÷ñÞó�åò ÷ñçóéìïðïéïýí �ï ßäéï áëöÜâç�ï X1 = X2 = {−1; 0; 1}. Ïé ÷ñÞó�åòäå óõíåííïïýí�áé ìå�áîý �ïõò ðñéí ìå�áäþóïõí. Ùó�üóï, èåùñïýìå ü�é ãíùñßæïõí �çíêá�áíïìÞ pXi(xi) ìå �çí ïðïßá ðñÝðåé íá ìå�áäþóïõí (ãéá ðáñÜäåéãìá, ìðïñåß íá �ïõò�çí Ý÷åé ãíùó�ïðïéÞóåé ï äÝê�çò ðñéí áñ÷ßóåé ç ìå�Üäïóç).Äßíå�áé, åðßóçò, ü�é log2 3 ≈ 1:585 êáé log2 5 ≈ 2:3219.(á) Âñåß�å �ç ìÝãéó�ç �éìÞ ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé ï ñõèìüò ìå�Üäïóçò R1 �ïõ ÷ñÞó�ç1. ÅðáíáëÜâå�å ãéá �ï ñõèìü ìå�Üäïóçò R2 �ïõ ÷ñÞó�ç 2. Âñåß�å, åðßóçò,�çí êá�áíïìÞ pXi(xi) ðïõ åðé�õã÷Üíåé �ï ìÝãéó�ï ñõèìü ìå�Üäïóçò, Ri, óå êÜèåðåñßð�ùóç. 24



Ó÷Þìá 15: Äéáêñé�ü MAC ÷ùñßò èüñõâï êáé äßðëåõñï øáëéäéóìü.(â) Õðïëïãßó�å �ç ìÝãéó�ç �éìÞ �ïõ áèñïßóìá�ïò R1+R2 �ùí ñõèìþí ìå �ïõò ïðïßïõòìðïñïýí íá ìå�áäþóïõí �áõ�ü÷ñïíá ïé äýï ÷ñÞó�åò (sum 
apa
ity �ïõ êáíáëéïý).�éá ðïéá êá�áíïìÞ pX1
(x1) · pX2

(x2) ìåãéó�ïðïéåß�áé �ï Üèñïéóìá; Ó÷åäéÜó�å �çíðåñéï÷Þ ÷ùñç�éêü�ç�áò (
apa
ity region), C, �ïõ êáíáëéïý.(ã) �åñéãñÜø�å Ýíáí �ñüðï ìå �ïí ïðïßï ìðïñåß�å íá åðé�ý÷å�å ìå�Üäïóç ìå ïðïéïäÞ-ðï�å æåýãïò ñõèìþí ìå�Üäïóçò (R1; R2) ðïõ áíÞêåé ó�çí ðåñéï÷Þ ÷ùñç�éêü�ç�áò,
C.(ä) ¸ó�ù, �þñá, ü�é ï äÝê�çò øáëéäßæåé �ï Üèñïéóìá ìüíï ó�ï +1, äçëáäÞ Y =
min{1; X1 +X2}, üðùò öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 16.Ôé ðåñéìÝíå�å ãéá �ç íÝá ðåñéï÷Þ ÷ùñç�éêü�ç�áò, C′, óå ó÷Ýóç ìå �çí ðñïçãïýìåíç;Áé�éïëïãÞó�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.(å) �ïéü åßíáé �ï Üíù öñÜãìá ãéá �ï Üèñïéóìá ñõèìþí ìå�Üäïóçò (sum 
apa
ity)Csum = R1 +R2;(ó�) Ó÷åäéÜó�å �çí ðåñéï÷Þ ñõèìþí ìå�Üäïóçò, R, ðïõ åðé�õã÷Üíå�áé ìå ÷ñÞóç �ùíêá�áíïìþí ðïõ âñÞêá�å ó�á åñù�Þìá�á (á) êáé (â). Óõãêñßíå�å ìå �çí ðåñéï÷Þ÷ùñç�éêü�ç�áò �ïõ Åñù�Þìá�ïò (â). Mðïñåß�å íá ðåß�å êÜ�é ðåñéóóü�åñï óå ó÷Ýóçìå áõ�Ü ðïõ óõìðåñÜíá�å ó�ï Åñþ�çìá (ä);(*æ) Äåßî�å ü�é Ýíá êÜ�ù öñÜãìá ãéá �ç sum 
apa
ity åßíáé �ï 1.9772. Ìå âÜóç áõ�ü�ï öñÜãìá êáé �çí ðåñéï÷Þ åðé�åýîéìùí ñõèìþí ìå�Üäïóçò �ïõ Åñù�Þìá�ïò (ó�)ó÷åäéÜó�å ìéá ðåñéï÷Þ åðé�åýîéìùí ñõèìþí ìå�Üäïóçò ðïõ åßíáé ðéï êïí�Ü ó�çíðåñéï÷Þ ÷ùñç�éêü�ç�áò C′ áðü áõ�Þí �ïõ Åñù�Þìá�ïò (ó�).Yðüäåéîç: Âñåß�å ìéá êá�áíïìÞ pX1

(x1) · pX2
(x2) ãéá �çí ïðïßá R1+R2 = 1:9772.25



Ó÷Þìá 16: Äéáêñé�ü MAC ÷ùñßò èüñõâï êáé ìïíüðëåõñï øáëéäéóìü.43. ÊáíÜëé ðïëëáðëÞò ðñüóâáóçò (Åðáíáëçð�éêÞ ÅîÝ�áóç �. È. È. �., Óåð�Ýìâñéïò2010)Èåùñïýìå �ï êáíÜëé ðïëëáðëÞò ðñüóâáóçò 2 ÷ñçó�þí, ç Ýîïäïò �ïõ ïðïßïõ äßíå�áé áðü�ç ó÷Ýóç Y = |X1| ·X2;üðïõ Xi åßíáé �á óýìâïëá �ïõ ÷ñÞó�ç 1 êáé 2, áí�ßó�ïé÷á. |X| åßíáé ç áðüëõ�ç �éìÞ �çòX.Èåùñïýìå, åðßóçò, ü�é X1 ∈ {−1; 0; 1} êáé X2 ∈ {−1; 0; 1}.Óå ðåñßð�ùóç ðïõ óáò ÷ñåéáó�åß äßíå�áé ü�é log2 3 ≈ 1:585.(á) �ïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò ñõèìüò ìå�Üäïóçò, R1;max, ðïõ ìðïñåß íá åðé�ý÷åé ï ÷ñÞó�çò1 áí äå ìáò åíäéáöÝñåé ï ñõèìüò ìå�Üäïóçò �ïõ ÷ñÞó�ç 2;Âñåß�å ìéá áðü êïéíïý êá�áíïìÞ p×1
(x1)p×2

(x2) ìå �çí ïðïßá åðé�õã÷Üíå�áé ìå�Ü-äïóç �ïõ ÷ñÞó�ç 1 ìå �ï ìÝãéó�ï ñõèìü.(â) �ïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò ñõèìüò ìå�Üäïóçò, R2;max, ðïõ ìðïñåß íá åðé�ý÷åé ï ÷ñÞó�çò2 áí äå ìáò åíäéáöÝñåé ï ñõèìüò ìå�Üäïóçò �ïõ ÷ñÞó�ç 1;Âñåß�å ìéá áðü êïéíïý êá�áíïìÞ p×1
(x1)p×2

(x2) ìå �çí ïðïßá åðé�õã÷Üíå�áé ìå�Ü-äïóç �ïõ ÷ñÞó�ç 2 ìå �ï ìÝãéó�ï ñõèìü.(ã) Bñåß�å �ï ìÝãéó�ï ñõèìü ìå �ïí ïðïßï ìðïñåß íá ìå�áäþóåé ï ÷ñÞó�çò 2 ü�áí ï÷ñÞó�çò 1 ìå�áäßäåé ìå �ï ìÝãéó�ï ñõèìü, R1;max, �ïõ Åñù�Þìá�ïò (á). �ïéá åßíáéç áðü êïéíïý êá�áíïìÞ, pX1
pX2

ðïõ ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå;Õðüäåéîç: Âñåß�å �ç ìïñöÞ ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷åé ç pX2
þó�å ï ÷ñÞó�çò 1 íá ìå�áäßäåéìå R1;max êáé ðñïóðáèÞó�å íá ìåãéó�ïðïéÞóå�å �ïí R2.26



(ä) Bñåß�å �ï ìÝãéó�ï ñõèìü ìå �ïí ïðïßï ìðïñåß íá ìå�áäþóåé ï ÷ñÞó�çò 1 ü�áí ï÷ñÞó�çò 2 ìå�áäßäåé ìå �ï ìÝãéó�ï ñõèìü, R2;max, �ïõ Åñù�Þìá�ïò (â). �ïéá åßíáéç áðü êïéíïý êá�áíïìÞ, pX1
pX2

ðïõ ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå;(å) �ïéá åßíáé ç ìÝãéó�ç �éìÞ �ïõ áèñïßóìá�ïò R1 + R2 �ùí ñõèìþí ìå�Üäïóçò ðïõìðïñïýìå íá åðé�ý÷ïõìå; Âñåß�å üëåò �éò êá�áíïìÝò pX1
pX2

ðïõ ìåãéó�ïðïéïýí �ïÜèñïéóìá R1+R2 (�ï ïðïßï ïíïìÜæå�áé áèñïéó�éêÞ ÷ùñç�éêü�ç�á { sum 
apa
ity).(ó�) Ìå âÜóç �éò áðáí�Þóåéò óáò ó�á Åñù�Þìá�á (ã){(å) ó÷åäéÜó�å ìéá ðåñéï÷Þ åðé�åý-îéìùí ñõèìþí ìå�Üäïóçò ãéá �ï êáíÜëé ðïëëáðëÞò ðñüóâáóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.Äéåõêñéíßó�å, åðßóçò, óå ðïéá óçìåßá �ï üñéï �çò ðåñéï÷Þò óõìðßð�åé ìå �ï üñéï �çòðåñéï÷Þò ÷ùñç�éêü�ç�áò �ïõ êáíáëéïý.

27


