
EE728 (22Á004) - �ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á Èåùñßáò �ëçñïöïñßáò ÖõëëÜäéï 10Ä. ÔïõìðáêÜñçò 12 Áðñéëßïõ 2011EE728 (22Á004) - �ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á Èåùñßáò �ëçñïöïñßáò2ç ÓåéñÜ ÁóêÞóåùí(ÊáíÜëéá)�áñÜäïóç: ¸ùò 3/5/2011 5 ì.ì. { Ó�ï ãñáöåßï ìïõÄéåõêñßíéóç: Ç åðßëõóç �ùí áóêÞóåùí åßíáé ðñïáéñå�éêÞ. Óêïðüò �ïõò åßíáé íá ëåé�ïõñãÞóïõíóõìðëçñùìá�éêÜ ìå �éò äéáëÝîåéò.Åðé�ñÝðå�áé ç óõíåñãáóßá óå ìéêñÝò ïìÜäåò, áëëÜ ü÷é ç áí�éãñáöÞ.ÅÜí Ý÷å�å êÜðïéåò áðü �éò áóêÞóåéò áðü öõëëÜäéá �ïõ ìáèÞìá�ïò \Èåùñßá �ëçñïöïñßáò" êáéÝ÷å�å Þäç äåé �éò ëýóåéò ìðïñåß�å íá �ï áíáöÝñ�å êáé íá ëýóå�å �éò õðüëïéðåò áóêÞóåéò.1. *Ôá êáíÜëéá ìå ìíÞìç Ý÷ïõí ìåãáëý�åñç ÷ùñç�éêü�ç�á { Cover & Thomas7.3 (�ñïðïðïéçìÝíç)ÈåùñÞó�å �ï êáíÜëé Yi = Xi ⊕ Zi, üðïõ ⊕ ðñüóèåóç modulo-2 (XOR). Ïé ìå�áâëç�ÝòXi êáé Yi åßíáé äõáäéêÝò, áëëÜ ü÷é, êá�' áíÜãêç, ïìïßùò êá�áíåìçìÝíåò. ¸ó�ù, åðßóçò,ü�é ç Zi Ý÷åé ó�áèåñÞ ìÜæá ðõêíü�ç�áò ðéèáíü�ç�áò Pr{Zi = 1} = p = 1−Pr{Zi = 0}.Ùó�üóï, ïé Z1; Z2; : : : ; Zn äåí åßíáé, êá�' áíÜãêç, áíåîÜñ�ç�åò.(á) Äþó�å Ýíá ó÷åäéÜãñáììá �ïõ êáíáëéïý. ÌïéÜæåé ìå êÜðïéï ãíùó�ü óáò êáíÜëé;Óå �é äéáöÝñåé (áí äéáöÝñåé);(â) ÅÜí ïé Zi åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, áí, äçëáäÞ, �ï êáíÜëé äåí Ý÷åé ìíÞìç, ðïéá åßíáé ç÷ùñç�éêü�ç�Ü �ïõ êáé ìå ðïéá êá�áíïìÞ p(x) åðé�õã÷Üíå�áé; ÏíïìÜó�å áõ�Þ �ç÷ùñç�éêü�ç�á C.(ã) Åðéó�ñÝöïí�áò ó�ç ãÝíéêÞ ðåñßð�ùóç üðïõ ïé Z1; Z2; : : : ; Zn äåí åßíáé, êá�' áíÜãêç,áíåîÜñ�ç�åò, äåßî�å ü�é, åÜí ç åßóïäïò åßíáé áíåîÜñ�ç�ç êáé ïìïßùò êá�áíåìçìÝíçBern(1=2), I(X1; X2; : : : ; Xn;Y1; Y2; : : : ; Yn) ≥ nC;üðïõ C ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéüý ÷ùñßò ìíÞìç �ïõ Åñù�Þìá�ïò (â).(ä) Ìå âÜóç �ï Åñþ�çìá (ã), óõìðåñÜíå�å ü�é, ãéá �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý ìåìíÞìç C ′ , 1n maxp(x) I(X1; X2; : : : ; Xn;Y1; Y2; : : : ; Yn), éó÷ýåé C ′ ≥ C.(å) Äþó�å ìéá äéáéóèç�éêÞ äéêáéïëüãçóç ãéá �ï áðï�Ýëåóìá ðïõ áðïäåßîá�å ó�ï (ä),ü�é, äçëáäÞ, ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ùí êáíáëéþí ÷ùñßò ìíÞìç äåí ìðïñåß íá õðåñâåß �ç÷ùñç�éêü�ç�á �ùí áí�ßó�ïé÷ùí êáíáëéþí ìå ìíÞìç.



2. ÕðïâÝë�éó�ïé êþäéêåò { Cover & Thomas 7.9ÈåùñÞó�å �ï êáíÜëé Æ ìå ðßíáêá ðéèáíï�Þ�ùí ìå�ÜâáóçòQ =

[

1 0
1=2 1=2 ] x; y ∈ {0; 1}:¸ó�ù ü�é êá�áóêåõÜæïõìå �õ÷áßï êþäéêá (

2nR; n) ìå ñßøåéò áìåñüëçð�ïõ êÝñìá�ïò.Ìå �ïí �ñüðï áõ�ü äåí åðé�õã÷Üíïõìå ìå�Üäïóç ìå �ç ÷ùñç�éêü�ç�á (ãéá�ß;). Âñåß�å�ï ìÝãéó�ï åöéê�ü ñõèìü ìå�Üäïóçò, R, þó�å ç ìÝóç �éìÞ �çò ðéèáíü�ç�áò óöÜëìá�ïòP (n)e åðß üëùí �ùí êùäßêùí ðïõ êá�áóêåõÜæïí�áé �õ÷áßá ìå áìåñüëçð�åò ñßøåéò íá �åßíåéó�ï 0 êáèþò �ï ìÞêïò, n, �ïõ êþäéêá �åßíåé ó�ï Üðåéñï.3. ÊáíÜëé äéáêñé�þí åéóüäùí, óõíå÷þí åîüäùí { Cover & Thomas 9.15¸ó�ù Pr{X = 1} = p, Pr{X = 0} = 1−p êáé Õ = ×+Æ , üðïõ ç Z åßíáé êá�áíåìçìÝíçïìïéüìïñöá ó�ï äéÜó�çìá [0; a], a > 1. Åðßóçò, ç Z åßíáé áíåîÜñ�ç�ç �çò X.(á) Õðïëïãßó�å �çí I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ).(â) Yðïëïãßó�å, �þñá, �çí I(X;Y ) ìå äéáöïñå�éêü �ñüðï, ìå ÷ñÞóç �çò I(X;Y ) =h(Y )− h(Y |X).(ã) Õðïëïãßó�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý ìåãéó�ïðïéþí�áò ùò ðñïò p.4. Ôå�ñáäéêÜ ÊáíÜëéá äéáãñáöÞò (�ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á È.�., ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóçÉïõíßïõ 2008)ÈåùñÞó�å �á êáíÜëéá äéáãñáöÞò ÷ùñßò ìíÞìç �ïõ Ó÷Þìá�ïò 1. Ó�ï êáíÜëé Á ó�ÝëíïõìåÝíá áðü 4 ðéèáíÜ óýìâïëá. Ï äÝê�çò ãíùñßæåé ðü�å ç ìå�Üäïóç Ý÷åé ãßíåé óùó�Ü êáéðü�å Ý÷åé ðñïêýøåé äéáãñáöÞ. Ó�ï êáíÜëé Â, üðùò êáé ó�ï êáíÜëé Á, ï ðïìðüò åðéëÝãåéêÜèå öïñÜ íá ìå�áäþóåé Ýíá áðü 4 óýìâïëá. ÅÜí óõìâåß äéáãñáöÞ ï äÝê�çò ãíùñßæåé ü÷éìüíï ü�é óõíÝâç äéáãñáöÞ, áëëÜ, åðéðëÝïí, �ï õðïóýíïëï ó�ï ïðïßï áíÞêåé �ï óýìâïëïðïõ ìå�áäüèçêå áðü �ïí ðïìðü ({0; 1} Þ {2; 3}).(á) Âñåß�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý Á, êáé �çí êá�áíïìÞ ìå �çí ïðïßá áõ�Þåðé�õã÷Üíå�áé.(â) Âñåß�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý Â ü�áí � = �, êáé �çí êá�áíïìÞ ìå �çíïðïßá áõ�Þ åðé�õã÷Üíå�áé. Óõãêñßíå�å ìå �çí �éìÞ ðïõ âñÞêá�å ó�ï ðñïçãïýìåíïåñþ�çìá. Ó÷ïëéÜó�å.(ã) Âñåß�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý Â ü�áí � 6= �, êáé �çí êá�áíïìÞ ìå �çíïðïßá áõ�Þ åðé�õã÷Üíå�áé. Óõãêñßíå�å ìå �çí �éìÞ ðïõ âñÞêá�å ó�ï ðñïçãïýìåíïåñþ�çìá. Ó÷ïëéÜó�å. �ïéá åßíáé ç ÷ùñç�éêü�ç�á ó�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç üðïõ � = 1êáé � = 0 êáé ìå ðïéá êá�áíïìÞ åéóüäïõ åðé�õã÷Üíå�áé;2



Ó÷Þìá 1: Ôå�ñáäéêÜ ÊáíÜëéá ÄéáãñáöÞò5. To äõáäéêü óõììå�ñéêü êáíÜëé äéáãñáöÞò (BSEC) (�ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á È.�., ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóç, Éïýíéïò 2010)Óå áõ�ü �ï ðñüâëçìá èá èåùñÞóïõìå Ýíá ðéï ñåáëéó�éêü äõáäéêü êáíÜëé äéáãñáöÞò,�ï BSEC. Ó�ï BSEC, åðéðëÝïí �ùí äéáãñáöþí, åíäÝ÷å�áé íá Ý÷ïõìå êáé áíáó�ñïöÞøçößïõ.ÓõãêåêñéìÝíá, ï ðßíáêáò ìå�Üâáóçò �ïõ BSEC åßíáé ïPY |X =

[

1− �− � � �� � 1− �− � ] :
X = {0; 1} êáé Y = {0; E; 1}.(á) Ó÷åäéÜó�å �ï äéÜãñáììá ìå�áâÜóåùí �ïõ êáíáëéïý. Åßíáé �ï êáíÜëé óõììå�ñéêü;Åßíáé áóèåíþò óõììå�ñéêü;(â) Âñåß�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ BSEC, êáèþò êáé �çí êá�áíïìÞ åéóüäïõ, p∗, ìå �çíïðïßá åðé�õã÷Üíå�áé ç ÷ùñç�éêü�ç�á. Óõãêñßíå�å ìå �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ BEC(� = 0).Õðüäåéîç: ¸íáò �ñüðïò ãéá íá áðïöýãå�å �éò ðïëëÝò ðñÜîåéò åßíáé íá ÷ñçóéìïðïé-Þóå�å �çí áñ÷Þ äéá÷ùñéóéìü�ç�áò �çò åí�ñïðßáò (2 öïñÝò).Ó�ç óõíÝ÷åéá, èá õðïëïãßóïõìå �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ BSEC ìå Ýíáí åíáëëáê�éêü �ñüðï.(ã) Äåßî�å ü�é �ï BSEC éóïäõíáìåß ìå Ýíá BSC ìå ðéèáíü�ç�á áíáó�ñïöÞò øçößïõÆ = �

1−� �ï ïðïßï áêïëïõèåß�áé áðü Ýíá BEC ìå ðéèáíü�ç�á äéáãñáöÞò �.3



(ä) ÅÜí X åßíáé ç åßóïäïò ó�ï BSEC, Y ç Ýîïäüò �ïõ êáé U ç (åíäéÜìåóç) Ýîïäïò�ïõ BSC, ÷ñçóéìïðïéÞó�å �á âÞìá�á �çò áðüäåéîçò �çò áíéóü�ç�áò åðåîåñãáóßáòäåäïìÝíùí ãéá íá åêöñÜóå�å �çí I(X;Y ) óõíáñ�Þóåé ìüíï �çò I(X;U) êáé �çòðáñáìÝ�ñïõ �.(å) Âñåß�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ BSEC ìåãéó�ïðïéþí�áò �çí I(X;U) �ïõ BSC ùò ðñïò�çí êá�áíïìÞ �çò X.6. Water�lling ìå ðåñéïñéóìü ìÝãéó�çò éó÷ýïò (�ñï÷ùñçìÝíá ÈÝìá�á È. �.,ÔåëéêÞ ÅîÝ�áóç, Éïýíéïò 2010)Óå ïñéóìÝíåò ðåñéð�þóåéò, åíäÝ÷å�áé íá ìç èÝëïõìå íá õðåñâïýìå ìéá óõãêåêñéìÝíç�éìÞ éó÷ýïò ó�ïí ðïìðü, áêüìá êáé åÜí ç éó÷ýò åßíáé äéáèÝóéìç (ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéáëüãïõò ëåé�ïõñãßáò �ïõ åíéó÷õ�Þ Þ ãéá íá ìçí ðñïêáëÝóïõìå ðáñåìâïëÝò óå ãåé�ïíéêÝòóõíäÝóåéò). Ó�ï ðñüâëçìá áõ�ü èá åîå�Üóïõìå ðþò ðñÝðåé íá ìå�áâÜëïõìå �ç ëýóçwater�lling ãéá íá éêáíïðïéÞóïõìå êáé Ýíá ðåñéïñéóìü ìÝãéó�çò éó÷ýïò åêðïìðÞò, Pmax;k,ãéá êÜèå ÷ñÞó�ç, k.Èåùñïýìå Ê ðáñÜëëçëá �êáïõóéáíÜ êáíÜëéá êáé óõíïëéêÞ äéáèÝóéìç éó÷ý P . Ç äéá-óðïñÜ �ïõ èïñýâïõ óå êÜèå êáíÜëé éóïý�áé ìå Nk. Ç äéáèÝóéìç éó÷ýò ìðïñåß íáêá�áíåìçèåß ó�á êáíÜëéá üðùò åðéèõìïýìå, áñêåß, óå êÜèå êáíÜëé, ç éó÷ýò íá ìçíõðåñâáßíåé ìéá ìÝãéó�ç �éìÞ Pmax;k. Äéåõêñéíßæå�áé ü�é, ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, ç Pmax;käåí åßíáé ç ßäéá ãéá üëá �á êáíÜëéá.(á) Èåùñïýìå, êá�' áñ÷Üò, �çí ðåñßð�ùóç 2 ÷ñçó�þí, äçëáäÞ K = 2. Åðßóçò, ìüíï óåáõ�ü �ï åñþ�çìá, èåùñïýìå ü�é äåí õðÜñ÷åé ðåñéïñéóìüò éó÷ýïò, Þ, éóïäýíáìá, ü�éPmax;k = P . ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, Ýó�ù ü�é N2 ≥ N1.Äþó�å ìéá Ýêöñáóç óå êëåéó�Þ ìïñöÞ ãéá �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ êáíáëéïý ðïõáðï�åëåß�áé áðü �á 2 ðáñÜëëçëá �êáïõóéáíÜ êáíÜëéá.Õðüäåéîç: �ñÝðåé íá äéáêñßíå�å ðåñéð�þóåéò, áíÜëïãá ìå �çí �éìÞ �çò P .(â) ÈåùñÞó�å, �þñá, ü�é åíäÝ÷å�áé êÜðïéåò áðü �éò Pmax;k (Þ üëåò) íá åßíáé ìéêñü�åñåòáðü P . �éá �ï êáíÜëé 2 ÷ñçó�þí (Ê = 2) âñåß�å ðïéåò óõíèÞêåò ðñÝðåé íá éó÷ýïõíãéá �éò Pmax;1 êáé Pmax;2 óõíáñ�Þóåé �ùí P , N1 êáé N2, þó�å ïé ðåñéïñéóìïß íá ìçíåðçñåÜæïõí �ç ÷ùñç�éêü�ç�á, äçëáäÞ ç ÷ùñç�éêü�ç�á ãéá äåäïìÝíåò �éìÝò �ùí P ,N1 êáé N2 íá éóïý�áé ìå �çí �éìÞ ðïõ âñÞêá�å ó�ï Åñþ�çìá (á).Ìðïñåß�å êáé ðÜëé íá èåùñÞóå�å, ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, ü�é N2 ≥ N1.(ã) Ó�ç óõíÝ÷åéá, ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå �éò åêöñÜóåéò, èåùñïýìå ü�é Pmax;1 = Pmax;2 =Pmax. Åðßóçò, èåùñïýìå ü�é Pmax;1 + Pmax;2 = 2Pmax ≥ P , äçëáäÞ ü�é üëç çóõíïëéêÞ éó÷ýò êá�áíÝìå�áé, �åëéêÜ ó�á êáíÜëéá.Âñåß�å �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ùí 2 ðáñÜëëçëùí êáíáëéþí ãéá ïðïéáäÞðï�å �éìÞ �ïõPmax (äçëáäÞ, áêüìá êáé ãéá �éìÝò ðïõ åíäÝ÷å�áé íá áëëÜæïõí �ç âÝë�éó�ç ëýóç�ïõ Åñù�Þìá�ïò (á)).(ä) Ó�ç óõíÝ÷åéá, èåùñïýìå �ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç K ÷ñçó�þí. ÕðïèÝó�å ü�é, áñ÷éêÜ,åê�åëïýìå �ïí áëãüñéèìï water�lling ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò. Ìå�Ü �çí åê�Ýëåóç4



�ïõ áëãïñßèìïõ ðáñá�çñïýìå ü�é óå êÜðïéá êáíÜëéá Ý÷ïõìå õðåñâåß �çí Pmax;k.ÕðïèÝó�å ü�é, ìå�Ü �çí åê�Ýëåóç �ïõ áëãïñßèìïõ water�lling Ý÷åé êá�áíåìçèåß ìçìçäåíéêÞ éó÷ýò óå üëá �á K êáíÜëéá (äçëáäÞ Pk > 0 ãéá üëá �á k). ÕðïèÝó�å,åðßóçò, ü�é ó�á êáíÜëéá üðïõ äåí Ý÷ïõìå õðåñâåß �çí Pmax;k äåí õðÜñ÷åé ðåñéïñéóìüòéó÷ýïò. �þò ðñÝðåé íá êá�áíåßìïõìå �çí ðëåïíÜæïõóá éó÷ý ∑k∈O (Pk − Pmax;k)ó�á õðüëïéðá êáíÜëéá þó�å íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �ï Üèñïéóìá ñõèìþí ìå�Üäïóçò;(O åßíáé �ï óýíïëï �ùí êáíáëéþí üðïõ ï áëãüñéèìïò water�lling õðåñÝâç �éò Pmax;kêáé Pk ïé ëýóåéò �ïõ áëãïñßèìïõ water�lling ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò).(å) �ñï�åßíå�å Ýíáí �ñïðïðïéçìÝíï áëãüñéèìï water�lling ãéá �çí ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìåðåñéïñéóìïýò éó÷ýïò, Pmax;k, óå êÜèå êáíÜëé. Óå áõ�ü �ï åñþ�çìá èåùñÞó�å �çãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, äçëáäÞ ü�é õðÜñ÷ïõí ðåñéïñéóìïß óå üëá �á êáíÜëéá. Åðßóçò,óå áí�ßèåóç ìå �ï ðñïçãïýìåíï åñþ�çìá, õðÜñ÷åé ðåñßð�ùóç ìå�Ü �çí åê�Ýëåóç�ïõ áëãïñßèìïõ water�lling ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò éó÷ýïò êÜðïéá êáíÜëéá íá ìç÷ñçóéìïðïéïýí�áé (äçëáäÞ íá Ý÷ïõìå Pk = 0).
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