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• ÄéÜñêåéá äéáãùíßóìá�ïò: 3 þñåò. 4 áóêÞóåéò (�ï öõëëÜäéï Ý÷åé 6 óåëßäåò { åëÝãî�å �ï!).
• Báèìüò äéáãùíßóìá�ïò = 100 ìïíÜäåò=10. Óýíïëï ìïíÜäùí: 100.
•Ïé áðáí�Þóåéò óáò óå êÜèå åñþ�çìá èá ðñÝðåé íá åßíáé åðáñêþò áé�éïëïãçìÝíåò. Åðé�ñÝðå�áéç ÷ñÞóç (÷ùñßò áðüäåéîç) ïðïéïõäÞðï�å èåùñÞìá�ïò êáé ïðïéáóäÞðï�å éäéü�ç�áò Ý÷åé áíáöåñèåßó�ï ìÜèçìá Þ âñßóêå�áé ó�ï âéâëßï �ùí Cover & Thomas Þ ó�ï âéâëßï �ïõ Gallager Þ/êáéó�éò óçìåéþóåéò Þ/êáé ó�á öõëëÜäéá áñêåß íá �ï äéåõêñéíßóå�å.
• Áðï�Ýëåóìá ãéá �ï ïðïßï äåí õðÜñ÷åé åðáñêÞò áé�éïëüãçóç ó�ï ãñáð�ü äåí ðñïóìå�ñÜ�áéó�ç âáèìïëüãçóç. Ó�çí ðåñßð�ùóç áñéèìç�éêïý áðï�åëÝóìá�ïò ðïõ õðïëïãßó�çêå ìåáñéèìïìç÷áíÞ ðñÝðåé íá äþóå�å �ïí �ýðï ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóá�å Þ íá åðéóõíÜøå�å �ï ðñü÷åéñïó�ï ïðïßï êÜíá�å �éò ðñÜîåéò.
• Âåâáéùèåß�å ü�é Ý÷å�å ãñÜøåé �ï üíïìÜ óáò óå üëá �á öýëëá ðïõ Ý÷å�å ÷ñçóéìïðïéÞóåé,óõìðåñéëáìâáíïìÝíùí �ùí ðñï÷åßñùí.
• Áðáãïñåýå�áé �ï êÜðíéóìá ìÝóá ó�çí áßèïõóá êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ïõ äéáãùíßóìá�ïò. Èáóáò åðé�ñáðåß, üìùò, íá âãåß�å Ýîù ãéá íá êáðíßóå�å. Åðßóçò, áðáãïñåýå�áé åðéêïéíùíßáìå�áîý äéáãùíéæïìÝíùí ÷ùñßò Üäåéá åðé�çñç�Þ. ÔÝëïò, áðáãïñåýå�áé ç ÷ñÞóç êéíç�þí�çëåöþíùí Þ Üëëùí ìÝóùí åðéêïéíùíßáò.
• Ìðïñåß�å íá êñá�Þóå�å �á èÝìá�á. Ïé ëýóåéò èá åßíáé äéáèÝóéìåò óýí�ïìá.ÊÁËÇ Å�ÉÔÕ×ÉÁ!ÂÜñç èåìÜ�ùí1o èÝìá 252o èÝìá 203o èÝìá 254o èÝìá 30
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1. Ìå�áâïëÞ åí�ñïðßáò (25 ìïíÜäåò)ÈåùñÞó�å ìéá êá�áíïìÞ p = (p1; p2; : : : ; pN) ìå Í ≥ 2 åíäå÷üìåíá, üëá ìç ìçäåíéêÞòðéèáíü�ç�áò, äçëáäÞ pn > 0 ∀n. Èá äåßîïõìå ü�é, ãéá ïðïéáäÞðï�å êá�áíïìÞ,õðÜñ÷åé ðÜí�ï�å �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá åíäå÷üìåíï, Ýó�ù Ê , �ï ïðïßï áí áöáéñÝóïõìåèá åëá��þóïõìå �çí åí�ñïðßá. ÄçëáäÞ, õðÜñ÷åé ðÜí�ï�å �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá pk Ý�óéþó�å, áíp′ =
( p1

1−pK ; p2
1−pK ; : : : ; pK−1

1−pK ; pK+1

1−pK ; : : : ; pN
1−pK), H(p′) < H(p).(á) (8 ìïíÜäåò)Äåßî�å ü�é äåí ìðïñïýìå ðÜí�ï�å íá åëá��þóïõìå �çí åí�ñïðßá áí åðéëÝîïõìå�ï åíäå÷üìåíï Ê �õ÷áßá. ÄçëáäÞ, õðÜñ÷ïõí êá�áíïìÝò ãéá �éò ïðïßåò õðÜñ÷åépÊ �Ý�ïéï þó�å H(p′) > H(p).(â) (3 ìïíÜäåò)Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîå�å Ýíá ëÞììá ðïõ èá óáò âïçèÞóåé íá áðïäåßîå�å �ïæç�ïýìåíï. Äåßî�å ü�é, ãéá p ∈ (0; 1=2], ç óõíÜñ�çóç H(p)p , üðïõ H(p) ,

−p log2 p− (1− p) log2(1− p) åßíáé öèßíïõóá óõíÜñ�çóç �ïõ p.(ã) (3 ìïíÜäåò)ÅîçãÞó�å ãéá�ß, óå ìßá ïðïéáäÞðï�å êá�áíïìÞ ìå Í åíäå÷üìåíá, (p1; p2; : : : ; pN),üëá ìç ìçäåíéêÜ, õðÜñ÷åé ðÜí�ï�å �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá åíäå÷üìåíï, L, ìå pL ≤ 1N .(ä) (11 ìïíÜäåò)×ñçóéìïðïéþí�áò �á Eñù�Þìá�á (â) êáé (ã) (Þ êÜðïéïí Üëëï �ñüðï, áí ðñï�éìÜ�å)áðïäåßî�å ü�é õðÜñ÷åé ðÜí�ï�å Ýíá åíäå÷üìåíï, K, �ï ïðïßï áí áöáéñåèåß çåí�ñïðßá �çò êá�áíïìÞò ìåéþíå�áé.
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2. ÔõðéêÝò áêïëïõèßåò (20 ìïíÜäåò)Èåùñïýìå ðçãÞ ÷ùñßò ìíÞìç ðïõ ðáñÜãåé áêïëïõèßá äõáäéêþí �.ì. Xi ∼Bern(p).ÄçëáäÞ, çX1; X2; : : : åßíáé áêïëïõèßá áíåîÜñ�ç�ùí êáé ïìïßùò êá�áíåìçìÝíùí (i.i.d.)�.ì.(á) (5 ìïíÜäåò)ÅÜí ∣

∣

∣
A(n)� ∣

∣

∣
åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí áóèåíþò �−�õðéêþí áêïëïõèéþí ìÞêïõò n êáé

|Xn
1 | åßíáé üëåò ïé äõáäéêÝò áêïëïõèßåò ìÞêïõò n, �é ìðïñïýìå íá ðïýìå ãéá �ïëüãï ∣

∣

∣
A(n)� ∣

∣

∣
= |Xn

1 | êáèþò n→ ∞ êáé �→ 0;Õðüäåéîç: �ñÝðåé íá äåß�å áí ï ëüãïò óõãêëßíåé ó�çí ßäéá �éìÞ ãéá üëåò �éò�éìÝò �çò ðáñáìÝ�ñïõ p.(â) (5 ìïíÜäåò)Èåùñïýìå, �þñá, ü�é ïé �éìÝò �çòXi åßíáé 0 (ìå ðéèáíü�ç�á p) Þ 1 (ìå ðéèáíü�ç�á
1−p). Oñßæïõìå �ï âÜñïò Hamming (Hamming weight),W (Xn

1 ), �çò áêïëïõèßáòXn
1 ùò �ïí áñéèìü �ùí `1' �çò áêïëïõèßáò.Äåßî�å ü�é 1nW (Xn

1 ) → 1− p ãéá n→ ∞.Yðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞó�å �ïí éó÷õñü íüìï �ùí ìåãÜëùí áñéèìþí.(ã) (10 ìïíÜäåò)¸ó�ù, �þñá, ü�é �ï ìÞêïò, n, �çò áêïëïõèßáò åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé ü�é � >
0. Äåßî�å ü�é ìðïñïýìå íá áðïöáóßóïõìå áí ç áêïëïõèßá Xn

1 ìÞêïõò n åßíáéáóèåíþò �−�õðéêÞ áí ãíùñßæïõìå �çí �éìÞ �ïõ âÜñïõò Hamming, W (Xn
1 ), �çòáêïëïõèßáò.
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3. Ìç óõììå�ñéêü Äõáäéêü ÊáíÜëé (25 ìïíÜäåò)Èåùñïýìå �ï ìç óõììå�ñéêü äõáäéêü êáíÜëé �ïõ Ó÷Þìá�ïò 1.
1-p

1

p
1

p
2

1-p
2

0 0

11

X Y

Ó÷Þìá 1: Ôï ìç óõììå�ñéêü äõáäéêü êáíÜëé.Óå ðåñßð�ùóç ðïõ óáò ÷ñåéáó�åß ó�çí Üóêçóç, äßíå�áé ü�é ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõêáíáëéïý Æ éóïý�áé ìå C ≤ log
(

1 + (1− f)f f=(1−f)), üðïõ f ç ðéèáíü�ç�á ìå�Üâáóçòáðü �ï 1 ó�ï 0.(á) (5 ìïíÜäåò)Äåßî�å ü�é �ï ìç óõììå�ñéêü äõáäéêü êáíÜëé ìðïñåé íá ãñáö�åß ùò äéáäï÷Þåíüò äõáäéêïý óõììå�ñéêïý êáíáëéïý ìå ðéèáíü�ç�á áíáó�ñïöÞò øçößïõ p êáéåíüò êáíáëéïý Æ ìå ðéèáíü�ç�á ìå�Üâáóçò áðü �ï 1 ó�ï 0 ßóç ìå f . Äþó�ååêöñÜóåéò ãéá �éò ðáñáìÝ�ñïõò p êáé f óõíáñ�Þóåé �ùí p1 êáé p2.(â) (7 ìïíÜäåò)Äåßî�å ü�é ãéá ïðïéïäÞðï�å êáíÜëé C ðïõ ìðïñåß íá ãñáö�åß ùò äéáäï÷Þ äýïêáíáëéþí C1 êáé C2, C ≤ min{C1; C2}, üðïõ C, C1 êáé C2 åßíáé ïé ÷ùñç�éêü�ç�åò�ùí êáíáëéþí C, C1 êáé C2, áí�ßó�ïé÷á.Åðßóçò, äþó�å ìéá éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá éó÷ýåé ç éóü�ç�á, äçëáäÞC = min{C1; C2}.(ã) (6 ìïíÜäåò)Ìå âÜóç �éò áðáí�Þóåéò óáò ó�á Åñù�Þìá�á (á) êáé (â) âñåß�å Ýíá Üíù öñÜãìáãéá �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ ìç óõììå�ñéêïý äõáäéêïý êáíáëéïý. To Üíù öñÜãìáðñÝðåé íá åßíáé óõíÜñ�çóç �ùí p1 êáé p2.(ä) (7 ìïíÜäåò)Bñåß�å Ýíá êÜ�ù öñÜãìá ãéá �ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ ìç óõììå�ñéêïý äõáäéêïýêáíáëéïý (÷ùñßò íá ÷ñçóéìïðïéÞóå�å, êá�' áíÜãêç, �á ðñïçãïýìåíá åñù�Þìá�á).Äå ÷ñåéÜæå�áé íá äþóå�å áíáëõ�éêÝò åêöñÜóåéò. Áñêåß íá åîçãÞóå�å ðþò ìðïñåßíá õðïëïãéó�åß �ï êÜ�ù öñÜãìá.
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4. ÊáíÜëé ðïëëáðëÞò ðñüóâáóçò (30 ìïíÜäåò)Èåùñïýìå �ï êáíÜëé ðïëëáðëÞò ðñüóâáóçò 2 ÷ñçó�þí, ç Ýîïäïò �ïõ ïðïßïõ äßíå�áéáðü �ç ó÷Ýóç Y = |X1| ·X2;üðïõ Xi åßíáé �á óýìâïëá �ïõ ÷ñÞó�ç 1 êáé 2, áí�ßó�ïé÷á. |X| åßíáé ç áðüëõ�ç �éìÞ�çò X.Èåùñïýìå, åðßóçò, ü�é X1 ∈ {−1; 0; 1} êáé X2 ∈ {−1; 0; 1}.Óå ðåñßð�ùóç ðïõ óáò ÷ñåéáó�åß äßíå�áé ü�é log2 3 ≈ 1:585.(á) (2 ìïíÜäåò)�ïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò ñõèìüò ìå�Üäïóçò, R1;max, ðïõ ìðïñåß íá åðé�ý÷åé ï÷ñÞó�çò 1 áí äå ìáò åíäéáöÝñåé ï ñõèìüò ìå�Üäïóçò �ïõ ÷ñÞó�ç 2;Âñåß�å ìéá áðü êïéíïý êá�áíïìÞ p×1
(x1)p×2

(x2) ìå �çí ïðïßá åðé�õã÷Üíå�áéìå�Üäïóç �ïõ ÷ñÞó�ç 1 ìå �ï ìÝãéó�ï ñõèìü.(â) (2 ìïíÜäåò)�ïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò ñõèìüò ìå�Üäïóçò, R2;max, ðïõ ìðïñåß íá åðé�ý÷åé ï÷ñÞó�çò 2 áí äå ìáò åíäéáöÝñåé ï ñõèìüò ìå�Üäïóçò �ïõ ÷ñÞó�ç 1;Âñåß�å ìéá áðü êïéíïý êá�áíïìÞ p×1
(x1)p×2

(x2) ìå �çí ïðïßá åðé�õã÷Üíå�áéìå�Üäïóç �ïõ ÷ñÞó�ç 2 ìå �ï ìÝãéó�ï ñõèìü.(ã) (9 ìïíÜäåò)Bñåß�å �ï ìÝãéó�ï ñõèìü ìå �ïí ïðïßï ìðïñåß íá ìå�áäþóåé ï ÷ñÞó�çò 2 ü�áíï ÷ñÞó�çò 1 ìå�áäßäåé ìå �ï ìÝãéó�ï ñõèìü, R1;max, �ïõ Åñù�Þìá�ïò (á). �ïéáåßíáé ç áðü êïéíïý êá�áíïìÞ, pX1
pX2

ðïõ ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå;Õðüäåéîç: Âñåß�å �ç ìïñöÞ ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷åé ç pX2
þó�å ï ÷ñÞó�çò 1 íáìå�áäßäåé ìå R1;max êáé ðñïóðáèÞó�å íá ìåãéó�ïðïéÞóå�å �ïí R2.(ä) (7 ìïíÜäåò)Bñåß�å �ï ìÝãéó�ï ñõèìü ìå �ïí ïðïßï ìðïñåß íá ìå�áäþóåé ï ÷ñÞó�çò 1 ü�áíï ÷ñÞó�çò 2 ìå�áäßäåé ìå �ï ìÝãéó�ï ñõèìü, R2;max, �ïõ Åñù�Þìá�ïò (â). �ïéáåßíáé ç áðü êïéíïý êá�áíïìÞ, pX1

pX2
ðïõ ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå;(å) (6 ìïíÜäåò)�ïéá åßíáé ç ìÝãéó�ç �éìÞ �ïõ áèñïßóìá�ïò R1+R2 �ùí ñõèìþí ìå�Üäïóçò ðïõìðïñïýìå íá åðé�ý÷ïõìå; Âñåß�å üëåò �éò êá�áíïìÝò pX1

pX2
ðïõ ìåãéó�ïðïéïýí�ï Üèñïéóìá R1 + R2 (�ï ïðïßï ïíïìÜæå�áé áèñïéó�éêÞ ÷ùñç�éêü�ç�á { sum
apa
ity).(ó�) (4 ìïíÜäåò)Ìå âÜóç �éò áðáí�Þóåéò óáò ó�á Åñù�Þìá�á (ã){(å) ó÷åäéÜó�å ìéá ðåñéï÷Þåðé�åýîéìùí ñõèìþí ìå�Üäïóçò ãéá �ï êáíÜëé ðïëëáðëÞò ðñüóâáóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.Äéåõêñéíßó�å, åðßóçò, óå ðïéá óçìåßá �ï üñéï �çò ðåñéï÷Þò óõìðßð�åé ìå �ï üñéï�çò ðåñéï÷Þò ÷ùñç�éêü�ç�áò �ïõ êáíáëéïý.
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