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Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος Ϲώνης

Στη ϕύση, τα κανάλια είναι όχι µόνο συνεχών τιµών αλλά και συνε-

χούς χρόνου (waveform channels).

Το Γκαουσιανό κανάλι συνεχούς χρόνου και πεπερασµένου εύρους

Ϲώνης, W , δίνεται από τη σχέση

Y (t) = (X(t) + Z(t)) ∗ h(t),

όπου Z(t) είναι λευκός Γκαουσιανός ϑόρυβος και h(t) είναι η κρου-

στική απόκριση ιδανικού ϐαθυπερατού ϕίλτρου µε fmax = W .

Από το Θεώρηµα ∆ειγµατοληψίας Nyquist-Shannon-Kotelnikov γνω-

ϱίζουµε ότι οποιοδήποτε ϐαθυπερατό σήµα µπορεί να αναπαραστα-

ϑεί χωρίς απώλεια πληροφορίας µε χρήση τουλάχιστον 2W δειγ-

µάτων του ανά δευτερόλεπτο.
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Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος Ϲώνης (2)

Συνεπώς, για σήµατα X(t) τα οποία δεν έχουν ϕασµατικό περιε-

χόµενο σε συχνότητες µεγαλύτερες της W , µπορούµε να χρησι-

µοποιήσουµε τα δείγµατά τους και, εποµένως, διακριτό µοντέλο

καναλιού.

Για πληρέστερη δικαιολόγηση δείτε π.χ. Cover & Thomas 9.3. Για

µια εξαντλητική εξέταση του προβλήµατος µε όλες τις απαραίτητες

λεπτοµέρειες δείτε Gallager, Chapter 8.
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Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος Ϲώνης (3)

΄Εστω ότι παρατηρούµε το σήµα X(t) εύρους Ϲώνης W για T s.

Εάν η Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος (PSD) της Z(t) ισούται µε
N0
2 ,

η ισχύς του ϑορύβου ισούται µε
N0
2 2W = N0W . Εποµένως, η

διασπορά κάθε δείγµατος ϑορύβου (από τα 2WT , συνολικά) ισούται

µε
N0WT
2WT = N0

2 .

Η ενέργεια ανά δείγµα ισούται µε
PT

2WT = P
2W .

Αποδεικνύεται ότι τα δείγµατα λευκού Γκαουσιανού ϑορύβου είναι

ανεξάρτητες και οµοίως κατανεµηµένες (i.i.d.) Γκαουσιανές τ.µ.
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Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος Ϲώνης (4)

Συνεπώς, η χωρητικότητα του Γκαουσιανού καναλιού µε πεπερα-

σµένο εύρος Ϲώνης ισούται µε

Χωρητικότητα Γκαουσιανού καναλιού πεπερασµένου εύρους Ϲώνης W

C =
1
2

log

(
1 + P

2W
N0
2

)
=

1
2

log
(

1 +
P

N0W

)
bits/δείγµα⇒

C = W log
(

1 +
P

N0W

)
bits/s.
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Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος Ϲώνης (5)

Χωρητικότητα Γκαουσιανού καναλιού εύρους Ϲώνης W

C = W log
(

1 +
P

N0W

)
bits/s

Παρατηρήσεις :

Η χωρητικότητα έχει λογαριθµική εξάρτηση από την ισχύ. Εποµένως,

καθώς αυξάνουµε την ισχύ, το ``κέρδος΄΄ που αποκοµίζουµε µειώνε-

ται.

΄Η αλλιώς : Για δεδοµένη ισχύ, εάν είναι διαθέσιµα δύο Γκαουσιανά

κανάλια (ταυτόχρονα) µε ίδιο ϑόρυβο, είναι καλύτερο να µοιράσου-

µε την ισχύ στα κανάλια.

Για W → ∞, C = P
N0

log2 e bits/s. Εποµένως, για άπειρο εύρος

Ϲώνης, η χωρητικότητα αυξάνει γραµµικά µε την ισχύ.
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια

΄Εστω K παράλληλα Γκαουσιανά κανάλια τα οποία µπορούν να χρη-

σιµοποιηθούν για τη µετάδοση πληροφορίας.

Για παράδειγµα, µπορεί να έχουµε Γκαουσιανό κανάλι συνεχούς

χρόνου µε έγχρωµο ϑόρυβο (µε διαφορετική, δηλαδή, πυκνότητα

ισχύος σε κάθε συχνότητα). Το κανάλι σε κάθε συχνότητα µπορεί

να µοντελοποιηθεί ως Γκαουσιανό. Τυπικό παράδειγµα : Συστήµατα

DSL.

Το µοντέλο παράλληλων Γκαουσιανών καναλιών µπορεί, επίσης, να

εφαρµοστεί σε κανάλια µε διαλείψεις (fading). Στην περίπτωση

επίπεδων (flat) διαλείψεων το κάθε ένα από τα K κανάλια αντιστοιχεί

σε µια χρονική στιγµή.
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια (2)

Εποµένως, για το κανάλι j,

Yj = Xj + Zj, j = 1,2, . . . ,K, και Zj ∼ N (0,Nj).

Τέλος, ϑεωρούµε ότι η συνολική ισχύς που είναι διαθέσιµη για µε-

τάδοση είναι πεπερασµένη. ∆ηλαδή, E
[∑k

j=1 X2
j

]
≤ P .

Ποια είναι η χωρητικότητα του συστήµατος και πώς επιτυγχάνεται ;
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Η `΄πληροφοριακή΄΄ χωρητικότητα των k παράλληλων καναλιών ισούται µε

C = max
f (x1,x2,...,xK):

∑
EX2

i ≤P
I(X1,X2, . . . ,Xk ; Y1,Y2, . . . ,YK).

Αποδεικνύεται ότι, και για τα παράλληλα Γκαουσιανά κανάλια, η

``λειτουργική΄΄ χωρητικότητα ισούται µε την ``πληροφοριακή΄΄.

∆εδοµένου ότι οι Zi είναι ανεξάρτητες,

I(X1,X2, . . . ,XK ; Y1,Y2, . . . ,YK)

= h(Y1, . . . ,YK)− h(Y1, . . . ,YK |X1, . . . ,XK)

= h(Y1, . . . ,YK)− h(Z1, . . . , ZK |X1, . . . ,XK)

= h(Y1, . . . ,YK)− h(Z1, . . . , ZK)

= h(Y1, . . . ,YK)−
∑

i

h(Zi)
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I(X1,X2, . . . ,XK ; Y1,Y2, . . . ,YK) = h(Y1, . . . ,YK)−
∑

i

h(Zi)

(a)
≤
∑

i

h(Yi)− h(Zi)
(b)
≤
∑

i

1
2

log
(

1 +
Pi

Ni

)
,

όπου Pi = E [X2
i ].

Η ισότητα στο (a) ισχύει όταν οι Yi είναι ανεξάρτητες (και, εποµένως, οι

Xi , δεδοµένου ότι οι Zi είναι ανεξάρτητες). Η ισότητα στο (b) ισχύει για

Γκαουσιανές Xi .

Εποµένως, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε

(X1,X2, . . . ,XK) ∼ N

0,


Pi 0 . . . 0
0 P2 . . . 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 . . . PK


 .

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχ. Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 9η & 10η διάλεξη 13/ 62



Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος ζώνης
Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια

Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)
Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση

Χωρητικότητα Παράλληλων Γκαουσιανών Καναλιών
Μια εναλλακτική µέθοδος εύρεσης του τρόπου κατανοµής ισχύος
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Αποµένει να ϐρούµε την κατανοµή ισχύος (δηλαδή τα Pi :
∑

i Pi ≤
P) η οποία µεγιστοποιεί την I(X1,X2, . . . ,XK ; Y1,Y2, . . . ,YK).

Πρόβληµα ϐελτιστοποίησης :

µεγιστοποίησε την ποσότητα
∑

i
1
2 log

(
1 + Pi

Ni

)
µε τον περιορισµό

∑
i Pi = P
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Με χρήση πολλαπλασιαστών Lagrange (ϐλ. π.χ. Cover & Thomas

9.4) αποδεικνύεται ότι η λύση δίνεται από την

Pi = (ν − Ni)
+,

όπου

(x)+ =

{
x εάν x ≥ 0
0 εάν x < 0

και
∑

i(ν − Ni)
+ = P.
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια – Waterfilling

Η κατανοµή ισχύος ονοµάζεται waterfilling (ή waterpouring) γιατί η

διαθέσιµη ισχύς χρησιµοποιείται για να ``γεµίσει΄΄ δοχεία µε ύψος

πάτου ανάλογο της ισχύος του ϑορύβου.
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια – Waterfilling (2)

Στην πράξη, ο αλγόριθµος waterfilling, µπορεί να υλοποιηθεί ως εξής (ϐλ.

και Cioffi

http://www.stanford.edu/group/cioffi/book/chap4.pdf).

1. ΄Εστω ότι K∗ είναι ο αριθµός των καναλιών που χρησιµοποιούνται για

τη µετάδοση (όπου, δηλαδή, Pi > 0). Αρχικά υποθέτουµε ότι όλα τα

κανάλια είναι ``ενεργά΄΄ και τα διατάσσουµε ως προς το ϑόρυβο. Το

κανάλι 1 έχει τη µικρότερη διασπορά ϑορύβου (Ni ≤ Nj για i < j).

2. Εποµένως, K∗ = K , Pi = (ν − Ni) και P =
∑K

i=1 Pi = Kν −∑K
i=1 Ni .

3. Λύνουµε ως προς τον άγνωστο ν.

4. Θεωρούµε το κανάλι K∗ µε το µεγαλύτερο ϑόρυβο.

Εάν PK∗ = ν−NK∗ ≤ 0 και τα K∗ κανάλια χρησιµοποιούνται (εκτός,

πιθανώς, από κάποια µε Pi = 0) και η ϐέλτιστη κατανοµή δίνεται από

τα Pi = ν − Ni , i = 1, . . . ,K∗.

Εάν PK∗ = ν − NK∗ < 0, το κανάλι K∗ δε χρησιµοποιείται και το

αφαιρούµε. Θέτουµε K∗ = K∗ − 1 και επιστρέφουµε στο Βήµα 3.
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Με δεδοµένο ότι η µετάδοση σε κάθε κανάλι πρέπει να γίνει

ανεξάρτητα µε χρήση Γκαουσιανού ϐιβλίου κωδικων, ένας άλλος

τρόπος να ϐρεθεί ο τρόπος κατανοµής της ισχύος είναι ο εξής :

Παραγωγίζοντας τη χωρητικότητα του i−στού καναλιού ως προς Pi

προκύπτει ότι

∂Ci

∂Pi
=

1
2Ni

Ni

Ni + Pi
log2 e =

log2 e

2(Ni + Pi)
> 0.

Παρατηρούµε ότι η
∂Ci
∂Pi

είναι ϕθίνουσα συνάρτηση της ισχύος Pi .

Επίσης, η
∂Ci
∂Pi

είναι ϕθίνουσα συνάρτηση της ϕασµατικής πυκνότη-

τας ισχύος, Ni , του ϑορύβου.
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Εποµένως, αρχίζοντας από Pi = 0 για όλα τα i, το πρώτο κανάλι,

έστω j, στο οποίο πρέπει να δοθεί ισχύς ∆P είναι αυτό για το οποίο

ισχύει Nj ≤ Ni για όλα τα i.

Στο επόµενο ϐήµα, το επίπεδο ``ϑορύβου΄΄ σε όλα τα κανάλια ισούται

µε Ni , εκτός από το j-στό κανάλι, το οποίο έχει επίπεδο ``ϑορύβου΄΄

ίσο µε Nj + ∆P .

Εάν Nj < Ni για όλα τα i 6= j, ϑα συνεχίσουµε να αναθέτουµε ισχύ

στο κανάλι j έως ότου Nj + Pj = Nk , όπου Nj < Nk ≤ Ni , k 6= i
και k 6= j.

Στη συνέχεια, η ισχύς ϑα µοιράζεται εξίσου και στα δύο κανάλια

j και k έως ότου υπάρξει τρίτο κανάλι m για το οποίο Nj + Pj =
Nk + Pk = Nm .
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Συνεπώς, όταν τελειώσει η συνολική ισχύς, P , για όλα τα κανάλια τα

οποία χρησιµοποιούνται ϑα ισχύει Ni + Pi = ν, ενώ για τα κανάλια

για τα οποία Nj > ν, Pj = 0.

Για περισσότερες λεπτοµέρειες δείτε D. Tse, ‘‘Optimal Power Al-

location over Parallel Gaussian Broadcast Channels,’’ Ενότητα 3.2.

http://www.eecs.berkeley.edu/∼dtse/broadcast2.pdf
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Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων

΄Εως τώρα αναφερθήκαµε σε συστήµατα µε έναν αποστολέα και

ένα παραλήπτη.

Στην κωδικοποίηση πηγής υποθέσαµε ότι, ακόµα και εάν ϑέλουµε

να κωδικοποιήσουµε περισσότερες από µία πηγές, για τη συµπίεση

χρησιµοποιείται ένας κωδικοποιητής ο οποίος έχει πρόσβαση σε

όλες τις πηγές.

Για τη µετάδοση µέσα σε κανάλια υποθέσαµε ότι το σύστηµα απο-

τελείται από έναν ποµπό και ένα δέκτη.

Ωστόσο, πολλά συστήµατα αποτελούνται από περισσότερα από ένα

τερµατικά (ποµπούς/κωδικοποιητές ή/και δέκτες/αποκωδικοποιητές).
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Κατανεµηµένη Συµπίεση

A
B

C
R

Στο σχήµα, οι αισθητήρες επιθυµούν να στείλουν στο δέκτη πληρο-

ϕορία για τις πηγές που µετρούν.

Οι πηγές ενδέχεται να είναι συσχετισµένες (για παράδειγµα, τι-

µές της ϑερµοκρασίας σε διαφορετικές περιοχές µίας πόλης).

Ωστόσο, οι αισθητήρες δεν µπορούν να επικοινωνήσουν µεταξύ

τους.

΄Οπως ϑα δούµε, στο όριο, µπορούµε να συµπιέσουµε τόσο απο-

δοτικά όσο και εάν ένας κωδικοποιητής έχει πρόσβαση σε όλες τις

πηγές ! (Θεώρηµα Slepian-Wolf).
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Κανάλι Πολλαπλής Πρόσβασης (Multiple Access Channel)

Πολλοί χρήστες που επιθυµούν να επικοινωνήσουν µε ένα κεντρικό σταθ-

µό. Παράδειγµα : Κινητά τερµατικά προς σταθµό ϐάσης.

Το κανάλι πολλών χρηστών που έχει κατανοηθεί καλύτερα από τα άλλα.

΄Οπως ϑα δούµε, στη γενική περίπτωση, για να επιτύχουµε µετάδοση µε

το µέγιστο δυνατό ϱυθµό, οι χρήστες πρέπει να µεταδίδουν ταυτόχρονα.
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Κανάλι Ευρυεκποµπής (Broadcast Channel)

΄Ενας κεντρικός σταθµός που επιθυµεί να στείλει (διαφορετική) πλη-

ϱοφορία σε περισσότερους από έναν χρήστες.

∆εν έχει κατανοηθεί πλήρως, εκτός από ειδικές περιπτώσεις (π.χ.

Γκαουσιανός ϑόρυβος στους δέκτες).

΄Οπως ϑα δούµε, η χωρητικότητα του Γκαουσιανού BC επιτυγχάνεται

µε ταυτόχρονη µετάδοση όλων των χρηστών (στη γενική περίπτω-

ση).
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΄Αλλα κανάλια

΄Αλλα ενδιαφέροντα κανάλια πολλών χρηστών, τα οποία δε ϑα ε-

ξετάσουµε λεπτοµερώς στο µάθηµα είναι

Το κανάλι µεταγωγής (relay channel): ΄Ενας ή περισσότεροι µετα-

γωγείς ϐοηθούν έναν ποµπό να στείλει πληροφορία σε ένα δέκτη.

∆εν έχει λυθεί στη γενική περίπτωση.

Το κανάλι παρεµβολών (interference channel): K Ζεύγη

ποµπού/δέκτη που µεταδίδουν στο ίδιο κανάλι και αλληλοπαρεµβάλ-

λονται. ∆εν έχει λυθεί στη γενική περίπτωση.
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Το γενικό πρόβληµα της Θεωρίας Πληροφορίας ∆ικτύων

(X1,Y1)

(X2,Y2)

(Xn,Yn)

Το γενικό πρόβληµα της Θεωρίας Πληροφορίας ∆ικτύων είναι το εξής :

∆οθέντος ενός συστήµατος µε S πηγές (στη γενική περίπτωση συ-

σχετισµένες) και D προορισµούς, όπου η κάθε πηγή ϑέλει να στείλει

συγκεκριµένη πληροφορία σε ένα υποσύνολο των προορισµών

∆οθέντος του τρόπου µε τον οποίο οι παρεµβολές και ο ϑόρυβος

επηρεάζουν την επικοινωνία στο δίκτυο

∆οθεισών των δυνατοτήτων συνεργασίας µεταξύ των πηγών και των

προορισµών

∆οθείσης της δυνατότητας (ή µη) ανάδρασης

Να ϐρεθούν οι ϱυθµοί που είναι εφικτοί ή, ισοδύναµα, να ϐρεθεί αν ένα

δεδοµένο διάνυσµα ϱυθµών µετάδοσης είναι εφικτό.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχ. Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 9η & 10η διάλεξη 28/ 62



Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος ζώνης
Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια

Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)
Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση

Το γενικό πρόβληµα της Θεωρίας Πληροφορίας ∆ικτύων (2)

Το γενικό πρόβληµα δεν έχει ακόµα λυθεί.

Για µετάδοση σε ένα δίκτυο απαιτείται συνδυασµός

Κατανεµηµένης Κωδικοποίησης Πηγής

Κατανεµηµένης Επικοινωνίας

Οι πρώτες µελέτες στη Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων έγιναν από

το Shannon.

Το πεδίο γνώρισε µεγάλη άνθηση στις αρχές της δεκαετίας του

1970 (οπότε και ϐρέθηκε η περιοχή χωρητικότητας του MAC και του

degraded BC).

Τα τελευταία χρόνια γνωρίζει νέα άνθηση λόγω της ανάπτυξης των

συστηµάτων επικοινωνιών (ιδιαίτερα των ασύρµατων).
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Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση – Εισαγωγή

X

Y

Rx

Ry

Θα ξεκινήσουµε από την περίπτωση δύο πηγών που ϕαίνεται στο

σχήµα. Η επέκταση σε K πηγές είναι εύκολη (σε ϑεωρητικό επίπε-

δο).

΄Εστω ότι ϑέλουµε να αποστείλουµε τις τιµές των πηγών X και Y στο

δέκτη, χρησιµοποιώντας όσο το δυνατόν πιο αποδοτική περιγραφή.

Οι συµπιεστές σε κάθε πηγή δεν µπορούν να συνεργαστούν για

την κωδικοποίηση. Επίσης, το κανάλι δεν έχει ϑόρυβο.

Για απλοποίηση ϑα ϑεωρήσουµε ότι οι πηγές δεν έχουν µνήµη.

Ωστόσο, οι τιµές των πηγών για δεδοµένη χρονική στιγµή είναι ε-

ξαρτηµένες !

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχ. Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 9η & 10η διάλεξη 31/ 62



Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος ζώνης
Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια

Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)
Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση

Μοντέλο και Ορισµοί
Random binning
Θεώρηµα Slepian-Wolf

Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση – Εισαγωγή (2)

Rx

Ry

H(X)H(X|Y)

H(Y)
?

H(Y|X)

Γνωρίζουµε ότι υπάρχει τρόπος να µεταδώσουµε την πληροφορία των

πηγών µε συνολικό ϱυθµό Rx + Ry = H(X) + H(Y ).

Εάν είχαµε πρόσβαση και στις δύο πηγές, ϑα µπορούσαµε να µεταδώσου-

µε µε Rx + Ry = H(X ,Y ).

Υπάρχει τρόπος να συµπιέσουµε µε συνολικό ϱυθµό µεταξύ αυτών των

δύο τιµών και αν ναι, µε ποιο τρόπο ; Ποιος είναι ο συνολικός ϱυθµός που

απαιτείται ;
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Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση – Εισαγωγή (3)

Rx

Ry

H(X)H(X|Y)

H(Y)

H(Y|X)

Θα δείξουµε ότι αρκεί Rx + Ry > H(X ,Y ) ακόµα και εάν η κωδι-

κοίηση γίνεται ξεχωριστά !

Το εντυπωσιακό, αυτό, αποτέλεσµα αποδείχτηκε από τους Slepian

και Wolf το 1973.

Η απόδειξη ϐασίζεται στην ιδέα του random binning στην οποία ϑα

αναφερθούµε στη συνέχεια.

Ισχύει µόνο για αναπωλειακή (lossless) συµπίεση.
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Μοντέλο

!
"#$%&'$()

"*+%&'$()

!
"*+%&'$()

!"#"$ !"

Το µοντέλο του προβλήµατος ϕαίνεται στο σχήµα.
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Ορισµοί

Ορισµός 9.1. Ενας κατανεµηµένος κώδικας πηγής (distributed sou-

rce code)
((

2nR1 ,2nR2
)
,n
)

για το Ϲεύγος (X ,Y ) αποτελείται από

δύο απεικονίσεις κωδικοποίησης (encoder mappings)

f1 :X n →
{

1,2, . . . ,2nR1
}

και

f2 :Yn →
{

1,2, . . . ,2nR2
}

και από µία απεικόνιση αποκωδικοποίησης (decoder mapping)

g :
{

1,2, . . . ,2nR1
}
×
{

1,2, . . . ,2nR2
}
→ X n × Yn.

Ορισµός 9.2. Η πιθανότητα σφάλµατος κατανεµηµένου κώδικα ο-

ϱίζεται ως

P(n)
e = Pr {g(f1(Xn), f2(Y n)) 6= (X ,Y )} .
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Ορισµοί (συνέχεια)

Ορισµός 9.3. ΄Ενα Ϲεύγος ϱυθµών (R1,R2) ονοµάζεται επιτεύξι-

µο (achievable) εάν υπάρχει ακολουθία κατανεµηµένων κωδίκων((
2nR1 ,2nR2

)
,n
)

µε P(n)
e → 0.

Ορισµός 9.4. Η περιοχή επιτεύξιµων ϱυθµών (achievable rate re-

gion) είναι το περίβληµα (closure) του συνόλου των επιτεύξιµων

ϱυθµών.

Θεώρηµα 9.5. (Slepian-Wolf) Η περιοχή επιτεύξιµων ϱυθµών για την

κατανεµηµένη συµπίεση του Ϲεύγους (X ,Y ) εάν τα (Xi ,Yi) είναι

i.i.d. ∼ p(x, y), δίνεται από τις σχέσεις

R1 ≥ H(X |Y )

R2 ≥ H(Y |X)

R1 + R2 ≥ H(X ,Y ).
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Περιοχή επιτεύξιµων ϱυθµών

R1

R2

H(X)H(X|Y)

H(Y)

H(Y|X)

R1 ≥ H(X |Y )

R2 ≥ H(Y |X)

R1 + R2 ≥ H(X ,Y ).

Η περιοχή επιτεύξιµων ϱυθµών ϕαίνεται στο σχήµα.
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Random binning

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος των Slepian και Wolf ϐασίζεται στην

τεχνική random binning η οποία είναι ένας τρόπος να επιτύχουµε

συµπίεση.

Στην απόδειξη του ευθέος του Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Πηγής

αγνοήσαµε τις µη τυπικές ακολουθίες και αντιστοιχίσαµε ένα µονα-

δικό δείκτη σε κάθε τυπική ακολουθία.

Στην τεχνική random binning σε κάθε ακολουθία (ακόµα και στις µη

τυπικές) ϑα αντιστοιχίσουµε ένα δείκτη µε τυχαίο τρόπο. Εποµένως,

υπάρχει η πιθανότητα ένας δείκτης να αντιστοιχιστεί σε περισσότε-

ϱες από µία ακολουθίες.

Ωστόσο, όπως ϑα δούµε, όταν R > H(X), η πιθανότητα να συµβεί

αυτό (και, εποµένως, η πιθανότητα να συµβεί σφάλµα αποκωδικο-

ποίησης) τείνει στο 0 για n →∞.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχ. Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 9η & 10η διάλεξη 39/ 62



Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος ζώνης
Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια

Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)
Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση

Μοντέλο και Ορισµοί
Random binning
Θεώρηµα Slepian-Wolf

Συµπίεση µε τη µέθοδο random binning – Κωδικοποίηση

Προκειµένου να παρουσιάσουµε την τεχνική random binning ϑεω-

ϱούµε, αρχικά, το πρόβληµα κωδικοποίησης µίας πηγής, X , χωρίς

µνήµη (για το οποίο χρησιµοποιήσαµε κωδικοποίηση µε χρήση τυ-

πικών ακολουθιών τις πρώτες εβδοµάδες του µαθήµατος). Θα πα-

ϱουσιάσουµε µια εναλλακτική απόδειξη επιτευξιµότητας µε χρήση

random binning.

Κωδικοποίηση : Σε κάθε ακολουθία X1,X2, . . . ,Xn αντιστοιχίζουµε

ένα δείκτη από το σύνολο
{

1,2, . . . ,2nR
}

µε τυχαίο τρόπο (µε

οµοιόµορφη κατανοµή). Η αντιστοίχιση κάθε ακολουθίας γίνεται

ανεξάρτητα από τις αντιστοιχίσεις των άλλων ακολουθιών.

Η αντιστοίχιση γίνεται για όλες τις ακολουθίες (και για τις µη τυπικές).

Το σύνολο των ακολουθιών που έχουν τον ίδιο δείκτη ονοµάζεται

bin.

∆ηλαδή, κατανέµουµε µε τυχαίο (οµοιόµορφο) τρόπο όλες τις ακο-

λουθίες σε 2nR bins.
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Συµπίεση µε τη µέθοδο random binning – Αποκωδικοποίηση

Οι αντιστοιχίσεις ακολουθιών σε bins αποκαλύπτονται σε ποµπό και

σε δέκτη.

Ο κωδικοποιητής κωδικοποιεί το bin στο οποίο ανήκει η ακολουθία

Xn .

Στον αποκωδικοποιητή, δεδοµένου του δείκτη του bin, ελέγχουµε

το περιεχόµενο του bin.

Εάν το bin περιέχει µόνο µία τυπική ακολουθία, έστω X̂n , η ακολου-

ϑία στέλνεται στην έξοδο του αποκωδικοποιητή.

Αλλιώς, δηλώνεται αδυναµία αποκωδικοποίησης.

Θα δείξουµε ότι αν R > H(X) το σφάλµα αποκωδικοποίησης τείνει

στο 0 για n →∞.
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Συµπίεση µε τη µέθοδο random binning –

Πιθανότητα σφάλµατος

΄Εστω f (Xn) το bin που αντιστοιχεί στην ακολουθία Xn .

Για να συµβεί σφάλµα αποκωδικοποίησης πρέπει

1. Η Xn να είναι µη τυπική ή

2. Το bin να περιέχει περισσότερες από µία τυπικές ακολουθίες.

Εποµένως,

P(n)
e = Pr {g (f (X)) 6= X}

(a)
≤ Pr

{
X /∈ A(n)

ε

}
+
∑

x

Pr
{
∃x′ 6= x : x′ ∈ A(n)

ε , f (x′) = f (x)
}

p(x)

(b)
≤ ε+

∑
x

∑
x′∈A(n)

ε ,x′ 6=x

Pr {f (x′) = f (x)} p(x)

(a) από το ϕράγµα ένωσης (union bound), (b) από το ΑΕΡ.
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Συµπίεση µε τη µέθοδο random binning –

Πιθανότητα σφάλµατος (2)

P(n)
e ≤ ε+

∑
x

∑
x′∈A(n)

ε ,x′ 6=x

Pr{f (x′) = f (x)}p(x)

(c)
≤ ε+

∑
x

∑
x′∈A(n)

ε

2−nRp(x) ≤ ε+
∑

x′∈A(n)
ε

2−nR
∑

x

p(x)

= ε+
∑

x′∈A(n)
ε

2−nR
(d)
≤ ε+ 2n(H(X)+ε)2−nR

(e)
≤ 2ε.

(c) λόγω του τυχαίου τρόπου δηµιουργίας των bins, (d) από το ΑΕΡ, εάν

R > H(X) + ε, (e) για αρκούντως µεγάλο n.
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Συµπίεση µε τη µέθοδο random binning – Σχόλια

Η P(n)
e είναι η µέση πιθανότητα σφάλµατος για όλους τους πιθανούς

τρόπους δηµιουργίας bins (ϑεωρήσαµε ότι Pr{f (x′) = f (x)} =
2−nR).

Εποµένως, υπάρχει τουλάχιστον ένας τρόπος δηµιουργίας bins για

τον οποίο η πιθανότητα αποτυχίας αποκωδικοποίησης τείνει στο 0.

Επίσης, όπως και στην περίπτωση κωδικοποίησης καναλιού, από

την ανισότητα Markov προκύπτει ότι για αρκούντως µεγάλο n, για

οποιοδήποτε τρόπο δηµιουργίας bins, P(n)
e → 0.

Η κωδικοποίηση µε χρήση random binning είναι ένας ακόµη τρόπος

κωδικοποίησης.

Παρατηρήστε ότι για να κωδικοποιήσουµε µε random binning δεν

απαιτείται να ελέγχουµε στον ποµπό αν οι ακολουθίες που κωδικο-

ποιούµε είναι τυπικές ! (ωστόσο, χρειάζεται να το ελέγξουµε στο

δέκτη)
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Θεώρηµα Slepian-Wolf
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – ευθύ

Θα αποδείξουµε το ευθύ του ϑεωρήµατος Slepian-Wolf µε χρήση

random binning.

∆ηµιουργία κώδικα : Ο κωδικοποιητής 1 αντιστοιχίζει ένα από 2nR1

bins σε κάθε ακολουθία xn µε τυχαίο (οµοιόµορφο) τρόπο. Ο

κωδικοποιητής 2 αντιστοιχίζει ένα από 2nR2 bins σε κάθε ακολουθία

yn µε τυχαίο (οµοιόµορφο) τρόπο.

Οι αντιστοιχίσεις, έστω f1 και f2, αποκαλύπτονται στον αντίστοιχο

κωδικοποιητή και στο (µοναδικό) αποκωδικοποιητή.

Κωδικοποίηση : Ο ποµπός 1 στέλνει το δείκτη του bin στο οποίο

ανήκει η Xn (έστω m). Ο ποµπός 2 στέλνει το δείκτη του bin στο

οποίο ανήκει η Y n (έστω n).
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – ευθύ (2)

Αποκωδικοποίηση : Με ϐάση το Ϲεύγος δεικτών (m,n), ο δέκτης

αποκωδικοποιεί στις ακολουθίες x̂n και ŷn αν το Ϲεύγος ακολουθιών

(x̂n, ŷn) είναι από κοινού τυπικό και είναι το µοναδικό Ϲεύγος για

το οποίο ισχύει f1 (x̂n) = m και f2 (ŷn) = n. Αλλιώς, δηλώνει

αδυναµία αποκωδικοποίησης.

Τα ενδεχόµενα που οδηγούν σε σφάλµα είναι τα εξής

1. E0 ,
{

(Xn,Y n) /∈ A(n)
ε

}
.

2. E1 ,
{
∃x̃n 6= Xn : f1(x̃n) = f1(Xn) και (x̃n,Y n) ∈ A(n)

ε

}
.

3. E2 ,
{
∃ỹn 6= Y n : f2(ỹn) = f2(Y n) και (Xn, ỹn) ∈ A(n)

ε

}
.

4.

E12 , {∃(x̃n, ỹn) : x̃n 6= Xn, ỹn 6= Y n, f1(x̃n) = f1(Xn),

f2(ỹn) = f2(Y n) και (x̃n, ỹn) ∈ A(n)
ε

}
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – ευθύ (3)

Υπολογισµός πιθανότητας σφάλµατος : Εποµένως,

P(n)
e = Pr {E0 ∪ E1 ∪ E2 ∪ E12}
≤ Pr{E0}+ Pr{E1}+ Pr{E2}+ Pr{E12}.

Από το ΑΕΡ, για αρκούντως µεγάλο n, Pr{E0} < ε.

Για το ενδεχόµενο E1,

Pr{E1} = Pr
{
∃x̃n 6= Xn : f1(x̃

n) = f1(X
n) και (x̃n ,Y n) ∈ A(n)

ε

}
=

∑
(xn ,yn)

p (xn , yn) Pr
{
∃x̃n 6= xn : f1(x̃

n) = f1(x
n) και (x̃n , yn) ∈ A(n)

ε

}
≤

∑
(xn ,yn)

p (xn , yn)
∑

x̃n 6=xn ,(x̃n ,yn)∈A
(n)
ε

Pr {f1(x̃n) = f1(x
n)} .
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – ευθύ (4)

Pr{E1} ≤
∑

(xn ,yn)

p (xn, yn)
∑

x̃n 6=xn ,(x̃n ,yn)∈A(n)
ε

Pr {f1(x̃n) = f1(xn)}

(a)
=

∑
(xn ,yn)

p (xn, yn) 2−nR1
∣∣∣A(n)
ε (X |yn)

∣∣∣
(b)
≤ 2−nR12n(H(X |Y )+2ε) → 0, εάν R1 > H(X |Y ) + 2ε.

(a) λόγω του οµοιόµορφου random binning (και επειδή ο µέσος όρος

υπολογίζεται για όλους τους τρόπους random binning) (b) Θα

αποδείξουµε ότι ο αριθµός των ακολουθιών Xn που είναι από κοινού

τυπικές µε συγκεκριµένη τυπική ακολουθία yn ικανοποιεί τη σχέση∣∣∣A(n)
ε (X |yn)

∣∣∣ ≤ 2n(H(X |Y )+2ε).
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – ευθύ (5)

Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι

Pr{E2} ≤ ε για αρκούντως µεγάλο n εάν R2 > H(Y |X) και

Pr{E12} ≤ ε για αρκούντως µεγάλο n εάν R1 + R2 > H(X ,Y ).

Συνεπώς, για αρκούντως µεγάλο n, και εάν ικανοποιούνται οι συν-

ϑήκες του Θεωρήµατος Slepian-Wolf υπάρχουν δύο random bin-

nings f ∗1 και f ∗2 τέτοια ώστε η πιθανότητα σφάλµατος να µην υπερ-

ϐαίνει το 4ε.
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Υπό συνθήκη τυπικές ακολουθίες

Θεώρηµα 9.6. (Cover & Thomas, Theorem 15.2.2.) Εάν A(n)
ε (X |yn)

είναι το σύνολο των ακολουθιών Xn που είναι από κοινού (α-

σθενώς) ε-τυπικές µε µία συγκεκριµένη τυπική ακολουθία yn ∈
A(n)
ε (Y ), ∣∣∣A(n)

ε (X |yn)
∣∣∣ ≤ 2n(H(X |Y )+2ε).

Επίσης, για αρκούντως µεγάλο n,

(1− ε)2n(H(X |Y )−2ε) ≤
∑
yn

p(yn)
∣∣∣A(n)
ε (X |yn)

∣∣∣ .
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Υπό συνθήκη τυπικές ακολουθίες (2)

Λήµµα 9.7. (Cover & Thomas Theorem 15.2.1.4:) Θα αποδείξουµε,

πρώτα, το εξής : Αν ένα Ϲεύγος ακολουθιών (xn, yn) είναι από

κοινού (ασθενώς) ε−τυπικό,

2−n(H(X |Y )+2ε) ≤ p(xn|yn) ≤ 2−n(H(X |Y )−2ε).

Απόδειξη : Επειδή το Ϲεύγος (xn, yn) είναι από κοινού ε−τυπικό,

2−n(H(X ,Y )+ε) ≤ p(xn, yn) ≤ 2−n(H(X ,Y )−ε).

Επίσης, επειδή η ακολουθία yn είναι ε−τυπική,

2−n(H(Y )+ε) ≤ p(yn) ≤ 2−n(H(Y )−ε).

∆ιαιρώντας, προκύπτει το Ϲητούµενο.
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Υπό συνθήκη τυπικές ακολουθίες (3)

Απόδειξη Θεωρήµατος 9.6: Για την πρώτη ανισότητα,

1 ≥
∑

xn∈A(n)
ε (X |yn)

p(xn|yn)
(a)
≥

∑
xn∈A(n)

ε (X |yn)

2−n(H(X |Y )+2ε)

=
∣∣∣A(n)
ε (X |yn)

∣∣∣2−n(H(X |Y )+2ε).

(a) από το Λήµµα 11.6.

Για τη δεύτερη ανισότητα, αν το n είναι αρκετά µεγάλο,

1− ε ≤
∑

(xn ,yn)∈A(n)
ε (X ,Y )

p(xn, yn)

=
∑

yn∈A(n)
ε (Y )

p(yn)
∑

xn∈A(n)
ε (X |yn)

p(xn|yn)
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Υπό συνθήκη τυπικές ακολουθίες (4)

1− ε ≤
∑

yn∈A(n)
ε (Y )

p(yn)
∑

xn∈A(n)
ε (X |yn)

p(xn|yn)

≤
∑
yn

p(yn)
∑

xn∈A(n)
ε (X |yn)

p(xn|yn)

(b)
≤
∑
yn

p(yn)
∑

xn∈A(n)
ε (X |yn)

2−n(H(X |Y )−2ε)

=
∑
yn

p(yn)
∣∣∣A(n)
ε (X |yn)

∣∣∣2−n(H(X |Y )−2ε).

(b) από το Λήµµα 11.6.
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Ερµηνεία της κωδικοποίησης Slepian-Wolf

xn yn

΄Οπως είδαµε, σε κάθε τυπική ακολουθία xn αντιστοιχούν

∣∣∣A(n)
ε (Y |xn)

∣∣∣
τυπικές ακολουθίες Y n , όπου∣∣∣A(n)

ε (Y |xn)
∣∣∣ ≤ 2n(H(Y |X)+2ε).

Αν ο κωδικοποιητής της πηγής Y γνωρίζει την ακολουθία xn αρκούν

H(Y |X) + 2ε bits κατά µέσο όρο για την κωδικοποίηση κάθε συµβόλου

της yn .
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Ερµηνεία της κωδικοποίησης Slepian-Wolf (2)

xn yn

Αν ο κωδικοποιητής της Y δε γνωρίζει την xn , ``χρωµατίζει΄΄ τυχαία

(και οµοιόµορφα) όλες τις ακολουθίες yn χρησιµοποιώντας 2nR2

χρώµατα.

Επειδή R2 > H(Y |X) + 2ε, καθώς το n → ∞, η πιθανότητα δύο

ακολουθίες µε το ίδιο χρώµα να ϐρεθούν στο ίδιο bin τείνει στο 0.
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Ερµηνεία της κωδικοποίησης Slepian-Wolf (3)

xn yn

Εποµένως, αν ο κωδικοποιητής της X στείλει τη xn και ο κωδικο-

ποιητής της Y στείλει το ``χρώµα΄΄ (bin) της yn , ο αποκωδικοποιητής

µπορεί να εκτιµήσει το Ϲεύγος (xn, yn) µε P(n)
e → 0 για n →∞.

Συνεπώς, αρκεί Rx +Ry > H(X)+ε+H(Y |X)+2ε = H(X ,Y )+
3ε.
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Ερµηνεία της κωδικοποίησης Slepian-Wolf (4)

Μπορούµε να επιτύχουµε τον ίδιο συνολικό ϱυθµό µετάδοσης αν

ο κωδικοποιητής της Y στέλνει το δείκτη της ακολουθίας yn και ο

κωδικοποιητής της X στέλνει το ``χρώµα΄΄ (bin) της xn .

Επίσης, µπορούµε να επιτύχουµε οποιαδήποτε Rx και Ry τέτοια

ώστε Rx + Ry > H(X ,Y ) µε διαµοιρασµό χρόνου (time sharing):

Για α % του χρόνου, Rx > H(X) και Ry > H(Y |X) (αρκεί το n να

είναι αρκετά µεγάλο).

Για 1− α % του χρόνου, Ry > H(Y ) και Rx > H(X |Y ) (αρκεί το n
να είναι αρκετά µεγάλο).

Συνεπώς, Rx > αH(X)+(1−α)H(X |Y ), Ry > αH(Y |X)+(1−
α)H(Y ) και Rx + Ry > H(X ,Y ).

Εάν µεταδίδουµε ακριβώς επάνω στο όριο, η τιµή του α καθορίζει το

σηµείο της ευθείας Rx +Ry = H(X ,Y ) πάνω στο οποίο ϐρίσκονται

τα Rx και Ry.
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Non-asymmetric Slepian-Wolf

Στα προηγούµενα παραδείγµατα, η µία πηγή (έστω η X ) συµπιέζεται

στην εντροπία (H(X)), ενώ για την άλλη (έστω Y ) εφαρµόζεται

binning (H(Y |X)).

Στη γενική περίπτωση (non-asymmetric compression) µπορεί να ε-

ϕαρµοστεί binning και στις δύο πηγές (χωρίς time sharing) αρκεί

να ισχύει Rx + Ry > H(X ,Y ).
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – αντίστροφο

Το αντίστροφο του ϑεωρήµατος Slepian-Wolf µπορεί να αποδειχτεί

άµεσα µε χρήση του ακόλουθου επιχειρήµατος :

Αν επιτρέψουµε στους δύο κωδικοποιητές πηγής να συνεργαστούν,

η συµπίεση ϑα είναι τουλάχιστον τόσο καλή όσο στην περίπτωση που

δε συνεργάζονται (αφού, αν ϑέλουν, µπορούν να επιλέξουν να µη

συνεργαστούν, αν αυτό είναι καλύτερο).

Ωστόσο, από το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής γνωρίζουµε ότι,

προκειµένου P(n)
e → 0, πρέπει Rx + Ry > H(X ,Y ).

Για µια απευθείας απόδειξη του αντιστρόφου, χωρίς χρήση του Θε-

ωρήµατος Κωδικοποίησης µίας πηγής, δείτε, π.χ. Cover & Thomas.
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Κατανεµηµένη κωδικοποίηση µε µηδενική πιθανότητα

αδυναµίας αποκωδικοποίησης

΄Οταν αναφερθήκαµε στην κωδικοποίηση µίας πηγής είδαµε ότι,

στο όριο, µπορούµε να επιτύχουµε κωδικοποίηση µε P(n)
e ακριβώς

ίση µε 0 για n → ∞ (χρησιµοποιώντας, για παράδειγµα, κώδικα

Huffman ή αριθµητική κωδικοποίηση).

Ωστόσο, στη γενική περίπτωση, αυτό δεν ισχύει στην κατανεµηµένη

κωδικοποίηση. ∆ηλαδή, δεν µπορούµε να επιτύχουµε Rx + Ry =
H(X ,Y ) και ακριβώς µηδενική πιθανότητα σφάλµατος.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχ. Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 9η & 10η διάλεξη 61/ 62



Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος ζώνης
Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια

Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)
Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση

Μοντέλο και Ορισµοί
Random binning
Θεώρηµα Slepian-Wolf

Γενίκευση για K πηγές και για πηγές µε µνήµη

Μπορεί να αποδειχτεί (µε παρόµοιο τρόπο όπως στην περίπτωση

δύο χρηστών) ότι, για το πρόβληµα κατανεµηµένης συµπίεσης K
πηγών, οι ϱυθµοί συµπίεσης πρέπει να ικανοποιούν τις σχέσεις

R(S) < H(X(S)|X(Sc)) για όλα τα S ⊆ {1,2, . . . ,K},

όπου

R(S) =
∑
i∈S

Ri και

X(S) = {Xi , i ∈ S}.

Μπορεί, επίσης, να αποδειχτεί ότι, όταν οι πηγές έχουν µνήµη και

είναι από κοινού στάσιµες και εργοδικές, αρκεί να αντικαταστήσου-

µε εντροπίες µε ϱυθµούς εντροπίας.
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