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Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων

΄Εως τώρα αναφερθήκαµε σε συστήµατα µε έναν αποστολέα και

ένα παραλήπτη.

Στην κωδικοποίηση πηγής υποθέσαµε ότι, ακόµα και εάν ϑέλουµε

να κωδικοποιήσουµε περισσότερες από µία πηγές, για τη συµπίεση

χρησιµοποιείται ένας κωδικοποιητής ο οποίος έχει πρόσβαση σε

όλες τις πηγές.

Για τη µετάδοση µέσα σε κανάλια υποθέσαµε ότι το σύστηµα απο-

τελείται από έναν ποµπό και ένα δέκτη.

Ωστόσο, πολλά συστήµατα αποτελούνται από περισσότερα από ένα

τερµατικά (ποµπούς/κωδικοποιητές ή/και δέκτες/αποκωδικοποιητές).
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Κατανεµηµένη Συµπίεση

A
B

C
R

Στο σχήµα, οι αισθητήρες επιθυµούν να στείλουν στο δέκτη πληρο-

ϕορία για τις πηγές που µετρούν.

Οι πηγές ενδέχεται να είναι συσχετισµένες (για παράδειγµα, τι-

µές της ϑερµοκρασίας σε διαφορετικές περιοχές µίας πόλης).

Ωστόσο, οι αισθητήρες δεν µπορούν να επικοινωνήσουν µεταξύ

τους.

΄Οπως ϑα δούµε, στο όριο, µπορούµε να συµπιέσουµε τόσο απο-

δοτικά όσο και εάν ένας κωδικοποιητής έχει πρόσβαση σε όλες τις

πηγές ! (Θεώρηµα Slepian-Wolf).
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Κανάλι Πολλαπλής Πρόσβασης (Multiple Access Channel)

Πολλοί χρήστες που επιθυµούν να επικοινωνήσουν µε ένα κεντρικό σταθ-

µό. Παράδειγµα : Κινητά τερµατικά προς σταθµό ϐάσης.

Το κανάλι πολλών χρηστών που έχει κατανοηθεί καλύτερα από τα άλλα.

΄Οπως ϑα δούµε, στη γενική περίπτωση, για να επιτύχουµε µετάδοση µε

το µέγιστο δυνατό ϱυθµό, οι χρήστες πρέπει να µεταδίδουν ταυτόχρονα.
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Κανάλι Ευρυεκποµπής (Broadcast Channel)

΄Ενας κεντρικός σταθµός που επιθυµεί να στείλει (διαφορετική) πλη-

ϱοφορία σε περισσότερους από έναν χρήστες.

∆εν έχει κατανοηθεί πλήρως, εκτός από ειδικές περιπτώσεις (π.χ.

Γκαουσιανός ϑόρυβος στους δέκτες).

΄Οπως ϑα δούµε, η χωρητικότητα του Γκαουσιανού BC επιτυγχάνεται

µε ταυτόχρονη µετάδοση όλων των χρηστών (στη γενική περίπτω-

ση).
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΄Αλλα κανάλια

΄Αλλα ενδιαφέροντα κανάλια πολλών χρηστών, τα οποία δε ϑα ε-

ξετάσουµε λεπτοµερώς στο µάθηµα είναι

Το κανάλι µεταγωγής (relay channel): ΄Ενας ή περισσότεροι µετα-

γωγείς ϐοηθούν έναν ποµπό να στείλει πληροφορία σε ένα δέκτη.

∆εν έχει λυθεί στη γενική περίπτωση.

Το κανάλι παρεµβολών (interference channel): K Ζεύγη

ποµπού/δέκτη που µεταδίδουν στο ίδιο κανάλι και αλληλοπαρεµβάλ-

λονται. ∆εν έχει λυθεί στη γενική περίπτωση.
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Το γενικό πρόβληµα της Θεωρίας Πληροφορίας ∆ικτύων

(X1,Y1)

(X2,Y2)

(Xn,Yn)

Το γενικό πρόβληµα της Θεωρίας Πληροφορίας ∆ικτύων είναι το εξής :

∆οθέντος ενός συστήµατος µε S πηγές (στη γενική περίπτωση συ-

σχετισµένες) και D προορισµούς, όπου η κάθε πηγή ϑέλει να στείλει

συγκεκριµένη πληροφορία σε ένα υποσύνολο των προορισµών

∆οθέντος του τρόπου µε τον οποίο οι παρεµβολές και ο ϑόρυβος

επηρεάζουν την επικοινωνία στο δίκτυο

∆οθεισών των δυνατοτήτων συνεργασίας µεταξύ των πηγών και των

προορισµών

∆οθείσης της δυνατότητας (ή µη) ανάδρασης

Να ϐρεθούν οι ϱυθµοί που είναι εφικτοί ή, ισοδύναµα, να ϐρεθεί αν ένα

δεδοµένο διάνυσµα ϱυθµών µετάδοσης είναι εφικτό.
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Το γενικό πρόβληµα της Θεωρίας Πληροφορίας ∆ικτύων (2)

Το γενικό πρόβληµα δεν έχει ακόµα λυθεί.

Για µετάδοση σε ένα δίκτυο απαιτείται συνδυασµός

Κατανεµηµένης Κωδικοποίησης Πηγής

Κατανεµηµένης Επικοινωνίας

Οι πρώτες µελέτες στη Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων έγιναν από

το Shannon.

Το πεδίο γνώρισε µεγάλη άνθηση στις αρχές της δεκαετίας του

1970 (οπότε και ϐρέθηκε η περιοχή χωρητικότητας του MAC και του

degraded BC).

Τα τελευταία χρόνια γνωρίζει νέα άνθηση λόγω της ανάπτυξης των

συστηµάτων επικοινωνιών (ιδιαίτερα των ασύρµατων).
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Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση – Εισαγωγή

X

Y

Rx

Ry

Θα ξεκινήσουµε από την περίπτωση δύο πηγών που ϕαίνεται στο

σχήµα. Η επέκταση σε K πηγές είναι εύκολη (σε ϑεωρητικό επίπε-

δο).

΄Εστω ότι ϑέλουµε να αποστείλουµε τις τιµές των πηγών X και Y στο

δέκτη, χρησιµοποιώντας όσο το δυνατόν πιο αποδοτική περιγραφή.

Οι συµπιεστές σε κάθε πηγή δεν µπορούν να συνεργαστούν για

την κωδικοποίηση. Επίσης, το κανάλι δεν έχει ϑόρυβο.

Για απλοποίηση ϑα ϑεωρήσουµε ότι οι πηγές δεν έχουν µνήµη.

Ωστόσο, οι τιµές των πηγών για δεδοµένη χρονική στιγµή είναι ε-

ξαρτηµένες !
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Μοντέλο και Ορισµοί
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Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση – Εισαγωγή (2)

Rx

Ry

H(X)H(X|Y)

H(Y)
?

H(Y|X)

Γνωρίζουµε ότι υπάρχει τρόπος να µεταδώσουµε την πληροφορία των

πηγών µε συνολικό ϱυθµό Rx + Ry = H(X) + H(Y ).

Εάν είχαµε πρόσβαση και στις δύο πηγές, ϑα µπορούσαµε να µεταδώσου-

µε µε Rx + Ry = H(X ,Y ).

Υπάρχει τρόπος να συµπιέσουµε µε συνολικό ϱυθµό µεταξύ αυτών των

δύο τιµών και αν ναι, µε ποιο τρόπο ; Ποιος είναι ο συνολικός ϱυθµός που

απαιτείται ;
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Κατανεµηµένη Κωδικοποίηση – Εισαγωγή (3)

Rx

Ry

H(X)H(X|Y)

H(Y)

H(Y|X)

Θα δείξουµε ότι αρκεί Rx + Ry > H(X ,Y ) ακόµα και εάν η κωδι-

κοίηση γίνεται ξεχωριστά !

Το εντυπωσιακό, αυτό, αποτέλεσµα αποδείχτηκε από τους Slepian

και Wolf το 1973.

Η απόδειξη ϐασίζεται στην ιδέα του random binning στην οποία ϑα

αναφερθούµε στη συνέχεια.

Ισχύει µόνο για αναπωλειακή (lossless) συµπίεση.
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Μοντέλο

!
"#$%&'$()
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!
"*+%&'$()
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Το µοντέλο του προβλήµατος ϕαίνεται στο σχήµα.
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Ορισµοί

Ορισµός 11.1. Ενας κατανεµηµένος κώδικας πηγής (distributed

source code)
((

2nR1 ,2nR2
)
,n
)

για το Ϲεύγος (X ,Y ) αποτελείται

από δύο απεικονίσεις κωδικοποίησης (encoder maps)

f1 :X n →
{

1,2, . . . ,2nR1
}

και

f2 :Yn →
{

1,2, . . . ,2nR2
}

και από µία απεικόνιση αποκωδικοποίησης (decoder map)

g :
{

1,2, . . . ,2nR1
}
×
{

1,2, . . . ,2nR2
}
→ X n × Yn.

Ορισµός 11.2. Η πιθανότητα σφάλµατος κατανεµηµένου κώδικα

ορίζεται ως

P(n)
e = Pr {g(f1(Xn), f2(Y

n)) 6= (X ,Y )} .
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Ορισµοί (συνέχεια)

Ορισµός 11.3. ΄Ενα Ϲεύγος ϱυθµών (R1,R2) ονοµάζεται επιτεύξι-

µο (achievable) εάν υπάρχει ακολουθία κατανεµηµένων κωδίκων((
2nR1 ,2nR2

)
,n
)

µε P(n)
e → 0.

Ορισµός 11.4. Η περιοχή επιτεύξιµων ϱυθµών (achievable rate

region) είναι το περίβληµα (closure) του συνόλου των επιτεύξιµων

ϱυθµών.

Θεώρηµα 11.5. (Slepian-Wolf) Η περιοχή επιτεύξιµων ϱυθµών για

την κατανεµηµένη συµπίεση του Ϲεύγους (X ,Y ) εάν τα (Xi ,Yi)
είναι i.i.d. ∼ p(x, y), δίνεται από τις σχέσεις

R1 ≥ H(X |Y )

R2 ≥ H(Y |X)

R1 + R2 ≥ H(X ,Y ).
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Περιοχή επιτεύξιµων ϱυθµών

R1

R2

H(X)H(X|Y)

H(Y)

H(Y|X)

R1 ≥ H(X |Y )

R2 ≥ H(Y |X)

R1 + R2 ≥ H(X ,Y ).

Η περιοχή επιτεύξιµων ϱυθµών ϕαίνεται στο σχήµα.
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Random binning
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Random binning

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος των Slepian και Wolf ϐασίζεται στην

τεχνική random binning η οποία είναι ένας τρόπος να επιτύχουµε

συµπίεση.

Στην απόδειξη του ευθέος του Θεωρήµατος Κωδικοποίησης Πηγής

αγνοήσαµε τις µη τυπικές ακολουθίες και αντιστοιχίσαµε ένα µονα-

δικό δείκτη σε κάθε τυπική ακολουθία.

Στην τεχνική random binning σε κάθε ακολουθία (ακόµα και στις µη

τυπικές) ϑα αντιστοιχίσουµε ένα δείκτη µε τυχαίο τρόπο. Εποµένως,

υπάρχει η πιθανότητα ένας δείκτης να αντιστοιχιστεί σε περισσότε-

ϱες από µία ακολουθίες.

Ωστόσο, όπως ϑα δούµε, όταν R > H(X), η πιθανότητα να συµβεί

αυτό (και, εποµένως, η πιθανότητα να συµβεί σφάλµα αποκωδικο-

ποίησης) τείνει στο 0 για n →∞.
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Συµπίεση µε τη µέθοδο random binning – Κωδικοποίηση

Προκειµένου να παρουσιάσουµε την τεχνική random binning ϑεω-

ϱούµε, αρχικά, το πρόβληµα κωδικοποίησης µίας πηγής, X , χωρίς

µνήµη (για το οποίο χρησιµοποιήσαµε κωδικοποίηση µε χρήση τυ-

πικών ακολουθιών τις πρώτες εβδοµάδες του µαθήµατος). Θα πα-

ϱουσιάσουµε µια εναλλακτική απόδειξη επιτευξιµότητας µε χρήση

random binning.

Κωδικοποίηση : Σε κάθε ακολουθία X1,X2, . . . ,Xn αντιστοιχίζουµε

ένα δείκτη από το σύνολο
{

1,2, . . . ,2nR
}

µε τυχαίο τρόπο (µε

οµοιόµορφη κατανοµή). Η αντιστοίχιση κάθε ακολουθίας γίνεται

ανεξάρτητα από τις αντιστοιχίσεις των άλλων ακολουθιών.

Η αντιστοίχιση γίνεται για όλες τις ακολουθίες (και για τις µη τυπικές).

Το σύνολο των ακολουθιών που έχουν τον ίδιο δείκτη ονοµάζεται

bin.

∆ηλαδή, κατανέµουµε µε τυχαίο (οµοιόµορφο) τρόπο όλες τις ακο-

λουθίες σε 2nR bins.
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Μοντέλο και Ορισµοί
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Θεώρηµα Slepian-Wolf

Συµπίεση µε τη µέθοδο random binning – Αποκωδικοποίηση

Οι αντιστοιχίσεις ακολουθιών σε bins αποκαλύπτονται σε ποµπό και

σε δέκτη.

Ο κωδικοποιητής κωδικοποιεί το bin στο οποίο ανήκει η ακολουθία

Xn .

Στον αποκωδικοποιητή, δεδοµένου του δείκτη του bin, ελέγχουµε

το περιεχόµενο του bin.

Εάν το bin περιέχει µόνο µία τυπική ακολουθία, έστω X̂n , η ακολου-

ϑία στέλνεται στην έξοδο του αποκωδικοποιητή.

Αλλιώς, δηλώνεται αδυναµία αποκωδικοποίησης.

Θα δείξουµε ότι αν R > H(X) το σφάλµα αποκωδικοποίησης τείνει

στο 0 για n →∞.
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Συµπίεση µε τη µέθοδο random binning –

Πιθανότητα σφάλµατος

΄Εστω f (Xn) το bin που αντιστοιχεί στην ακολουθία Xn .

Για να συµβεί σφάλµα αποκωδικοποίησης πρέπει

1. Η Xn να είναι µη τυπική ή

2. Το bin να περιέχει περισσότερες από µία τυπικές ακολουθίες.

Εποµένως,

P(n)
e = Pr {g (f (X)) 6= X}

(a)
≤ Pr

{
X /∈ A(n)

ε

}
+
∑

x

Pr
{
∃x′ 6= x : x′ ∈ A(n)

ε , f (x′) = f (x)
}

p(x)

(b)
≤ ε+

∑
x

∑
x′∈A(n)

ε ,x′ 6=x

Pr {f (x′) = f (x)} p(x)

(a) από το ϕράγµα ένωσης (union bound), (b) από το ΑΕΡ.
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Συµπίεση µε τη µέθοδο random binning –

Πιθανότητα σφάλµατος (2)

P(n)
e ≤ ε+

∑
x

∑
x′∈A(n)

ε ,x′ 6=x

Pr{f (x′) = f (x)}p(x)

(c)
≤ ε+

∑
x

∑
x′∈A(n)

ε

2−nRp(x) ≤ ε+
∑

x′∈A(n)
ε

2−nR
∑

x

p(x)

= ε+
∑

x′∈A(n)
ε

2−nR
(d)
≤ ε+ 2n(H(X)+ε)2−nR

(e)
≤ 2ε.

(c) λόγω του τυχαίου τρόπου δηµιουργίας των bins, (d) από το ΑΕΡ, εάν

R > H(X) + ε, (e) για αρκούντως µεγάλο n.
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Συµπίεση µε τη µέθοδο random binning – Σχόλια

Η P(n)
e είναι η µέση πιθανότητα σφάλµατος για όλους τους πιθανούς

τρόπους δηµιουργίας bins (ϑεωρήσαµε ότι Pr{f (x′) = f (x)} =
2−nR).

Εποµένως, υπάρχει τουλάχιστον ένας τρόπος δηµιουργίας bins για

τον οποίο η πιθανότητα αποτυχίας αποκωδικοποίησης τείνει στο 0.

Επίσης, όπως και στην περίπτωση κωδικοποίησης καναλιού, από

την ανισότητα Markov προκύπτει ότι για αρκούντως µεγάλο n, για

οποιοδήποτε τρόπο δηµιουργίας bins, P(n)
e → 0.

Η κωδικοποίηση µε χρήση random binning είναι ένας ακόµη τρόπος

κωδικοποίησης.

Παρατηρήστε ότι για να κωδικοποιήσουµε µε random binning δεν

απαιτείται να ελέγχουµε στον ποµπό αν οι ακολουθίες που κωδικο-

ποιούµε είναι τυπικές ! (ωστόσο, χρειάζεται να το ελέγξουµε στο

δέκτη)
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Θεώρηµα Slepian-Wolf

1 Θεωρία Πληροφορίας ∆ικτύων (Network Information Theory)
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Μοντέλο και Ορισµοί

Random binning
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – ευθύ

Θα αποδείξουµε το ευθύ του ϑεωρήµατος Slepian-Wolf µε χρήση

random binning.

∆ηµιουργία κώδικα : Ο κωδικοποιητής 1 αντιστοιχίζει ένα από 2nR1

bins σε κάθε ακολουθία xn µε τυχαίο (οµοιόµορφο) τρόπο. Ο

κωδικοποιητής 2 αντιστοιχίζει ένα από 2nR2 bins σε κάθε ακολουθία

yn µε τυχαίο (οµοιόµορφο) τρόπο.

Οι αντιστοιχίσεις, έστω f1 και f2, αποκαλύπτονται στον αντίστοιχο

κωδικοποιητή και στο (µοναδικό) αποκωδικοποιητή.

Κωδικοποίηση : Ο ποµπός 1 στέλνει το δείκτη του bin στο οποίο

ανήκει η Xn (έστω m). Ο ποµπός 2 στέλνει το δείκτη του bin στο

οποίο ανήκει η Y n (έστω n).
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – ευθύ (2)

Αποκωδικοποίηση : Με ϐάση το Ϲεύγος δεικτών (m,n), ο δέκτης

αποκωδικοποιεί στις ακολουθίες x̂n και ŷn αν το Ϲεύγος ακολουθιών

(x̂n, ŷn) είναι από κοινού τυπικό και είναι το µοναδικό Ϲεύγος για

το οποίο ισχύει f1 (x̂n) = m και f2 (ŷn) = n. Αλλιώς, δηλώνει

αδυναµία αποκωδικοποίησης.

Τα ενδεχόµενα που οδηγούν σε σφάλµα είναι τα εξής

1. E0 ,
{
(Xn,Y n) /∈ A(n)

ε

}
.

2. E1 ,
{
∃x̃n 6= Xn : f1(x̃n) = f1(Xn) και (x̃n,Y n) ∈ A(n)

ε

}
.

3. E2 ,
{
∃ỹn 6= Y n : f2(ỹn) = f2(Y n) και (Xn, ỹn) ∈ A(n)

ε

}
.

4.

E12 , {∃(x̃n, ỹn) : x̃n 6= Xn, ỹn 6= Y n, f1(x̃
n) = f1(X

n),

f2(ỹ
n) = f2(Y

n) και (x̃n, ỹn) ∈ A(n)
ε

}
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – ευθύ (3)

Υπολογισµός πιθανότητας σφάλµατος : Εποµένως,

P(n)
e = Pr {E0 ∪ E1 ∪ E2 ∪ E12}
≤ Pr{E0}+ Pr{E1}+ Pr{E2}+ Pr{E12}.

Από το ΑΕΡ, για αρκούντως µεγάλο n, Pr{E0} < ε.

Για το ενδεχόµενο E1,

Pr{E1} = Pr
{
∃x̃n 6= Xn : f1(x̃

n) = f1(X
n) και (x̃n ,Y n) ∈ A(n)

ε

}
=

∑
(xn ,yn)

p (xn , yn) Pr
{
∃x̃n 6= xn : f1(x̃

n) = f1(x
n) και (x̃n , yn) ∈ A(n)

ε

}
≤

∑
(xn ,yn)

p (xn , yn)
∑

x̃n 6=xn ,(x̃n ,yn)∈A
(n)
ε

Pr {f1(x̃n) = f1(x
n)} .
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – ευθύ (4)

Pr{E1} ≤
∑

(xn ,yn)

p (xn, yn)
∑

x̃n 6=xn ,(x̃n ,yn)∈A(n)
ε

Pr {f1(x̃n) = f1(x
n)}

(a)
=

∑
(xn ,yn)

p (xn, yn)2−nR1
∣∣∣A(n)
ε (X |yn)

∣∣∣
(b)
≤ 2−nR12n(H(X |Y )+2ε) → 0, εάν R1 > H(X |Y ) + 2ε.

(a) λόγω του οµοιόµορφου random binning (και επειδή ο µέσος όρος

υπολογίζεται για όλους τους τρόπους random binning) (b) Θα

αποδείξουµε ότι ο αριθµός των ακολουθιών Xn που είναι από κοινού

τυπικές µε συγκεκριµένη τυπική ακολουθία yn ικανοποιεί τη σχέση∣∣∣A(n)
ε (X |yn)

∣∣∣ ≤ 2n(H(X |Y )+2ε).
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – ευθύ (5)

Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι

Pr{E2} ≤ ε για αρκούντως µεγάλο n εάν R2 > H(Y |X) και

Pr{E12} ≤ ε για αρκούντως µεγάλο n εάν R1 + R2 > H(X ,Y ).

Συνεπώς, για αρκούντως µεγάλο n, και εάν ικανοποιούνται οι συν-

ϑήκες του Θεωρήµατος Slepian-Wolf υπάρχουν δύο random bin-

nings f ∗1 και f ∗2 τέτοια ώστε η πιθανότητα σφάλµατος να µην υπερ-

ϐαίνει το 4ε.
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Υπό συνθήκη τυπικές ακολουθίες

Θεώρηµα 11.6. (Cover & Thomas, Theorem 15.2.2.) Εάν A(n)
ε (X |yn)

είναι το σύνολο των ακολουθιών Xn που είναι από κοινού (α-

σθενώς) ε-τυπικές µε µία συγκεκριµένη τυπική ακολουθία yn ∈
A(n)
ε (Y ), ∣∣∣A(n)

ε (X |yn)
∣∣∣ ≤ 2n(H(X |Y )+2ε).

Επίσης, για αρκούντως µεγάλο n,

(1− ε)2n(H(X |Y )−2ε) ≤
∑
yn

p(yn)
∣∣∣A(n)
ε (X |yn)

∣∣∣ .
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Υπό συνθήκη τυπικές ακολουθίες (2)

Λήµµα 11.7. (Cover & Thomas Theorem 15.2.1.4:) Θα αποδείξουµε,

πρώτα, το εξής : Αν ένα Ϲεύγος ακολουθιών (xn, yn) είναι από

κοινού (ασθενώς) ε−τυπικό,

2−n(H(X |Y )+2ε) ≤ p(xn|yn) ≤ 2−n(H(X |Y )−2ε).

Απόδειξη : Επειδή το Ϲεύγος (xn, yn) είναι από κοινού ε−τυπικό,

2−n(H(X ,Y )+ε) ≤ p(xn, yn) ≤ 2−n(H(X ,Y )−ε).

Επίσης, επειδή η ακολουθία yn είναι ε−τυπική,

2−n(H(Y )+ε) ≤ p(yn) ≤ 2−n(H(Y )−ε).

∆ιαιρώντας, προκύπτει το Ϲητούµενο.
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Υπό συνθήκη τυπικές ακολουθίες (3)

Απόδειξη Θεωρήµατος 11.6: Για την πρώτη ανισότητα,

1 ≥
∑

xn∈A(n)
ε (X |yn)

p(xn|yn)
(a)
≥

∑
xn∈A(n)

ε (X |yn)

2−n(H(X |Y )+2ε)

=
∣∣∣A(n)
ε (X |yn)

∣∣∣2−n(H(X |Y )+2ε).

(a) από το Λήµµα 11.7.

Για τη δεύτερη ανισότητα, αν το n είναι αρκετά µεγάλο,

1− ε ≤
∑

(xn ,yn)∈A(n)
ε (X ,Y )

p(xn, yn)

=
∑

yn∈A(n)
ε (Y )

p(yn)
∑

xn∈A(n)
ε (X |yn)

p(xn|yn)
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Υπό συνθήκη τυπικές ακολουθίες (4)

1− ε ≤
∑

yn∈A(n)
ε (Y )

p(yn)
∑

xn∈A(n)
ε (X |yn)

p(xn|yn)

≤
∑
yn

p(yn)
∑

xn∈A(n)
ε (X |yn)

p(xn|yn)

(b)
≤
∑
yn

p(yn)
∑

xn∈A(n)
ε (X |yn)

2−n(H(X |Y )−2ε)

=
∑
yn

p(yn)
∣∣∣A(n)
ε (X |yn)

∣∣∣2−n(H(X |Y )−2ε).

(b) από το Λήµµα 11.7.
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Ερµηνεία της κωδικοποίησης Slepian-Wolf

xn yn

΄Οπως είδαµε, σε κάθε τυπική ακολουθία xn αντιστοιχούν

∣∣∣A(n)
ε (Y |xn)

∣∣∣
τυπικές ακολουθίες Y n , όπου∣∣∣A(n)

ε (Y |xn)
∣∣∣ ≤ 2n(H(Y |X)+2ε).

Αν ο κωδικοποιητής της πηγής Y γνωρίζει την ακολουθία xn αρκούν

H(Y |X) + 2ε bits κατά µέσο όρο για την κωδικοποίηση κάθε συµβόλου

της yn .
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Ερµηνεία της κωδικοποίησης Slepian-Wolf (2)

xn yn

Αν ο κωδικοποιητής της Y δε γνωρίζει την xn , ``χρωµατίζει΄΄ τυχαία

(και οµοιόµορφα) όλες τις ακολουθίες yn χρησιµοποιώντας 2nR2

χρώµατα.

Επειδή R2 > H(Y |X) + 2ε, καθώς το n → ∞, η πιθανότητα δύο

ακολουθίες µε το ίδιο χρώµα να ϐρεθούν στο ίδιο bin τείνει στο 0.
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Ερµηνεία της κωδικοποίησης Slepian-Wolf (3)

xn yn

Εποµένως, αν ο κωδικοποιητής της X στείλει το bin στο οποίο ανήκει

η xn και ο κωδικοποιητής της Y στείλει το ``χρώµα΄΄ της yn , ο αποκω-

δικοποιητής µπορεί να εκτιµήσει το Ϲεύγος (xn, yn) µε P(n)
e → 0

για n →∞.

Συνεπώς, αρκεί Rx+Ry > H(X)+ε+H(Y |X)+2ε = H(X ,Y )+
3ε.
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Ερµηνεία της κωδικοποίησης Slepian-Wolf (4)

Μπορούµε να επιτύχουµε τον ίδιο συνολικό ϱυθµό µετάδοσης αν

ο κωδικοποιητής της Y στέλνει το δείκτη του bin της ακολουθίας yn

και ο κωδικοποιητής της X στέλνει το ``χρώµα΄΄ της xn .

Επίσης, µπορούµε να επιτύχουµε οποιαδήποτε Rx και Ry τέτοια

ώστε Rx +Ry > H(X ,Y ) µε διαµοιρασµό χρόνου (time sharing):

Για α % του χρόνου, Rx > H(X) και Ry > H(Y |X) (αρκεί το n να

είναι αρκετά µεγάλο).

Για 1− α % του χρόνου, Ry > H(Y ) και Rx > H(X |Y ) (αρκεί το n
να είναι αρκετά µεγάλο).

Συνεπώς, Rx > αH(X)+(1−α)H(X |Y ), Ry > αH(Y |X)+(1−
α)H(Y ) και Rx + Ry > H(X ,Y ).

Εάν µεταδίδουµε ακριβώς επάνω στο όριο, η τιµή του α καθορίζει το

σηµείο της ευθείας Rx +Ry = H(X ,Y ) πάνω στο οποίο ϐρίσκονται

τα Rx και Ry.
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Θεώρηµα Slepian-Wolf – αντίστροφο

Το αντίστροφο του ϑεωρήµατος Slepian-Wolf µπορεί να αποδειχτεί

άµεσα µε χρήση του ακόλουθου επιχειρήµατος :

Αν επιτρέψουµε στους δύο κωδικοποιητές πηγής να συνεργαστούν,

η συµπίεση ϑα είναι τουλάχιστον τόσο καλή όσο στην περίπτωση που

δε συνεργάζονται (αφού, αν ϑέλουν, µπορούν να επιλέξουν να µη

συνεργαστούν, αν αυτό είναι καλύτερο).

Ωστόσο, από το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Πηγής γνωρίζουµε ότι,

προκειµένου P(n)
e → 0, πρέπει Rx + Ry > H(X ,Y ).

Για µια απευθείας απόδειξη του αντιστρόφου, χωρίς χρήση του Θε-

ωρήµατος Κωδικοποίησης µίας πηγής, δείτε, π.χ. Cover & Thomas.
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Κατανεµηµένη κωδικοποίηση µε µηδενική πιθανότητα

αδυναµίας αποκωδικοποίησης

΄Οταν αναφερθήκαµε στην κωδικοποίηση µίας πηγής είδαµε ότι,

στο όριο, µπορούµε να επιτύχουµε κωδικοποίηση µε P(n)
e ακριβώς

ίση µε 0 για n → ∞ (χρησιµοποιώντας, για παράδειγµα, κώδικα

Huffman ή αριθµητική κωδικοποίηση).

Ωστόσο, στη γενική περίπτωση, αυτό δεν ισχύει στην κατανεµηµένη

κωδικοποίηση. ∆ηλαδή, δεν µπορούµε να επιτύχουµε Rx + Ry =
H(X ,Y ) και ακριβώς µηδενική πιθανότητα σφάλµατος.
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Γενίκευση για K πηγές και για πηγές µε µνήµη

Μπορεί να αποδειχτεί (µε παρόµοιο τρόπο όπως στην περίπτωση

δύο χρηστών) ότι, για το πρόβληµα κατανεµηµένης συµπίεσης K
πηγών, οι ϱυθµοί συµπίεσης πρέπει να ικανοποιούν τις σχέσεις

R(S) < H(X(S)|X(Sc)) για όλα τα S ⊆ {1,2, . . . ,K},

όπου

R(S) =
∑
i∈S

Ri και

X(S) = {Xi , i ∈ S}.

Μπορεί, επίσης, να αποδειχτεί ότι, όταν οι πηγές έχουν µνήµη και

είναι από κοινού στάσιµες και εργοδικές, αρκεί να αντικαταστήσου-

µε εντροπίες µε ϱυθµούς εντροπίας.
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