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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

Περιεχόµενα 5ης διάλεξης

1 ∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα

Ορισµοί και Θεωρήµατα

2 Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)

Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

∆ιακριτά κανάλια – Ορισµοί

Ορισµός 5.1. ΄Ενα διακριτό κανάλι (X , p(y|x),Y) αποτελείται από

δύο πεπερασµένα σύνολα συµβόλων εισόδου και εξόδου X και

Y , αντιστοίχως, και από ένα σύνολο (µία οικογένεια) δεσµευµένων

συναρτήσεων µάζας πιθανότητας p(y|x), µια για κάθε x ∈ X ,

ώστε, για κάθε x και y, p(y|x) ≥ 0 και, για κάθε x ,
∑

y p(y|x) = 1.

Η τ.µ. X είναι η είσοδος του καναλιού και η Y η έξοδός του.
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

∆ιακριτά κανάλια – Ορισµοί (2)

Ορισµός 5.2. ΄Ενα διακριτό κανάλι δεν έχει µνήµη (discrete me-

moryless channel - DMC) εάν

p(yk|xk, yk−1,m) = p(yk|xk),

όπου m ∈ M είναι το µήνυµα που ϑέλουµε να µεταδώσουµε µε

n χρήσεις του καναλιού

Παρατηρήστε ότι, από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας, ο ορισµός

αυτός συνεπάγεται και ότι

p(yk|xk, yk−1) = p(yk|xk).

Ορισµός 5.3. ΄Εστω ότι χρησιµοποιούµε ένα διακριτό κανάλι n ϕο-

ϱές. Ορίζουµε τη n-οστή επέκταση του διακριτού καναλιού χωρίς µνήµη

ως (X n, p(yn|xn),Yn), όπου

p(yk|xk, yk−1) = p(yk|xk), k = 1,2, . . . ,n.
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

Μετάδοση σε διακριτά κανάλια χωρίς ανάδραση

Μπορούµε να γράψουµε

p(yn|xn,m) =

n∏
i=1

p(yi |xn, yi−1,m).

Εάν το κανάλι χωρίς µνήµη χρησιµοποιείται χωρίς ανάδραση, δη-

λαδή η είσοδος xn στο κανάλι δεν εξαρτάται από τις εξόδους

σε προηγούµενες χρονικές στιγµές αλλά µόνο από το µήνυµα m,

p(yi |xn, yi−1,m) = p(yi |x i , yi−1,m) = p(yi |xi) και

p(yn|xn) =

n∏
i=1

p(yi |xi).

(p(yi |xn, yi−1,m) = p(yi |yi−1,m) = p(yi |x i , yi−1,m) επειδή η

αντιστοίχιση m ↔ xn είναι ένα-προς-ένα λόγω απουσίας ανάδρα-

σης).
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

Χωρητικότητα ∆ιακριτού Καναλιού Χωρίς Μνήµη

Ορισµός 5.4. ``Πληροφοριακή΄΄ Χωρητικότητα ∆ιακριτού Καναλιού

Χωρίς Μνήµη

‘‘Information’’ Channel Capacity of a DMC

C , max
p(x)

I(X ;Y )
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

Παραδείγµατα ∆ιακριτών Καναλιών Χωρίς Μνήµη

(Επανάληψη από το µάθηµα ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄)

∆υαδικό Συµµετρικό Κανάλι (Binary Symmetric Channel -- BSC):

C = 1− H(p) bits, επιτυγχάνεται µε οµοιοµορφη p(x) =
(1

2 ,
1
2

)
.

∆υαδικό Κανάλι µε ∆ιαγραφή (Binary Erasure Channel): C = 1−α,

όπου α η πιθανότητα διαγραφής. Επιτυγχάνεται µε οµοιοµορφη

p(x) =
(1

2 ,
1
2

)
.

Η χωρητικότητα του δυαδικού καναλιού µε διαγραφή παραµένει η

ίδια εάν χρησιµοποιήσουµε ανάδραση.

Θα δούµε ότι το αποτέλεσµα αυτό, δηλαδή ότι η χρήση ανάδρα-

σης δεν αυξάνει τη χωρητικότητα, ισχύει γενικά για όλα τα διακριτά

κανάλια χωρίς µνήµη.
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

Παράδειγµα 5.1. Product DMC

(A. El Gamal & Y.-H. Kim, Example 3.3).

Θεωρούµε δύο διακριτά κανάλια χωρίς µνήµη (X1, p(y1|x1),Y1)
και (X2, p(y2|x2),Y2) µε χωρητικότητες C1 και C2, αντίστοιχα.

΄Εστω, τώρα, το κανάλι (X1 ×X2, p(y1|x1)p(y2|x2),Y1 ×Y2) στο

οποίο τα σύµβολα x1 ∈ X1 και x2 ∈ X2 στέλνονται ταυτόχρονα

και παράλληλα και τα ληφθέντα σύµβολα ακολουθούν κατανοµή

p(y1, y2|x1, x2) = p(y1|x1)p(y2|x2).
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

Παράδειγµα 5.1. Product DMC (2)

Η χωρητικότητα του καναλιού-γινοµένου ισούται µε

C = max
p(x1,x2)

I(X1,X2;Y1;Y2)

= max
p(x1,x2)

{I(X1,X2;Y1) + I(X1,X2;Y2|Y1)}

= max
p(x1,x2)

{I(X1;Y1) + I(X2;Y1|X1)+

I(X2;Y2|Y1) + I(X1;Y2|X2,Y1)}
(a),(b)
= max

p(x1,x2)
{I(X1;Y1) + I(X2;Y2)} .

(a) Οι X1 και X2 είναι ανεξάρτητες και η Y1 είναι ανεξάρτητη της X2.

Εποµένως, X2 → X1 → Y1 και

I(X2;Y1|X1) = H(Y1|X1)− H(Y1|X1,X2) = 0 .

(b) Με την ίδια συλλογιστική, (X1,Y1)→ X2 → Y2 και

I(X1;Y2|X2,Y1) = H(Y2|X2,Y1)− H(Y2|X1,X2,Y1) = 0. Επίσης, λόγω

ανεξαρτησίας, I(X2;Y2|Y1) = I(X2;Y2).
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

Παράδειγµα 5.1. Product DMC (3)

Συνεπώς,

C = max
p(x1,x2)

{I(X1;Y1) + I(X2;Y2)}

= max
p(x1,x2)

I(X1;Y1) + max
p(x1,x2)

I(X2;Y2)

= max
p(x1)

I(X1;Y1) + max
p(x2)

I(X2;Y2) = C1 + C2.

Το αποτέλεσµα µπορεί να γενικευτεί για K > 2 ανεξάρτητα κα-

νάλια.
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

Χωρητικότητα Συµµετρικού Καναλιού

Πίνακας µετάβασης [p(y|x)]i,j. Σύµβολο στην είσοδο : xi . Σύµβολο

στην έξοδο : yj.

Ορισµός 5.5. ΄Ενα διακριτό κανάλι χωρίς µνήµη ονοµάζεται συµµετρικό

όταν κάθε γραµµή του πίνακα µετάβασης p(y|x) προκύπτει από

αναδιάταξη κάθε άλλης γραµµής και το ίδιο ισχύει και για κάθε

στήλη του πίνακα. ΄Ενα διακριτό κανάλι χωρίς µνήµη ονοµάζε-

ται ασθενώς συµµετρικό όταν κάθε γραµµή του πίνακα µετάβασης

p(y|x) προκύπτει από αναδιάταξη κάθε άλλης γραµµής και τα α-

ϑροίσµατα των στοιχείων κάθε στήλης
∑

x p(y|x) ισούνται µεταξύ

τους.
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

Χωρητικότητα Συµµετρικού Καναλιού (2)

Θεώρηµα 5.6. Για τη χωρητικότητα ασθενώς συµµετρικού καναλιού

(και, εποµένως, και συµµετρικού καναλιού), ισχύει

C = log |Y| − H(οποιασδήποτε γραµµής r πίνακα µετάβασης).

Απόδειξη :

I(X ;Y ) = H(Y )− H(Y |X)

(a)
= H(Y )− H(r)

≤ log |Y| − H(r).

Για το (a) χρησιµοποιήθηκε το γεγονός ότι κάθε γραµµή του πίνακα

µετάβασης προκύπτει από αναδιάταξη κάθε άλλης γραµµής.
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ορισµοί και Θεωρήµατα

Χωρητικότητα Συµµετρικού Καναλιού (3)

Η ισότητα ισχύει όταν η Y ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή.

Οµοιόµορφη κατανοµή για την Y επιτυγχάνεται µε χρήση οµοιόµορ-

ϕα κατανεµηµένης εισόδου X .

p(y) =
∑
x∈X

p(y|x)p(x) = 1
|X |

∑
x∈X

p(y|x) (a)
= c

1
|X |

=
1
|Y|

.

Στο (a) χρησιµοποιήθηκε το γεγονός ότι, για (ασθενώς) συµµετρικά

κανάλια, τα αθροίσµατα των στοιχείων κάθε στήλης ισούνται µεταξύ

τους.

Παρόλο που για συµµετρικά (και ασθενώς συµµετρικά) κανάλια η

χωρητικότητα επιτυγχάνεται πάντοτε µε χρήση οµοιόµορφης κατανο-

µής εισόδου, αυτό δε σηµαίνει, κατ΄ ανάγκη, ότι µόνο η οµοιόµορφη

κατανοµή επιτυγχάνει τη χωρητικότητα.

Παράδειγµα : Ενθόρυβη γραφοµηχανή µε άρτιο αριθµό πλήκτρων.
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP

Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint

AEP)

1 ∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα

Ορισµοί και Θεωρήµατα

2 Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP)

Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP

Εισαγωγή

Θα αρχίσουµε, και πάλι, από την ασθενή από κοινού τυπικότητα και,

στη συνέχεια, ϑα αναφερθούµε στην ισχυρή από κοινού τυπικότητα.
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP

Από κοινού τυπικές ακολουθίες (Jointly Typical sequences)

Ορισµός 5.7. Το σύνολο A(n)
ε από κοινού (ασθενώς) τυπικών α-

κολουθιών Ϲευγών (x, y) ως προς την κατανοµή p(x, y), ορίζεται

ως

A(n)
ε = {(xn, yn) ∈ X n × Yn :

∣∣∣∣−1
n

log p(xn)− H(X)

∣∣∣∣ < ε,∣∣∣∣−1
n

log p(yn)− H(Y )

∣∣∣∣ < ε,∣∣∣∣−1
n

log p(xn, yn)− H(X ,Y )

∣∣∣∣ < ε

}
,

περιέχει, δηλαδή, τις ακολουθίες Ϲευγών (ή τα Ϲεύγη ακολουθιών)

{(xn, yn)} µήκους n οι εµπειρικές εντροπίες των οποίων

ϐρίσκονται σε απόσταση από την πραγµατική τους εντροπία που δεν

υπερβαίνει το ε.
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP

Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης

(Joint AEP)

΄Εστω (Xn,Y n) ακολουθίες µήκους n οι οποίες δηµιουργούνται

µε χρήση ανεξάρτητων και οµοίως κατανεµηµένων (i.i.d.) Ϲευγών

(Xi ,Yi), σύµφωνα µε την κατανοµή p(xn, yn) =
∏n

i=1 p(xi , yi).

Ισχύουν οι ιδιότητες :

1. Pr
{
(Xn,Y n) ∈ A(n)

ε

}
→ 1, για n →∞.

2.

∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ ≤ 2n(H(X ,Y )+ε).

3. Εάν (X̃n, Ỹ n) ∼ p(xn)p(yn), δηλαδή οι X̃n και Ỹ n είναι

ανεξάρτητες και οι κατανοµές τους είναι ίδιες µε τις περιθώριες

κατανοµές της p(xn, yn),

Pr
{
(X̃n, Ỹ n) ∈ A(n)

ε

}
≤ 2−n(I(X ;Y )−3ε).

Επίσης, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε, για n > n0,

Pr
{
(X̃n, Ỹ n) ∈ A(n)

ε

}
≥ (1− ε)2−n(I(X ;Y )+3ε).
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP

Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης –

Αποδείξεις

1. Pr
{
(Xn,Y n) ∈ A(n)

ε

}
→ 1, για n →∞.

Από τον ασθενή νόµο των µεγάλων αριθµών, − 1
n log p(Xn) →

−E[log p(X)] = H(X) κατά πιθανότητα. Εποµένως, για δεδοµένο

ε > 0, υπάρχει n1 τέτοιο ώστε, για όλα τα n > n1,

Pr
{∣∣− 1

n log p(Xn)− H(X)
∣∣ ≥ ε} < ε

3 . Παροµοίως, υπάρχουν

n2 και n3 τέτοια ωστε, Pr
{∣∣− 1

n log p(Y n)− H(Y )
∣∣ ≥ ε} < ε

3
και Pr

{∣∣− 1
n log p(Xn,Y n)− H(X ,Y )

∣∣ ≥ ε} < ε
3 , αντιστοίχως.

Εποµένως, για n > max{n1,n2,n3}, η πιθανότητα το (Xn,Y n) να

µην είναι τυπικό είναι µικρότερη από ε, και, συνεπώς,

Pr
{
(Xn,Y n) ∈ A(n)

ε

}
> 1− ε, για n > max{n1,n2,n3}.
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP

Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης –

Αποδείξεις (2)

2.

∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣ ≤ 2n(H(X ,Y )+ε).

Παρόµοια µε την αντίστοιχη απόδειξη για το AEP,

1 =
∑

p(xn, yn) ≥
∑

(xn ,yn)∈A(n)
ε

p(xn, yn) ≥
∣∣∣A(n)
ε

∣∣∣2−n(H(X ,Y )+ε).
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP

Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης –

Αποδείξεις (3)

3. ΄Εστω ανεξάρτητες ακολουθίες τ.µ. X̃n και Ỹ n που έχουν προκύψει

από κατανοµές p(x̃n) και p(ỹn) που είναι ίδιες µε τις περιθώριες

κατανοµές της p(xn, yn), p(xn) και p(yn), αντιστοίχως. Εποµένως,

Pr
{
(X̃n, Ỹ n) ∈ A(n)

ε

}
=

∑
(xn ,yn)∈A(n)

ε

p(xn)p(yn)

≤ 2n(H(X ,Y )+ε)2−n(H(X)−ε)2−n(H(Y )−ε)

= 2−n(I(X ;Y )−3ε).

Με παρόµοιο τρόπο (ϐλ. π.χ. Cover Theorem 7.6.1) µπορεί να

αποδειχτεί ότι

Pr
{
(X̃n, Ỹ n) ∈ A(n)

ε

}
≥ (1− ε)2−n(I(X ;Y )+3ε)

για n > n0.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 5η διάλεξη 20/ 23



∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP

Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (2)

Στο σχήµα δίνεται ένα παράδειγµα από κοινού τυπικού συνόλου. Υπάρχουν

περίπου 2nH(X) τυπικές ακολουθίες τ.µ. X και περίπου 2nH(Y ) τυπικές

ακολουθίες τ.µ. Y . Ωστόσο, οι από κοινού τυπικές ακολουθίες είναι περίπου

2nH(X ,Y ), δηλαδή, υπάρχουν Ϲεύγη τυπικών Xn µε τυπικά Y n τα οποία δεν

είναι από κοινού τυπικά.
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP

Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (3)

Από την 3η ιδιότητα, η πιθανότητα ένα Ϲεύγος ακολουθιών (Xn,Y n)
το οποίο επιλέγεται τυχαία και του οποίου οι συνιστώσες είναι (µε-

µονωµένως) τυπικές να είναι και από κοινού τυπικό, ισούται περίπου

µε 2−nI(X ;Y ).

Εποµένως, στο σχήµα της προηγούµενης διαφάνειας, κατά µέσο

όρο πρέπει να ϑεωρήσουµε περίπου 2nI(X ;Y ) Ϲεύγη µεµονωµένως

τυπικών Xn και Y n έως ότου εµφανιστεί ένα τυπικό Ϲεύγος.

Ισοδύναµα, εάν ϑεωρήσουµε µια ακολουθία Y n η οποία αποτελεί

την έξοδο καναλιού µε είσοδο Xn , υπάρχουν περίπου 2nH(X |Y )

υπό συνθήκη τυπικές ακολουθίες Xn . Η πιθανότητα να διαλέξου-

µε µια ακολουθία X ′n η οποία είναι τυπική µε την Y n αλλά δεν

είναι η ακολουθία Xn η οποία µεταδόθηκε ισούται, περίπου, µε

2nH(X |Y )/2nH(X) = 2−nI(X ;Y ). Εποµένως, και πάλι, κατά µέσο όρο

πρέπει να ϑεωρήσουµε περίπου 2nI(X ;Y ) ακολουθίες Xn έως ότου

εµφανιστεί ακολουθία που αποτελεί τυπικό Ϲεύγος µε την Y n .
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∆ιακριτά κανάλια και χωρητικότητα
Η Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (Joint AEP) Ασθενής Από Κοινού Τυπικότητα και Joint AEP

Ιδιότητα Από Κοινού Ασυµπτωτικής Ισοδιαµέρισης (4)

Συνεπώς, διαισθητικά, αν έχουµε ένα κανάλι µε p(y|x) µπορούµε

να µεταδίδουµε περίπου 2nI(X ;Y ) διακριτές ακολουθίες στο κανάλι

χωρίς στο δέκτη να υπάρχει σύγχυση της (τυπικής) ακολουθίας yn

που αντιστοιχεί στη µεταδοθείσα τυπική ακολουθία xn µε µια άλλη

τυπική ακολουθία ỹn η οποία είναι ανεξάρτητη από τη µεταδοθείσα

xn .

Θα αποδείξουµε ότι είναι εφικτή η µετάδοση έως και 2nI(X ;Y ) δια-

κριτών ακολουθιών µε αυθαίρετα µικρή πιθανότητα σφάλµατος για

n → ∞. Θα δούµε, επίσης, ότι εάν προσπαθήσουµε να µε-

ταδώσουµε περισσότερες από 2nI(X ;Y ) διακριτές ακολουθίες, η

πιθανότητα σφάλµατος τείνει στο 1.
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